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Invarianten wesentlicher Uberdeckungen
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Deutschland

Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkdrper K+R, und sei f:B—C eine
wesentliche Uberdeckung von C, d. h. 8 epimorph und Kep klein in B. Unter den

Invarianten von C verstehen wir hier die Kardinalzahlen ¢, =dimy (C ()i? K}, sowie

¢, =dimp,(So,(C)) fiir alle maximalen Ideale p, mit So,(C)={xeC|xp=0}. Das
sind also gerade ,,die” Invarianten der injektiven Hiille C von C, und man kann
nach dem Zusammenhang zwischen den Invarianten von C und von B fragen.
Unser Hauptresultat lautet, daB es ein n 20 gibt mit by=c,+n und b, +n=c, fiir
alle p, d. h. es gilt

Bx(K/Ry'~CxK".

Als Hauptanwendung dieser Formel geben wir eine Beschreibung derjenigen
algebraisch kompakten R-Moduln M an, die in ihrer injektiven Hiille M ein
Komplement haben, also ein minimales Element in der Menge {WC MW +M
=M}. Sie sind von der Form

M=Dx (1:[ A,,) x ]:[1 (];[ B,,,,),

wobei D teilbar ist, A4, p-primdr und beschrinkt, und B, e{R} R/p,
R/p%, R/p3,...} fiir alle p. Weil sich die Eigenschaft, in der injektiven Hiille ein
Komplement zu haben, nicht auf direkte Summanden vererbt, miissen wir auch
die Existenz von sogenannten schwachen Komplementen (s. Abschn. 2) untersu-
chen. Wieder wird fiir die injektiven Hiillen von algebraisch kompakten R-
Moduln dieses Problem vollstindig gelost.

1. Wesentliche Uberdeckungen und der p-Rang eines Moduls

Stets sei in dieser Note R ein Dedekindring mit Quotientenkorper K +R, und
P,q,... seien maximale Ideale von R. Unter dem p-Rang eines R-Moduls M
versteht man die Dimension des R/p-Vektorraumes M/Mp. Will man zu einem
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Untermodul U von M den Zusammenhang zwischen p-Rang(U) und p-Rang(M)
untersuchen, so kann man auf die exakte Folge 0—U CM—M/U—0 sowohl den
Funktor Extg(R/p, —) als auch den Funktor Tor®(—, R/p) anwenden und erhilt (s.
[3], Theorem 3.1) beide Male die exakte Folge

_*Sop(M)-i- U S (_1\1)_* UnMp .
U P\U Up

aus der die folgenden (im Falle R=Z wohlbekannten) Formeln fiir den p-Rang
resultieren :
Lemma 1.1. a) p-Rang(U)=dim(So,(U/U)).

b) Ist So,(M)CUCM, so gilt p-Rang(U)+p-Rang(M/U)=p-Rang(M)
+dim(So,(M/U)).

c) Ist M torsionsfrei, so gilt p-Rang(M)=<Rang(M); ist M torsionsvoll, so gilt
p-Rang(M) =dim(So,(M)).

d) Ist U grof in M, so gilt p-Rang(U) = p-Rang (M) ist T,(M/U) beschrinkt, so
gilt p-Rang(U)<p-Rang(M).
Beweis. Die ersten beiden Formeln ergeben sich unmittelbar aus (), wenn man bei
a) speziell M=U wihlt, und wenn man bei b) in der exakten Folge
0-UnMp/UpCU/Up—>M/Mp—(M/U)/(M/U)p—0 das erste Glied durch
So,(M/U) ersetzt. Fiir den ersten Teil von c) zeigen wir, im Hinblick auf spitere
Anwendungen, zuerst allgemeiner: Ist T,(M)=0, so gibt es einen freien, p-reinen
Untermodul B von M mit B+ Mp= M. Dazu wihle man einen freien R-Modul F
mit Rang(F)=p-Rang(M) und betrachte das Diagramm

_-F

_ -
g -
- kan

M<Z M/Mp———F/Fp.

kan

Klar ist Big+ Mp=M und (Big)p=g(Fp)=9g'(Mp)=BignMp; weil aber Keg
projektiv und p-teilbar ist, ist er bereits Null, also Big frei wie gewiinscht. Ist nun
M torsionsfrei, so folgt p-Rang(M)=p-Rang(B)=Rang(B)<Rang(M) wie be-
hauptet. Fiir den zweiten Teil von c) kann man gleich M p-primér, also sogar M
als Torsionsmodul iiber einem diskreten Bewertungsring annehmen. Dafiir ist
aber die angegebene Ungleichung wohlbekannt. Sei fiir d) nun U grof in M. Weil
dann M/U torsionsvoll ist, folgt nach eben p-Rang(M/U) <dim(So,(M/U)), mit (x)
also p-Rang(M)<=<p-Rang(U)+dim((So,(M)+ U)/U). Das letzte Glied ist aber
wegen So,(M)CU gleich Null. Ist schlieL}lich X /AU = T,(M/U) beschrinkt, so folgt
aus X/U =(X/U)/(X/U)=X/X, daB sich U/U in X/X einbetten l4ft, also p-Rang(U)
<p-Rang(X)<p-Rang(M) wie behauptet.

Fiir einen torsionsfreien Modul M vom Rang n>1 I48t sich der p-Rang auch
so bestimmen: Man wihle eine aufsteigende Folge 0=M,CM,C...CM,=M
derart, daB alle M,,,/M; torsionsfrei vom Rang 1 sind. Weil in p-Rang(M)

n—1

= Y p-Rang(M,,,/M,) die Summanden nur den Wert Null oder Eins haben
i=0

( 0 0,

konnen, gilt dann
p-Rang(M)=Rang(M)— Anzahl der p-teilbaren Faktoren der Kette.
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Wir wollen eine Charakterisierung der torsionsfreien koatomaren Moduln
durch den p-Rang geben. Ein Modul M heilit koatomar, wenn jeder teilbare
Faktormodul von M gleich Null ist. Unser Interesse an dieser Klasse von
Moduln beruht darauf, daB ein Epimorphismus :B—C genau dann wesentlich

ist, wenn Kef koatomar ist und enthalten in Ra(B)= (") Bp. Weil die Klasse der

koatomaren Moduln gegeniiber Unter- und Faktorrfloduln, sowie gegeniiber
Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist, geniigt es T(M) und M/T(M) zu be-
schreiben. [Trotzdem ist das unbefriedigend, denn in einem koatomaren Modul
M braucht, wenn R unendlich viele maximale Ideale hat, T(M) nicht abzuspalten,
wie eine entsprechende Verallgemeinerung des Beispiels in [5], Bemerkung 2 zu
Satz 5.6 zeigt. Ist allerdings R semilokal, so ist jeder koatomare Modul M von der
Form M, ® M ,, wobei M, endlich erzeugt und M, beschrinkt ist.] Ein Torsions-
modul ist genau dann koatomar, wenn jede seiner Primidrkomponenten be-
schriankt ist, und ein torsionsfreier koatomarer Modul hat endlichen Rang. Fiir
ihn gilt weiter:
Lemma 1.2. Sei M torsionsfrei vom Rang n= 1. Dann sind dquivalent :

1) M ist koatomar.

i) p-Rang(M)=Rang(M) fiir alle p.

iii) M ist bis auf Isomorphie reiner, dichter Untermodul von (R*)".

iv) M ist lokal frei, d. h. M ist freier R -Modul fiir alle p.

Beweis. Fiir einen beliebigen R-Modul X definieren wir X *=Ext 3(K/R,X). Ist X
torsionsfrei und reduziert, so ist X* nach [2], Theorem 9 gerade die Vervollstdndi-
gung von X in der R-Topologie. Ein Untermodul 4 von X heile dicht in X, wenn
er es beziiglich der R-Topologie von X ist, d.h. wenn X/A teilbar ist.

i)«>ii) Berechnet man den p-Rang aus einer Kette 0=M,CM,C...CM,=M
wie oben, so sieht man, daB es geniigt die Aquivalenz fiir n=1 zu zeigen, so daB wir
gleich RCM CK annehmen konnen: Ist M koatomar, so ist p-Rang(M)=p-
Rang(R)=1 fiir alle p nach 1.1d); ist aber M nicht koatomar, so kann es auch
M/R nicht sein, so daB es mindestens ein q gibt mit T,(K/M)=0, also q-Rang(M)
=0.

ii) «»iii) Fiir einen beliebigen R-Modul X ist p-Rang(X*)=p-Rang(X) fiir alle
p. Damit ist iii)—ii) klar. Ist aber umgekehrt ii) erfiilit, so ist M nach 1l.ic)
reduziert, also exakt O0->M->M*->Exti(K,M)—0, und schlieBlich
M*~Homg(K/R, M/M)=~Homg(K/R, (K/R)")=(R*)".

ii) —iv) Als R -Modul ist M, wieder torsionsfrei vom Rang n, also genau dann
frei, wenn auch sein Basis-Untermodul den Rang n hat. Das ist aber die Bedingung
ii).

Als Anwendung erhilt man, zusammen mit 1.1a), ein Kriterium dafiir, dal3
ein Epimorphismus wesentlich ist:

Folgerung. Sei B teilbar und torsionsfrei, C teilbar und torsionsvoll, und §:B—C ein
Epimorphismus. Genau dann ist  wesentlich, wenn es ein n=0 gibt mit B=K",
Cx=(K/R)".

Sind nun B und C beliebig, so verkniipft ein wesentlicher Epimorphismus von
B nach C die Invarianten der injektiven Hiillen in folgender Weise :
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Satz 1.3. Sei f:B—C ein wesentlicher Epimorphismus, n=tors.fr.Rang von Kep.
Dann gilt

Bx(K/Ry=~C x K".

Beweis. Sei im ersten Schritt B teilbar. Definiert man zu X = Ke f# den Zwischenmo-
dul X CB'CB durch B'/X=T(B/X), so ist auch B’ teilbar, und der Kern des
wesentlichen Epimorphismus B'/T(B’)— B'/X + T(B’) hat den Rang n, so daB folgt
B/T(B)=K", B'/X+T(B)=(K/R)" Andrerseits ist T(X) direkte Summe von
zyklischen Moduln, also T(B')/T(X)= T(B’). Aus T(C)=~B'/X E(X +T(B))/X x B/
X +T(B)=T(B)x(K/R)" sowie B/T(B)~B'/T(B)x B/B'~K"x C/T(C) folgt
durch Zusammen-Multiplizieren die Behauptung.

Sei nun im zweiten Schritt B beliebig. Dann gibt es ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

0—— . — B E——0,

und weil B wieder wesentlich ist, gilt nach eben Bx(K/R)"=~C x K™ mit m
=tors.fr.Rang(Ke ). Wegen Kef~Kep und B B folgt die Behauptung.

Aus dem Satz folgt insbesondere Hilfssatz 5.2 in [4]: Ist in C mindestens eine
Primiarkomponente Null, so folgt n=0, d. h. Kep ist torsionsvoll und B~C. Der
Satz gibt auch Auskunft iiber die Vielfalt der wesentlichen Uberdeckungen :

Folgerung 1. Jede wesentliche Uberdeckung von K/R ist isomorph zu K/R oder K.

Folgerung 2. Fiir einen teilbaren Modul C sind dquivalent: i) Jede wesentliche
Uberdeckung von C ist isomorph zu C. ii) Falls alle T(C)#0, sind alle Invarianten
von C unendlich.

Folgerung 3. Fiir einen teilbaren Modul B sind dquivalent: i) Fiir jeden kleinen
Untermodul X von B gilt B/ X=B. ii) Falls B nicht torsionsvoll ist, sind alle
Invarianten von B unendlich.

Beweis. Unter den Invarianten eines teilbaren Moduls D verstehen wir wie in der
Einfiihrung die Familie (d,,d, |pe Maxspec(R)), d. h. d, bzw. d, ist die Anzahl der
Kopien von K bzw. R(K/R),. die in D vorkommen.

1) Ist B eine wesentliche Uberdeckung von K/R, so folgt b,=n, b, +n=1 fir
alle p. Darin kann n nur Null oder Eins sein, und im ersten Fall folgt B~ K/R, im
zweiten B~ K.

2) i)—ii) Seien alle ¢, +0. Definiert man dann den teilbaren Modul B durch b,
=co+1,b,=c,— 1 falls ¢, endlich, b, =¢, sonst, soist B x(K/R)=C x K, und man
erhilt einen wesentlichen Epimorphismus

1xkan

B—=—TB)xC/T(C)xK T(B)x C/T(C) x (K/R)—=—C.

Nach Voraussetzung ist dan.r_l B=C, also ¢, unendlich, c, unendlich fiir alle p.
ii)—1) Sei B eine wesentliche Uberdeckung von C, also b, =c,+n sowie b, +n=c,



Invarianten wesentlicher Uberdeckungen 197

fir alle p. Falls mindestens ein T,(C)=0, folgt n=0, und daraus B C; falls aber
alle T,(C)=0, folgt aus der Voraussetzung b,=c, sowie b,=c, fiir alle p, also
wieder B=C.

3) Analog zu 2).

Die letzten beiden Folgerungen lassen sich leicht auf beliebige R-Moduln
ausdehnen. Wir geben die Resultate ohne Beweis an: Genau dann ist jede
wesentliche Uberdeckung von C isomorph zu C, wenn der divisible Anteil D(C) die
entsprechende Eigenschaft hat und wenn der reduzierte Anteil C/D(C) torsionsfrei
ist; genau dann ist B/X ~ B fiir alle kleinen Untermoduln X von B, wenn D(B) diese
Eigenschaft hat und wenn B/D(B) radikalfrei ist.

2. Schwache Komplemente in der injektiven Hiille

Weil sich die Eigenschalft, in der injektiven Hiille ein Komplement zu haben, nicht
auf direkte Summanden vererbt [s. Punkt iii) des folgenden Lemmas], bietet sich
zunichst eine Abschwichung des Begriffes ,,Komplement” an, die in [5], Ab-
schnitt 6 eingefiihrt wurde : W hei3t schwaches Komplement von M in N, wenn W
+M =N und WnM klein in N ist.

Lemma 2.1. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent :
i) M hat in seiner injektiven Hiille M ein schwaches Komplement.
ii) Es gibt eine injektive Erweiterung I von M, so daf} M ein Komplement in 1
hat.
iii) Es gibt eine Erweiterung N von M, so da M direkter Summand in N ist und
N in seiner injektiven Hiille N ein Komplement hat.
iV) M besitzt einen koatomaren dichten Untermodul.

Beweis. i)eiv) Statt M kann man jede Erweiterung M CN nehmen, fiir die
zusitzlich M CRa(N) gilt: Ist ndmlich W+ M =N und WnM klein in N, so ist
WnAM koatomar und dicht in M, ist umgekehrt V ein koatomarer dichter
Untermodul von M, so folgt aus W/V@M/V=N/V, daB W ein schwaches
Komplement von M in N ist.

Weil iii)—ii)—1) klar ist, bleibt iv)—iii) zu zeigen. Dazu sei V ein koatomarer
dichter Untermodul von M. Wihlt man einen Zwischenmodul VCV,CM durch
So(M)+ V)V @ V,/V=So(M/V), so behaupten wir, daB N =M x (V,/V) in seiner
injektiven Hiille ein Komplement hat. Zunichst gilt VnMp C V,p fiir alle p, und
daraus folgt fiir den Monomorphismus d: Vyam—(m, m)e N, daB V, =Bid neat in
N ist, d. h. V;p=V,nNp fiir alle p. ¥, ist aber auch koatomar und dicht in N, und
bildet man jetzt W/V,@®N/V,=N/V,, so ist W neat in N, also sogar ein
Komplement von N in N.

Folgerung. Die Klasse der R-Moduln, die in ihrer injektiven Hiille ein schwaches
Komplement haben, ist gegeniiber Faktormoduln und Gruppenerweiterungen
abgeschlossen. Sie enthiilt alle torsionsfreien R-Moduln von endlichem Rang.

Zur Formulierung des folgenden brauchen wir den Begriff des radikal-
komplementierten Moduls, worunter wir verstehen, daB Ra(M) ein Komplement in
M hat. Nur fiir Torsionsmoduln ist die Struktur ganz klar: Sie sind nach [4], Satz
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3.1 genau dann radikal-komplementiert, wenn in jeder Primdrkomponente der
reduzierte Anteil besc!?r’cinkt ist. — Wir wollen Punkt iv) von Lemma 2.1 ,lokal”
betrachten und eine Aquivalenz zur p-Teilbarkeit des Ulm-Untermoduls H(X)

= (") Xr hinzufiigen, obwohl diese fiir das folgende nicht benétigt wird.
r+0

Lemma 2.2. Sei p ein maximales Ideal. Dann sind fiir einen R-Modul M dquivalent :
i) Es gibt einen koatomaren Untermodul V von M mit V +Mp =M.
ii) Es gibt ein n=0 mit p-Rang(Mp") < co.
iii) T,(M) ist radikal-komplementiert, und p-Rang(M/T,(M))< co.
iv) In jedem Faktormodul X von M ist T,(X) radikal-komplementiert.
v) In jedem Faktormodul X von M ist H(X) p-teilbar.

Beweis. 1)—ii) Ist V wie angegeben, so folgt T (V)p"=0 fiir ein n=0, also V
=T,(V)®V' und daraus V'p"+Mp""'=Mp". Damit ist p-Rang(Mp")<p-
Rang(V'p")=p-Rang(V")=p-Rang(V/T(V))< co wie behauptet. ii)—iii) Weil sich
die Eigenschaft ii) sowohl auf Faktormoduln als auch auf reine Untermoduln
vererbt, gilt insbesondere p-Rang(M/T,))=p-Rang(M/T(M)p")<co und p-
Rang(T,(M)p")<oo. Das letztere bedeutet aber nach [4], Satz 3.1, daB T,(M)
radikal-komplementiert ist. iii)—i) Schreibt man M = T,(M) ®X, so hat jeder der
Summanden ein solches ¥, also auch M.

Fiir das weitere wollen wir festhalten, daB3 die Klasse der R-Moduln mit der
Eigenschaft 1) nicht nur gegeniiber Faktormoduln und reinen Untermoduln,
sondern auch gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist, und daB sie
mit M auch jeden Untermodul U enthilt, fiir den M/U reduziert ist.

iii)—»v) Es geniigt zu zeigen, daB H(M) p-teilbar ist. Das gilt aber in M
=T,(M)®X fiir beide Summanden. v)—iv) Wieder geniigt es zu zeigen, dal T,(M)
radikal-komplementiert ist. Nun gilt auch fiir jedes U C T,(M), daB H(T,(M)/U) p-
teilbar ist, so daB wir M gleich als Torsionsmodul iiber einem diskreten
Bewertungsring betrachten konnen, der v) erfiillt. ,,Der” Basis-Untermodul von M
besitzt sie (als Faktormodul) wieder, und weil er nicht epimorph auf das
sogenannte Priiferbeispiel (vgl. [1], p. 150) abgebildet werden darf, muf3 er
beschrinkt sein, so da M radikal-komplementiert ist. iv)—iii) Klar ist T(M)
radikal-komplementiert, so da wir gleich T,(M)=0 annehmen kdnnen. Nach dem
Beweis von 1.1c) gibt es einen freien Untermodul B von M mit B+ Mp=M und
T,(M/B)=0. Also ist auch in jedem Faktormodul von B die p-Komponente
radikal-komplementiert, so dafl mit B auch M/Mp endlich erzeugt ist.

Folgerung 1. Hat M in seiner injektiven Hiille ein schwaches Komplement, so ist
T(M) radikal-komplementiert, und es gibt ein n=0 mit p-Rang(M/T(M))<n fiir alle
p.

Beriicksichtigt man die Tatsache, daB ein Modul M genau dann algebraisch
kompakt ist, wenn er kotorsion ist [d. h. Ext (K, M)=0] und wenn H(M) teilbar
ist, so gilt weiter:

Folgerung 2. Sei M algebraisch kompakt. Genau dann sind auch alle Faktormoduln
von M algebraisch kompakt, wenn T(M) radikal-komplementiert ist und wenn p-
Rang(M/T(M)) endlich ist fur alle p.
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Der folgende Satz liefert als Spezialfall die Struktur der algebraisch kompakten
Moduln, die in ihrer injektiven Hiille ein schwaches Komplement haben.

Satz 2.3. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent :
i) M hat in jeder Erweiterung ein schwaches Komplement.
ii) Ra(M) hat ein schwaches Komplement in M, und M/Ra(M) ist kotorsion.
iil) M erfillt die beiden folgenden Bedingungen :
a) T(M) ist radikal-komplementiert, und es gibt ein n=0 mit p-
Rang(M/T(M))<n fir alle p.
b) Es gibt einen kleinen Untermodul M, von M mit M/M, kotorsion.

Beweis. 1)—iii) Nach Folgerung 1 gilt a). Wahlt man eine Erweiterung M C N, bei
der M neat in N, und N kotorsion ist, so gilt fiir ein schwaches Komplement W
von M in N, dal M,=WnM auch klein in M ist und M/M = N,/W kotorsion.

iii)—ii) Als Faktormodul von M/M, ist auch M/Ra(M) kotorsion. Bleibt zu
zeigen, dafl Ra(M) einen koatomaren dichten Untermodul besitzt, und das muf}
man offenbar nur fiir M’ = Ra(M)/M, zeigen. Nun besitzt auch M’ die Eigenschaft
a), und schneidet man aus T(M’) den divisiblen Anteil heraus, so erhidlt man einen
koatomaren (torsionsvollen reinen) Untermodul U’ von M’ mit p-Rang(M'/U’)<n
fiir alle p. AuBerdem ist X =M'/U’ kotorsion.

Wir behaupten nun allgemeiner : Ist X/Ra(X) kotorsion und p-Rang(X)<n fiir
alle p, so hat X einen endlich erzeugten dichten Untermodul. Aus der ersten

Bedingung folgt ndmlich, daB die kanonische Abbildung X — [ ] (X/Xp) surjektiv

ist, denn ihr Kokern ist stets teilbar, hier aber wegen der Ko':orsionsbedingung
auch reduziert, also Null. Insbesondere gibt es ein x,e€X derart, daB die Menge
{p|x,€Xp und X &=Xp} leer ist. Falls n=0, ist X schon teilbar; falls n+0, folgt p-
Rang(X/x,R)<n—1 fiir alle p. Durch Induktion erhilt man die Behauptung.
ii)—i) Sei V ein schwaches Komplement von Ra(M) in M. Dann ist

M,=VnRa(M) klein in M, und M/M,=(M/V)x [](M/Mp) hat nach [4] sogar

P
in jeder Erweiterung ein Komplement. Zu M CN kann man also ein (schwaches)
Komplement W/M,, von M/M, in N/M, wihlen, und W ist dann ein schwaches
Komplement von M in N.

Folgerung 1. Ein Modul M hat genau dann in seiner injektiven Hiille ein schwaches
Komplement, wenn er die beiden folgenden Bedingungen erfiillt : a) T(M) ist radikal-
komplementiert, und es gibt ein n =0 mit p-Rang(M/T(M))<n fiir alle p.b") Es gibt
einen koatomaren Untermodul V von M mit M/V kotorsion.

Folgerung 2. Ein Kotorsionsmodul M hat genau dann in seiner injektiven Hiille ein
schwaches Komplement, wenn er von der Form M=D x ([[A,)x B ist, wobei D

P
teilbar ist, jedes A, p-primir und beschrinkt, und B bis auf Isomorphie direkter
Summand von (R*)" fiir ein n20.

Auf die Bedingung b’) in Folgerung 1 kann man nicht verzichten. Sie impliziert

z.B. bei einem torsionsfreien Modul M, daB in jeder Zerlegung M = (P M, fast alle

iel
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M; teilbar sein miissen. Insbesondere ist der Modul ]_IR,, von konstantem p-

P
Rangl, besitzt aber, falls R unendlich viele maximale Ideale hat, in seiner
injektiven Hiille kein schwaches Komplement.

3. Komplemente in der injektiven Hiille

In diesem letzten Abschnitt soll die Frage untersucht werden, wann ein Modul in
seiner injektiven Hiille ein Komplement hat. Das erste Lemma zeigt, dal} mit
dieser Frage eine viel allgemeinere Klasse von Erweiterungen betroffen ist.

Lemma 3.1. Sei MCN eine Erweiterung mit der Zusatzbedingung M C Ra(N).
Genau dann hat M ein Komplement in N, wenn der Modul M +So(N) in seiner
eigenen injektiven Hiille ein Komplement hat.

In diesem Fall ist T(M) radikal-komplementiert, und es gibt ein n=0 mit p-
Rang(M/T(M)) <n <dim(So,(N/M)) fiir alle p.

Beweis. Wir behaupten zunichst, daB M genau dann ein Komplement in N hat,

wenn es eines in N hat. Ist namlich W ein Komplement von M in N, so gilt fiir jede
Zerlegung X/W@®N/W =N/W, daB X ein Komplement von M in N ist, und die
Umkehrung folgt mit [4], Hilfssatz 5.1 wegen N/M >So(N/M). Fiir
M,=M+So(N) kann man nun MOCMOCN wihlen, und weil My/M klein in
N /M ist, hat jetzt M genau dann ein Komplement in N, wenn M, eines hat. Das ist
aber, weil N/M, torsionsfrei ist, dquivalent damit, da M, ein Komplement in M,
hat, wie behauptet.

Fiir den Zusatz verwenden wir 1.3: Ist W ein Komplement von M in N, so gilt
mit n=tors. fr. Rang(WnM), daB W x(K/Ry'=~N/M x K" ist, insbesondere
n=<dim(So,(N/M)) fiir alle p. SchlieBlich ist V=WnM ein koatomarer dichter
Untermodul von M, also T(M) nach 2.2 radikal-komplementiert, sowie p-
Rang(M/T(M))<p-Rang(V/T(V))=n fiir alle p.

Folgerung. Genau dann ist M radikal-komplementiert, wenn der Modul
Ra(M)+ So(M) in seiner eigenen injektiven Hiille ein Komplement hat.

Lemma 3.2. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent :
i) M hat in seiner injektiven Hiille M ein Komplement.
ii) M besitzt einen koatomaren dichten neat-Untermodul.
iil) Die Menge der dichten Untermoduln von M hat ein minimales Element.

Beweis. 1)«»ii) Ist W ein Komplement von M in M, so ist WAM koatomar, dicht
und neat in M. Die Umkehrung geht wie im letzten Teil des Beweises von 2.1.
ii) «»iii) Fiir einen dichten Untermodul ¥ von M zeigt man leicht: Genau dann ist
¥V minimales Element in der Menge aller dichten Untermoduln von M, wenn V
koatomar ist und , koabgeschlossen” in M, d.h. aus V/X klein in M/X stets folgt
X =V. Diese letzte Bedingung ist aber dquivalent mit Vp =V Mp fiir alle p.

Folgerung 1. Haben U sowie M/U in ihrer injektiven Hiille ein Komplement, und ist
U neat in M, so hat auch M in seiner injektiven Hiille ein Komplement. Ist
UcRa(M) und hat M in seiner injektiven Hiille ein Komplement, so besitzt auch
M/U diese Eigenschaft.
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Folgerung 2. Hat ein torsionsfreier Modul in seiner injektiven Hiille ein Komple-
ment, so hat er konstanten endlichen p-Rang.

Folgerung 3. Ist R nicht lokal und A ein nichttrivialer direkter Summand von R*, so
hat A in seiner injektiven Hiille kein Komplement. Insbesondere gilt fiir das Tripel
ACR*CC, wobei C die injektive Hiille von R* sei, dafl zwar R*, nicht aber A ein
Komplement in C hat.

Wir wollen anmerken, daB sich (mit einer etwas anderen Konstruktion) auch
iiber jedem unvollstindigen diskreten Bewertungsring R ein Tripel ACBCC
angeben liBt, so daB zwar A ein direktes Komplement in B und B ein
Komplement in C hat, aber 4 kein Komplement in C.

Das Hauptergebnis von Abschn. 3 ist nun:

Satz 3.3. Fiir einen Kotorsionsmodul M sind dquivalent :
i) M hat in seiner injektiven Hiille M ein Komplement.
ii) T(M) ist radikal-komplementiert, und es gibt ein n 20 mit p-Rang(M/T(M))
<n=yp-Rang(M) fiir alle p.
i) M ist radikal-komplementiert.

iv) M=Dx ([]4,)x T] (n B; |, wobei D teilbar ist, jedes A,p-primdr und
p i=1\p
beschrinkt, und B, ,e {R}, R/p, R/p?, ...}.

Beweis. i)—ii) Das wurde, ohne Voraussetzungen an M, in 3.1) gezeigt. ii)—i) Aus
der angegebenen Ungleichung folgt, dal man p-Rang(M/T(M)) +n,=n schreiben
kann mit n, 20, und daB dann gilt p-Rang(T(M))=n,. Weil nun T(M) radikal-
komplementiert ist, gibt es einen koatomaren direkten Summanden U von T(M)
mit p-Rang(T(M)/U)=n, fiir alle p, so daBl U ein koatomarer (torsionsvoller)
reiner Untermodul von M ist mit p-Rang(M/U)=n fiir alle p. Bleibt zu zeigen, daf3
X =M/U in seiner injektiven Hiille ein Komplement hat.

Dazu behaupten wir allgemeiner: Ist X/Ra(X) kotorsion und p-Rang(X)=n
fiir alle p, so hat X einen endlich erzeugten dichten neat-Untermodul. Fiir n=0 ist
nichts zu zeigen. Fiir n40 gibt es wie im Beweis von 2.3 ein x,eX, so daB die
Menge {p|x,eXp} leer ist. Aus (x,R)p CxRNX pgxoR folgt aber, daBl x R ein
neat-Untermodul von X ist mit p-Rang(X/x,R)=n— 1 fiir alle p, so daB Induktion
die Behauptung liefert.

il)—iv) Zu jedem koatomaren reinen Untermodul U von M gibt es, weil M
kotorsion ist, eine Zerlegung M ~D(M)x U* x B, wobei B der reduzierte Anteil

von M/U ist. Wihlt man U speziell wie im letzten Schritt, so folgt U*x [ | T,(U)

P

und p-Rang(B)=n fiir alle p. Dann ist aber B= () B;, wobei jedes B, konstanten
i=1

p-Rang! hat, also die angegebene Gestalt. iv)—iii) Das Radikal von [] A4, hat
14
nach [4] sogar in jeder Erweiterung ein Komplement. Fiir den dritten Summan-

den wollen wir gleich n=1 annehmen, also B= [ B, mit B e {R¥, R/p, R/p?,...}.
»
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Dann gibt es einen Epimorphismus von R* nach B, dessen Kern im Radikal von
R* liegt. Bleibt zu zeigen, daBB R* radikal-komplementiert ist, und das ist klar, weil
Ra(R*) in seiner eigenen injektiven Hiille ein Komplement hat. iii)—i) Es geniigt
fiir diesen Schritt wie bei ii)—1), daB M/Ra(M) kotorsion ist. Ist ndmlich V ein
Komplement von Ra(M) in M, so ist auch V/Ra(V) kotorsion, so daBl es
insbesondere einen Zwischenmodul Ra(V)CV’'CV gibt mit V'/Ra(V) koatomar
und V/V’ teilbar torsionsfrei. Damit ist V' koatomar, aber auch dicht und neat in
M.

Im Hinblick auf 3.1 ist es vielleicht niitzlich zu bemerken, daB die drei
Bedingungen i}-iii) des Satzes auch dann noch dquivalent sind, wenn M die direkte
Summe aus einem Kotorsionsmodul und einem Torsionsmodul ist. Selbstver-
standlich sind sie, ohne jede Annahme iiber M, auch dann dquivalent, wenn R
semilokal ist. Wir wollen zum Abschluf3 noch zwei Beispiele dafiir angeben, daB
zwischen den Bedingungen i) und iii), falls R nicht semilokal ist, kein Zusammen-
hang besteht. Beispiel 1 ist ganz einfach : Der Modul R™ erfiillt, falls R unendlich
viele maximale Ideale hat, gewiB die Bedingung iii), denn sein Radikal ist Null, er
hat aber in seiner injektiven Hiille nicht einmal ein schwaches Komplement.

Fiir das zweite Beispiel zeigen wir zuerst: Ist (X, Y) ein Paar von R-Moduln mit
Ra(Y)=0 und p-Rang(X)=dim(So,(Y)) fiir alle p, so gibt es einen R-Modul M
mit M/Ra(M)=Y und Ra(M)=X. Zum Beweis wihlt man zunéchst eine injektive
Erweiterung X C I, so daB gilt p-Rang(X ) +dim(So,(I/X))=dim(So(Y)) fir alle p.
Definiert man dann den Zwischenmodul X CLCI durch L/X =So(I/X), so folgt
Ra(L)=X und L/Ra(L)=~So(Y). Bildet man dann

0— —— L—25S0(Y)—0

Il

0 . M-+ Y —0

wobei Ked=Ra(L)sei, so folgt Ra(M)=Keu = X und M/Ra(M)= Y wie gewiinscht.
Fiir Beispiel 2 besitze jetzt wieder R unendlich viele maximale Ideale: Wihit
man einen Modul M mit M/Ra(M)= [] (R/p) und Ra(M)= [1 R, so hat M nach

» p
dem Beweis von 3.3ii)—1i) in seiner injektiven Hiille ein Komplement, aber Ra(M)
hat nicht einmal ein schwaches Komplement in M.
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