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Komplemente fiir zyklische Moduln fiber Dedekindringen 

Von 

H:ELMUT ZbSCHINGER 

Diese Note beseh~ftigt sich mat der Frage, warm ein Dedekindring R' in einer Er- 
weiterung R c M ein Komplement hat. Die Antwort lautet: 

I s t /~  nicht direkter Summand in M, so sind/iquivalent : 

(i) R hat  ein Komplement in M. 

(ii) R o M p  ffir fast alle maximalen Ideale p; und falls T(M) p-teflbar ist, mug 
R o M p  sein. 

(iii) R hat geniigend viele Komplemente in M. 

Ist  aber R direkter Summand in M, so ist die Inklusion (i)-+ (iii) nicht mehr 
richtig. Die Bedingrmg (iii) karm dann nicht mehr yon der ,,Lage" yon /~  in M ab- 
h/ingen, sondern nur  mehr yon der Relation zwischen/~ und M/R. Eine vollst~ndige 
Besehreibtmg dieser Relation geben wir am SchluB der Note durch die Torsions- 
elemente yon Ext~  (M/R, R) an. 

Die Arbeit gliedert sich in einen Hilfssatz mit drei Folgerungen, dam1 einen Satz 
in dem die oben angegebenen ~quivalenzen bewiesen werden, und an ihn schlieBen 
sich nochmals drei l%lgerungen an. Stets ist R ein Dedekindring mit  Quotienten- 
kSrper K =~/~ und den maximalen Idealen p, q . . . . .  Sind V rind U Untermoduln 
yon M mat V A- U = M, so heiBt V schwaches Koml~lement yon U in M, werm 
V n  U klein in M ist, rind V heil~t Komlglement yon U in M, wema V n  U klein 
in V ist, d.h. aus V'A- U ~ M und V'c V folgg V ' =  V. Wir sagen, U habe ge- 
niigend viele (schwache) Komplemenge in M, wenn es zu jedem X r  mit  
X - ?  U = M, ein (sehwaches) Komplement V yon U in M gibt mit  V c X. Zum 
Beispiel hat jeder artinsehe Untermodul geniigend vJele Komplemente in M, ins- 
besondere jeder zyklisehe Torsionsmodul. Genau dann ist U klein in M (hat also 
nur  V = M als Komplement), werm U c Ra (M) = ('~ M p ist und U koatomar ist, 

d.h. U keine teilbaren Faktormoduln hat. Is t  U nieht mehr in allen M p enthalten, 
so gilt noeh: 

ttilfssatz. Sei U ein koatomarer Untermodul von M und U in fast allen M p enthalten. 
Dann gilt: 
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(a) Es gibt ein U' c U, ~o daft U' direlcte Summe aus einem endlich erzeugten und 
einem beschrdnlcteu Modul ist und U/U' klein in M/U'. 

(b) U hat geniigend viele schwaehe Komplemente in M. 

(c) Ist zusiitzlich U c M p ~ T (M) /iir alle p, so hat U geniigend viele Komplemente 
in M. 

Bewei s .  Es gibt ein r =4= 0 mit  Ur c Ra(M).  Bei (a) withle man einen endlich 
erzeugten freien Untermodul U0 yon U, so dab U/Uo torsionsvoll ist. Jede Prim/~r- 
komponente To(U/Uo) ist dann beschr/~nkt, also auch U'/Uo -~ ~ T~(U/Uo). Weil 

rep 
alarm U'/T(U') endlich erzeugt und T(U') beschr~nkt ist ,  bleibt nur noch U/U'c 
Ra(M/U') zu zeigen, und wir behaupten sogar, dab U/Uo c Ra(M/Uo)~- U'/Uo 
ist: Falls r ~ ~, gilt n~mlich Tr(U/Uo) c U'/Uo; falls abet  r ~ p, ist T~(U/Uo) 
durch r teilbar, also in (U/Uo)r c Ra(M/Uo) enthalten. 

Bei (b) beniitzen ~ ,  wie noch h~ufig im folgenden, die in ([3] Lemma 1.4) be- 
wieseae Ta~sache, da$ ein beschr~nkter Modul in jeder Erweiterung ein Komplement  
hat. Is t  nun V/Ur ein Komplement  yon U/Ur in M/Ur, so ist nicht nur Ur, sondern 
sogar V c~ U klein in M, also V e i n  sehwaches Komplement  yon U in M. Damit  
bekommt  man auch geniigend viele, denn zu X + U ~ M gibt es nach eben ein 
schwaches Komplement  W yon X n  U in M, so da$ W n X  ein sehwaches Kom-  
plement yon U in M i s t .  

Bei (c) kann man wegen (a) gleieh annehmen, dal~ T(U) beschr~nkt und U/T(U) 
endlieh erzeugt ist. Well dann T(U) in jeder Erweit~rung geniigend viele Kom-  
plemente hat, k6naen wir sogar T(U) ----0, also U endlich erzeugt voraussetzen. 
Um zu X + U = M ein Komplement  unter X zu finden, sei naeh (b) gleich X n U 
klein in M. Well (U -~ T(M))/T(M) klein in M/T(M) ist, folg~ T(M) -~ X = M, 
.so dab es, weft M]X endlich erzeugt ist, ein Komplement  Y yon X in M gibt mit  Y 
endlieh erzeu~o~ und torsionsvoll. W&hlt man  ein Komplement  X '  yon Y in M, 
mit  X ' c  X, so ist X/X '  klein in MIX', insbesondere X ' ~ -  U - ~  M, und weft X '  
nicht in M i s t ,  d.h. X ' p  = X'c~Mp fiir alle p, ist X' sogar ein Komplemen$ yon 
U inM.  

l~olgerung 1, Ist R semilokal, so hat ein koatomarer Modul in jeder Erweiterung ge- 
ni~gend viele schwache Komplemente, under selbst ist direkte Summe aus einem endlich 
r und einem beschrSnkten Modul. 

l~olgerung 2. Sei U c M, U isomorph zu einem yon Null verschiedenen Ideal, U nicht 
direkter Summand in M. Dann sind dquivalent : 

(i) U hat ein schwaches Komplement in M. 

(ii) U c M p / i i r  ]ast alle p. 

(iii) U hat geniigend viele schwache Komplemente in M. 

Bewei s .  Well (ii) - ,  (iii) --> (i) klar ist, bleibt nur noch (i) -+ (ii) zu zeigen: I s t  
Y + U = M mi t  Vc~ U c Ra(M),  so muB Vc~ U =~ 0 sein, so dab U/Vn U ein zy- 
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kliseher Torsionsmodul ist, insbes0ndere p-teilbar fiir fast  alle ~, d.h. 

U = U:O + (Vn  U) c M p .  

Zur Formulierung der n~ehsten Folgerung sagen ~4r, eine exakte Folge 

O -+ A .-+ B ~--> C --~ O 

sei (~-exakt, werm Bi :r ein schwaches Komplement  in B hat. Die entsprechenden 
Elemente in E x t , ( C ,  A) nennen wir a-Elemente. 

Folgerung 3. Ist R nicht semilokal und A isomorph zu einem yon Null  verschiedenen 
Ideal, so gilt: 

(a) Ext~(C,  A)a(~ T(Ext~(C,  A)) ---- 0 = E x t , ( C ,  A)a(~ Ra(Ext~(C,  A)). 

(b) .Besteht E x t , ( C ,  A) nur aus (~-Elementen, so/olgt E x t , ( C ,  A)----0. 

a B ~-~ C --> 0 ein Torsionselement oder ein B e w e i s .  (a) Repr~sentiert 0 - > A  -+ 
Element  aus dem Radikal, so ist es durch fast alle ~ t~ftbar. Naeh ([2] Theorem 5.1) 
bedeutet  das (Bi ~) p = Bi ~ (~ B p, d.h. hier Bi ~ r B p fOx fast alle p. Falls also 
Bi a nieht schon direkter Summand isr karm es naeh der zweiten Folgerung kein 
schwaches Komplement  in B haben. (b) Es ist E = E x t , ( C ,  A) ein Kotorsions- 
modul (siehe [2] Theorem 2.1 oder [1] w 54) mit  Ra  (E) ---- 0, also E ~ 1-I (E/Ep). 
Aus T(E)  = 0 folgt daher E ---- 0. 

Satz. Sei U c M,  U isomorph zu einem von Null verschiedenen Ideal, U nicht direkter 
Summand in M.  Dann sind ~iquivalent : 

(i) U hat ein Komplement in M.  

(ii) U c M O /i~r /ast aUe p, und /alls T (M) p-teilbar ist, muff U c M p sein. 

(iii) U hat geniigend vide Komplemente in M. 

B e w e i s .  (i) -+ (ii) Sei Ve in  Komplement  yon U in M. Wie in der zweiten Folge- 
rung erh~lt man, weft Vn  U =~ 0 ist, U r M p fOx fast alle p. I s t  aber T v (M) tell- 
bar, so folgl Tv (M) c V (weft M~ V reduziert ist), also Tv (M/V) = 0, so dab wieder 
U~ V n  U O-teftbar ist, also U c M ~. 

Bei (ii) -+ (iii) daf t  U auch direkter Summand sein (was ohnehin nicht m6glich 
ist, wenn R unendlich viele maximale Ideale hat). Is t  X + U ---- M und X ~ U =~ 0, 
so behaupten wir, dab das Paar  X n  U c X wieder die Beding-angen aus (ii) erfiillt: 
FOx fast alle p ist U c M O, insbesondere M I X  endlich erzeug~ und p-teilbar, 

T o ( M / X ) = O ,  X n U c X p ;  

und falls T ( X )  p-teilbar ist, kann X n  U nicht O-rein in X sein (sonst ware T~(M) 
= T~ (X) teilbar und U p-rein in M, also U p-teflbar), so da$ folgt 

X n  U c X o  + T ( X )  = X ~ .  

~ a t t e n  wir ein I (omplement  X '  yon X (~ U in X, so ware das auch ein Komplement  
yon U in M, cl. h. wit miissen nur noch (ii) -+ (i) zeigen: Falls U in allen M p liegt, 
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sind wir fertig; falls Pl . . . . .  Pn die Ausnahmen sind, ist Up1 . . .  0n klein in M 
und T (M) durch keines der Pv teilbar, urld eine triviale Induktion liefert (i), wenn 
wir gezeigt haben: 

H a t  Up ein Komplement  in M und ist T(M) nicht O-teilbar, so hat auch U ein 
Komplement  in M. Zum Beweis sei V ein Komplement  yon U p in M. Dana  ist 
auch V(~ U isomorph zu einem yon Null verschiedenen Ideal, und ( V(h U) p = V(~ U p 
klein in V, auBerdem T(V)  nicht ~-teilbar (weft M~ V endlich erzeug~ und ~-teilbar, 
insbesondere Tv(M) = T~(V) ist), so dab wit yon vorneherein V ---- M, d.h. Up 
klein in M armehmen kfrmen. 

1. Fall. U ist nicht V-rein in M. Dann folgt U c M p  + T(M), und wegen der 
Kleinheit ffir alle q ~= p sogar U c M q, so dab U naeh dam Hilfssatz ein Kom- 
plement in M hat.  

2. Fall. U ist V-rein in M. Darm gehen wir ~hnlich dem Beweis zu ([4] Satz 3.1) 
vor: Weil Tv(M/U)~--- T~(M) rdeht teilbar ist, gibt es eine Zerlegung 

~/U=X/U| mat X/U~_RI~. (n=>l), 

und weft U direkter Summand in X ist, ist das auch M'  in M, mat M/M' ~ R/On. 
Schreibt man W/Up n ~ U/Upn = M'/UOn, so zeigt die K]einheit yon Up, daI1 
W ein sehwaehes Komplement  yon U in M '  ist, aul3erdem M'/W _~ M/M'. Well 
dann U • 0 ein Komplement  in M' • (M'/W) hat, hat  aueh U • 0 eines in M'  • 
(M/M'), also aueh U in M wie gewiinseht. 

Folgerung 4. Ist R nicht lokal, so Bind/i~r einen Modul M 5quivalent: 

(i) Jeder zyklische Untermodul von M hat ein Komplement in M. 
(ii) M/Ra(M) ist halbein/ach, und aus T(M) p-teilbar /olgt M p-teilbar. 

(iii) Jeder zyklische Untermodul yon M hat geniigend viele Komplemente in M. 

B eweis .  (i) -+ (ii) Well auch in M/Ra (M) jeder zyklische Untermodul ein Kom-  
plement hat ,  das notwendig direkt ist, l~nn  R als Untermodul nicht vorkommen, 
so dab MIRa (M) torsionsvoll ist wie behauptet.  Sei nun T (M) p-teilbar und x e M:  
Falls x e T ( M ) ,  folgt sofort x e M p ;  falls x C T ( M ) ,  gilt ffir U = x R ,  dab Up 
nieht klein in U ist (weft R nicht lokal ist), so dal~ es einen nichttrivialen zyklischen 
Untermodul U' yon U gibt mit  U ' +  Up---- U. Nach dem Satz folgt U ' c  M p, 
also U c M p, x e M p. (fi) -> (iii) Sei U c M mit  U ---~ R. Zu Punkt  (ii) des Satzes 
mfissen wir noch zeigen, dai3 U in fast  allen MO liegt: Weil (U + Ra(M))/I~a(M) 
torsionsvoll, also beschr~nkt ist, gibt es ein r =~ 0 mit  Ur e R a ( M ) ,  und daraus 
folgt U c M p f'ar alle p mit  r r ~. 

(Ira lokalen Fall ist die Sache differenzierter. Wir haben in [4] gezeigt, dab fiber 
einem diskreten Bewertungsring (ii) echt starker als (fii), und dieses eeht starker 
als (i) sein kann.) 

Entsprechend der Definition vor Folgerung 3 heiBe eine exakte Folge 

O ---> A --+ B ~-~ C .-+ O 
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z-exakt, wenn Bi~  ein Komplement in B hat, und E x t , ( C ,  A) ~- sei die Menge der 
~-Elemente yon Ext~ (C, A). 

Folgerung 5. Ist R nicht lokal und A isomorph zu einem von Null verschiedenen Ideal, 
so sind iiquivalent : 

(i) Ex t , ( C ,  A) besteht nur aus ~-Elementen. 

(ii) Falls T(C) dutch mindestens ein maximales Ideal teilbar ist oder R unendlich 
viele maximale Ideale hat, ist E x t , ( C ,  A) ~- 0. 

Beweis .  (i) --> (ii) Der Fall unendtieh vieler maximaler Ideale wurde in Folge- 
rung 3 erledigt. Bleibt, dab ein Tq(C) teilbar ist: Angenommen, alle Prim~rkom- 
ponenten yon C sind ungleieh Iqull, so gibt es mindestens ein q' =~ q mit Tq,(C) =4= O. 
W&hlt man /: T(C)--~ K / R  derart, dal~ /q, ~ 0 und /q----0 ist (die anderen ]~ be- 
liebig), so erh~lt man mit der injektiven Hiille A c ~ das Diagramm 

BL T(C) E = O -~ A -~ -->0 

I] ~ 4: 
O -> A c .~ ----> K / R --->0, 

worin / # 0, also 0 # [E] ~ Ext~(T(C), A) ist. /q = 0 bedeu~t 

(Tq (B) | Bi ~)/Bi ~ = T~ (B/Bi ~), 

so dal3 T~ (B) teflbar und Bi ~ q-rein in B ist, insbesondere Bi ~ ~ B q. l~ach dem 
Satz is~ daher [E] kein u-Element, so da$ auch E x t , ( C ,  A) nieht nur aus u-Ele- 
menten besteh~ (vg]. [3] Hilfssatz 5.1), entgegen der Voraussetzung. --  Also ist in 
C mindestens eine Prim&rkomponen~e t~ull, so dal3 nach ([3] Hilfssatz 5.2) jede 
wesentliche ~berdeekung yon C einen torsionsvollen Kern hat, also Ext~  (C, A)~ ----- 0 
ist vie  behauptet. (ii) --> (i) }~s ist nur noch der Fall zu prtifen, dal~ R semilokal 
und T (C) durch kein p teilbar ist. Zu A c M, mit M/A ~--- C, zeigen wir Punkt  (ii) 
des Satzes: Ist T (M) p-teilbar, so kann A nicht p-rein in M sein, u n d e s  folgt 

A ~ M p  ~- T (M)  -~ M p .  

Folgerung 6. Sei U c 21I, U isomorph zu einem yon Null verschiedenen Ideal, U di. 
rekter Summand in M und C _~ M/U. Dann sind iiquivalent : 

(i) U hat genis viele Komplemente in M. 

(ii) T(Ext~(C,  U)) cEx t~(C,  U)~. 

(iii) Falls T(C) durch mindestens ein maximales Ideal teilbar ist oder R unendlich 
viele maximale Ideale hat, ist T(Ext~(C,  U)) ~ 0. 

Beweis .  Wie in ([SJ Lemma 3.1) zeigt man, dab (i) genau dann efftillt ist, wenn ffir 

jeden Untermodul A yon U der Kern der induzierten Abbildung Ex t , (C ,  A)'* 
Ext~ (C, U) nut  aus z-ElemenCvn besteht. Damit ist (i) --> (ii) klar, denn zu jedem 
x ~ Ext~ (C, U) mit xr = O, r :4= 0 ioduziert ~: U --> Ur das kommu#ative I)ia- 

10" 
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g r a m r a  

Ext l (C ,  Ur)Z> E x t i ( c ,  U) 

E x t , ( c ,  u) , 

in dera ~* z-Eleraente reflektiert, weft ~ ein Epiraorphisraus raft beschr~nktem 
Kern ist. Naeh Voraussetzung ist ~ . ( x ) e K e  t ,  ein z-Eleraent, also aueh 
x e Ex t , (C ,  U) r- vie  ver lan~.  (fi)--> (i) Die Forrael gilt aueh fiir jeden Unter- 
modal A =# 0 yon U, denn bei semilokalera R ist sogar A ~--- U -~ R, and bei un- 
endlich vielen raaximalen Idealen ist nach Folgerung 3 Ext~ (C, A)--~-Ext ,(C,  U) 
sogar torsionsfrei. Well andererseits HomR (C, U/A) beschrs ist, besteht der Kern 

t. 
yon Ext~ (C, A) -+ Ex t l (C ,  U) nut  aus Torsionseleraenten, und wit sind fertig. 
(fi)-+ (fii) Der Fall, dal3 R nicht serailokal ist, ist wieder durch Folgerung 3 er- 
ledi~. Sei also T(C) durch raindestens ein raaxiraales Ideal teilbar, etwa q. Dann 
rauB es sehon dureh alle p teilbar sein: Angenommen, es gibt ein q'/= q, so dal3 
T~,(C) nieht teilbar ist, so w/~hle man ein /: T ( C ) - + K / R  derart, dab /~, weder 
surjektiv noch l~ull ist, aber alle ]~, ffir p ~ q', Null sind. Wie in der letztea Folge- 
rang erhalt man dann ein Torsionselement in Ex t  I (T(C) ,  U), das kein z-Eleraent 
ist, dann ein entsprechendes Element in Ex t , (C ,  U), entgegen der Voraussetzung. 
--  Aus der Teilbarkeit yon T (C) folgt 

Ex t l (C ,  U) ~ c~ T ( E x t  1 (C, V)) ---- 0 

(und damit sind wit fertig), denn aus der Torsionsfreiheit yon Ext  i (T(C), U) folgt 
T (Ext~ (C, U)) c D (Ext~ (C, U)), so dab f'tir jedes Torsionselement 

O --+ U c M -+ C -+ O 

gelten rauB, dab U rein in M und daher auch T ( M )  ~ T(C) teilbar ist. Falls also 
U ein Koraplement in M hat, rauB es nach dera Satz abspalten. (iii) --> (fi) Sei R 
serailokal und T(C) durch kein einziges p teflbar. Dann besteht Ex t l (C ,  U) nur 
aus z-Eleraenten, derm ira letzten Beweisschritt der Folgerung 5 durfte R auch 
lokal sein. 
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