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Einleitung

Ein Modul M heilit koatomar, wenn jeder von M verschiedene Untermodul in
einem maximalen Untermodul enthalten ist. Zwei Klassen von koatomaren
Moduln sind wohlbekannt: Alle endlich erzeugten, und alle halbeinfachen
Moduln. Allgemeiner ist jeder Modul M koatomar, der eine Kette 0=M,cM,
c...cM, ,<M,=M besitzt, in der jedes M,/M, , endlich erzeugt oder halb-
einfach ist. Das Hauptergebnis unserer Arbeit ist, daB {iber einem kommutati-
ven noetherschen lokalen Ring (R, m) davon die Umkehrung gilt, d.h.

Satz A. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(1) M ist koatomar.
(it) Es gibt ein ex=1, so daff M/Ann,, (m®) endlich erzeugt ist.
(i) Es gibt ein e=1, so dafi m® M endlich erzeugt ist.

Weil im nicht-lokalen Fall ein R-Modul M genau dann koatomar ist, wenn
es alle R, -Moduln M sind, haben wir so eine Strukturaussage fiir die koatoma-
ren Moduln liber kommutativen noetherschen Ringen.

Koatomare Moduln erscheinen in der Theorie der komplementierten, der
semiperfekten und der perfekten Moduln ([1], p. 96; [4], p. 253, [8], p. 47). Uber
Dedekindringen sind alle Kerne von wesenthchen Uberdeckungen koatomar
([9], p. 195). Kommutative noethersche Ringe mit dieser letzten Eigenschaft -
iiber denen also alle kleinen Untermoduln koatomar sind - untersuchen wir im
zweiten Teil der vorliegenden Arbeit. Bezeichnen wir sie als K-Ringe, so gilt:
Genau dann ist R ein K-Ring, wenn fiir jedes maximale Ideal m der Ring R _ ein
K-Ring ist, und fiir einen lokalen Ring R mit Vervollstindigung R erhalten wir
den im Vergleich zu Satz A viel leichter zu beweisenden

Satz B. Genau dann ist R ein K-Ring, wenn dim(R)=Z 1 ist und das Nzlradzkal von
R endliche Linge hat.

Ein lokaler 1-dimensionaler Cohen-Macaulay-Ring ist also genau dann K-
Ring, wenn er analytisch unverzweigt ist.
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1. Hilfsmittel

Stets sei in dieser Arbeit R ein kommutativer noetherscher Ring. Ein R-Modul
M heiBle radikalvoll (sockelfrei), wenn er keine maximalen (einfachen) Untermo-
duln besitzt. M ist also genau dann koatomar, wenn jeder radikalvolle Faktor-
modul von M gleich Null ist. Die Klasse der koatomaren R-Moduln ist
gegeniiber Faktormoduln und Gruppenerweiterungen abgeschlossen; daB sie es
auch gegeniiber Untermoduln ist, liegt daran, daB wir R noethersch vorausge-
setzt haben:

Lemma 1.1. Sei M koatomar und U ein Untermodul von M. Dann gilt:
(@) U ist koatomar.

(b) Ist a ein Ideal mit Uc (1} o' M, so ist U a-teilbar.
i=1
Beweis. (a) Angenommen, U hat einen radikalvollen Faktormodul #0, so gibt es
sogar ein f: U—E, worin Bi f radikalvoll +0 ist und E injektive Hiille eines
einfachen Moduls. Nach ([6], Proposition 3) ist nun E artinsch, also jeder
koatomare Untermodul E’ von E endlich erzeugt (weil es E'/Ra(E’) ist). Setzt
man f zu einem g: M — E fort, so ist Bi f =Big, also mit Big auch Bi f endlich
erzeugt, entgegen der Annahme. (b) Das ergibt sich auch aus der Folgerung 1 zu
(1.2), aber der folgende unmittelbare Beweis vermeidet die fiir (1.2) verwendeten
Hilfsmittel: Angenommen, es ist a U= U, so gibt es wie eben ein f: U— E mit
aBi f=0, aber Bi f=+0. Fiir eine Fortsetzung g: M — E ist dann wieder Big von

endlicher Lénge, also () a'Big a-teilbar, also Bi f=g(U) a-teilbar, was nicht
wabr ist. i=1

Insbesondere erhilt man fiir koatomare Moduln den Krullschen Durchschnitts-

satz: Ist J das Jacobsonradikal von R und M koatomar, so ist ()J'M=0.

i=1
Folgerung. Genau dann ist M koatomar, wenn M, koatomarer R _-Modul ist fiir
alle maximalen Ideale m.

Beweis. Sind alle M, koatomar und ist X ein radikalvoller Faktormodul von M,
so ist X, ein radikalvoller Faktormodul von M, also null. Weil das fiir alle m
gilt, folgt X =0. Sei nun umgekehrt M koatomar: Jeder radikalvolle Faktormo-
dul von M, ist von der Form (M/A),,, wobei dann M/A als R-Modul m-teilbar
ist. Nach (b) ist dann auch jeder Untermodul von M/A m-teilbar, also
Anng(x)d¢m fiir alle XeM/A4, d.h. (M/4),=0.

Ist a ein Ideal, so heiBt ein Modul M bekanntlich a-primir, wenn ). Ann,,(a’)
i=1
=M ist. Falls M endlich erzeugt ist, folgt trivialerweise a®M =0 fiir ein
ez 1. Das wichtigste Resultat dieses Abschnittes ist, daf} dieselbe Aussage, unter
einer gewissen Zusatzbedingung an Ass(M), auch flir koatomare Moduln gilt:

Lemma 1.2. Sei M koatomar und a-primir. Auflerdem gebe es endlich viele
maximale Ideale m,,...,m,, so daf jedes Element von Ass(M) in einem der m,
enthalten ist. Dann gibt es ein e>1 mit a®* M =0.
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Beweis Set E(R/m,) eine injektive Hiille von R/m, fiir alle 1 £i<k. Dann ist [
= ]_[ E(R/m,) ein Kogenerator fiir M, denn zu jedem O%xeM gibt es ein

peAss(R x), also Anng(x)<=p <m; fiir ein geeignetes j, und der Epimorphismus
Rx—R/m; 1Bt sich zu einem g: MHI hochheben mit g(x)+0. Mit M%= HomR
(M, I) ist also die kanonische Abb. M — M°° injektiv, und es geniigt zu zeigen,
daB M? durch eine Potenz von a annulliert wird. Nun ist M a-primir, d.h. M =~
lim Homg(R/a’, M), und daraus folgt M°=~1lim R/a‘®) M°=~1lim M°/a‘ M°, d.h.
— pa— R paans

MP° ist in der a-adischen Topologie volistindig. AuBerdem ist M° a-primir,
denn M koatomar und I artinsch impliziert fiir alle feM°, daB Bi f endlich
erzeugt ist, also a"Bif=0 fiir ein n=1, dh. feAnn,,(a”). Damit ist der
vollstindige metrische Raum M° Vereinigung der abgeschlossenen Teilmengen
Ann,, (0') (i=1,2,...), so daB nach dem Satz von Baire eines der Ann,.o(a)
einen inneren Punkt hat, d.h. a®> M°® < Ann,e(a®') mit natiirlichen Zahlen e,, e,.
Es folgt a®* *¢2 M°=0 wie gewiinscht.

Bemerkung 1. Ist M nur koatomar und a-primir, so folgt zwar noch (7} ' M =0
i=1

nach (1.1,b), aber die Existenz eines e wie im Lemma J&4Bt sich nicht mehr

zeigen: In R=Z[[X]] gibt es paarweise verschiedene maximale Ideale m,,

m,, ..., fiir die a= (") m, ungleich Null ist, aber () mi=0. Es ist leicht zu schen,
i=1 i=1
daB dann M = [ [ R/m! koatomar und a-primiir ist, aber a” M +0 fiir alle n.
i=1

Bemerkung 2. Die Idee, die ,,Beschrianktheit” eines Moduls mit Hilfe des Satzes
von Baire zu zeigen, haben wir in ([7] Lemma 7.6) gefunden. - Andererseits wird
liber einem diskreten Bewertungsring die Strukturbestimmung der koatomaren
Moduln durch die Existenz eines Basis-Untermoduls auBerordentlich erleichtert
(s. [8] Lemma 2.1).

Folgerung 1. Sei M koatomar, U ein endlich erzeugter Untermodul von M und a
ein Ideal. Zu jedem e>1 gibt es dann ein f =1 mit Una’ M ca®U.

Beweis. Wir wollen vorausschicken, dafl ein Modul N genau dann a-primir ist,
wenn Anny(a) ein grofer Untermodul von N ist, und daB das dquivalent ist mit
ac()Ass(N). Insbesondere ist jede wesentliche Erweiterung eines a-primiren
Moduls wieder a-primér. ~ Sind nun M, U und e wie angegeben, so gehen wir
wie in {[3] Theorem 73) vor: Ist ¥ ein Untermodul von M mit UnV =a°U und
V' maximal beziiglich dieser Eigenschaft, so ist U/a® U— M/V ein wesentlicher
Monomorphismus, also M/V a-primér und Ass(M/V)=Ass(U/a® U) endlich.
Nach dem Lemma folgt a/ M/V =0 fiir ein f =1, also Una/ M =a® U. (Falls R/a
semilokal ist, kann man auf die Bedingung ,,U endlich erzeugt® verzichten, denn
dann ist die Forderung des Lemmas an Ass(M/V) von selbst erfiillt.)

Folgerung 2. Ist M koatomar und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R, so ist auch Mg als Rg-Modul koatomar.

Beweis. Wie in der Folgerung zu (1.1) konnen wir gleich Mg radikalvoll
annehmen und miissen M =0 zeigen. Wire M 40, so gibe es ein xeM mit
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Anng(x)nS=g, also ein maximales Ideal p Ry in Ry mit Anng(x)cp. Nach
Folgerung 1 hat man Rxnp’ M cpRx fiir ein f=1, und ?eMsz(pRS)st

liefert sxep/ M fiir ein seS, also s—reAnng(x) fiir ein rep, und damit den
Widerspruch sep.

Fiir den Induktionsbeweis in (2.3) brauchen wir neben (1.2) und der damit
bewicsenen Folgerung 2 (Mg statt nur M) noch ein Kriterium, das von ,lokal
endlich erzeugt” auf ,endlich erzeugt” schlieBen 140t:

Lemma 1.3. Fiir einen Modul M sind dquivalent :

(1) M ist endlich erzeugt.
(i) Fiir jedes maximale Ideal m ist M als R, -Modul endlich erzeugt, und fiir
jeden Faktormodul X von M ist Ass(X) endlich.

Beweis. Weil (i—ii) klar ist, bleibt (ii—1) zu zeigen, und wir behaupten zuerst,
daB M endliche Goldie-Dimension hat: Ist U' <« U c M mit U/U’ halbeinfach, so
miissen fast alle Isotypiekomponenten von U/U’ gleich Null sein und jede von
ihnen endlich erzeugt, so dal insgesamt U/U" endlich erzeugt ist; in U=@U,,
alle U, zyklisch, miissen also fast alle U, radikalvoll, d.h. null sein wie behaup-
tet. Nach dem gleichen Schluf3 hat jeder Faktormodul von M endliche Goldie-
Dimension, so dal3 es nach [2] einen endlich erzeugten Untermodul 4 von M
gibt mit M/A radikalvoll. Nun ist M nach der Folgerung zu (1.1) koatomar, also
A=M.

2. Der lokale Fall

Hauptziel dieses Abschnittes ist es, den Satz A der Einleitung zu beweisen. Sei
also jetzt stets R lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m, E die injektive
Hiille von R/m. Ist M ein R-Modul, so sei M°=Homg(M, E) und L(M)

=Y Ann,(m). Alle topologischen Begriffe bezichen sich auf die m-adische
i=1
Topologie.
Lemma 2.1. Fiir einen Modul M sind dquivalent:
(i) M ist koatomar.

(i) M° ist m-primr.

(i) M°° ist separiert.
Beweis. (i— ii — iii) wurde im Beweis von (1.2) gezeigt, und fiir die Umkehrungen
beniitzen wir die folgenden, fiir jeden Modul X geltenden Formeln:

Annyo(So(X))=Ra(X°), Anny(Ra(X))=So(X°).

Ist nun bei (ii—1) X ein radikalvoller Faktormodul von M, so ist X 0 ein
sockelfreier Untermodul von M°, also X°=0, d.h. X =0. Ebenso zeigt man bei
(iii—ii), daB jeder sockelfreic Faktormodul von M° gleich Null ist.
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Folgerung 1. Eine direkte Summe M= @& M, ist genau dann koatomar, wenn alle
M, koatomar sind und wenn es ein e>1 gibt mit m* M, =0 fiir fast alle A.

Beweis. Es ist nur noch, wenn M koatomar ist, die Existenz eines solchen e zu
zeigen. Zunéchst sind fast alle M, in der m-adischen Topologie diskret, denn
gibe es paarweise verschiedene 4, 4,,... mit M, nicht-diskret, so wiren auch

die D,=(M, )° nicht-diskret und [] D, als Faktormodul von M° m-primdr:
n=1

Wihlt man zu jedem nz1 ein f,eD,\Ann, (m"), so wird f=(fi, f,,...) durch

eine Potenz von m annulliert, sagen wir m*, und es folgt speziell f,eAnn, (m")

entgegen der Wahl. - Fast alle M, liegen also in L(M), so daB das e aus (1.2) mit

m® L(M)=0 das Gewlinschte leistet.

Folgerung 2. Ist M koatomar, so ist Ass(M) endlich.

Beweis. Weil Ass(L(M)) aus hochstens einem Element besteht, kdnnen wir gleich
L(M)=0, dh. M sockelfrei annchmen. Dann hat aber M nach Folgerung 1
endliche Goldie-Dimension, und ein endlich erzeugter grofer Untermodul 4
von M zeigt, daBl Ass(M)=Ass(4) endlich ist.

Fiir den Beweis des Hauptsatzes brauchen wir von dem folgenden Lemma
nur die Aussage, daB sich iiber einem lokalen Ring der Krull-Dimension <1 die
Eigenschaft , endlich-dimensional” (im Sinne von Goldie) auf Faktormoduln
vererbt, Wir wollen trotzdem zeigen, dall das charakteristisch fiir dim(R) <1 ist:

Lemma 2.2. Fiir den Ring R sind dquivalent:

(i) Jeder Faktormodul eines endlich-dimensionalen Moduls ist wieder endlich-
dimensional.
(i) Jeder endlich-dimensionale Modul ist Erweiterung eines endlich erzeugten
durch einen artinschen Modul.
(iti) dim(R)=1.

Beweis. Sagen wir, M besitze die Eigenschaft (), wenn es Erweiterung eines
endlich erzeugten durch einen artinschen Modul ist. Weil sich () auf Faktormo-
duln vererbt, ist (ii—1) klar. Bei (i— iii) nehmen wir an, daB es ein Primideal p
mit dim(R/p)>1 gibt, und bezeichnen die injektive Hiille von R/p mit M. Dann
ist M endlich-dimensional, nicht aber der Faktormodul M =M/(R/p), denn
Ass(M) ist unendlich: Jedes Primideal g, mit p<q und Hohe (q/p)=1 (und
davon gibt es nach dem Krullschen Hauptidealsatz unendlich viele) gehort zu
Ass(M), denn mit seq\p, q=(p+(s)): (r) und xeM mit T=sx ist 7X ein Element
von M mit Anng(FX)=q.

(ili—1i) Sei M endlich-dimensional. Weil (%) gegenliber Untermoduln und
Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist, konnen wir gleich M als injektive
Hiille eines R/p annehmen. Falls p=m, ist M sogar artinsch. Sei also p Sm.
Nach Voraussetzung ist Hohe (p)=0, d.h. pW=p"+ V= fiir ein n=1, also
Ann, (p"}=M nach ([5] Theorem 3.4). Es geniigt daher zu zeigen, daB die end-
lich-dimensionalen Moduln Ann,,(p), Ann,(p'*1)/Ann,(p)(i=1,2,...) alle die
Eigenschaft (x) haben. Bezeichnen wir einen von ihnen mit N, so gilt: N ist ein
torsionsfreier R/p-Modul von endlichem Rang, und dim(R/p)=1. Wir kdnnen



226 H. Zdschinger

also p=0 annehmen, und ist jetzt N’ ein endlich erzeugter groBer Untermodul
von N, so gilt fiir jedes qeAss(N/N"), daBl q=+0, also g=m sein muB, d.h. N/N’
ist m-primér. Weil schlieBlich die Folge 0— So(N/N')— Extx(R/m, N') exakt,
also So(N/N') endlich erzeugt ist, ist N/N’ sogar artinsch wie gewiinscht.

Lemma 2.3. Sei R ein Integritdtsring, aber kein Korper, und sei M torsionsfrei und
koatomar. Dann ist M endlich erzeugt.

Beweis. Durch Induktion iiber n=dim(R). M ist sockelfrei, also nach Folge-
rung 1 zu (2.1) endlich-dimensional. Nach eben ist dann bei n=1 auch M/Ra(M)
endlich-dimensional, also M endlich erzeugt.

Bei n>1 nehme man ein O%xem und S={l,x,x?...}. Dann ist Ry ein
noetherscher Integrititsring, der nicht mehr notwendig lokal, aber auf jeden Fall
kein Korper ist (wegen dim(R)>1, s. [3] Theorem 145). Als Rg-Modul ist nun
M lokal endlich erzeugt, denn fiir jedes maximale Ideal .# von Ry ist (My),
nach Folgerung 2 zu (1.2) ein koatomarer torsionsfreier Modul {iber dem Ring
(Rg) 4=R, mit p=.#NR, ist also nach Induktionsannahme endlich erzeugt
(wegen 1 =dim(R,)<n). Weil jeder Faktormodul von Mg von der Form (M/U)g
ist, hat er nach Folgerung 2 zu (2.1) nur endlich viele assoziierte Primideale, so
daB Mg nach (1.3) sogar endlich erzeugt ist, also (M/4);=0 flir einen endlich
erzeugten Untermodul 4 von M. Mit dem Ideal a=(x) bedeutet das, daB M/A
a-primdr ist. Nach (1.2) gibt es ein e=1 mit a®* M/4 =0, so daBl auch M endlich
erzeugt ist.

Satz 2.4. Fiir einen Modul M sind dquivalent :

(i) M ist koatomar.
(i) Es gibt ein ex=1, so dap M/Ann,,(m®) endlich erzeugt ist.
(iii) Es gibt ein e=1, so dafp m* M endlich erzeugt ist.

Beweis. Mit (1.2) und (2.3) ist fast nichts mehr zu zeigen. Weil (ii —iii— 1) klar

ist, bleibt nur noch (i—ii) zu beweisen, und weil L(M) diskret ist, konnen wir

gleich L(M)=0, d.h. M sockelfrei annehmen, auBerdem M 0. Fiir die injektive
k

Hiille M <1 gilt dann I= @) I; mit I; direkt unzerlegbar, und mit den Projektio-
j=1

k
nen 7;: [—1; weiter M < @ n(M). Es genligt also zu zeigen, daBl alle =;(M)
i=1
endlich erzeugt sind, d.h. wir nehmen an: M ist koatomar und hat ein R/p als
groBen Untermodul, mit pEm. Wie in (22) sind dann Ann,(p), Ann,,(p'**)/
Ann, (p) (i=1,2,...) torsionsfreic koatomare Moduln iiber dem Integri-
titsring R/p, also nach (2.3) alle endlich erzeugt, d.h. auch die R-Moduln
Ann, (p) (i=1,2,...) endlich erzeugt. Weil schlieBlich M p-primér ist, gibt es

wieder nach (1.2) ein e 1 mit Ann,(p°)=M, und es folgt die Behauptung.

Folgerung 1. Ist M koatomar, U ein Untermodul von M und a ein Ideal, so gibt es
ein rz1 mit Una"M=a"""(Una" M) fiir alle n>r (Artin-Rees ).

Beweis. Falls a=R, ist das klar. Sei also a SR, so daB} es nach eben ein ez 1 gibt
mit a®M endlich erzeugt, und dazu nach Folgerung 1 zu (1.2) ein f=1 mit
Una/ Mca®°U (nach der Zusatzbemerkung dort braucht U nicht endlich
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erzeugt zu sein). Zu dem Paar a® U ca® M gibt es jeizt nach Artin-Rees ein r'= 1
mit a®Una'*¢M=a"""(a° Una" "¢ M) fiir alle i>, und man kann ' so groB}
annehmen, daB v +e= f ist. Dann leistet » =1 + e das Gewlinschte.

Folgerung 2. Sei M koatomar, und seien M bzw. R die Vervollstindigungen bzgl.

der m-adischen Topologie. Dann ist auch M als R-Modul koatomar, und die
kanonische Abb. RGQM — M ein Isomorphismus.
R

Beweis. Nach (1.1) sind alle Untermoduln von M abgeschlossen in M (und das
ist natiirtich charakteristisch fiir koatomar). Wir zeigen zuerst die Isomorphie:
Mit L=L(M) ist im kommutativen Diagramm

0———RQL——RQM——RQQM/L—0
R R R

lwl‘ @ar vaM/L
i’ TN

0—o» L ——» M —— M/L ——0

die obere Zeile exakt und, weil L diskret bzw. M/L endlich erzeugt ist, sowohl
wy als auch w,,,; bijektiv. Weil L abgeschlossen in M ist, ist bekanntlich ¢
surjektiv und Ke$=¢,, (L), wobei ¢,, die kanonische Einbettung M— M ist;
und weil L nach der Folgerung 1 zu (1.2) die von M induzierte Topologie hat, ist

f injektiv und Bif=¢,(L). Damit ist auch die untere Zeile exakt, und daher w,,

bijektiv. SchlieBlich ist . als R-Modul diskret und M/L als R-Modul endlich
erzeugt, also M koatomar wie behauptet.

Folgerung 3. Sind M und N koatomar, so auch die R-Moduln Tor?(M, N) und
Exth (M, N) fiir alle i 20.

Beweis. In der exakten Folge Torf(M/L(M), L(N))— Torf(M/L(M), N)
—Tor}(M/L(M), N/L(N)) ist das erste Glied diskret und das dritte endlich
erzeugt, also das mittlere koatomar. Weil aber in der exakten Folge
Tor}(L(M), N)— Tor} (M, N) —» Tor®(M/L(M), N) auch das erste Glied diskret
ist, folgt die Behauptung fiir Tor. Ebenso mit Ext.

3. Zusammenfassung

Sei wieder R beliebig (d.h. noethersch, aber nicht notwendig lokal). Wir wollen
die Ergebnisse von §2 globalisieren und damit die Liste von Eigenschaften
koatomarer Moduln aus §1 fortsetzen. Zunidchst bezeichnen wir bei einem
beliebigen Modul M die Summe aller artinschen Untermoduln mit L(M). Nach
({6] Theorem 1) ist L(M)=@®L, (M), wobei m alle maximalen Ideale von R

durchlduft und L, (M)= Y Ann,,(m’) ist. M heiBt halbartinsch, wenn L(M)=M
i=1
ist, und das ist dquivalent damit, daBl Ass(M) nur aus maximalen Idealen
besteht.
Weil M genau dann koatomar ist, wenn es alle M, sind, folgt aus §2
unmittelbar:
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Lemma 3.1. (a) Genau dann ist M koatomar, wenn jedes L, (M) durch eine Potenz
von m annulliert wird und wenn M/L(M) lokal endlich erzeugt ist.

(b) Genau dann ist M =@M, koatomar, wenn es alle M, sind und wenn es zu
jedem maximalen Ideal m ein e 21 gibt mit m* M ,=m®*' M, fiir fast alle ).

(¢) Sind M und N koatomar, so auch Tor®(M, N) fiir alle iZ0; ist M endlich
erzeugt und N koatomar, so ist Exty(M, N) koatomar fiir alle i 20.

Ein Spezialfall von (b) ist bemerkenswert: Ist M™ koatomar, so muf M
halbartinsch sein. Hitte man ndmlich p & m mit peAss(M), so folgte zu m* M =
me+ 1 M, daB p¢Ass(M/mé M), also peAss(m® M), also R/p nach (1.1, b) m-teilbar
wire, und das ist nicht moglich.

Lemma 3.2. Sei m ein maximales Ideal von R. Genau dann ist M, als R, -Modul
koatomar, wenn es einen koatomaren Untermodul A von M gibt mit (M/A), =0.

Beweis. Nur zur Existenz von A4 ist etwas zu sagen: Nach (2.4) gibt es einen
Untermodul U von M und ein ex1, so daB U, durch (mR,)° annulliert wird
und (M/U),, endlich erzeugt ist. Wihlt man einen Untermodul A, von U mit
A nm®U=0, und 4, maximal beziiglich dieser Eigenschaft, so folgt m* A, =0
und (U/A4,),,=0; wihlt man weiter einen endlich erzeugten Untermodul 4, von
M mit (M/A,+U),=0, so leistet A=A, + A4, das Gewiinschte.

SchlieBlich 14Bt sich in Verallgemeinerung der Folgerung 2 zu (1.2) genau
angeben, bei welchen Grundringerweiterungen die Eigenschaft ,koatomar® er-
halten bleibt:

Lemma 3.3. Ist T ein weiterer kommutativer noetherscher Ring, so sind fiir einen
Ringhomomorphismus R — T dquivalent :

(1) Fiir jeden koatomaren R-Modul M ist TRM ein koatomarer T-Modul.
R
(i) Fiir jedes maximale Ideal m von R ist der Ring T/mT artinsch.

Beweis. Bei (i—1ii) gilt fiir jedes maximale Ideal m, daB der halbeinfache R-
Modul R/m™ in den koatomaren T-Modul T/m T® iibergefiihrt wird, so daB
nach dem Spezialfall von (3.1,b) der T-Modul T/mT halbartinsch ist, dh.
endliche Linge hat.

Bei (ii—i) gilt sogar fiir jeden halbartinschen R-Modul 4, daB T(XA ein

R
halbartinscher T-Modul ist. Sei nun M koatomar: Mit M/L(M) ist auch
T&RM/L(M) lokal endlich erzeugt, so dal wir gleich M =@®L, (M) annchmen

R
konnen. Weil dann T M ein halbartinscher T-Modul ist, miissen wir nur noch
R
zeigen, daB fiir jedes maximale Ideal .# von T der T-Modul L (T&M)
R

koatomar ist. 1. Fall: # AR ist kein maximales Ideal in R. Dann ist m T & .#,
also A ¢Asst( T@L (M)) fiir alle maximalen Ideale m von R (weil T®L (M)

ein m T-prlmarer T-Modul ist), also sogar LJ,,(T®M =0. 2. Fall: /%mR ist ein
maximales Ideal in R, sagen wir gleich m Dann ist L, (TQRM)x
R
L (TQL,(M)), und weil L, (M) durch m®(e=>1) annulliert wird, ist T&) L, (M)
R

R
ein Modul {iber dem artinschen Ring T/(m T)*, also koatomar.
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Folgerung. Sei M koatomar, sei a ein Idea[, so daf} R und M in der a-adischen
Topologie separiert sind, und seien R bzw. M die dazugehirigen Vervollstindigun-
gen. Dann gilt:

(a) Die kanonische Abb. w,;: RQM — M ist injektiv.
R
(b) Genau dann ist w,, surjektiv, wenn M als R-Modul koatomar ist.

Beweis. (a) Zu wy, (Y a,®x;)=0 gibt ¢s einen endlich erzeugten Untermodul U
von M, der alle x; enthalt Natiirlich ist wy: R@ U— U injektiv, aber auch ¢

U— M, weil U nach der Folgerung 1 zu (1. 2) dle von M induzierte Topologie
hat. Also ist ) a;®x; sogar als Element von R®U gleich Null.

(b) Der nghomornorphlsmus R—R erfullt die Bedingung (ii) des Lemmas,
so daB Bi w,, als R-Modul koatomar ist. Bekanntlich ist Bi w, +aR M =M und
aR in allen maximalen Idealen von R enthalten, also Biw,, +Ra(M)=M.
Damit folgt die behauptete Aquivalenz. (Bei dem in Bemerkungl zu (1.2)
angegebenen koatomaren Modul M ist w,, tatsdchlich nicht surjektiv.)

4. Wann sind kleine Untermoduln koatomar?

Wie in der Einleitung bezeichnen wir R als K-Ring, wenn alle kleinen Untermo-
duln koatomar sind. Dall Dedekindringe diese Eigenschaft haben, sieht man
ganz einfach: Ist U klein in M und U/U’ radikalvoll, so ist bekanntlich U/U’
injektiv, also direkter Summand in M/U’. Weil U/U’ auch klein in M/U’ ist,
muB es null sein, - Zur Charakterisierung der K-Ringe zeigen wir zuerst, dal
Kleinheit beim Lokalisieren nach maximalen Idealen erhalten bleibt:

Lemma 4.1. Sei U ein Untermodul von M. Genau dann ist U klein in M, wenn U,
klein in M ist fiir alle maximalen Ideale m von R.

Beweis. Sind alle U, klein und ist V4 U =M, so folgt V =M, fiir alle m, also V'
=M. Zur Umkehrung zeigen wir zuerst: Ist U klein in M und (M/U), =0, so
folgt M, =0. Ist ndmlich E die injektive Hiille von R/m und feHomg(M, E), so
ist auch (f(M)/f (U)),,=0, auBerdem f(M)/f(U) m-primdr, also f(U)= f(M), so
daB die Kleinheit f=0 liefert. Aus Homg(M, E)=0 folgt aber M =0 wie
verlangt. - Sei nun U klein in M und H+ U, =M, : Mit H=V, folgt (M/V
+U),,=0und (V4 U)/V klein in M/V, also nach eben (M/V),,=0,dh. H=M .

Folgerung. Ist U halbartinsch und klein in M, so gilt fir jede multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge S von R, daf auch U klein in M ist.

Beweis. Wie eben konnen wir (M/U)g=0 annchmen und miissen M¢=0 zeigen:
Wire Mg =0, so gibe es ein xeU mit Anng(x)nS=g und ein Primideal p mit
Anng(x)<p, pnS=g. Nach unserer Annahme iiber U ist dann p ein maximales
Ideal, so daB aus (M/U),=0 nach eben M_ =0 folgt im Widerspruch zu

X
O#TEMP.
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Satz 4.2. (a) Genau dann ist R ein K-Ring, wenn R, ein K-Ring ist fiir alle
maximalen Ideale m.

(b) Ein lokaler Ring R ist genau dann ein K-Ring, wenn es seine Vervollstandi-
gung R ist.

(c) Sei R lokal und vollstindig: Genau dann ist R ein K-Ring, wenn dim(R)<1
ist und das Nilradikal von R endliche Linge hat.

Beweis. Um zu priifen, ob R ein K-Ring ist, muBl man nicht alle kleinen
Untermoduln testen: Wir sagen, ein Modul M sei schwachreduziert, wenn jeder
radikalvolle kleine Untermodul von M gleich null ist. Die Klasse der schwach-
reduzierten R-Moduln ist gegeniiber Untermoduln und beliebigen direkten
Produkten abgeschlossen. Enthilt sie also einen Kogenerator, so sind bereits
alle R-Moduln schwachreduziert, d.h. R ist ein K-Ring.

(a) Sind alle R,, K-Ringe und ist U klein in M, so sind nach (4.1) alle U,
koatomar, also nach der Folgerung zu (1.1) auch U. Sei nun umgekehrt R ein K-
Ring und m ein maximales Ideal, E die injektive Hiille von R/nt. Durch die Abb.

¥ . . . .
R, xE> (—, x) —rx'eE, mit x=s5x, wird E zu einem R, -Modul mit demselben
S

Untermodulverband (s. [5] Theorem 3.6), ist also auch als R, -Modul schwach-
reduziert. Weil aber E mit dieser Struktur sogar Kogenerator fiir R, ist, folgt die
Behauptung.

(b) Sei (R, m) lokal und E die injektive Hiille von R/m. Wieder wie in ([5]
Theorem 3.6) wird durch die Abb. Iian({rn}, X)t—r,xeE, mit r,, [ —r,em” fiir
alle n>1 und xeAnn,(m®), der R-Modul E zu einem R-Modul mit demselben
Untermodulverband, der obendrein Kogenerator fiir R ist. Mit der Vorbemer-
kung folgt alles.

(c) Sei schlieBlich R lokal und vollstindig, E wie eben. Dann ist nach ([5]
Theorem 4.2) der Untermodulverband von E antiisomorph zum Idealverband
von R, also E genau dann schwachreduziert (d.h. R ein K-Ring), wenn fiir jedes
groBBe Ideal a von R, mit So(R/a)=0, folgt a=R. Das ist offenbar dquivalent
damit, daB jedes grofie Primideal mit dem einzigen maximalen Ideal m {iberein-
stimmit.

Ist nun diese Bedingung erfiillt, so ist p; Sp, Sm nicht moglich (weil p, grofl
in R wire), also dim(R)<1, und jedes peAss(N) ist groB in R, also p=m, d.h.
das Nilradikal N ist halbartinsch. Zur Umkehrung sei jetzt p ein grofes
Primideal: Angenommen p=m, so folgt aus dim(R)=<1, dal p ein minimales
Primideal ist, p=Anng(x) fiir ein xeR, und wegen der GroBe xeN, Rx=R/p
artinsch, was nicht wahr ist.

Bemerkung. DaB in einem K-Ring R das Nilradikal N endliche Lénge hat, kann
man auch so einsehen: In jedem Modul M ist NM ecin kleiner Untermodul (weil
N nilpotent ist), so daBl insbesondere NR™Mx=~N™ koatomar ist, also N halb-
artinsch nach dem Spezialfall von (3.1, b).

Folgerung. Ist R ein K-Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R, so ist auch Rg ein K-Ring.

Beweis. Wir miissen fiir jedes maximale Ideal .# von Ry zeigen, dall (Ry) ,=R,,
mit p=.# NR, ein K-Ring ist. Falls p ein maximales Ideal in R ist, gilt das nach
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(a); falls aber p kein maximales Ideal ist, ist es wegen dim(R) <1 ein minimales
Primideal, also R, sogar artinsch.

Zum AbschluB soll noch, unter der Voraussetzung dim(R)=1, eine Reihe
von dquivalenten Bedingungen dafiir angegeben werden, dafl das Nilradikal von
R endliche Linge hat:

Lemma 4.3. Sei dim(R)=1, sei {p,,...,p,} die Menge aller Primideale, die nicht
k

maximale Ideale sind und sei =R\ | | p,. Dann sind dquivalent:
i=1

(i) Das Nilradikal N von R hat endliche Linge.
(i) Jedes grofe Primideal ist maximales Ideal.
(iii) Rg ist als Ring halbeinfach.

(iv) Ry ist als R-Modul schwachreduziert.

Beweis. Die Aquivalenz (i < ii) geht wortlich wie in Punkt (c) von (4.2), und fiir
den Rest fithren wir folgende Bezeichnung ein: Ein R-Modul M heile S-teilbar
(S-torsionsfrei), wenn fiir jedes seS die Multiplikation mit s: M — M surjektiv
(injektiv) ist. Nun ist genau dann M (=0, wenn M halbartinsch ist, und daraus
folgt: M ist genau dann S-teilbar (S-torsionsfrei), wenn es radikalvoll {sockelfrei)
ist. Insbesondere sind die Ideale von Rg genau die radikalvollen R-Untermoduln
von Rg.

{i—iif) Weil der Ring Ry artinsch ist, geniigt es zu zeigen, daB er keine
nilpotenten Elemente hat. Nach Voraussetzung ist aber N halbartinsch, d.h. N
=0. (iii—>1v) Ist U ein radikalvoller kleiner R-Untermodul von Ry, so folgt
o ®U =Rg fiir ein Ideal .o von Ry, also U =0. (iv—1) Um zu zeigen, da Ny=0

ist, sei reN: Das Ideal G) =Ry ist als R-Untermodul sogar klein, denn aus V

7'3

2
* G) =R folgt V'+ (TT) =Rs, V+ ( i )=RS, schlieBlich ¥ =Rg. Nach Voraus-

setzung ist also (]I) =0, d.h. s¥=0 fiir ein seS.

Folgerung 1. Ist R ein K-Ring und U ein grofer Untermodul von M, so ist M/U
halbartinsch.

Beweis. Nach (4.2) ist dim(R)<1, und nach eben jedes groBe Primideal schon
maximales Ideal. Ist also U<=M wie angegeben und peAss(M/U), p=Anng(%)
fiir ein xeM, so zeigt die Abb. h: Ral+>xeM, daB p=h~1(U) groB in R ist, also
ein maximales Ideal wie gewiinscht.

Folgerung 2. Ist R ein K-Ring und M koatomar, so gibt es einen endlich erzeugten
Untermodul U von M mit M/U halbartinsch.

Beweis. Sei V' ein maximales Element in der Menge der sockelfreien Untermo-
duln von M. Als wesentliche Erweiterung von L(M) ist dann auch M/V
halbartinsch. Wegen dim(R)<1 und (3.1, b) hat V endliche Goldie-Dimension,
besitzt also einen endlich erzeugten groBlen Untermodul U. Nach eben ist aber
V/U halbartinsch, also auch M/U.
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