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Linear-kompakte Moduln iiber noetherschen Ringen

Von

HeLMUT ZOSCHINGER

Einleitung. Ein Modul M heillt linear-kompakt, wenn fir jede nach unten ge-
filterte Familie von nichtleeren affinen Teilmengen (z; + Uill € A) gilt, daB

() (2 -+ Uj) ==0ist. Jeder artinsche Modul ist linear-kompakt, und iiber einem voll-
Aed

stindigen lokalen Ring R ist auch jeder endlich erzeugte B-Modullinear-kompakt. Das
Hauptergebnis unserer Arbeit ist, dafi iiber solchen Ringen umgekehrt jeder linear-kom-
pakte Modul M einen endlich erzeugten Untermodul B besitzt, so dall M /B artinsch ist.
Eine genauere Untersuchung zeigt, dall fiir diese Umkehrung weder ,,vollstandig*
noch ,,lokal*“ nétig ist, und so erhalten wir das

Theorem. Uber einem kommulativen noetherschen Ring ist jeder linear-kompakte
Modul Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen artinschen Modul.

Daraus folgt sofort eine Reihe von interessanten Endlichkeitsbedingungen, die —
wie einfache Beispiele zeigen — im nicht noetherschen Fall nicht mehr erfiillt sein
miissen.

Korollar 1. Ist B ein kommutativer noetherscher Ring und M ein linear-kompakter
R-Modul, so gilt:

(a) M erfillt die Minimalbedingung fir radikalvolle Untermoduln.

(b) Fiir jeden injektiven Endomorphismus f: M — M ist Kok f endlich erzeugt.
(a0) M erfiillt die Maximalbedingung fir Untermoduln U mit So(M|U) = 0.
(

bO) Fiir jeden surjektiven Endomorphismus f: M — M ist Ke f artinsch.

Das Studium der linear-kompakten Moduln hingt eng mit Fragen der Matlis- bzw.
Morita-Dualitit zusammen. Ist B wieder ein vollstindiger lokaler Ring und E die
injektive Hiille seines Restklassenkdrpers, so wurde 1958 von Matlis in [4] gezeigt,
daB jeder endlich erzeugte und ebenso jeder artinsche R-Modul M E-reflexiv ist,
d.h. die kanonische Abb. M — Homg(Hompg(M, E), E) bijektiv ist. Die Unter-
suchung der Ringe, welche eine Morita-Dualitdt besitzen, fithrte Miiller 1970 zur
Bestimmung aller E-reflexiven R-Moduln: Sie stimmen nach [6] genau mit den
linear-kompakten RE-Moduln iiberein.
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Korollar 2. Uber einem vollstindigen lokalen Ring R ist ein R-Modul M genau dann
E-reflexiv, wenn er Erwetterung eines endlich erzeugten durch einen artinschen Modul
ust.

Die beiden von Matlis angegebenen Fille erfaiten also im wesentlichen schon alle
E-reflexiven Moduln iiber R.

1. Die Struktur der linear-kompakten Moduln. Stets sei R ein kommutativer
noetherscher Ring, Q2 die Menge seiner maximalen Ideale. Ein R-Modul M heift
radikalvoll (sockelfrei), wenn er keine maximalen (einfachen) Untermoduln besitzt.
Der grobte radikalvolle Untermodul von M wird mit P (M) bezeichnet, und M /P (M)
heiBt der reduzierte Anteil von M. Die Summe aller artinschen Untermoduln von M
ist L(M), und M/L (M) der sockelfreie Anteil von M. Ein Modul M hei3t unzerlegbar,
wenn M ==0 und jeder von M verschiedene Untermodul klein in M ist, d.h. aus
X4+ Y=M stets folgt X =M oder ¥ =M. In diesem Fall ist die Menge
{xe R|xM == M} ein Primideal, das wir mit I(M) bezeichnen. Sei nun M wieder
beliebig: Ein Primideal p heilit nach ([3], p. 1134) koassoziiert zu M, wenn es einen
unzerlegbaren Faktormodul M’ von M gibt mit p = I(M’). Das ist — was wir im
folgenden nicht benétigen — &dquivalent damit, dal es einen artinschen Faktor-
modul A von M gibt mit p = Anng(4). Die hier beniitzten Tatsachen iiber die
Menge Koass(M) der zu M koassoziierten Primideale sollen erst im 2. Abschnitt
bewiesen werden.

Mit diesen Begriffen lassen sich die folgenden fiinf Eigenschaften eines linear-
kompakten. Moduls M aufzéhlen, die wir sténdig verwenden.

(L.1) Jeder Unter- und jeder Faktormodul von M ist wieder linear-kompakt ([9]
Proposition 2 und Proposition 3).

(L2) Ist @ ein injektiver Kogenerator mit groBem Sockel und S = Endz(@), so
ist auch M9 = Hompg (M, @) als S-Modul linear-kompakt und die Abb.

Fr(M) 5 U > Anngpo(U) € Ls (M)

ein Verbandsantiisomorphismus ([7] Theorem 6, Corollary 2 und [8]
Lemma 3.7).

(L3) M hat endliche Goldie-Dimension und es gibt endlich viele unzerlegbare Unter-
moduln U; (1 <4+ £ n) mit M = Uy + --- + U, ([9] Proposition 6 und der
Antiisomorphismus aus L2).

(I.4) M hat nur endlich viele assoziierte und nur endlich viele koassoziierte Prim-
ideale ([3] Proposition 2).

(L5) L(M) ist artinsch und M /P (M) endlich erzeugt ([10] Lemma 1.1).

Die Hauptlast des Beweises ruht auf der in Korollar 1 behaupteten Minimal- bzw.
Maximalbedingung, die wir in (1.4) bzw. (1.5) nachweisen. Sei wieder M beliebig.

Hilfssatz 1.1. Besitze M die Eigenschaft, daf3 jeder Untermodul U von M, mit
So(M|U) = 0, radikalvoll ist. Dann gilt fiir jedes p € Ass(M), daf dim(RB/p) = 1 ist.
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Beweis. Sei im 1. Schritt R lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m. Weil
sich die Voraussetzung auf Faktormoduln vererbt und

Ass(M) = Ass(L(M)) U Ass(M /L (M))

ist, kénnen wir gleich So(M) =0 annehmen. Zu pe Ass(M), also Bc M mit
B =~ Ry, zeigt dann die exakte Folge 0 — So (M /B) — Ext,(R/m, B), daB So(M/B)
endlich erzeugt, d.h. U/B = L(M|B) nach ([5] Proposition 3) artinsch ist. Nun ist
U radikalvoll, m ¢ Koass(U/B) nach (2.2, ¢}, also nach (L4) sogar

m ¢ UKoass(U/B)U p.

Sei x € m\ p, so daBl U/B z-teilbar ist (Folgerung 1 zu 2.2). Dann ist nach Nakayama
auch U x-teilbar, also nach dem Schlangenlemma Anngg(z) — Bjxz B — 0 exakt,
dim(Bfxz B) = 0, dim(B) = 1 wie behauptet.

Sei nun im 2. Schritt R beliebig. Fiir jedes m € 2 erfiillt dann M, als R,,-Modul
die entsprechende Bedingung, denn aus So(M,/U,) = 0 folgt m ¢ Ass(M|U), so

dall in M = M/mU die m-Komponente Ly (M) = > Annz(mi) mit U iiberein-
i=1

stimmt; nach Voraussetzung ist aber L(J7) radikalvoll, also auch der direkte Sum-
mand L, (M) (siehe [5] Theorem 1), d.h. U = 0, U m-teilbar, U,, radikalvoll wie
gewiinscht. Fiir jedes p € Ass(M) ist daher p &£ p1 & m unmdglich (weil nach dem
ersten Schritt dim (R, /p R,) <1 wire), also dim(R/p) < 1.

Wir werden sehen, daB jeder linear-kompakte radikalvolle Modul die Voraussetzung
des Hilfssatzes erfiillt. Allgemeiner sei € die Klasse aller R-Moduln M, bei denen
fiir jeden Untermodul U die Menge Koass(U) U Ass(M/U) endlich ist. Nach (L4)
und (L1) gehort jeder linear-kompakte Modul zu , und iiber einem 1-dim. lokalen
Ring R ist sogar € = R-Mod.

Ein GroBteil der in der Einleitung angekiindigten Eigenschaften linear-kompakter
Moduln 148t sich nun schon fiir die Mitglieder von € zeigen.

Lemma 1.2, Fiir jeden Modul M e € gilt:
(a) Ist M|U sockelfrei, so folgt P(U)= Un P(M).
(b) Ist U ein radikalvoller Untermodul von M, so folgt
L(M[U) = (L) + D).
Beweis. (a) Auch N = P(M)/U N P (M) gehort zu €, ist aber zusatzlich radikal-

voll und sockelfrei. Fiir jedes me Q ist daher m ¢ [ Koass(N) U U Ass(N), so
daB ein x € m existiert, das auf N bijektiv operiert. In der exakten Folge

Tor®(Rjm, N) > Rjm ® U N P(M) — R/m ® P (M)
R R

ist also das erste Glied Null, so dafl mit dem dritten auch das zweite verschwindet,
d.h. Un P(M) m-teilbar ist. Das gilt fir alle me 2, so dall U N P(M) radikal-
voll ist, also enthalten in P(U).

(b) Allgemeiner zeigen wir: Ist U m-teilbar, so folgt L., (M/U) = (L (M) -+ U)/U.
Fir N = U[Ly (U) ist ndmlich m ¢ {J Koass (V) U |J Ass(N), also wie in Punkt (a)
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Exth(R/m, N) = 0. In der verbleibenden exakten Folge

Homp(R/m, M|L,(M)) — Homp(R/m, M/{Ly (M) + U)) -0
. . . . M [ Lyn(M) +
ist also auch das mittlere Glied Null, d.h. die m-Komponente von v/ T
Null, also L (M|U)c (L, (M) + U)]U wie behauptet.

Lemma 1.3, Ist M € € radikalvoll, so gilt:
(a) Fir jedes p e Ass(M) ist dim(R/p) < 1.
(b) Ist xe R kein Nullteiler beziiglich M, so folgt x M = M.

Beweis. (a) Die Voraussetzung von (1.1) ist erfiillt, denn aus So(M/U) = 0 folgt
nach (1.2, a) sofort, daB U radikalvoll ist.

(b) Wire M/xM == 0, so gibe es zu p € Ass(M/x M) ein py e Ass(M) mit poC p,
und wegen z € p, x ¢ po folgte nach (a) p e 2, sagen wir p = m. Wegen z & m ist
aber L, (M) = 0, also nach dem Beweis von (1.2, b) auch L, (M/zM) =0, und
das ist nicht wahr.

Bemerkung. Fiir den Spezialfall, dal R lokal und vollstindig, M linear-kom-
pakt und Ass(M) = {p} ist, gibt Ballet in ([1], p. 349) eine Beschreibung von M
in Abhéngigkeit von A(p) und dim (R/p). Punkt (ii) seines Theorems sagt, dall M
im Falle dim (R/p) > 1 bereits endlich erzeugt ist — was unmittelbar aus Punkt (a)
unseres Lemmas folgt, denn dann muBl P(M) = 0 sein.

Satz 1.4. Sei M € € von endlicher Goldie-Dimension. Dann erfillt M die Minimal-
bedingung fir radikalvolle Untermoduln.

Beweis. Sel im 1. Schritt M zusatzlich radikalvoll und sockelfrei. Mit § =
R\ Ass(M) gilt dann fiir alle p e Ass(M), daB p Rg ein maximales Ideal in Rg ist,
denn héitte man ein p £ p1 mit p1 N 8 = 0, so folgte p; €2 nach (1.3, a), mit
p1 = m also m € Ass(M), und das war ausgeschlossen. Weiter ist Mg als Rg-Modul
artinsch, denn bei M == 0 hat man wegen endlicher Goldie-Dimension einen wesent-

n n
lichen Monom. | [ R/p; — M, der zu einem wesentlichen Rg-Monom. [ | (Rs/piRs)
i=1 i=1

— Mg wird, in dem die Quelle artinsch ist, also auch das Ziel. Sind schlieflich A4
und B zwei radikalvolle Untermoduln von M mit Ag = Bg, so folgt bereits 4 = B,
denn zu jedem @ € 4 hat man ein s& 8 mit sae B, ein b € B mit sa = sb nach
(1.3, b) also a = b. Wir haben 4 c B gezeigt, und ebenso folgt B c 4.

Ergebnis: Eine absteigende Folge von radikalvollen Untermoduln von M ist nicht
nur in Mg stationdr, sondern in M selbst.

Sei nun im 2. Schritt M wie angegeben, U1 D> Up D -+ eine absteigende Folge von
radikalvollen Untermoduln. Weil So(U1) endlich erzeugt, also L = L(U4) artinsch

ist, hat man Uy, N L = Uy N L = --- fiir ein m = 1. Weil aber U;/L wieder die
Voraussetzungen des Satzes erfiillt, anBerdem radikalvoll und sockelfrei ist, gilt
nach dem ersten Schritt Uy + L = Uy + L = -+ fiir ein #n = m, also zusammen

Up=Ups1 = wie gewiinscht.
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Folgerung. Ist M c € von endlicher Goldie-Dimension und radikalvoll, so ist jeder
injektive Endomorphismus {: M — M bereits bijektiv.

Satz 1.5, Ist M linear-kompakt, so erfillt M die Maximolbedingung fiir Unter-
moduln U mit So(M|U) = 0.

Beweis. Sei im 1. Schritt R lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m, und sei
E die injektive Hiille von R/m. Nach ([4] Theorem 3.7) ist Endg(E) = R, also
der R-Modul M° = Hompg (M, E) nach (L2) wieder linear-kompakt und die Abb.
Fr(M)s U > Anny (U) e £3(MO) ein Antiisomorphismus. Ist nun UicUsc---
eine aufsteigende Folge von R-Untermoduln von M in der alle M/U; sockelfrei sind,
so wird Anng(U;) 2 Annge(Usz) D+ eine absteigende Folge von radikalvollen
R-Untermoduln von M9, die nach (1.4) stationir ist, also auch die alte Folge der U;.

Ist im 2. Schritt R beliebig, so hat man nach ([12] Satz 2.3) eine kanonische Zer-
legung M = P K, (M), in der K, (M) der groBte m-lokale Untermodul von M ist.

mef2
Nach (L3) sind fast alle X, (M) Null, so daBl wir gleich M als m-lokal annehmen
kénnen. Durch die Abb. Ry X M 3 (rfs, a) — ra’ € M, mit a = sa’, wird dann M
zu einem B -Modul, der dieselben Untermoduln bzw. affinen Teilmengen hat wie
rM. Uber R, hat man aber nach dem ersten Schritt die gewiinschte Maximal-
bedingung, also auch iiber 7.

Yolgerang. Ist M linear-kompakt, so gilt fiir jeden surjektiven Endomorphismus
f: M — M, dap Ke f artinsch ist.

Beweis. Ist M zusitzlich sockelfrei, so sind in der aufsteigenden Folge
KefcKef2c - auch alle M/Ke fi sockelfrei, und aus Ke f# = Ke f2+1 = --- folgt
schon Ke f? = 0, d.h. die Injektivitit von f. Im allgemeinen Fall hat man das
kommutative Diagramm

0—-L(M)->M-—-M|L(M)—0
eeeyr o e
0—->L(M)—>M->M|L(M)—0,

also Kef ~ Kef, und weil L(M) nach (L5) artinsch ist, gilt das auch fiir Ke .

Lemma 1.6. Ist M linear-kompakt und sockelfrei, so gili:
(a) Fiir jedes q < Koass(M) ist dim(R/q) =< 1.
(b) Ist xR mit xM = M, so folgt Anny(x) = 0.
(¢) M Ass(M)=)/Anng(H).
Beweis. (b) ist ein Spezialfall der letzten Folgerung, und bei (c) folgt fiir
b= Ass(M), daB M Db-primér, d.h. M = > Annp(b?) ist. Weil auch alle
i=1

M[Anngs (b%) sockelfrei sind, gilt nach (1.5) Annp(b?) = M fiir ein » =1, d.h.
b = }/Anng(M). Sei fir (a) nun qeKoass(M), q¢ Q2. Weil M/P(M) nach (L5)
endlich erzeugt ist, folgt q ¢ Koass(M/P(M)), also g e Koass(P (M)) nach (2.2, d)
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bzw. (2.1, a). Aber eben haben wir (M Ass(P(M)) c g gezeigt, d.h. pcq fir ein
peAss(P(M)). Nach (1.3,a) gilt dim(R/p) = 1, also fiir p = q die Behauptung.

Auch in (1.3) gibt es eine dem Punkt (¢) entsprechende Aussage, némlich
N Koass (M) = |/ Anng (M). Wir werden sie erst im zweiten Abschnitt nach einer ge-
naueren Untersuchung der Menge Koass(M) beweisen (Beispiel 4). Aber schon jetzt
folgt aus Punkt (b) der beiden Lemmata, dafl {JKoass (M) = {J Ass (M) ist, und aus
Punkt (a), daBl dim(R/p) = 1 ist fiir alle p e Koass(M) U Ass(M).

Folgerung.. Ist M linear-kompalkt, radikalvoll und sockelfrei, so gilt Koass (M)
= Ass(M).

(1.7) Beweis des Theorems. Sei & die Klasse aller R-Moduln, die Erweiterung
eines endlich erzeugten durch einen artinschen Modul sind. Offenbar ist § gegeniiber
Unter- und Faktormoduln, aber auch gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlos-
sen. Zum Nachweis, dal3 jeder linear-kompakte Modul M zu § gehért, kann man also
wegen (L5) gleich M radikalvoll und sockelfrei annehmen. Nach (1.2) ist dann ein
Untermodul U von M genau dann radikalvoll, wenn M/U sockelfrei ist, so daBl M
nach (1.4) und (1.5) sowohl die Minimal- als auch die Maximalbedingung fiir radikal-
volle Untermoduln erfiillt. Mittels einer entsprechenden Kompositionsreihe kénnen
wir also zusitzlich annehmen, dall M keine echten radikalvollen Untermoduln be-
sitzt. Fiir jeden nichttrivialen Untermodul B von M ist dann P(B) =0 und
L(M|B) = M|B, so dall B endlich erzeugt und M/B artinsch ist wie gewliinscht.

Bemerkung. Die im letzten Beweisschritt auftretenden Bausteine — d.h. M
linear-kompakt == 0, radikalvoll und sockelfrei, aber ohne weitere radikalvolle
Untermoduln — kann man genauer beschreiben: M ist unzerlegbar und irreduzibel,
Koass(M) = {p} = Ass(M) und dim(R/p) =1. Aus pM =M folgt pM =0, ja
sogar p = Anng (M), und weil fiir jedes x € R\ p die Multiplikation mit z: M - M
bijektiv ist, erhalt man: Als R/p-Modul ist M gerade der Quotientenkérper von R[p.

(1.8) Beweis von Korollar 1. Wegen (a) = (1.4), (a%) = (1.5) und (b?) = Folge-
rung zu (1.5) ist fast nichts mehr zu tun, denn im verbleibenden Punkt (b) induziert f
nach der Folgerung zu (1.4) auf P(M) einen Isomorphismus, so daB Kok f ein
Faktormodul von M/P (M) wird, also endlich erzeugt ist. (Die betrachteten vier
Eigenschaften sind tatsdchlich eine Folgerung des Theorems, denn man kann leicht
zeigen, dall sie jeder Modul M aus der in (1.7) definierten Klasse ¥ besitzt.)

(1.9) Beweis von Korollar 2. Sei R zunichst nur lokal. Ein endlich erzeugter
R-Modul ist genau dann linear-kompakt, wenn er in der m-adischen Topologie voll-
stindig ist (siehe [2], chap. III, §2, Ex. 16), und weil die Klasse aller linear-
kompakten Moduln gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist ([9] Propo-
sition 9), lautet unser Theorem jetzt priziser: Uber einem lokalen Ring R ist ein
R-Modul M genau dann linear-kompakt, wenn er Erweiterung eines endlich erzeugten
und vollstindigen Moduls durch einen artinschen Modul ist. Ist B zusitzlich voll-
stdndig, so kann man nach ([6] Theorem 2) ,linear-kompakt® durch ,,E-reflexiv’
ersetzen und erhalt das Korollar.
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2. Koassoziierte Primideale. In diesem Anhang werden die Tatsachen iiber koasso-
zilerte Primideale nachgetragen, die wir im ersten Abschnitt ohne Beweis bentitzten.
Dabei zeigt sich, dal vor allem Teilbarkeitseigenschaften des Moduls M (siehe 2.2)
durch die Menge Koass (M) wiedergegeben werden.

Weil R noethersch ist, hat jeder R-Modul M == 0 einen artinschen, also auch
einen unzerlegbaren Faktormodul, so dafl Koass (M) == # ist. Ist M selbst unzerleg-
bar und I(M) = {xe R|xM == M} wie oben, so gilt I(M) = I(M|M,) fiir jeden
Untermodul Mo g M, also Koass(M)={I(M)}. Ist allgemeiner M =U;j+--++ Uy,
so daBl alle U; unzerlegbar sind und keines von ihnen weggelassen werden kann,
so sieht man mit p; = I(U;) sofort, da Koass(M) = {p1, ..., ps} ist. Insbesondere
hat jeder linear-kompakte Modul wegen (L3) nur endlich viele koassoziierte Prim-
ideale.

Beispiel 1. Ist M artinsch, so folgt M Koass (M) :]/AnnR(M).

Beweis. Fiir jeden Modul M gilt ﬂKoass(M):)l/AnnR(lTﬂ, denn aus p =
I(M|My), mit M/My unzerlegbar, folgt p > Anng(M/Mo) 2> Anng(M). Ist aber M
artinsch und M = Uy + «-- + Uy, so dafl alle U; unzerlegbar und keines von
ihnen iiberfliissig ist, so folgt mit p; = I(U;), daB jedes x € p; schon nilpotent be-

7

ziiglich Uy ist, d.h. p; = |/Anng(U;). Also ist () Koass(M) = q pi = |/Anng (H).
i

Beispiel 2. Fiir jedes Ideal a von R ist

Koass (ﬁ R/ai> = {peSpec(R)|p + a = B}.

t=1
Beweis. Fiir jeden a-priméren Modul N folgt aus p + ¢ = R, daB N p-teilbar
ist. Nach (2.2, a) ist dann p ¢ Koass(N), d.h. fiir den speziellen Modul N = [ | R/a?
i=1

haben wir bereits Koass(N)c { } gezeigt. Zur Umkehrung sei jetzt pe{ },
also p + acm fiir ein me 2. Die injektive Hiille £ von R/m ist artinsch, also
auch der Untermodul M = Homg(R/p, F), und aus Anng(M) = p folgt nach Bei-
spiel 1 p e Koass(M). Weil weiter M a-primér und abzdhlbar erzeugt ist, gibt es

einen Epim. von N =] ] R/at auf M, so daB p e Koass(X) ist. (Auch hier gilt
i=1

N Koass (N) = |/Anng (), denn mit o' = {we R|x = ax fiir ein aca} ist nach
dem Krullschen Durchschnittssatz Anng(N) = a’. Ist nun p minimal iiber Anng(N),
so wurdein ([12] Lemma 1.2) gezeigt, daB p + a == R ist, also p e Koass(N).)

Lemma 2.1. Ser U ein Untermodul von M.
(a) Stets gilt Koass(M) c Koass(U) U Koass(M/U).
) Ist p e Koass(U), so gibt es ein po € Koass (M) mit po C b.
(¢) Ist U Klein in M, so gilt Koass(M) = Koass(M/U).
) Ist U koabgeschlossen in M, so gilt Koass (M) = Koass(U) U Koass(M/U).
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Beweis. (a) Sei p e Koass(M), p & Koass(U). In p = I(M|My), mit M/My un-
zerlegbar, mufl dann U 4 My == M sein, so dall aus I(M/Mo) = I(M|U + My)
folgt p e Koass(M/U).

(b) In p = I(U]U,) kénnen wir zusétzlich U/Uy artinsch annehmen, und dann
gilt fir ein maximales Element Vo in der Menge {Ugc Vc M|V U = Uy}, daB
UlUy— M|Vq ein wesentlicher Monom., also auch M|V, artinsch ist. Nach Bei-
spiel 1 folgt (M Koass (M| Vo) c |/ Anng (U] Ug) ¢ p, also po C p fiir ein pg € Koass (M| V),
und natiirlich ist po € Koass(M).

(¢) Das wird in ([3] Proposition 4) gezeigt.

{(d} Ein Untermodul U heillt koabgeschlossen in M (siehe [12] Abschnitt 3), wenn
fiir jedes X ¢ U gilt, dafi U/X nicht klein in M/X ist. Nach (a) miissen wir jetzt
Koass(U) c Koass (M) zeigen: In p = I(U[Up) ist nach Voraussetzung U/Up nicht
klein in M/Ug, so daB es ein Upc My & M gibt mit U + My = M. Es folgt
I(U|Ug) = I(M|My), also peKoass(M).

Bemerkung. Alle vier Punkte des Lemmas (und ebenso die von 2.2) sind in der
entsprechenden Formulierung bei assoziierten Primidealen wohlbekannt. Aber fir die
Tatsache Ass(] [ M z) = |J Ass (M) gibt es bei koassoziierten Primidealen keine

Aed ied
Entsprechung: Fir alle »n =1 ist Koass(R?) = {2, wihrend nach Beispiel 2

Koass (R™W) = Koass (RV) == Spec(R) ist.

Lemma 2.2, Set M ein R-Modul und a ein Ideal von R.

(a) Genau dann ist M a-teilbar, wenn a in keinem der zu M koassoziterten Primideale
lvegt.

(b) Genau dann ist a M klein in M, wenn a in allen zu M koassoziterten Primidealen
liegt.

(¢) Genau dann ist M radikalvoll, wenn Koass (M) kein maximales Ideal enthilf.

(d) Genau dann ist M koatomar, wenn Koass(M) nur aus maximalen Idealen besteht,

Beweis. (a) Wir zeigen allgemeiner Koass(M/a M) = Koass (M) N V (a). Klar gilt
fiir jedes peKoass(M/aM), dall p> Anng(M/aM) D a ist. Sei umgekehrt acp
= I(M’) fiir einen unzerlegbaren Faktormodul M’ von M: Wire M’ a-teilbar, so
folgte bereits x M’ = M’ fiir ein z e a, also x ¢ p, und das ist unmoglich. Damit
ist I(M') = I(M'|/aM’) und M’'[aM' ein Faktormodul von M/aM, d.h. pe
Koass(M/aM).

(b) Ist aM klein in M, so folgt nach (2.1, ¢c) und der eben bewiesenen Formel

Koass(M) c V(a); ist aber aM nicht klein in M, so gibt es einen unzerlegharen
a-teilbaren Faktormodul M’ von M, und p = I(M’) liegt nach (a) nicht tiber a.

(c) Das folgt unmittelbar aus (a) mit a = m fir alle me Q.

(d) Ein Modul M heilt koatomar (siehe [11]), wenn jeder von M verschiedene
Untermodul in einem maximalen Untermodul enthalten ist. In diesem Fall gilt fiir
jedes p € Koass(M), p = I(M'), dal M’ einen Faktormodul der Form R/m
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hat, also p = I(R/m) = m ist. Umgekehrt folgt aus Koass(M)c Q2 fir jedes
X ¢ M, dal M/X nach (c) nicht radikalvoll ist, d.h. X in einem maximalen Unter-
modul von M liegt.

Folgerung 1. Fiir jeden Modul M ist \) Koass(M) = {x € R|x M &= M}, und
M Koass (M) ist das grofte Ideal a von R, so daff a M klein in M ist.

Punkt (b} liefert auch eine Verallgemeinerung des Krullschen Durchschnittssatzes.
Ist J das Jacobsonradikal des Ringes und M ein endlich erzeugter E-Modul, so ist

bekanntlich JM klein in M und ()J*M = 0. Die Verallgemeinerung lautet:
i=1

Folgerung 2. Sind o und M beliebig und ist a M klein in M, so folgt
i=1

Beweis. Falls M artinsch ist, folgt aus a c (M) Koass(M) nach Beispiel 1 sogar
atM = O fiir ein e = 1. Ist aber M beliebig, so gibt es eine Familie U;_ll ed)
von Untermoduln, so daB alle M U, artinsch sind und (T} U; = 0 ist. Weil jedes

ieA
MU, durch eine (von 4 abhingige) Potenz von a annulliert wird, gilt n alM cUy

fiir alle A€ A4, also die Behauptung.

Aus der ersten Folgerung erhilt man: Genau dann ist (M Koass(M) = |/ Anng (M),
wenn aus aM klemn in M stets folgt a® M = 0 fiir ein e = 1. Wir wollen zum Ab-
schluf zwei nichttriviale Beispiele fiir diese Situation angeben. Sie resultieren beide
aus dem folgenden Satz, der eine Verschérfung von ([11] Lemma 1.2) ist.

Satz 2.3. Sei M a-primdr und a M klein in M. Auferdem gebe es endlich viele maxi-
male Ideale my, ..., mg, so daff jedes Element von Ass(M) in einem der my; enthulten
ist. Dann folgt atM = 0 fiir ein e = 1.

Beweis. Wie in ([11] p 223) bildet man M9 = Homp (M, C) mit dem injektiven
artinschen Modul € = LIE R/m;) und zeigt, dall M° in der a-adischen Topologie

vollstandig ist. M9 ist aber auch a-priméir, denn zu jedem fe M0 ist Bif artinsch
und o Bif klein in Bif, also a? Bif = 0 fur ein # = 1, d.h. f € Anny.(a®). Nach
dem Satz von Baire gilt daber a¢M? = 0 fiir ein e 2 1, und wegen Anng(M) =
Anng (M) folgt die Behauptung.

Beispiel 3. Ist M halbartinsch und Ass(M) endlich, so folgt M Koeass(M) =
Anng (M).

Beweis. Mit a = N Koass(M) ist aM klein in M. AuBerdem ist M a-primir,
denn jeder endlich erzeugte Untermodul von M ist artinsch, also nach Folgerung 2
durch eine Potenz von a annulliert. (Offenbar ist dies eine Veraligemeinerung von
Beispiel 1. Auf die Bedingung an Ass (M) kann man aber nicht verzichten: In ([11]
p- 223) wird iiber B == Z[[X]] ein halbartinscher R-Modul M angegeben, bei dem

M Koass (M) 2 /Ann r (M) ist.)
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Beispiel 4. Sei M e € radikalvoll wie in (1.3). Dann folgt
N Koass (M) = |/ Anng (M).

Beweis. In (1.3, b) haben wir {J Koass(M) c | Ass(M) gezeigt, d.h. jedes ko-
assoziierte Primideal von M liegt in einem assoziierten. Umgekehrt umfafit nun auch
jedes assoziierte Primideal p ein koassoziiertes, denn zu Bc M, mit B~ R/p,
wihle man in der Menge {V c M|V B =0} ein maximales Element Vy, und
dann ist B — M|V, ein wesentlicher Monom., also Ass(M/V,) = {p}. Fiir irgend-
ein q € Koass(M/V,) gilt nach (1.3, b) ¢ ¢ p, und natiirlich ist q € Koass(M). Also
ist a = M Koass(M) enthalten in (Ass(M), M a-primar (nach der zu (2.2,b)
wohlbekannten dualen Aussage) und a M klein in M, damit nach dem Satz a¢M =0
fiir ein e = 1.
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