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EINLEITUNG

Eine abelsche Gruppe A4 heiit nach Baer [1] Minimaxgruppe, wenn sie
“eine noethersche Untergruppe B mit artinscher Faktorgruppe A/B
besitzt.” Entsprechend wollen wir einen R-Modul M as Minimax-Modul
bezeichnen, wenn M Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen
artinschen Modul ist. Dabei sei R in dieser Arbeit stets ein kommutativer
noetherscher Ring, und § die Klasse aller Minimax-Moduln iiber R. Unser
Interesse an diesen Moduln riihrt von dem Ergebnis in [15] her, daB jeder
linear-kompakte R-Modul zu § gehdrt. Beim Beweis spielten die beiden
folgenden Klassen 2 und B von R-Moduln eine zentrale Rolle:

MeWU<In jeder aufsteigenden Folge U, cU,cU,c --- von Unter-
moduln von M sind fast alle Faktoren U,, ,/U, artinsch,

MeB<=In jeder absteigenden Folge U,oU,>U;> --- von Unter-
moduln von M sind fast alle Faktoren U,;/U, ., endlich erzeugt.

Klar ist § < A~ B, und von den vier Abschnitten der vorliegenden Arbeit
zeigen die ersten zwei, daB sogar § = U =B ist. Allgemeiner gelten namlich
fir einen R-Modul M die beiden folgenden erstaunlich parallelen Aussagen:

(1.2) Genau dann erfillt M die Maximalbedingung fiir Untermoduin U
mit So(M/U)=0, wenn M Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen
halbartinschen Modul ist.

(2.3) Genau dann erfiillt M die Minimalbedingung fiir radikalvolle Unter-
moduln, wenn P(M) wesentliche Erweiterung eines endlich erzeugten durch
einen halbartinschen Modul ist.

Weil aber jeder Modul aus U endliche Goldie-Dimension hat und die
Maximalbedingung in (1.2) erfillt, folgt daraus =AU, und aus (2.3)
entsprechend § =B.
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2 HELMUT ZOSCHINGER

Vertauscht man in den beiden angefiihrten Aquivalenzen die Maximal-
mit der Minimalbedingung, so erhdlt man im ersten Fall:

(1.6) Genau dann erfiillt M die Minimalbedingung fir Untermoduln U
mit So(M/U) =0, wenn M/L(M) endliche Goldie-Dimension hat und fiir alle
p e Ass(M) gilt dim(R/p) < 1.

Im zweiten Fall—der Maximalbedingung fiir radikalvolle Unter-
moduln—mul zuerst der Begriff “endliche Goldie-Dimension” dualisiert
werden. Dies geschieht in Abschnitt 3, und die fiinf Aquivalenzen in (3.6)
legen nahe, dafiir “wesentliche Uberdeckung eines artinschen Moduls” vor-
zuschlagen. Damit erhalten wir folgendes hinreichende Kriterium:

(4.5) Sei P(M) wesentliche Uberdeckung eines artinschen Moduls und sei
dim(R/q) < 1 fiir alle g € Koass(M). Dann erfilllt M die Maximalbedingung
fiir radikalvolle Untermoduln.

Schon im Extremfall, daB M radikalvoll #0 ist, aber keine weiteren
radikalvollen Untermoduln besitzt—wir sagen dann, M sei einfach-
radikalvoll—zeigen Beispiele, daB keine der beiden Annahmen in (4.5) fiir
die untersuchte Maximalbedingung notwendig ist. Ist jedoch M kom-
plementiert, so geben wir in (4.4) eine Reihe von dquivalenten Aussagen fiir
unsere Maximalbedingung an, und (4.8) zeigt, daBl in diesem Fall
automatisch die Minimalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln folgt.

Als Anwendung geben wir zum SchluB} eine Beschreibung derjenigen
artinschen Moduln, die Summe von endlich vielen einfach-radikalvollen
Untermoduln sind. Dieses Problem wurde von Matlis in [7] iiber 1-dim.
lokalen Cohen—Macaulay-Ringen ausfiihrlich untersucht, und einen Teil
seiner Ergebnisse konnen wir in (4.10) auf beliebige kommutative
noethersche Ringe erweitern.

0. BEZEICHNUNGEN UND GRUNDTATSACHEN

Stets ist R ein kommutativer noetherscher Ring, 2 die Menge aller
maximalen Ideale von R. Ist M ein R-Modul und me Q, so ist L (M)=
{xeM|m°c Anng(x) fir ein e>1} und K, (M)={xeM|das einzige
maximale Ideal iiber Anng(x) ist m}. Fiir diese Untermoduln gilt
L. (M)cK, (M), und beide lassen sich in natiirlicher Weise zu R,,-
Moduln machen, L..(M) sogar zu einem Modul iiber R,,, der Vervollstin-
digung des lokalen Ringes R,,.

Fiir einen Modul M ist So(M) die Summe aller einfachen Untermoduin,
L(M) die Summe aller artinschen Untermoduln, und nach [6, Theorem 1]
ist dann L(M)= @ ,, .o L.(M). Falls So(M)=0, heiBt M sockelfrei; falls
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L(M)= M, heilit M halbartinsch, und das ist dquivalent mit Ass(M)c £.
Fin halbartinscher Modul mit endlich erzeugtem Sockel ist nach [6,
Proposition 3] bereits artinsch.

Dual ist Ra(M) der Durchschnitt aller maximalen Untermoduln, und M
heiBt radikalvoll, wenn Ra(M)= M ist. Fiir beliebiges M ist P(M) die
Summe aller radikalvollen Untermoduln, und damit heilt M/P(M) der
reduzierte Anteil von M. M heiBt koatomar, wenn jeder von M
verschiedene Untermodul in einem maximalen Untermodul enthalten ist.
Nach [13, Abschnitt 1] ist dann auch jeder Untermodul von M koatomar,
ebenso M als Rg-Modul fiir jede multiplikative Teilmenge S von R.

Ein Modul N heiBt unzerlegbar, wenn N #0 ist und aus X+ Y= N stets
folgt X=N oder Y=N. In diesem Fall ist die Menge I(N)= {xeR]|
xN# N} ein Primideal, und fiir einen beliebigen R-Modul M heilit ein
Primideal p koassoziiert zu M, wenn es einen unzerlegbaren Faktor-
modul ¥ von M gibt mit p=/(N). Weil R noethersch ist, hat jeder R-
Modul M #0 einen unzerlegbaren Faktormodul, so daB Koass(M), die
Menge aller zu M koassoziierten Primideale, nicht leer ist. Die Grundtat-
sachen Uber Koass(M) sind in [15, Abschnitt2] zusammengestellt;
insbesondere wird dort gezeigt, daB () Koass(M)={xeR|xM# M}
ist und dal M genau dann radikalvoll (bzw. koatomar) ist, wenn
Koass(M) Q= (bzw. Koass(M) < Q) ist.

Dual zu den wohlbekannten Begriffen einer wesentlichen Erweiterung
und eines abgeschlossenen Untermoduls heilt ein Epimorphismus f: B~ C
wesentlich (oder B wesentliche Uberdeckung von C), wenn Ke f klein in B
ist, d.h. aus X' + Ke f= B stets folgt X' = B; und ein Untermodul U von M
heillt koabgeschlossen in M, wenn aus U/X klein in M/X stets folgt
U/X =0. SchlieBlich heit ein Modul M komplementiert, wenn fir jeden
Untermodul U von M die Menge {V<M|V+U=M} ein minimales
Element ¥V, hat. In diesem Fall ist M/Ra(M) halbeinfach, M/P(M)
koatomar und P(M) wieder komplementiert, auBerdem hat man nach [ 14,
Satz 2.5] eine Zerlegung M = @ ,,, . o K..(M), in der K (M) wie oben der
groBte “m-lokale” Anteil von M ist.

1. KETTENBEDINGUNGEN FUR UNTERMODULN U MIT So(M/U)=0

Jede der drei Klassen &, U, B ist gegeniiber Untermoduln, Faktor-
moduln und Gruppenerweiterungen abgeschlossen, und daraus foigt sofort
F<W und F<B. Um im ersten Fall die Gleichheit zu beweisen, unter-
suchen wir die Maximalbedingung fiir Untermoduln U von M mit
So(M/U)=0, im zweiten Fall dic Minimalbedingung fiir radikalvolle
Untermoduln von M. Beide Kettenbedingungen hidngen eng (siehe 1.2, 2.3
und 2.6) mit dem Begriff des Minimax-Moduls zusammen, wenn man in
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seiner Definition “endlich erzeugt” zu “koatomar” und “artinsch” zu
“halbartinsch” abschwicht. Die in dem folgenden Lemma aufgezdhlten
Eigenschaften solch verallgemeinerter Minimax-Moduln werden wir stén-
dig verwenden.

Lemma 1.1. Ist M Erweiterung eines koatomaren durch einen halbar-
tinschen Modul, so gilt:

(a) Fiir jedes Primideal p ¢ 2 ist M, als R,-Modul endlich erzeugt.

(b) Fiir jeden Epimorphismus f* M — M ist Ke f halbartinsch.

(¢c) Aus So(M/U)=0 folgt stets P(U)=Un P(M).

(d) Fur jeden radikalvollen Untermodul U von M ist L(M/U)=
(L(M)+ U)/U.

(e) Fiir jedes p e Ass(P(M)) ist dim(R/p)< 1.

Falls M zusdtzlich sockelfrei ist, gilt weiter:

(f) Fiir jeden Monomorphismus - M — M ist Kok f koatomar.

(g) Fiir jeden Untermodul U von M und jedes m € Q ist U/mU endlich
erzeugt.

Beweis. Sei h die Klasse aller R-Moduln, die Erweiterung eines
koatomaren durch einen halbartinschen Modul sind. Natiirlich ist b
gegeniiber Untermoduln und Faktormoduln abgeschlossen, aber auch
gegeniiber Gruppenerweiterungen: Ist Uelh und M/Uel, so hat man
Untermoduln B< U< C < M derart, daB B koatomar, U/B halbartinsch,
C/U koatomar und M/C halbartinsch ist, wihlt dazu in der Menge
{X< M| X~ U= B} ein maximales Element X, und dann ist U/B — M/X,,
ein wesentlicher Monomorphismus, also auch M/X, C halbartinsch;
aullerdem ist X, C/B als Untermodul von C/U koatomar, damit auch
X, C koatomar und M €y wie behauptet.

(a) Sei B koatomar und M/B halbartinsch. Zu p ¢ 2 wihle man ein
me R mit pcm, und dann ist (B/L(B)),, als R,,-Modul wieder sockelfrei
und koatomar, also nach [13, Satz 2.4] sogar endlich erzeugt. Dann ist
aber auch (B/L(B)), als R,-Modul endlich erzeugt, so daB wegen L(B), =
0= (M/B), die Behauptung folgt.

(b) Fiir alle p¢Q ist die induzierte Abb. M, - M, ein
Isomorphismus, d.h. (Kef),=0. Fiir diese p gilt also p ¢ Ass(Ke /), und
Ass(Ke f) = Q bedeutet, daB Ke f halbartinsch ist.

(c) Beh. 1. Ist R lokal und M e} sockelfrei, so folgt bereits M e §.
Zum Beweis sei B koatomar und M/B halbartinsch. Wieder nach [13,
Satz 2.47 is dann B endlich erzeugt, also wegen der exakten Folge 0 —
So(M/B) — ExtL(R/m, B) auch So(M/B) endlich erzeugt, d.h. M/B artinsch
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wie gewiinscht. Beh. 2. Ist R lokal, M €} radikalvoll und So(M/U)=0, so
ist auch U radikalvoll. Zum Beweis kann man, weil M/Ue{, also
Ass(M/U) und Koass(M/U) endlich und wmdc{jAss(M/U)u
| Koass(M/U) ist, ein x e m wihlen, das bijektiv auf M/U operiert. In der
exakten Folge Tor®(M/U, R/m)—> U ® r R/m > M ® x R/m ist daher das
erste und das dritte Glied Null, also U radikalvoll wie verlangt.
Beh. 3. Dasselbe ohne lokal: Ist M el radikalvoll und So(M/U)=0, so
gilt fur jedes me Q, daB M, als R, .-Modul zu b gehdrt und radikalvoll ist,
auBerdem So(M,,/U..)=0, also nach Beh. 2 U,, radikalvoll ist, d.h. U m-
teilbar—Wendet man dies auf U~ P(M) < P(M) an, so ist (c) bewiesen.

(d) Betrachtet man (L(M)+ U)/L(M)c M/L(M), so kann man
gleich annehmen, daBB M sockelfrei ist (und muB} dasselbe fiir M/U zeigen).
Im lokalen Fall ist wieder Ue &, also fiir ein x e m die Multiplikation mit
x: U— U bijektiv, so daB in der exakten Folge So(M) - So(M/U)—
Exth(R/m, U) alle drei Glieder Null sind. Im allgemeinen Fall gilt fiir jedes
meQ, daB M, e} sockelfrei und U,, radikalvoll, also So(M,,/U,,) =0 ist,
und das heiBt So, (M/U)=0 wie verlangt.

(¢) Das ist [15, Hilfssatz 1.1], denn fiir jedes U< P(M) folgt aus
So(P(M)/U)=0 nach (c), daB U radikalvoll ist.

(f) Im lokalen Fall ist wieder M € &, also erst recht M € B, so dal es
zur absteigenden Folge BifoBif>>Bif*>> -+ ein m>1 gibt mit Bif™/
Bif™*! endlich erzeugt, und dieser Faktor ist wegen der Injektivitdt von f
isomorph zu M/Bif, d.h. zu Kok Im nichtlokalen Fall ist (Kokf),,
endlich erzeugt fiir alle m e 2, also Kok f wenigstens koatomar.

(g) Als R, -Modul ist U,, Erweiterung eines endlich erzeugten durch
einen artinschen Modul. Diese beiden haben einen endlich erzeugten
Radikalfaktormodul, also auch U,,, so daB dim(UmU)=
dim(U,,/Ra(U,,)) die Behauptung liefert.

Satz 1.2. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(1) M erfullt die Maximalbedingung fir Untermoduln U mit
So(M/U)=0.

(ii) In jeder aufsteigenden Folge U,cU,cU,;< -+ von Unter-
moduln von M sind fast alle Faktoren U, /U, halbartinsch.

(iii) M ist Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen halbar-
tinschen Modul.

In diesem Fall ist M= M/L(M) von endlicher Goldie-Dimension und
() Ass(M) = /Ann4(M).

Beweis. Sei §' die Klasse aller R-Moduln, die Erweiterung eines endlich
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erzeugten durch einen halbartinschen Modul sind. Auch §' ist gegeniiber
Untermoduln, Faktormoduln und Gruppenerweiterungen abgeschlossen.

(i—iii) Angenommen M¢J’', so ist auch M/L(M)¢ & und die
Menge {X < M|So(M/X)=0 und M/X ¢ &'} hat ein maximales Element
Xo. Wihlt man X, g AcM mit A/X, endlich erzeugt, dazu U/4 =
L(M/A), so ist Xo & U und So(M/U)=0, also wegen der Maximalitit
M/Ue§'. Es folgt M/Ae®', also M/X,e & entgegen der Wahl von X,.
(iii » 1) Die Eigenschaft (ii) ist gegeniiber Gruppenerweiterungen
abgeschlossen, und natiirlich besitzt sie jeder endlich erzeugte und jeder
halbartinsche Modul, also auch M. (ii —»i) Klar.

Fiir den Zusatz kénnen wir gleich M sockelfrei annehmen. Dann gilt fiir
jeden abgeschlossenen Untermodul U von M, dall Ass(M/U)c Ass(M),
also M/U sockelfrei ist. Die Maximalbedingung fiir abgeschlossene Unter-
moduln ist aber gleichbedeutend mit endlicher Goldie-Dimension. Mit
b= ) Ass(M) ist schlieBlich M b-primir, d.h. >, Ann,(b’)=M. Weil
alle M/Ann,,(b’) sockelfrei sind, gibt es nach Voraussetzung ein e > 1 mit
Ann,,(b°)=Ann,,(b°*')=---, und aus b°M =0 folgt bc./Anng(M),
wihrend die umgekehrte Inklusion stets gilt.

FOoLGERUNG 1.3. U=§.

Beweis. M e U kann nicht unendliche direkte Summe von Moduln #0
sein: Hitte man M=@ > | M,, alle M,;#0, so wirde wie in [, p.4]
M=@> N, folgen, so daB jedes N, unendliche direkte Summe von
Moduln #0 ist, und mit U,= @*7_, N, wire in der aufsteigenden Folge
UcU,cUsc - keiner der Faktoren U,,,/U,=N,,, artinsch, was
unmdéglich ist. Wahlt man jetzt nach (1.2) einen endlich erzeugten Unter-
modul B von M mit halbartinschem Faktor M/B, so ist auch So(M/B)e ¥,
also nach eben So(M/B) endlich erzeugt, M/B artinsch, Me ¥ wic
gewiinscht.

Fiir einen Integrititsring R mit Quotientenkorper K # R ist leicht zu
sehen: Genau dann gehort zK zu ', wenn dim(R) =1 ist. Genau dann ist
&K ein Minimax-Modul, wenn dim(R) =1 und R semilokal ist. Aligemeiner
erhidlt man eine ganze Klasse von Moduln aus &' durch folgendes

BeisPiEL 1.4. Sei dim(R)< 1 und M ein R-Modul von endlicher Goldie-
Dimension. Dann besitzt M einen endlich erzeugten Untermodul B mit
halbartinschem Faktor M/B, so daf3 jede Primdrkomponente von M/B
artinsch ist.

Beweis. Im Falle dim(R)=0 ist M selbst artinsch, also alles erfillt. Im
Falle dim(R)=1 bilde man mit den nicht-maximalen Primidealen p,,...,, p,
von R die multiplikative Teilmenge S = R\{J*_, p;, und dann ist der Ring
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R artinsch, also M als Rg-Modul nicht nur von endlicher Goldie-Dimen-
sion, sondern sogar endlich erzeugt. Sei B ein endlich erzeugter Unter-
modul von M mit (M/B)g=0. Dann ist M/B halbartinsch, also Me§'.
Fiir jeden Untermodul U von M und jedes me Q ist nun U/mU endlich
erzeugt, denn fiir L(U) ® p R/m ist das klar, und fiir U/L(U) ® x R/m gilt
das nach (1.1)(g). Speziell sind alle So,,(M/B) endlich erzeugt, also alle
L..(M/B) artinsch wie behauptet.

Um weitere Beispiele fiir Moduln aus &' anzugeben, erinnern wir an
folgenden Begriff: Ein Modul M heilt schwach-komplementiert, wenn es zu
jedem Untermodul U von M einen Untermodul V gibt mit V' + U= M und
VU klein in M (ein solches V heilit dann auch schwaches Komplement
von U in M). Ist speziell R ein Dedekindring, kein Korper, so kann man
(siche [12, p.197]) zeigen, daB M genau dann schwach-kompiementiert
ist, wenn M die folgenden drei Bedingungen erfiillt; (1) M/Ra(M) ist
haibeinfach. (2) M/L(M) hat endliche Goldie-Dimension. (3) Fiir jedes
meQ ist L, (M) direkte Summe aus ecinem beschrinkten und einem
artinschen R-Modul. Allgemeiner gilt nun:

BEISPIEL 1.5. Sei dim (R)< 1 und M ein schwach-komplementierter R-
Modul. Dann ist M Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen halbar-
tinschen Modul.

Beweis. Sei im 1. Schritt R beliebig, p ein Primideal der Hohe Null und
p ¢ Q. Wir behaupten, daB M, als R,-Modul endlich erzeugt ist:

Falls p=0, d.h. R ein Integrititsring mit Quotientenkdrper K # R ist,
miissen wir dim (K ® g M) < oo zeigen. Dazu sei gleich M torsionsfrei.
Dann ist Ra(M) groB in M (weil M/Ra(M) halbeinfach und R kein Korper
ist), so daBl mit einem freien, groBen Untermodul U von Ra(M) gilt
Rang(U) = Rang(M). Ist V ein schwaches Komplement von U in M, so ist
VU als kleiner Untermodul von endlichem Rang, aullerdem U/V U
radikalvoll, also Rang(U) < 0.

Falls p #0, kann man das eben bewiesene auf den schwach-komplemen-
tierten R/p-Modul M/pM anwenden und erhilt mit f(p), dem Quotien-
tenkorper von R/p, daB I(p) ® x,, (M/pM)= M /Ra(M,) endlich erzeugt
ist. Aber wegen A(p) =0 ist der Ring R, artinsch, also sogar M, endlich
erzeugt.

Sei im 2. Sehritt dim(R)=1 (im Falle dim(R)=0 sind ja alle R-Moduln
halbartinsch). Sind p,,..., p, die nicht-maximalen Primideale von R, so gibt
es nach dem ersten Schritt endlich erzeugte Untermoduln U, von M mit
(M/U};),,=0, und dann ist auch B=U,+ :-- + U, endlich erzeugt mit
p,; ¢ Ass(M/B) fiir alle i, also M/B halbartinsch.

Bemerkung. 1Ist dim(R)<1 und M sockelfrei, so folgt durch Kom-
bination von (1.4) mit (1.5) sofort: Genau dann ist M schwach-kom-



8 HELMUT ZOSCHINGER

plementiert, wenn M endliche Goldie-Dimension hat und M/Ra(M)
halbeinfach ist.

SATZ 1.6. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M erfullt die Minimalbedingung fiir Untermoduin U mit
So(M/U)=0.
(ii) In jeder absteigenden Folge U, > U, > U;> - von Untermoduln
von M sind fast alle Faktoren U,/U, . | halbartinsch.
(ili) M/L(M) hat endliche Goldie-Dimension, und fiir alle p € Ass(M)
gilt dim(R/p)< 1.

In diesem Fall gilt fir jeden Monomorphismus f M — M, daf} Kok f
halbartinsch ist.

Beweis (i—ii) Mit V,/U,=L(M/U,) fir alle n=1 ist So(M/V,)=0,
aber auch V> V,>V;> -+, denn (V,, + U,)/U, ist als epimorphes
Bild von V,,,/U,,, halbartinsch, also enthalten in V, /U, dh
V,.1<V, Nach Voraussetzung folgt V,, =V, ., = firem m>1, so
daB fir alle izm gilt U,/U,,,<V,,./U;. =L(M/U;, ), dh. U, /U, .,
halbartinsch ist.

(it —»iii) Weil sich (ii) auf Faktormoduln vererbt und fiir alle
peAss(L(M)) sogar dim(R/p)=0 ist, konnen wir gleich M sockelfrei
annehmen. Fiir jeden abgeschlossenen Untermodul U von M ist dann
So(M/U)=0, so daBl M die Minimalbedingung fiir abgeschlossene Unter-
moduln, d.h. endliche Goldie-Dimension hat. Weil sich (ii) auf Unter-
moduln vererbt, konnen wir fiir die zweite Aussage gleich M=~ R/p
annehmen: Wihlt man in der Menge {X = M| X 50 und So(M/X)=0} ein
minimales Element X, so ist So(X,/Y)#0 fiir alle 0# Y & X, also X,/U
halbartinsch fiir alle 0# U< X,. Nun hat R/p als Untermodul von X,
dieselbe Eigenschaft, und daraus folgt dim(R/p)=1.

(iii »i) Aus So(M/U)=0 folgt L(M)c U, so dall wir gleich M
sockelfrei #0 annehmen kénnen. Mit §= R\|J Ass(M) zeigen wir im
1. Schritt: Genau dann ist So(M/U)=0, wenn U S-gesiittigt in M ist. Aus
So(M/U)=0 folgt ndmlich fiir jedes p e Ass(M/U), daB p,cp ¢ Q2 ist fiir
ein p,eAss(M), also wegen dim(R/p,})=1 schon p,=pe Ass(M); aber
Ass(M/U) c Ass(M) zeigt, daB kein x € S Nullteiler bzgl. M/U ist, d.h. U S-
gesittigt in M. Ist umgekehrt So(M/U)#0, d.h. me Ass(M/U) fiir ein
me £, so folgt m <& {J Ass(M), und x,emn S ist ein Nullteiler bzgl. M/U,
also U nicht S-gesittigt in M. Bleibt im 2. Schritt zu zeigen, daBl M als Rs-
Modul artinsch ist: Fiir jedes p € Ass(M) gilt, daBl pR ein maximales Ideal
in Ry ist, denn angenommen p & p, mit p,; N S= (J, so folgte p, € 2 und
p,eAss(M) im Widerspruch zu So(M)=0. Wegen endlicher Goldie-



MINIMAX-MODULN 9

Dimension hat man nun einen wesentlichen Monomorphismus
7, R/p,—» M, der zu einem wesentlichen Rg-Monomorphismus
7_, (Rs/p;Rg) = M wird, in dem die Quelle artinsch ist, also auch das
Ziel.

Fiir den Zusatz hat man wie in (1.1)(f) zur absteigenden Folge
Bif>Bif?> --- ein m>1, so daB8 Bif™/Bif™* '~ Kok f halbartinsch ist.

FOLGERUNG 1.7. Ist M radikalvoll und erfilllt M die Maximalbedingung
fiir Untermoduln U mit So(M/U)=0, so hat M auch die entsprechende
Minimalbedingung.

Beweis. Die Maximalbedingung impliziert nach (1.2) und (1.1)(e), daB
dim(R/p) < 1 ist fur alle p e Ass(M). Ebenfalls nach (1.2) ist M/L(M) von
endlicher Goldie-Dimension, also Punkt (iii) in (1.6) erfiillt.

Ahnlich erhilt man durch Zusammensetzen von (1.2), (1.4) und (1.6) die

FoLGerUNG 1.8. Ist dim(R)< 1, so sind fir einen R-Modul M
dquivalent:

()Y M erfillt die Maximalbedingung fiur Untermoduln U mit
So(M/U)=0.
(il) M erfiillt die entsprechende Minimalbedingung.
(iii) M/L(M) hat endliche Goldie-Dimension.
Bemerkung. Im allgemeinen haben die beiden Kettenbedingungen (i)
und (ii) nichts miteinander zu tun: R selbst erfiillt natiirlich immer (i), aber
(ii)) nur dann, wenn dim(R) <1 ist; ist andererseits p ein Primideal mit

dim(R/p)=1 und M die injektive Hiille von R/p, so erfiillt M die
Bedingung (ii), aber (i) nur dann, wenn A(p)=0 ist.

SaTZz 1.9. Sei M ein R-Modul und M = M/L(M). Dann sind dquivalent:

(i) M erfillt die Minimal- und Maximalbedingung fiir Untermoduln
U mit So(M/U)=0.

(i) M erfillt die entsprechende Minimalbedingung und es ist
N Ass(M) = /Annx(M).

(iii) M erfiillt die entsprechende Maximalbedingung und fiir jeden
Monomorphismus g: M — M ist Kok g halbartinsch.

Beweis. (i—1ii) bzw. (i —iii) sind die Zusitze in (1.2) bzw. (1.6).
(ii—1) Wie im Beweis von (1.6)(iii —» i) konnen wir M sockelfrei #0
annehmen und miissen fiir S= R\|) Ass(M) zeigen, daB M als Rg-Modul
endliche Linge hat. Mit b= Ass(M) ist bR gerade das Jacobsonradikal
des semilokalen Ringes Rg, und () Ass(M)=./Anng(M) bedeutet b°M =0
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fiir ein e 2 1, so daB auch Mg durch (bRg)® annulliert wird. Als artinscher
R-Modul ist daher Mg sogar von endlicher Linge.

(iii = 1) Zum Nachweis von (1.6)(iii) konnen wir wieder M sockelfrei
annehmen, dazu nach (1.2) einen endlich erzeugten Untermodul B mit M/B
halbartinsch. Dann ist B groB in M, insbesondere M von endlicher Goldie-
Dimension und Ass(M)= Ass(B). Jedes xe R, das kein Nullteiler bzgl. B
ist, ist dann auch kein Nullteiler bzgl. M, so daB nach Voraussetzung
M/xM halbartinsch ist, also wegen der exakten Folge Ann,, z(x)—
B/xB — M/xM auch B/xB. Fiir jedes me £ ist jetzt dim, (B, )=1: Wegen
m < (J Ass(B) kann man ein x € m wihlen, das kein Nullteiler bzgl. B ist, es
folgt dim, (B,./(x/1)- B,)=0, wobei x/1emR,, kein Nullteiler bzgl. B,
ist, also die Behauptung. Fiir jedes peAss(B) ist daher p< p, g m
unmoglich, d.h. dim(R/p) =1 wie verlangt.

FOLGERUNG 1.10. Ist M koatomar und erfiillt M die Minimalbedingung
fiir Untermoduln U mit So(M/U)=0, so hat M auch die entsprechende
Maximalbedingung.

Beweis. Mann kann M sockelfrei annehmen, und dann ist M nach (1.6)
von endlicher Goldie-Dimension, insbesondere Ass(M) endlich. Nach [13,
Lemma 1.27 ist daher ) Ass(M)=./Anng(M), so dall (1.9)(ii—1) die
Maximalbedingung liefert.

2. DIE MINIMALBEDINGUNG FUR RADIKALVOLLE UNTERMODULN

Weil ein Minimax-Modul M zur Klasse B gehort, ist in thm jede
absteigende Folge U, > U,> U;> --- von radikalvollen Untermoduln U,
sogar stationdr. Fiir diese Minimalbedingung geben wir in (2.3) einen
Struktursatz, der in Punkt (ii) der frilheren Bedingung (1.2)(iii)
iiberraschend #hnlich ist. Mit seiner Hilfe folgt in (2.7) die angekiindigte
Gleichheit B =§.

LeMMA 2.1. Sei M durch jedes seiner assoziierten Primideale teilbar und
sei B ein Untermodul von M, so daff M/B artinsch ist. Dann ist auch M/P(B)
artinsch.

Beweis. Aus der Voraussetzung liber M folgt, daB es zu jedem endlich
erzeugten Untermodul ¥ von M ein Ideal a gibt mit aV' =0 und aM = M:
Bei V=0 ist das klar, und bei V #0 folgt mit Ass(V)= {p,.., p,} und b=
P, - p, nach Voraussetzung bM = M, aber auch b = () Ass(V), also b*V' =0
fiir ein e=1, so daB a=D>b¢ das gewiinschte leistet—Speziell ist jeder
endlich erzeugte Faktormodul von M Null, d.h. M radikalvoll.
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Sei nun M/B artinsch. Fiir alle m e Ass(M/B) ist dann B/mB endlich
erzeugt, denn in der exakten Folge Torf(M/B, R/m)—-> B® R/m-
M ® z R/m ist das erste Glied endlich erzeugt und das dritte Null. Fiir alle
m ¢ Ass(M/B) ist B sogar m-teilbar, denn fiir xe m, x ¢ | Ass(M/B) ist die
Multiplikation mit x: M/B — M/B bijektiv, also Tor®(M/B, R/m)=0.
Wihlt man einen endlich erzeugten Untermodul V' von B mit V+mB= B
fir alle m e Ass(M/B), dazu ein Ideal a mit a¥’ =0 und aM = M, so ist aB
radikalvoll und wegen der exakten Folge Tor?(M/B, R/a)—> B ® g R/a —
M ® r R/a auch B/aB artinsch. Wegen aB < P(B) ist daher auch M/P(B)
artinsch.

Bemerkung. Die im Lemma an Ass(M) gestellte Bedingung ist z.B.
dann erfiillt, wenn M halbartinsch und radikalvoll ist, oder wenn R ein
Integrititsring und M ein teilbarer Torsionsmodul ist.

LEMMA 2.2, Sei & wie in (1.2) die Klasse aller R-Moduln, die
Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen halbartinschen Modul sind.
Sei M ein radikalvoller R-Modul, so dap fiir jeden radikalvollen Untermodul
Ug M gilt Ue §'. Dann folgt bereits M e §'.

Beweis. Sei im 1. Schritt zusétzlich R ein Integritdtsring und M teilbar,
torsionsvoll. Angenommen M ¢ §', so wihle man einen Untermodul
B g M mit M/B artinsch, und dann ist nach (2.1) auch M/P(B) artinsch,
aullerdem nach Voraussetzung P(B)e &', also auch M e §’ entgegen der
Annahme.

Sei im 2. Schritt R beliebig und M wie angegeben. Angenommen M ¢ §',
so ist die Menge {xeR|xM#* M} ein Primideal, sagen wir p, mit
pM c M. Uber dem Integrititsring R=R/p ist M,=M/pM wieder
radikalvoll und nicht aus &', aber jeder echte radikalvolle Untermodul von
M, aus §&'. Statt R schreiben wir wieder R. Dann ist M, teilbar und nach
dem ersten Schritt nicht torsionsvoll, also M,=M,/T(M,) teilbar, tor-
sionsfrei und nicht aus &', aber jeder echte radikalvolle Untermodul von
M, aus §'. Es folgt M, >~ K, dim(R)> 1 (siche diec Bemerkungen vor (1.4)),
mit 0#q¢Q also R, ¢ K, und weil R, als R-Modul radikalvoll ist auch
R,e &' In dem teilbaren Torsionsmodul K/R, ist nun wieder jeder echte
radikalvolle Untermodul aus &', nach dem ersten Schritt also K/R,€ &',
M, e &', und das ist der gewiinschte Widerspruch.

SATZ 2.3. Fiir einen radikalvollen R-Modul M sind dquivalent:
(1) M erfiillt die Minimalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln.

(i1) M ist wesentliche Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen
halbartinschen Modul.

(i) M hat endliche Goldie-Dimension und jeder sockelfreie Faktor-
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modul von M hat nur endlich viele assoziierte, jeder radikalvolle Untermodul
von M nur endlich viele koassoziierte Primideale.

Geniigt der radikalvolle Modul M diesen dquivalenten Bedingungen, so gilt:

(a) M ist schwach-komplementiert.
(b) Fiir jedes me Q ist M, ein Minimax-Modul.

(c) Es ist (y Koass(M)=./Ann (M)

Beweis. (i—ii) Wir miissen zeigen, dal Me @ ist und endliche
Goldie-Dimension hat. Angenommen M ¢ §’, so hat die Menge {X < M| X
ist radikalvoll und X¢ '} ein minimales Element X, und aus der
Minimalitét folgt, dafl jeder echte radikalvolle Untermodul von X, zu &’
gehort, also nach (2.2) auch X, selbst. Das ist aber unmoglich.

Aus Me g’ folgt, dal M/L(M) endliche Goldie-Dimension hat. Nach
(1.1)(c) ist weiter L(M) radikalvoll, so daBl die Menge {X < L(M)|X ist
radikalvoll und L(M)/X artinsch} ein minimales Element X, hat
Angenommen X, # 0, so wihle man wie im ersten Beweisschritt von (2.2)
ein B g X, mit X,/B artinsch, und dann ist nach (2.1) auch L(M)/P(B)
artinsch, entgegen der Minimalitdt von X,. Also ist X,=0, d.h. L(M)
artinsch wie verlangt.

(i1—iii) Klar 1ist die endliche Goldie-Dimension. Fiir jeden
sockelfreien Faktormodul M/U zeigen wir sogar Koass(M/U)c
Ass(M/U) < Ass(M): Zu p € Ass(M/U) gibt es ein pye Ass(M) mit p,<p,
und nach (L.1)(e) ist dim(R/py)<1, also wegen pé¢Q schon
po=peAss(M). Zu qeKoass(M/U) gibt es, weil nach (1.2)
(N Ass(M/U) = /Anngx(M/U) ist, ein p e Ass(M/U) mit p = q, und wegen
q¢ Q, dim(R/p)=1 folgt p = qe Ass(M/U).

Weil sich die Eigenschaft (ii) auf radikalvolle Untermoduln vererbt,
miissen wir nur noch zeigen, dall Koass(M) endlich ist: Fiir den artinschen
Anteil L{M) ist das klar, und fiir M/L(M) haben wir das eben bewiesen.

(1ii —1i) Wir zeigen zuerst fir jeden Untermodul U von M: Genau
dann ist M/U sockelfrei, wenn U radikalvoll und L(M)c U ist. Aus
So(M/U)=0 folgt natiirlich L(M)c U, und weil nach Voraussetzung
sowohl Ass(M/U) als auch Koass(M/U) endlich ist, erhidlt man wie im
Beweis von (1.1)(¢) Torf(M/U, R/m)=0, also U ®zx R/m=0 fiir alle
me 2, d.h. U ist radikalvoll. Ist umgekehrt L(M) < U und U radikalvoll, so
folgt fiir U= U/L(M) entsprechend ExtL(R/m, U)=0, also So,(M/U)=0
fiir alle me Q, d.h. So(M/U)=0.

Nach [15, Hilfssatz 1.1] gilt daher dim(R/p) <1 fiir alle p € Ass(M), so
daB M nach (1.6) die Minimalbedingung fiir Untermoduln U mit
So(M/U) =0 hat. Sind aber in M> U, > U, > --- alle U, radikalvoll, so ist
einerseits L = L(M) artinsch, also U, ~nL=U,,, , n L= --- fiir ein m>1,
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andererseits jedes der M/(U,+ L) sockelirei, also U, +L=U, ,+L= """
fiir ein n > m, und daraus folgt U,=U,,,= -+ wie gewlinscht.

Von den drei Zusitzen folgt (¢) unmittelbar aus (i): Mit a = () Koass(M)
ist Mo>aM>a’M>a’M > --- eine absteigende Folge von radikalvollen
Untermoduln, also a°M=a°*'M=---fiir ein e>1. Aber nach [15,
p. 1297 ist NE,a'M=0, dh. schon a’M=0, a=./Anng(M) wie
behauptet.—Bei (b) ist (M/L(M)),, sockelfrei und aus &', also nach dem
Beweis von (1.1)(c) schon aus &; aber L(M),, ist sogar artinsch, also
insgesamt M, € §—Fiir (a) nchme man einen endlich erzeugten Unter-
modul B mit halbartinschem Faktor AM/B. Dann ist in M/B=
@ o L.(M/B) nach eben jede Primdarkomponente ein Minimax-Modul,
d.h. artinsch. Speziell ist M/B schwach-komplementiert, also auch die
wesentliche Uberdeckung M.

Bei endlichem € ist mit den vorstehenden Bezeichnungen sogar M/B
artinsch:

FOLGERUNG 2.4. Ist R semilokal, so erfillt ein R-Modul M genau dann
die Minimalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln, wenn P(M) ein
Minimax-Modul ist.

Die zu (1.7) duale Aussage lautet:

FOLGERUNG 2.5. Ist M sockelfrei und erfiillt M die Minimalbedingung
fir radikalvolle  Untermoduln, so hat M auch die entsprechende
Maximalbedingung.

Beweis. Beide Kettenbedingungen beziehen sich nur auf P(M), so daB
wir gleich M radikalvoll und sockelfrei annehmen konnen. Aus der
Minimalbedingung folgt nach dem Satz Me @', dh nach (1.2) die
Maximalbedingung fiir Untermoduln U mit So(M/U)=0. Aber nach
(1.1)(d) haben die radikalvollen Untermoduln von M diese Eigenschalft.

Bemerkung 1. Uber einem 1-dim. lokalen Cohen—Macaulay-Ring zeigt
Matlis in [7, Theorem 5.5] u.a., daB ein teilbarer Torsionsmodul mit der
Minimalbedingung fir teilbare Untermoduln bereits artinsch ist. Es ist
leicht zu sehen, dalB} iiber einem solchen Ring die Begriffe teilbar und
radikalvoll bzw. torsionsvoll und halbartinsch zusammenfallen und daher
der SchluB (i—ii) in (2.3) eine Verallgemeinerung des Matlis’schen
Resultates ist.

Bemerkung 2. Der Schlul} (iii —»ii) in (2.3) liefert einen neuen Beweis
fiir das Ergebnis von [15], daB jeder linear-kompakte R-Modul M ein
Minimax-Modul ist: Weil P(M) von endlicher Goldie-Dimension und
Koass(P(M)) endlich ist, weil jeder Faktor- bzw. Untermodul von P(M)
wieder diese Eigenschaft hat, ist nach (2.3) P(M)e §; bekanntlich ist
M/P(M) endlich erzeugt, also M€ §.
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Im Gegensatz zu (1.2)(i1) folgt aus der Minimalbedingung fiir
radikalvolle Untermoduln von M nicht, daB in jeder absteigenden Folge
U, >U,oU;> -+ von Untermoduln von M fast alle Faktoren U;/U,, ,
koatomar sind (Beispiel: R=7 und M = Q). Ist jedoch M komplementiert,
so kann man leicht sehen, daB beide Kettenbedingungen dquivalent sind.
Auch im folgenden (sieche 4.4) werden wir die Ergebnisse aus Abschnitt 1
oft nur unter der Zusatzbedingung “M ist komplementiert” dualisieren
konnen.

SATZ 2.6. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) In jeder absteigenden Folge U, > U, > U;> -+ von Untermoduln
von M sind fast alle Faktoren U;/U,, , koatomar.

(ii) M ist Erweiterung eines koatomaren durch einen artinschen Modul.

In diesem Fall ist P(M) ein Minimax-Modul und daher wesentliche Uber-
deckung eines artinschen Moduls.

Beweis. (1—1i1) M besitzt einen koatomaren Untermodul V, so dal3
M/V radikalvoll ist. Andernfalls gibe es ein U; & M mit M/U, radikalvoll,
dazu ein U, g U, mit U,/U, radikalvoll, also induktiv eine Folge U, >
U,oU;> ---, in der alle U,/U, ., radikalvoll #0 wiren, und das ist nach
Voraussetzung unmoglich.—Mit einem solchen ¥ geniigt jetzt M/V wieder
der Bedingung (i), hat also nach (2.3) einen endlich erzeugten Untermodul
B/V, so daBB M/B halbartinsch ist. Wieder nach (2.3) ist jetzt M/B artinsch,
auBerdem B koatomar, also M von der verlangten Gestalt. (ii > 1) Die
Eigenschaft (i) ist gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen,
und natiirlich besitzt sie jeder koatomare und jeder artinsche Modul, also
auch M.

Fiir den Zusatz kénnen wir gleich M radikalvoll annehmen, dazu nach
(2.3) einen endlich erzeugten Untermodul B, so dal M/B halbartinsch ist.
Wieder nach (2.3) muB3 dann M/B artinsch sein, d.h. M e &, und natiirlich
ist B auch klein in M, also M wesentliche Uberdeckung des artinschen
Moduls M/B.

FOLGERUNG 2.7. B=§.

Beweis. Analog zu (1.3) zeigt man, daB M € B nicht unendliche direkte
Summe von Moduln #0 sein kann, genauer: Jeder Faktormodul von M
hat endliche Goldie-Dimension. Nach [3] (oder dem Zusatz in (3.5))
besitzt daher M einen endlich erzeugten Untermodul B mit radikalvollem
Faktor M/B, und nach (2.6) ist M/Be §, also auch M e §.

Die Kombination von (2.7) mit (1.6) ergibt jetzt sofort die

FOLGERUNG 2.8. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) In jeder absteigenden Folge U, > U, > U;> -+ von Untermoduln
von M sind fast alle Faktoren U,/U, | von endlicher Linge.
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(i) M ist ein Minimax-Modul, und fir alle peAss(M) gilt
dim(R/p)< 1.

Erfiillt ein R-Modul M die Bedingungen in (2.6) bzw. (2.7) bzw. (2.8), so
gilt fiir jeden Monomorphismus f: M — M, daBl Kok f koatomar bzw.
endlich erzeugt bzw. von endlicher Lénge ist. Dies folgt wie in (1.6), doch
wollen wir allgemeiner (und im Hinblick auf die in Abschnitt 4 untersuchte
Maximalbedingung auch fiir den dualen Fall) zeigen:

LeMMA 2.9. Sei T eine Klasse von R-Moduiln, die gegeniiber Unter-
moduln, Faktormoduln und Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist. Sei M
ein R-Modul und f: M — M.

(a) Ist KefeI und sind in jeder absteigenden Folge U, > U,>
Uy o -~ von Untermoduln von M fast alle Faktoren U,/U,, | aus T, so folgt
auch Kok fe X.

(b) Ist KokfeX und sind in jeder aufsteigenden Folge U, U, c
Us; < -+ von Untermoduln von M fast alle Faktoren U, /U, aus I, so folgt
auch Ke fe .

Beweis. Fiir jedes n > 1 induziert der Isomorphismus M/Ke f* — = Bi /"
die. beiden Isomorphismen Kef"*!/Kef" »=KefnBif" und M/
(Bif+Kef") —»=Bif"/Bif"*'. Aus Ke fe I folgt also Ke /"€ I fiir alle
n>1, aus Kok fe T folgt M/Bif"eX fir alle n> 1.

(a) Aus der angegebenen Minimalbedingung folgt Bi f™/Bi f"*'eX
fir ein m>1, dh. M/Bif+Kef")eI Aus KefeI folgt auch
(Bif+ Ke f")/Bi fe I, also zusammen M/Bi fe T wie behauptet.

(b} Ebenso.

3. Der UBERGANG zUM DUALEN M° =Homg(M, E)

Um die Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln zu unter-
suchen, wollen wir die in (1.6) auftretenden Begriffe und Ergebnisse
dualisieren. Fiir die Dualisierung des Begriffes “Ass(M)” ist das
unproblematisch, die Grundtatsachen liber Koass(M), die wir bereits lau-
fend beniitzten, wurden im zweiten Teil von [15] zusammengestellt und
werden jetzt durch (3.1) bis (3.4) erginzt. Fiir die Dualisierung des
Begriffes “Goldie-Dimension” gibt es mehrere Ansitze, vor allem in [8, 10,
11], wahrend wir in (3.6) fiinf dquivalente Bedingungen angeben, die beim
Ubergang zum R-Modul M° gerade die alte Goldie-Dimension liefern.

Dabei sei im folgenden stets, wenn R ein lokaler Ring ist, R die Ver-
vollstindigung von R, E die injektive Hiille des Restklassenkorpers von R
und M°=Hom 4(M, E).

481/102/1-2
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LeEmMMA 3.1, Fiir einen R-Modul M und ein Primidealp von R sind
dquivalent:

(i) peKoass(M).
(ii) p=Anng(A4) fiir einen artinschen Faktormodul A von M.
(i) peAss(Hom (M, C)) fiir einen artinschen R-Modul C.

Ist R lokal, so ist das weiter dquivalent mit
(iv) peAss(MO).

Beweis. (i—ii) Zu peKoass(M) gibt es einen unzerlegbaren,
artinschen Faktormodul M/M, mit p=1I(M/M,), und fir jeden Unter-
modul U, mit M,c U g M, gilt dann p =./Ann,(M/U). Um die Wurzel
zu eliminieren, wihle man in der Menge {Ann (M/U)|M,cU g M} ein
maximales Element ay= Ann4(M/U,), und dann ist a, wie im klassischen
Fall (sieche [2, chap.IV, §1, Prop.1]) ein Primideal, also p=a,.
(i »> i) Ist p=Anng(M/U) und M/U artinsch, so leistet C=M/U das
gewiinschte, denn fiir die kanonische Abb. yeHomg(M, C) gilt
Anng(y)=p. (ili—i) Ist C wie verlangt und feHomg(M, C) mit
p=Anng(f), so ist A=M/Kef ein artinscher Faktormodul von M mit
Ann,(A)=p. Nach [15, p.127] ist () Koass(4)=./Anng(4), also
p e Koass(A4), p e Koass(M) wie gewiinscht.

Im lokalen Fall ist nur noch zu zeigen, daBl man bei (iii) den artinschen
Modul C durch E ersetzen kann: peAss(Hom,(M, C)) und CcE"
impliziert p € Ass(Hom (M, E)") = Ass(M°).

FOLGERUNG 3.2. Ist B ein endlicher erzeugter R-Modul, so gilt
Koass(M ® r B) = Koass(M) n Supp(B).

Beweis. Weil B endlich erzeugt ist, gilt fir jeden R-Modul C nach
[2, chap. IV, §1, Prop. 10], daB Ass(Homp(M ®, B, C)) =
Ass(Hom x(M, C)) n Supp(B) ist, so daB} (iii) die Behauptung liefert.

FOLGERUNG 3.3. Ist A ein endlich erzeugter R-Modul und M injektiv, so
gilt Koass(Hom g(A4, M))= {p e Ass(A4)|Ann,(p)#0}.

Beweis. Zu peKoass(Homg(A4, M)) gibt es nach (ii) einen Unter-
modul U von Homg(4, M) mit p=Annz(Hom(A4, M)/U), dazu einen
injektiven Modul Q und einen Homom. f: Hom (A, M) — Q mit Ke f=U.
Es st also feHomg(Homg(4, M), Q) mit Anng(f)=p, dh
peAss(4 ®g F) mit dem flachen R-Modul F=Homg(M, Q) (siche [2,
chap. 1, §2, Ex. 147]). Das Verhalten von Ass beim Tensorieren mit flachen
Moduln ist aber wohlbekannt: Nach [2, chap. IV, §2, Théoréme 27 ist
peAss(4)und R/p ® , F+#0, das letztere bedeutet Hom ,(Ann ,,(p), Q) #
0, so daBl auch Ann,(p)+#0 ist.
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Sei umgekehrt A ein beliebiger R-Modul und p € Ass(A4), M injektiv und
Ann,,(p)#0. Der Monom. R/p — A liefert den Epim. Homg(4, M) >
Hom g(R/p, M), und fiir irgendein q € Koass(Hom g(R/p, M)) gilt nach dem
ersten Teil g€ Ass(R/p), d.h. g=7p, so daB folgt p € Koass(Hom (A4, M)).

FOLGERUNG 3.4. Ist R lokal und A ein koatomarer R-Modul, so gilt
Koass(A4%) = Ass(A).

Beweis. Fiir beliebiges A gilt nach (3.1) Koass(A4°) = Ass(A4%°) o Ass(4).
Gleichheit gilt z.B. dann, wenn A4 endlich erzeugt ist (3.3), aber auch, wenn
A durch eine Potenz von m annulliert wird: Aus m°A =0 folgt namlich
m°4°=0, so daB fiir p e Koass(4°) gilt p=m, 4 #0, p & Ass(A). Fiir einen
koatomaren R-Modul 4 ist aber nach [13, Satz24] A4/L(A4) endlich
erzeugt und L(A4) durch eine Potenz von m annulliert, also ebenfalls
Koass(A4%) = Ass(4).

Bemerkung. Fiir einen beliebigen R-Modul M definieren wir Att(M)=
{p € Spec(R)|p = Anngx(M/U) fiir einen Untermodul U von M}. Klar ist
Koass(M)c Att(M), und falls M artinsch oder injektiv ist, gilt sogar
Gleichheit. Ist nun R lokal und 4 ein endlich erzeugter R-Modul, so zeigt
Sharp in [9, Theorem 2.3], daB Att(A°) = Ass(4) ist. Weil in diesem Fall
A°® artinsch ist, war unsere letzte Folgerung eine Verallgemeinerung dieses
Theorems.

Ein R-Modul M hat bekanntlich genau dann endliche Goldie-Dimen-
sion, wenn jeder Untermodul von M der Maximalbedingung fiir direkte
Summanden geniigt. Die entsprechende Bedingung an alle Faktormoduln
von M ist jedoch, wie (3.6)(iii)) und (3.7)(i) zeigen werden, fiir eine
Dualisierung des Begriffes “Goldie-Dimension” zu schwach.

LeMMA 3.5.  Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(1) Jeder Faktormodul von M geniigt der Maximalbedingung fir
direkte Summanden.

(i) Ist X, X,,.. eine Folge von Untermoduln von M mit X,+
(NZ a1 X)=M fiir alle n21, so gilt X,= M fur fast alle i.

In diesem Fall besitzt M einen endlich erzeugten Untermodul M, so daf3
M/M, radikalvoll ist.

Beweis. (i—ii) Sind die X; wie angegeben, so folgt mit 4,=X, N
*nX,und B,=X,,  nX,, ,n - firalle nz1, daB 4,+ B,=M ist:
Klar ist das bei n=1, und auch bei n>1 hat man nach Induktion
A,+B,=(B, +A4,_ )nX,+B,=X,+B,=M. Mit D=2, X, gilt
also (A4,/D)® (B, /D)= M/D fiir alle n = 1, nach Voraussetzung A, = D fiir
emmz=1, B,=M, X,,,,=X,,,,="" =M wie gewiinscht.
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(it »1) Weil sich (ii) auf Faktormoduln vererbt, brauchen wir die
Maximalbedingung nur in M nachzuweisen: Zu einer aufsteigenden Folge
UycU,cU;c - von direkten Summanden von M wihle man V, >
Voo Vi - mit V,@U,=M fir alle i, dazu X;=V,, ,® U,, und dann
git X, +(N=,, X)=M fir alle n>=1, denn U,,, legt in diesem
Durchschnitt. Nach Voraussetzung folgt X,,=X,,,,= - =M fiir ein
m>1, daraus V,,=V,, ., =, endlich U,=U,,,,= - wie verlangt.

Angenommen, im Zusatz gibt es kein solches M, so konstruieren wir
eine Folge von maximalen Untermoduln (X;),., von M und eine Folge
von zyklischen Untermoduln (V). , von M, so daB V,+ X;=Mund V| +
o+ Vo X, ist fiir alle i> 1: Hat man bereits X|,..., X, und V,,.., V,
wie verlangt, so ist M/(V, + --- + V) nach der Annahme nicht radikalvoll,
dh. es gibt einen maximalen Untermodul X,,;, von M mit
Vi+ - +V,cX,,.,, und dazu natiirlich einen zyklischen Untermodul
V,orvon Mmit V, , +X,,, =M. Fiir diese beiden Folgen gilt nun V', <
X, oinX, on -y also X, + (N2, X)=Mfirallen>1, und X,=M
fiir fast alle 7 ist der gewiinschte Widerspruch.

Bemerkung. Der Zusatz liefert auch einen Beweis (liber beliebigen
Ringen) fiir folgendes Resultat in [3]: Genau dann hat jeder Faktormodul
von M endliche Goldie-Dimension, wenn jeder Untermodul U von M einen
endlich erzeugten Untermodul U, besitzt, so daBl U/U, radikalvoll ist.

Ein anderes Kriterium fiir endliche Goldie-Dimension lautet, dal jede
direkte Menge von Untermoduln endlich ist. Dual sagen wir, eine Menge
von Untermoduln von M sei kodirekt (kounabhingig in [10]), wenn fiir
paarweise verschiedene Elemente X,.., X,, aus dieser Menge stets gilt
Xi+(X;0 - nX,)=M. Zum Beispiel ist in R die Menge aller
maximalen Ideale kodirekt.

Sa1z 3.6. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(1) Jede kodirekte Menge von Untermoduln von M ist endlich.

() Ist Xy, X,,... eine Folge von Untermoduln von M mit (X, - N
X,_ 1)+ X,=M fiir alle n 22, so gilt X,= M fiir fast alle i.

(ili) M ist schwach-komplementiert, und jeder Faktormodul von M
geniigt der Maximalbedingung fiir direkte Summanden.

(iv) M ist wesentliche Uberdeckung einer endlichen direkten Summe
von unzerlegbaren Moduln.

(V) M ist wesentliche Uberdeckung eines artinschen Moduls.
Ist R lokal, so ist das weiter dquivalent mit

(vi) M° hat als R-Modul endliche Goldie-Dimension.
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Beweis. (i —ii) Fiir jede solche Folge gilt sogar

X, + < N Xi> =M
i%n
fiir alle 1 <n<m. Nach Voraussetzung ist ndmlich
Xin-nX,_)+X, =M

(le.-'F\X%—2)+(X%71FMYM%=A4

(X}ﬂ"'f\X})+(X}+lﬂ"‘FMYm%=A¢

so daB bei n > 1 Schneiden mit X, n --- n X, _, und dann Addition mit X,
die Behauptung liefert.

Angenommen, in unserer Folge sind unendiich viele X;# M, so
gibt es eine (Teil) Folge (Y,);», von Untermoduln #M mit
(Y\n-—-nY,_)+Y,=M fiir alle n=2. Fiir alle 1<n<m ist dann
Y,+Y,=M, also Y,#Y,, und dic unendliche Menge {Y,, Y,, Y;,..}
nach der Vorbemerkung kodirekt. Aber das ist unmoglich.

(i1 —»1i1) Angenommen, M ist nicht schwach-komplementiert, so
konstruieren wir eine Folge X, X,,.. von Untermoduln #M mit
(XionX,_)+X,=M fir alle n>=2. Sei dazu X,cM ohne
schwaches Komplement in M. Dann ist X, # M, auBlerdem X, nicht klein
in M, also X, + X, = M mit X, # M. Hat man bereits X,,.., X, wie verlangt
(n22), so folgt aus X, + (X, - nX,)= M (siche die Umformungen im
Beweis von {i—ii)), daBl X, n (X, --* nX,) nicht klein in M sein kann,
also (V- X)+ X, =M ist fiir ein X,,,# M—Fiir dic gewiinschte
Maximalbedingung nehmen wir nach (3.5) eine Folge X,, X,,.. von
Untermoduln von M mit X, +(N\2,,, X,)=M fiir alle n=1. Mit den
dortigen Bezeichnungen ist dann A,_,+B,_,=M, insbesondere
XinnX,_)+X,=M fir alle n>2, also nach Voraussetzung
X,;= M fir fast alle 7.

(ili—»1i) Angenommen, es gibt eine unendliche kodirekte Menge von
Untermoduln, so kann man sie gleich in der Form {Y,, Y,, Y;,..}
annehmen mit paarweise verschiedenen Y,. Zu V,=Y,n--nY, (n=1)
wihle man eine aufsteigende Folge U, =« U,= U, < --- derart, daBB V,; ein
schwaches Komplement von U, in M ist (hat man bereits U,,..., U, und ist
W ein schwaches Komplement von V,, + U, in M, so leistet U, , =
W+ U, das gewiinschte) Mit X,=V,  +U, gilt dann X,+
(N X;)=M fiir alle n=1 (denn U, , liegt in diesem Durchschnitt),

i=n+1
also nach (3.5) X,,= X,,,.,= -~ = M fiir ein m > 1. Fiir alle i > m folgt aus
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Viei+tUi=M, Vi (+(U;n V)=V, wegen der Kodirektheit V,,  +
Y, ,=M,dh Y, =Y,,,= - =M im Widerspruch zur Wahl der Y,.

(ii »v) Angenommen, M ist nicht wesentliche Uberdeckung eines
artinschen Moduls, so ist M #0 und es gibt ein X, = M, so daB M/X,
artinsch #0 ist. Weil X, nicht klein in M ist, folgt X, + X, = M mit M/X,
artinsch #0, also induktiv eine Folge X, X,,.. von Untermoduln von M
mit (X;n - nX,_,)+X,=M und M/X, artinsch #0 fiir alle n>2.
Andererseits mull X, = M sein fiir fast alle i, und das ist der gewiinschte
Widerspruch.

(voiv) Ist M wesentliche Uberdeckung des artinschen Moduls A,
so genligt es zu zeigen, daB A die gewiinschte Eigenschaft hat. Falls 4 Null
oder unzerlegbar ist, ist man fertig. Andernfalls ist A =U,+ --- + U, mit
unzerlegbaren U,, und wir konnen gleich annehmen, daB3 keines der U,
uberfliissig ist. Mit D,=U,+ - +U,_,+ U;,,+ -+ + U, ist dann auch
A/D; unzerlegbar (1<i<n), aulerdem die kanonische Abb.
frA-T1i_, (4/D)) surjektiv und Ke f=3>"_, (U;n D,) klein in 4, d.h. f
der gewiinschte wesentliche Epimorphismus.

(iv—ii) Jeder unzerlegbare Modul ist wesentliche Uberdeckung
eines artinschen Moduls, so daB auch M wesentliche Uberdeckung eines
artinschen Moduls A4 ist. A erfiillt natiirlich die Bedingung (iii), also auch
(i), und weil sich die Eigenschaft (ii) auf wesentliche Uberdeckungen
fortsetzt, besitzt sie auch AM.

Ist jetzt R lokal, so wurde fiir beliebiges M in [ 14, p. 59] gezeigt, daB ein
Untermodul U von M genau dann klein in M ist, wenn Ann ,(U) R-groB
in M° ist. Falls nun bei (v — vi) U ein kleiner Untermodul von M ist mit
artinschem Faktor M/U, ist Ann,s(U) als R-Modul endlich erzeugt und
groB} in M°, also M® von endlicher Goldie-Dimension. Ist umgekehrt bei
(vi—»v) H ein endlich erzeugter, groBer R-Modul von M?°, so gilt
bekanntlich H = Ann,e(U) fiir einen R-Untermodul U von M (ndmlich
U= Ann,(H)), und dann ist U klein in M, M/U artinsch wie gewiinscht.

Bemerkung 1. Fiir (3.5) und die Aquivalenz von (i), (i) und (iii) in
(3.6) brauchte der Grundring weder noethersch noch kommutativ zu sein.
Moduln mit der Eigenschaft (i) werden—iiber beliebigen Ringen—in [10]
als “cofinite-dimensional” bezeichnet. Proposition 4.11 und Theorem 4.13
in [10] geben—unter der Zusatzbedingung “supplementiert”—noch
weitere Aquivalenzen fiir die Bedingung (i) an.

Bemerkung 2. Auch (iv — i) gilt liber beliebigen Ringen, genauer: Ist M
wesentliche Uberdeckung einer direkten Summe von n unzerlegbaren
Moduln (n> 1), so besteht jede kodirekte Menge von Untermoduln # M
aus hochstens » Elementen. Damit folgt unmittelbar Theorem 1.17 in [11],
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ebenso Proposition 1.7 in [8] und die dort gefolgerte Gleichheit
“corank M = weak corank M.”

FOLGERUNG 3.7. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M ist komplementiert, und jeder Faktormodul von M geniigt der
Maximalbedingung fiir direkte Summanden.

(1) M ist Summe von endlich vielen unzerlegbaren Untermoduln.

Beweis. (i—1i) Angenommen, M ist nicht Summe von endlich vielen
unzerlegbaren Untermoduln, so geben wir—vgl. den Zusatz in (3.5)—zwei
Folgen (X;);», und (V,);.; von Untermoduln von M an, so daB M/X;,
unzerlegbar und V', ein Komplement von X in M ist, auBerdem V', + --- +
V.cX;,, fir alle i>1: Hat man bereits X,,., X, und V,,., V, wie
verlangt, so sind die V,; unzerlegbar, also nach Annahme
Vi+ - +V,#M, so dab man V,+ - +V,cX,,, <M wihlen kann
mit M/X, ., unzerlegbar, dazu ein Komplement V,,, von X, in M. Es
folgt X,+(NZ,,, X)=M fir alle n>=1, mit der zusitzlichen
Maximalbedingung und (3.5) also X, = M fiir fast alle i, entgegen der Wahl
der X,.

(ii—>1) Als Summe von endlich vielen komplementierten Unter-
moduln ist M wieder komplementiert. Falls M Null oder unzerlegbar ist,
sind wir fertig. Andernfalls schreibe man wie im Beweis von (3.6)(v — iv)
M=U+-+U,, Di=U+ - +U,_+U, .+ +U,, so dal} die
Faktoren M/D; unzerlegbar sind und die Kkanonische Abb.
M ->T17_, (M/D;) ein wesentlicher Epim. wird, also M nach (3.6) die
gewiinschte Maximalbedingung erfiillt.

Bemerkung. Auch diese Folgerung gilt iiber beliebigen Ringen: Der
Beweis von (ii — i) bleibt unverdndert (wegen Bem. 2 zu (3.6)), aber auch
der von (i—ii), denn allein aus (i}—ohne daBl R noethersch oder kom-
mutativ ist—folgt, daB es zu jedem echten Untermodul ¥ von M einen
Zwischenmodul V< X < M gibt mit M/X unzerlegbar.

FoLGERUNG 3.8. Ist dim(R)<1, so sind fir einen R-Modul M
dquivalent:

(i) M ist wesentliche Uberdeckung eines artinschen Moduls.
(ii) M ist ein Minimax-Modul und M/Ra(M) halbeinfach.

Beweis. (i—ii) Weil M schwach-komplementiert ist, ist M/Ra(M)
halbeinfach. Weil sich (i) auf Faktormoduln vererbt, geniigt es nach (1.4)
zu zeigen, daB M endliche Goldie-Dimension hat, und fiir M/L(M) wissen
wir das schon aus (1.5). Bleibt zu zeigen, daB} L(M) artinsch ist: Ist V ein
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maximales Element in der Menge {V<c M|V nL(M)=0}, so zeigt der
wesentliche Monom. L(M) - M/V,, daBB auch M/V, halbartinsch ist, wir
also gleich Vy=0, dh. M halbartinsch annehmen koénmen. In
M=, .cqL(M)sind nach (3.6) fast alle L (M) Null, so daB wir jetzt
M als m-primér voraussetzen, dazu R lokal und vollstindig mit dem ein-
zigen maximalen Ideal m. Wieder nach (3.6) ist jetzt M° von endlicher
Goldie-Dimension, d.h. nach (1.4) sogar ein Minimax-Modul, damit auch
M® ein Minimax-Modul, also der halbartinsche Untermodul M wie
behauptet artinsch.

(ii—»i) Das gilt auch ohne Einschrinkung an dim(R): Ist B ein
endlich erzeugter Untermodul von M mit artinschem Faktor M/B, so ist
B, = B~ Ra(M) klein in M und B/B, nach Voraussetzung halbeinfach, also
von endlicher Linge. Damit ist M wesentliche Uberdeckung des artinschen
Moduls M/B,.

BEISPIEL 3.9. Sei R ein Integritdtsring mit unendlich vielen maximalen
Idealen und sei dim(R)=1. Dann ist jede wesentliche Uberdeckung eines
artinschen Moduls wieder artinsch.

Beweis. Sei zunidchst R nur kommutativ und noethersch, M wesentliche
Uberdeckung des artinschen Moduls A. Fiir fast alle meQ ist dann
A, =0, also auch M_, =0 nach [13, Lemma 4.1], so daB fiir jeden Unter-
modul U von M gilt: U ist durch fast alle me Q teilbar. Insbesondere gilt
fiir jedes p € Ass(M), daB R/p semilokal ist. Ist nun R wie angegeben, so
gilt fiir jedes p e Ass(M), daB p#0, also peQ ist, d.h. M halbartinsch.
Nach (3.8) ist aber M ein Minimax-Modul, also bereits artinsch.

BEISPIEL 3.10. Ist R ein Integrititsring mit Quotientenkérper K # R, so
sind dquivalent:

(i) K ist wesentliche Uberdeckung eines artinschen R-Moduls.
(il R ist semilokal und dim{(R)= 1.

Beweis. (1 —ii) Es geniigt, daB jeder Faktormodul von K die
Maximalbedingung fur direkte Summanden hat. 1. Fall dim(R)= 1. Dann
ist Ass(K/R)=Q, und die Zerlegung K/R= @D ,,co L(K/R) zeigt, dal} Q
endlich, d.h. R semilokal ist. 2. Fall dim(R)> 1. Dann wihle man ein
Primideal ¢ mit A(q)=2, dazu ein 0#xeq und die multiplikative
Teilmenge S={ablaeR\q, be{l, x, x’..}}. Die Primideale des
Zwischenringes 7= R entsprechen dann den Primidealen p von R mit
pcq und x¢p, und davon gibt es nach dem Krull’'schen Hauptidealsatz
unendlich viele. Also ist dim(7)=1 und T nicht semilokal, K/T unendliche
direkte Summe seiner Primirkomponenten: Der zweite Fall war nicht
moglich.
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(ii—»1) Dann ist K/R artinsch, und weil R natiirlich klein in X ist,
folgt die Behauptung.

4. DIE MAXIMALBEDINGUNG FUR RADIKALVOLLE UNTERMODULN

Das vielleicht iiberraschendste Ergebnis dieses letzten Abschnittes ist,
daB ein komplementierter Modul mit der im Titel angegebenen
Maximalbedingung automatisch die entsprechende Minimalbedingung
erfiillt (4.8). Fir die Maximalbedingung geben wir in (4.4) eine Reihe von
Aquivalenzen, die im lokalen Fall gerade die Dualisierung von (1.6)
darstellen. Grundlegend ist dabei der von Matlis in [7, p. 46] eingefiihrte
Begriff des “simple divisible” Moduls, den wir iiber beliebigem R so abén-
dern: Ein R-Modul M heiBe einfach-radikalvoll, wenn M radikalvoll #0 ist
und keine weiteren radikalvollen Untermoduln besitzt. Zu einem kleinen
Teil konnen wir dann die Matlis’schen Untersuchungen in [7], wie sich
liber einem 1-dim. lokalen Cohen-Macaulay-Ring die artinschen Moduln
aus den einfach-radikalvollen aufbauen, hier auf beliebige kommutative
noethersche Ringe erweitern (4.10).

LEMMA 4.1. Fiir jeden einfach-radikalvollen R-Modul M gilt:

(a) Anng(M) ist ein Primideal, sagen wir p, und damit ist
Koass(M)= {p}.
(b)  Fiir jeden Untermodul U #0 ist M/U halbartinsch.

(¢) M ist eniweder sockelfrei und irreduzibel oder artinsch und
unzerlegbar.

(c1) Ist M sockelfrei und irreduzibel, p= Anng(M) wie in (a), so
folgt iim(R/p) =1, und als R/p-Modul ist M gerade der Quotientenkorper
von R/p.

(c2) Ist M artinsch und unzerlegbar, so kann man R lokal und
vollstindig annehmen. Mit p = Ann z(M) wie in (a) folgt dann dim(R/p) =1,
und M ist ein Faktormodul von Ann g(p).

Beweis. (a} Klar ist Anng(M)+# R, und aus x ¢ Ann (M) 3 y folgt, daBl
xM und yM von Null verschiedene radikalvolle Untermoduln von M sind,
also xM=M=yM ist, xyM =M, xy¢Anng(M). Ebenso folgt aus
xeqeKoass(M), daB xM # M, also xM =0 ist, d.h. g <= Annyz(M); weil
aber die umgekehrte Inklusion stets gilt, heiBt das Koass(M)=
{Annq(M)}.

(b) Nach (2.2) ist Meq'. Mit X/U=L(M/U) ist M/X sockelfrei,
also X nach (1.1)(c) radikalvoll, X = M wie behauptet.
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(¢) Falls So(M)=0, folgt aus U, #0, U,#0 nach (b), daB
M/(U, n U,) halbartinsch, also auch U, n U, #0 ist. Falls So(M)#0, ist
M selbst halbartinsch, ja nach (2.3) artinsch, und jeder Untermodul U # M
ist reduziert, als endlich erzeugt, also klein in M.

(c1) Nach dem Zusatz in (1.2) gilt Ass(M)={p}, also nach
(1.1)(e) auch dim(R/p)=1. Fiir alle xe R\p ist die Multiplikation mit
x: M — M bijektiv, also M als R/p-Modul teilbar, torsionsfrei und
natiirlich wieder irreduzibel, d.h. der Quotientenkdrper von R/p.

(c2) Sei gleich R lokal und vollstindig. Dann ist M°=
Hom (M, E) endlich erzeugt und irreduzibel, Ann x(M°) = p und nach (3.1)
Ass(M®) = {p}. Entsprechend ist jetzt M° sockelfrei #0, aber ohne echte
sockelfreie Faktormoduln—wir sagen, M° sei einfach-sockelfrei-—so daf3
nach (1.6) folgt dim(R/p)= 1. Und weil M° als R/p-Modul torsionsfrei ist,
148t es sich in den Quotientenkorper von R/p, also schon in R/p selbst ein-
betten, so daB ein Monom. M°— R/p einen Epim. (R/p)® — M lLiefert,
d.h. einen Epim. Ann,(p) —> M wie gewiinscht.

Bemerkung zu (¢2). st M einfach-radikalvoll und artinsch, aber R nicht
mehr vollstindig, so kann fiir p = Annz(M) auch dim(R/p) > 1 sein.

Sei dazu R ein lokaler Integrititsring mit dim(R)=2, so daB} R ein
assoziiertes Primideal ¢ der Héhe #0 hat (etwa nach [4, p. 304]). Weil
dann dim(R/P)=1 ist, gibt es einen einfach-radikalvollen artinschen R-
Modul H mit Annz(H) =P (siche 4.2), und dann ist M = H ein einfach-
radikalvoller artinscher R-Modul mit Anng(M)=P N R=0. Fir p=
Ann (M) gilt also dim(R/p) = 2.

BESPIEL 4.2. Zu jedem Primideal p, mit dim(R/p)=1, gibt es einen
sockelfreien einfach-radikalvollen R-Modul M mit Anng(M)=1p und einen
artinschen einfach-radikalvollen R-Modul N mit Anng(N)=p.

Beweis. Im ersten Fall wihle man fiir M den Quotientenkdrper von
R/p: Klar ist M als R-Modul sockelfrei und radikalvoll #0, sowie
Ann (M) =p. Ist aber U ein radikalvoller R-Untermodul von M, so ist U
als R/p-Modul sogar teilbar (wegen dim(R/p)=1), also U=0 oder U= M.

Im zweiten Fall wihle man ein meQ mit pcm, dazu die injektive
Hiille Q von R/m und Q,=Anngy(p). Weil dann @, artinsch und
radikalvoll #0 ist (die Formel in (3.3) liefert Koass(Q,) = {p }), enthdlt Q,
einen einfach-radikalvollen Untermodul N. Dabei ist q= Anng(N) nach
(4.1)(a) ein Primideal, und aus p < q¢ Q folgt (wegen dim(R/p)=1) wie
gewiinscht p=gq.

BeiseieL 4.3. Ist dim(R) =1, so besitzt jeder radikalvolle R-Modul #0
einen einfach-radikalvollen Untermodul.
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Beweis. Aus dim(R)=1 folgt fiir jeden radikalvollen R-Modul M, daB
M/L(M) nur endlich viele assoziierte bzw. koassoziierte Primideale hat,
also Torf(M/L(M), R/m)=0 ist fir alle meQ (vgl. den Beweis von
(1.1)(¢)), also auch L(M) radikalvoll ist.

l. Fall L(M)#0. Dann konnen wir M selbst als m-primar
annehmen, dazu R lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m. Mit
a=L(R) ist der Ring R= R/a ein 1-dim. lokaler Cohen-Macaulay-Ring,
und aus m°a =0, mM = M folgt aM =0, so daB wir M als R-Modul auf-
fassen konnen. Nach [7, Theorem 5.17] ist jetzt M die Summe seiner
artinschen radikalvollen Untermoduln, hat also mindestens einen einfach-
radikalvollen Untermodul X,.

2.Fall L(M)=0. Mit S=R\U%_,p,, wobei p,,.,p, die nicht-
maximalen Primideale von R seien, stimmen dann die radikalvollen Unter-
moduln von M mit den S-gesittigten iiberein, und die entsprechen genau
den Rg-Untermoduln von M. Damit hat, weil der Ring Ry artinsch ist,
die Menge {X<cM|X#0 und X ist S-gesittigt in M} ein minimales
Element X, und X, ist der gewiinschte einfach-radikalvolle Untermodul
von M.

Satz 4.4. Fiir einen komplementierten R-Modul M sind dquivalent:

(1) M erfillt die Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln.

(1) In jeder aufsteigenden Folge U,cU,cUsc --- von Unter-
moduln von M sind fast alle Faktoren U, /U, koatomar.

(iii) P(M) ist wesentliche Uberdeckung einer endlichen direkten
Summe von einfach-radikalvollen Moduln.

Ist R lokal, so ist das weiter dquivalent mit

(iv) M erfiillt als R-Modul die Bedingungen von (1.6).

Beweis. (1 —iii) Weil auch P(M) komplementiert ist, konnen wir gleich
M radikalvoll annehmen. Angenommen, M hat nicht die angegebene
Gestalt, so hat die Menge {U g M|U ist radikalvoll} ein maximales
Element U,, und mit einem Komplement V', von U, in M folgt aus dem
wesentlichen Epim. M —» (M/U)x (M/V,), daBB V,#M ist. Ist U, ein
maximales Element in der Menge {V,cU & M|U ist radikalvoll} und
V,/V, ein Komplement von U,/V, in M/V |, so folgt aus dem wesentlichen
Epim. M/V,— (M/U,)x(M/V,), daB auch V,# M ist. Induktiv erhilt
man so eine Folge 0# V', ¢ V, & -+ von radikalvollen Untermoduin V',
von M, entgegen der Voraussetzung.

(ili »ii) Sei €' die Klasse aller R-Moduln, die (ii) erfiillen. Wir
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zeigen im 1. Schritt auch ohne Komplementiertheit: Ist R lokal und M
wesentliche Uberdeckung einer endlichen direkten Summe von einfach-
radikalvollen Moduln, so folgt M eQ'. Sei dazu f: M - []7_, A, ein wesent-
licher Epim., alle A, einfach-radikalvoll. Nach (4.1) ist 4, entweder artinsch
oder sockelfrei. Im ersten Fall zeigt der Verbandsantiisomorphismus
Fr(A4;) 3 U Ann(U) € L3(A?), daB A? als R-Modul sogar einfach-
sockelfrei ist, im zweiten Fall folgt aus (2.4), daB 49 {iber R wenigstens ein
radikalvoller Minimax-Modul ist, so daB in beiden Fillen A9 die
Bedingungen in (1.6) erfiillt. Das gilt dann auch fiir II*_, 4?, ja sogar fiir
M?, denn nach [14, p. 59] ist f° liber R ein wesentlicher Monom. Damit
folgt Me@': Aus U cU,c - cM erhilt man M°>Ann,(U,}>
Ann,o(U,)> -+, also nach (1.6) ein m =1 mit Ann,e(U;)/Ann,o(U;, )=
(U, ,/U;)° halbartinsch fiir alle i > m. Fir dieselben i ist daher (vgl. [13,
Lemma 2.1]) U, /U, koatomar.

Sei im 2. Schritt M wie angegeben, d.h. M komplementiert und P(M)
wesentliche Uberdeckung einer endlichen direkten Summe von einfach-
radikalvollen Moduln. Weil ¢’ gegeniiber Gruppenerweiterungen
abgeschlossen, M/P(M) koatomar und P(M) wieder komplementiert ist,
konnen wir gleich M radikalvoll #0 annehmen, dazu einen wesentlichen
Epim. f: M - []?_, A; mit einfach-radikalvollen A4,. Jedes A4, ist wieder
komplementiert, also sogar unzerlegbar, so dal M die &dquivalenten
Bedingungen von (3.6) erfiillt und in M =@ ..o K,.(M) fast alle K (M)
Null sind. Aber jedes K, (M) ist wesentliche Uberdeckung von
I17_, K(A4)), jedes K, (A4;) Null oder gleich 4,, also K (M) nach dem
ersten Schritt aus ¢,

Weil (it — 1) klar ist, sind jetzt die ersten drei Bedingungen des Satzes
zueinander &quivalent. Der letzte Beweisteil zeigte zudem, daB P(M)
wesentliche Uberdeckung eines artinschen Moduls ist.

Ist nun R lokal, so wurde (iv —ii) bereits im ersten Beweisschritt von
(iii — ii) gezeigt, und aus demselben Abschnitt wissen wir bei (iii — iv), dafl
in der R-exakten Folge 0— (M/P(M))°— M°— (P(M))° >0 das dritte
Glied die Bedingungen in (1.6) erfiillt. Das erste ist sogar halbartinsch (vgl.
[13, Lemma 2.1]), so daB M° das gewiinschte leistet.

Bemerkung zu (iii). Im dualen Fall kann man natiirlich auf die
Voraussetzung “M komplementiert” verzichten und erhilt als Ergidnzung
von (1.6): Genau dann erfiillt M die Minimalbedingung fiir Untermoduln
U mit So(M/U)=0, wenn M/L(M) wesentliche Erweiterung einer
endlichen direkten Summe von einfach-sockelfreien Moduln ist.

Unsere erste Folgerung ist eine Verallgemeinerung des Matlis’schen
Resultates (sieche [7, Theorem 5.57]), daB iiber 1-dim. lokalen Cohen-
Macaulay-Ringen jeder artinsche Modul die Maximalbedingung fiir teilbare
Untermoduln hat.
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FOLGERUNG 4.5. Sei P(M) wesentliche Uberdeckung eines artinschen
Moduls und sei dim(R/q)< 1 fir alle qeKoass(M). Dann erfiillt M die
Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln.

Beweis. Wir zeigen im 1. Schritt aligemeiner: Ist M wesentliche Uber-
deckung eines artinschen Moduls 4 und erfiillt 4 die Maximalbedingung
fir radikalvolle Untermoduln, so folgt M e€’. Dazu kann man, falls R
lokal ist, wie im ersten Beweisschritt von (iii —ii) vorgehen. Der Ver-
bandsantiisomorphismus Fr(A4)> U+ Ann(U) € Lx(A°) zeigt, daB A4° als
R-Modul die Bedingungen von (1.6) erfiillt, dasselbe gilt dann fiir M°, und
daraus folgt M e ®'. Ist aber R nicht lokal, so gilt fiir jedes me 2, das M,
wesentliche Uberdeckung von A, ist [13, Lemma 4.1] und 4,, wieder die
Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln besitzt, also M, e’ ist.
Fiir fast alle meQ ist aber 4,,=0, also auch M,,=0, und deshalb gilt
wieder M e’

Sei nun im 2. Schritt P(M) wesentliche Uberdeckung eines artinschen
Moduls, sagen wir 4, und dim(R/q)<1 fir alle qe Koass(M). Dann gilt
fiir alle g€ Koass(A4)=Koass(P(M)) nach [15, Lemma 2.1] dim(R/q) =1,
so daB im Falle 4 #0 auch fiir den Ring R = R/Anng(A4) gilt dim(R)=1.
Damit erfiillt jede Primdrkomponente von A, als artinscher Modul iber
einem 1-dim. lokalen vollstindigen Ring, nach (4.4)(iv) die gewiinschte
Maximalbedingung, also auch A selbst, also nach dem ersten Schritt auch
P(M).

Bemerkung. Keine der beiden Voraussetzungen in (4.5) ist notwendig
fir die untersuchte Maximalbedingung: Uber R=7 ist M =Q einfach-
radikalvoll, aber nicht wesentliche Uberdeckung eines artinschen Moduls,
und firr das einzige koassoziierte Primideal p des artinschen einfach-
radikalvollen Moduls M vor (4.2) galt dim(R/p)=2.

Geniigt ein artinscher Modul der Maximaibedingung fiir radikalvolle
Untermoduln, so sind schon in jeder aufsteigenden Foige von Unter-
moduln fast alle Faktoren von endlicher Lange. Weil das natiirlich auch fiir
jeden endlich erzeugten Modul gilt, lautet die zu (2.8) duale Aussage:

FOLGERUNG 4.6. Sei M ein Minimax-Modul und dim(R/q) <1 fiir alle
q € Koass(M). Dann sind in jeder aufsteigenden Folge U, c U,c U, ---
von Untermoduln von M fast alle Faktoren U, /U, von endlicher Linge.

Entsprechend zu (1.8) erhélt man jetzt die

FoLGerunGg 4.7, Ist dim(R)< 1, so sind fir einen R-Modul M
dquivalent:

(1) M erfiillt die Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduin.
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(1) M erfidlt die entsprechende Minimalbedingung.
(iti) P(M) hat endliche Goldie-Dimension.

Beweis. Weil jeder sockelfreie R-Modul nur endlich viele assoziierte
und jeder radikalvolle R-Modul nur endlich viele koassoziierte Primideale
hat, ist (ii < iii) klar nach (2.3)(iii).

(i—iil)) Die Menge {X< M|X ist radikalvoll und von endlicher
Goldie-Dim.} hat nach Voraussetzung ein maximales Element X,.
Angenommen X, & P(M), so hat P(M)/X, nach (4.3) einen einfach-
radikalvollen Untermodul U/X,. Der ist nach (4.1)(c) von endlicher
Goldie-Dimension, und das gilt dann auch fiir den radikalvollen Modul U,
im Widerspruch zur Maximalitit von X,.

(i -»1) In jeder aufsteigenden Folge U, cU,cU;c< - von
radikalvollen Untermoduln von M sind auch alle L(U,) radikalvoll (siche
den Beweis von (4.3)), und weil L = L(P(M)) nach Voraussetzung artinsch
ist, gilt nach (4.5) U,,nL=U,,.,nL=--- fir ein m>=1. Auch P(M)/L
hat endliche Goldie-Dimension, also nach (iii—i) und (2.5) die
Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln, und aus U,+ L=
U, +L="- fireinn=zmfolgt U,=U,, = --- wie gewiinscht.

Satz 4.8. Erfiillt ein komplementierter R-Modul M die Maximal-
bedingung fiir radikalvolle Untermoduln, so hat M auch die entsprechende
Minimalbedingung.

Beweis. Wir konnen gleich annehmen, daBl M radikalvoll ist, und weil
dann in M= @, .0 K..(M) fast alle K,,(M) Null sind, auch noch R lokal
mit dem einzigen maximalen Ideal m. Die zu zeigende Minimalbedingung
ist dann nach (2.4) dquivalent mit M e &.

1. Schritt  M/L(M) hat endliche Goldie-Dimension. Zum Beweis sei
¢’ wie in (4.4)(iii —»ii) die Klasse der R-Moduln, bei denen in jeder
aufsteigenden Folge von Untermoduln fast alle Faktoren koatomar sind.
Angenommen, M/L(M) hat einen Untermodul X mit einer Zerlegung X =
@ =, X, in der alle X,# 0 sind, so folgt wie in (1.3) X=@ =, ¥,, worin
jedes Y, unendliche direkte Summe von Moduln #0 ist, also als
sockelfreier Modul nach [13, p. 225] nicht koatomar sein kann. Anderer-
seits ist nach (4.4) Me @, also auch Xe @', so daB in der aufsteigenden
Folge U,cU,cU;c -, mit U,=@7_, Y, fast alle Faktoren
U,,,/U;=Y,,, koatomar sein miissen, und das ist der gewiinschte
Widerspruch.

2. Schritt M e §'. Nach (1.2) miissen wir die Maximalbedingung fiir
Untermoduln U mit So(M/U)=0 zeigen. Aber fiir solche U ist
Ass(M/U)u Koass(M/U) endlich (nach dem ersten Schritt bzw (4.4)),
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Torf(M/U, R/m)=0, mU="U, und fiir die gilt die Maximalbedingung
nach Voraussetzung.

3. Schritt Me & Wir haben bereits einen endlich erzeugten Unter-
modul B mit halbartinschem Faktor 4 = M/B und miissen zeigen, da3 A
artinsch ist. Dazu kann man R vollstindig und 4 # 0 annehmen, und dann
folgt fiir den Ring R= R/Anng(A4), daB dim(R)=1 ist: Nach [15, p. 129,
Beispiel 3] ist () Koass(4)=./Anng(4), auBerdem nach (4.4) Koass(A4)
endlich und dim(R/q)=1 fiir alle geKoass(4), so daB fir jedes
Primideal p liber Anng(A4) wie behauptet dim(R/p) <1 ist. Nach (4.7) ist
jetzt A von endlicher Goldie-Dimension, d.h. artinsch.

Bemerkung. Aus der Minimalbedingung folgt natiirlich nicht die
Maximalbedingung: Nach (1.9)(iii) bzw (2.9)(b) erfiillt ein artinscher
Modul M genau dann die Maximalbedingung fiir radikalvolle Unter-
moduln, wenn fiir jeden Epimorphismus g: P(M) —» P(M) gilt, dal Keg
endlich erzeugt ist. Und verlangt man fiir jeden artinschen R-Modul diese
Maximalbedingung, so muf} nach (4.4)(iv) schon dim(R)< 1 sein.

Die letzte Frage in diesem Abschnitt lautet, welche artinschen Moduin
Summe von endlich vielen einfach-radikalvollen Untermoduln sind. Sie
wurde i{iber 1-dim. lokalen Cohen-Macaulay-Ringen von Matlis in [7,
chap. IX, X] untersucht. Wir zeigen in (4.10), daB8 diese Frage eng mit
folgendem in [13, p.230] ecingefilhrten Begriff zusammenhingt: Ein
Modul M heiBt schwach-reduziert, wenn jeder radikalvolle kleine Unter-
modul von M Null ist.

LemMMA 4.9.  Fiir jeden artinschen, schwach-reduzierten R-Modul M gilt:

(a) Ist XcUc M und U/X klein in M/X, so ist U/X endlich erzeugt.
(b) Jeder Faktormodul von M ist wieder schwach-reduziert.

(c) Jeder radikalvolle Untermodul von M ist koabgeschlossen in M.
(d) Anng(P(M)) ist ein Wurzelideal.

Beweis. Ist bei (a) V ein Komplement von U in M, so ist ¥ n U klein in
M, also nach Voraussetzung reduziert, d.h. schon endlich erzeugt. Aus
V+X=M, (Vo U)+ X="U folgt die Behauptung. Damit sind (b) und (c)
klar, und bei (d) ist auch P = P(M) artinsch und schwach-reduziert, so dall
fiir a =) Koass(P) gilt: a=./Anng(P), aP ist radikalvoll und nach [15,
p. 129] klein in P, aP =0, a = Anng(P).

Wie in [7, p. 50] sagen wir, zwei Moduln M und N seien zueinander
dquivalent (M ~ N), wenn es einen Epimorphismus von M nach N und
einen von N nach M gibt. Ist z.B. M ein artinscher, radikalvoller R-Modul,
so gilt fiir jeden endlich erzeugten Untermodul U, daBB M ~ M/U ist: Es
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gibt ein Ideala von R mit aU=0 und aM =M, dazu (weil Koass(M)
endlich ist) ein x € a mit xM = M, so daB} aus xU =0 die Behauptung folgt.

Uber 1-dim. lokalen Cohen—-Macaulay-Ringen wurden die Aquivalenzen
(1), (ii) und (iii) des ndchsten Satzes von Matlis in [7, Theorem 9.1]
bewiesen, die Aquivalenz (i«>v) fiir den Spezialfall M=FE in [7,
Theorem 10.27].

SATZ 4.10. Fir einen artinschen, radikalvollen R-Modul M  sind
dquivalent:

(i) M ist Summe von endlich vielen einfach-radikalvollen Unter-
moduin.

(i1) M ist aquivalent zu einer endlichen direkten Summe von einfach-
radikalvollen Moduln.

(iil)  Fiir jeden radikalvollen Untermodul U von M ist M ~ U x (M/U).
(iv) M ist schwach-reduziert.

Ist R lokal, so ist das weiter dquivalent mit

(v) M erfillt die Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduin
und Ann z(M) ist ein Wurzelideal.

Beweis. Jeder artinsche Modul M hat die Maximalbedingung fiir
koabgeschlossene Untermoduln: Ist U, c U,c U< - eine aufsteigende
Folge von koabgeschlossenen Untermoduln von M, so wihle man eine
Folge von Untermoduln M-V, oV,> - derart, daBl V, ein Kom-
plement von U;in M ist fiiralle i> 1. Aus V,, =V, ,,= -~ = V folgt dann,
daB die U,, U, ,.. alle ein Komplement von V in M sind, also
libereinstimmen.—Jeder artinsche, schwach-reduzierte Modul hat also nach

(4.9)(c) die Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln.
Sei ab jetzt M artinsch und radikalvoll #0.

(i—iv) Ist M=U,+ --- + U, mit einfach-radikalvollen U,, so ist
natiirlich jedes U, schwach-reduziert, also auch L17_, U,, also nach (4.9)(b)
auch der Faktormodul M. (iv —ii) Nach der Vorbemerkung hat M die
Maximalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln, so dafl nach (4.4) ein
wesentlicher Epim. /' M — []7_, A4, existiert mit einfach-radikalvollen A4,.
Weil dann Kef endlich erzeugt ist, folgt M ~[17_, 4;. (ii—»1i) Sei g:
L7?_, M,— M ein Epim. mit einfach-radikalvollen, artinschen Moduln M.

In M=3%7_, g(M,) ist dann jedes g(M,) Null oder nach (4.1) wieder ein-
fach-radikalvoll, also M wie gewilinscht.

(iv = iii) Sei U radikalvoll und V ein Komplement von U in M.
Nach Voraussetzung ist dann VU endlich erzeugt. Es folgt M~
MV Uy (M/VYx {M/U) sowie U~ U/(VnU)=M/V, also zusammen
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M~Ux(M/U). (li—iv) Wir zeigen im 1 Schritz, daB M die
Maximaibedingung fiir radikalvolle Untermoduln erfiillt. Weil (iii) auch fiir
alle L, (M) gilt, konnen wir gleich R lokal und vollstindig mit dem ein-
zigen maximalen Ideal m annehmen. Dann ist A = M° endlich erzeugt und
sockelfrei, so daB sich jeder sockelfreie Faktormodul in A einbetten 140t
Fiir jedes p € Ass(A4) gilt daher: Ist p = g #m, so ist auch qe Ass(A4). Weil
aber Ass(A) endlich ist, ist nach dem Krull’schen Hauptidealsatz
p & q & m unmdglich, dh. dim(R/p)=1. Fir A= M° haben wir also
(1.6)(iii)) nachgewiesen, und das bedeutet nach (4.4) die gewiinschte
Maximalbedingung. Sei im 2. Schritt N die Summe aller einfach-
radikalvollen Untermoduln von M. Wegen der ecben bewiesenen
Maximalbedingung ist N schon Summe von endlich vielen, also schwach-
reduziert. Mit einem Ansatz wie in [7, p.86] zeigen wir N= M: Nach
Voraussetzung ist M ~ N x (M/N), und mit den Epimorphismen

Nx(M/N)—L> M —%5 Nx (M/N)

folgt, dal Ke gf nach (2.9)(b) endlich erzeugt ist, also auch Kef. Nach
(2.9)(a) ist also auch die von f induzierte Abb. N x0 — N surjektiv, d.h.
f(Nx0)=N. Angenommen N # M, so hat M/N einen einfach-radikalvollen
Untermodul U/N, aus f(0x (U/N)) < N folgt 0 x (U/N) = Ke f+ N x0, also
{weil Ke f endlich erzeugt ist) 0 x {U/N)}< N x 0, und das ist unméglich.

Fiir die Aquivalenz (iv < v) konnen wir gleich R lokal und vollstindig
annehmen. Bei (iv — v) ist die Maximalbedingung nach der Vorbemerkung
klar, und Anngz(M) ein Wurzelideal nach (4.9)(d). Bei (v —»iv) ist der
Ring R= R/Anng(M) wieder lokal und vollstindig, hat aber nach
Voraussetzung keine nilpotenten Elemente, und die Maximalbedingung
liefert nach (4.4) dim(R)= 1. Nach [13, Satz4.2] ist daher R ein sog. K-
Ring, d.h. jeder R-Modul schwach-reduziert, und das gilt dann auch fiir M
als R-Modul.
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