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Komplemente als direkte Summanden III 

Von 

HELMUT Z()SCHINGER 

Einleitung. Eine kurze exakte Folge E = 0 ~ A & B ~ C --* 0 von R-Moduln heil3t 
nach [5] x-exakt (und [E] ~ Ext~(C,A) ein K-Element), wenn Bi ~ ein Komplement in B 
hat, d.h. ein minimales Element in der Menge { V c  B I V +  Bi ~ = B}. Mit Hilfe der 
Tiefensequenz tG(x) eines Gruppenelementes x ~ G gaben wir in ([5] Theorem 5.2) fiir den 
Fall, dab R = 2g, C eine Torsionsgruppe und A torsionsfrei vom Rang 1 ist, eine Beschrei- 
bung der 7c-Elemente in G = Ext(C, A). Ersetzt man darin die Tiefensequenz durch die 
fibliche H6hensequenz h~(x), so ergibt sich weil in jeder Gruppe ta(x) < hG(x) ist - ein 
,,strengerer" Komplementbegriff, n/imlich gerade der in Teil II  eingeffihrte Begriff des 
H-Komplementes.  Die Darstellung dieses iiberraschenden Zusammenhangs - dab die 
Unterscheidung zwischen Tiefe und H6he gerade der zwischen Komplementen und 
H-Komplementen entspricht - und die Untersuchung yon dadurch entstehenden Proble- 
men ist Gegenstand dieses Tells III. 

Dazu heil3e E 6-exakt (und [E] ~ Ext~ (C, A) ein ~-Element), wenn Bi c~ ein H-Kom- 
plement V o in B hat, d. h. eine Zerlegung V o @ W = B existiert, sodal3 Bi e und Wdieselben 
Summanden in B haben (also genau dann X + Bi ct = B ist, wenn X + W = B ist). Mit 
der bei H6hensequenzen fiblichen Klassenbildung d (siehe [2] S. 109) und dem Typ 
einer torsionsfreien Gruppe yore Rang 1 lautet das Hauptergebnis von Abschnitt 2: 

(2.3) Ist C eine Torsionsgruppe und A torsionsfrei vom Rang 1, so sind ffir eine exakte 

Folge E = 0 ~ A s B ~ C ~ 0/iquivalent: 

(i) [E] ~ Ext(C,A) ist ein g-Element. 
(ii) Falls [E] + 0, gilt A/Ap :# 0 ffir alle p und e{ hExt([E]) < ~(A). 

Ein Vergleich mit ([5] Satz 5.6) zeigt, dab (ii) weiter/iquivalent ist mit 

(iii) Bi e hat in jeder reinen Zwischengruppe Bi c~ ~ X c B ein Komplement. 

Beim Versuch, die Aquivalenz (i ~ iii) auch ohne den Umweg fiber (ii) und [5] zu bewei- 
sen, zeigt sich, dab (iii --* i) ohne Voraussetzungen an C und A ungfiltig wird, w/ihrend 
(i --+ iii) fiir beliebige Gruppen gilt, ja sogar R = Z durch jeden Dedekindring ersetzt 
werden kann: 

(2.5) Sei Re in  Dedekindring, M ein R-Modul  und V 0 ein H-Komplement  von U in M. 
Dann gilt ffir jeden reinen Zwischenmodul U c X c M, dab Vo c~ X ein Komple- 
merit von U in X ist. 
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Es ist nicht klar, ob unter diesen Voraussetzungen V 0 c~ X schon ein H-Komplement  von 
U in X ist. Wir k6nnen das zeigen, falls U endlich erzeugt oder torsionsfrei vom Rang 1 
ist (3.5) oder falls R semilokal ist (3.7). 

Stets ist in dieser Arbeit R ein Dedekindring, kein K6rper, und Q die Menge aller 
maximalen Ideale. Fiir ein Ideal a und einen Untermodul U yon M ist 
a~l(U) = {x ~ M I x r ~ U ftir alle r ~ a}, und statt a~l  (0) = Ann M(a) schreiben wir M [a]. 
Ffir p ~ f2 ist p-dim(M) = dimR/p(M [p]) und p-Rang(M) = dimR/~(M/Mp). Zwei Unter- 
moduln U und W yon M heiBen iiquivalent in M (in Zeichen U ~ W), wenn sie dieselben 
Summanden in M haben. Genau dann besitzt also U ein H-Komplement  in M, wenn es 
einen direkten Summanden W in M gibt (in Zeichen W c SM) mit U ~ W. 

1. H-Komplemente fiber nicht-lokalen Dedekindringen. Es sollen die in Teil II  formu- 
lierten Eindeutigkeitsaussagen ffir H-Komplemente und der Zusammenhang mit be- 
schr~nkten Untermoduln auch im nicht-lokalen Fall bewiesen werden. Vor allem das 
Ergebnis (1.3) wird im folgenden stfindig ben/itzt: Ist V ein H-Komplement  von U in M 
und U rein in M, so folgt V O U = M. 

HUfssatz 1.1. Sei M ein koatomarer R-Modul, a ~- Re in  Ideal und H,(M) = ~ M a  i. 
Dann gilt H , ( M ) =  (~  T~(M). i=1 

B e w e i s. Ein Modul  M heiBt koatomar, wenn jeder yon M verschiedene Untermodul 
in einem maximalen Untermodul liegt, d.h. wenn jeder Faktormodul  yon M reduziert ist. 
Nach ([7] Lemma 1.1) gilt dann ffir jedes x ~ H,(M), dal3 xR a-teilbar ist, also x e T(M) 
und Tp(xR) ffir alle p ~ a sogar teilbar, also Null ist, d. h. x ~ @ T~(M). Weil umgekehrt 

p:ba  

die betrachtete direkte Summe a-teilbar ist, liegt sie natiirlich in H~(M). 

B e m e r k u n g. Ffir jeden R-Modul  M sei H ( M ) =  (~ Mr, und daf~r zeigt man 
r~:O 

H(M) = ~ Ho(M). Falls nun M koatomar  ist, wird Ho(M) torsionsvoll mit p-Kom- 
pe.O 

ponente Null, und damit sogar H (M) = 0. 

Lemma 1.2. Sei V ein H-Komplement yon U in M und X c U. 

(a) Ist X p-rein in M, so ist V c~ X torsionsvoll mit p-Komponente Null. 
(b) Ist X rein in M, so ist Vc~ X = O. 

B e w e i s .  Nur  (a) ist zu zeigen, und dazu sei V O W = M  mit U ~ W .  Aus 
(U + W ) / W  klein in M / W  folgt U c Mp + W =  Vp �9 W, daraus Up ~ c Vp/+1 �9 Wp i 
und Vc~ Up~c  Vp ~+1 ffir alle i>= 0. Weil X p-rein in M i s t ,  erh/ilt man induktiv 
Vc~X c Xp  i ffir alle i -> 0, d.h. Vc~X c H~(X). 

Dasselbe Argument gilt auch in M = M / X  c~ W, denn wieder ist Vein H-Komplement  
yon L7 und 3~ p-rein, also Vc~ J( c Hp(J~). Aber zus/itzlich ist jetzt )~ koatomar  (als 
Faktor  des kleinen Untermoduls (U + W)/W),  also nach (1.1) Vc~ X torsionsvoll mit 
p-Komponente Null. Wegen Vc~ J~ ~ Vc~ X folgt die Behauptung. - Ein Spezialfall yon 
(b) ist: 
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Folgerung 1.3. Ist  V ein H-Komplement von U in M und U rein in M, so folgt  

V O U = M .  

Die Eindeutigkeitsaussagen des folgenden Satzes wurden im lokalen Fal l  in [8] mit 
Hilfe der Austauscheigenschaft  von kleinen Untermoduln  bewiesen. Die steht im nicht- 
lokalen Fal l  nicht mehr  zur Verffigung, abe t  mit (1.3) ergibt sich leicht: 

Satz 1.4. Sei Ve in  H-Komplement yon U in M. 

(a) Ist  1/1 ein weiteres H-Komplement yon U in M, so gilt V 1 _~ V und M/V1 ~ M/V. 
(b) Besitzt U irgendein starkes Komplement in M, so ist bereits V eines. 

B e w e i s .  (a) Aus V �9 W = M und U ~ W folgt, dab V 1 auch ein H-Komplemen t  von 
W in M ist, also nach (1.3) 1/1 �9 W = M. Dami t  sind beide Isomorphien klar. 

(b) Ein Komplement  L yon U in M heiBt starkes Komplement, wenn zus/itzlich 
L n  U c e U  ist. Mi t  ( L n  U ) O  U' = U folgt dann U' c ~ M  und U/U' klein in M / U ' .  
Also ist Vauch ein H-Komplemen t  von U' in M, V O  U' = M, V n  U ~ * U  wie behaup-  
tet. 

Ist B ein beschr/inkter Unte rmodul  yon M, so hat  B nach ([8] S. 329) ein H-  
Komplement  in M. Daraus  wollen wir jetzt  in (1.6) fiir jeden Untermodul  U von M 
ableiten: Genau  dann hat  U ein H-Komplemen t  in M, wenn B + U eines hat. Zum 
Beweis ben6tigen wir die folgende Verallgemeinerung von ([5] Lemma 4.1): 

Lemma 1.5. Ist  a ein Ideal und V ein Komplement yon M [a] in M, so ist V bereits ein 
starkes Komplement. 

B e w e i s. Wir  miissen V[a] c * M  [a] zeigen und behaupten dazu allgemeiner, daI3 
X = V [a] als R/a-Modul  injektiv ist. Mit  einer injektiven Hfille Q von V ist bekanntl ich 
Y =  Q [a] als R/a-Modul  injektiv und natfirlich X grol3 in Y. Bleibt X = Y, d.h. 
So(Y /X)  = 0 zu zeigen, und das folgt aus der Kleinheit  yon X in V: Fi i r  alle p ~ (2 ist 
n/imlich X c VO, also O~I(X) c pQl(Vp) = V +  Q[p] = V, also p r l ( X )  c Vc~ Y = X, 
d.h. (Y/X)[p] = 0 wie verlangt. 

Satz 1.6. Ist  B ein beschrdnkter Untermodul yon M, so gilt f l i t  einen beliebigen Unter- 
modul U yon M:  Genau dann hat U ein H-Komplement in M, wenn B + U eines hat. 

B e w e i s. Besitzt U ein H-Komplemen t  in M, so folgt mit U ~ W c e M ,  dab in 
= M / W  der beschr/inkte Un te rmodu l /~  ein H-Komplemen t  hat, also auch B + W ein 

H-Komplemen t  in M. Wegen B + W ~ B + U ist das auch ein H-Komplemen t  yon 
B + U i n M .  

Bei der Umkehrung  sei im 1. Schritt sogar B + U = M. Zu r 4: O, Br = 0 gibt es 
dann ein Komplement  M o yon M [r] in M mit M o c U, und nach (1.5) gilt M o ~ e M .  
Bleibt also ein H-Komplemen t  von U / M  o in M / M  o anzugeben, und das ist klar, weil 
M / M  o beschr/inkt ist. Sei nun im 2. Schritt X ein H-Komplemen t  von B + U in M, 
d.h. X @ Y = M und B + U ~ Y Mit  Y1 = Y c~ (X + B) und Y2 = Y n  (X + U) ist 
dann Y1 + Y2 = Y und ]I1 ~- B / X n B  beschr/inkt, also nach dem ersten Schritt 
Y2 ~ W c  e y  Wir  sind fertig, wenn wir U ~ Y2 gezeigt haben: Weil (B + U + Y ) / Y  
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klein in M/Y, d.h. Xc~(B + U + Y) klein in X ist, folgt mit X ' =  X n ( U  + Y), dab 
(U + Y2)/U = (U + X') /U klein in M / U  ist, ebenso (U + Y2)/Y 2 = (X' + Yz)/Y2 klein in 
M/Yz, d.h. die Behauptung. 

Folgernng 1.7. Ist M/U endlich erzeugt und T(M) + U = M, so hat U ein H- 
Komplement in M. 

Folgerung 1.8. Ist R nicht-lokal, so sind fi~r einen R-Modul M ~iquivalent: 

(a) Jeder maximale Untermodul yon M hat ein Komplement in M. 
(b) Jeder Untermodul U, mit M / U  endlich erzeugt, hat ein H-Komplement in M. 
(c) M / T ( M )  ist teilbar. 

B e w e i s. Bei der ersten Folgerung hat man einen endlich erzeugten Untermodul B 
yon T(M) mit B + U = M, sodaB (1.6) das H-Komplement  liefert. Bei der zweiten 
Folgerung ist nun (c ~ b -~ a) fiber beliebigem R klar, und hatte man im nicht-lokalen 
Fall bei (a - ,  c) einen maximalen Untermodul U yon M mit T (M) c U, so folgte ffir ein 
Komplement V yon U in M, dab V zyklisch und unzerlegbar, also torsionsvoll wSre, d.h. 
V c T (M), und das ist unm6glich. 

B e m e r k u n g .  Im lokalen FaU, d.h. fiber einem diskreten Bewertungsring, gelten die 
Aquivalenzen der zweiten Folgerung nicht mehr: (a) ist stets erffillt, wahrend (b) nach ([8] 
Folgerung 2.8) genau dann gilt, wenn M koseparabel ist. 

2. Die t~-Elemente yon Ext(C,A).  Ober R = Z  lautete die Beschreibung der 
~c-Elemente yon Ext(C, A) nach ([5] Theorem 5.2) so: Ist C eine Torsionsgruppe und A 

torsionsfrei vom Rang 1, so sind ffir eine exakte Folge E = 0 -~ A -~ B ~ C ~ 0 aqui- 
valent: 

(i) [E] e Ext (C, A) ist ein K-Element. 
(ii) Falls [E] :~ 0, gilt Tp(C) 4:0 ffir alle p und d tExt([E]) ~ z(A). 

Eine entsprechende Beschreibung der ~-Elemente yon Ext (C, A) durch die H6hensequenz 
Ext geben wit in (2.3). Sie wird dutch zwei Lemmata fiber hp ([E]) vorbereitet. In (2.1) his (2.3) 

ist stets R = Z. 

Lemma 2.1. Sei die Folge E = 0 -~ A -~ B ~ C -~ 0 exakt, A torsionsfrei vom Rang 1, 
p eine Primzahl und n ~ O. Dann sind ~iquivalent: 

(i) h~Xt([E]) < n. 

(ii) Es ist A/Ap ~ 0 und Bi ~ c Bp + B [p"]. 

B e w e i s .  (i--*ii) Ware .4 p-teilbar, so auch Ext(C,A), d.h. hp(x)= oo ffir alle 
x ~ Ext(C,A) entgegen der Voraussetzung. Ware Bi a c~ Bp + B[p"], so folgte mit 

= B/B[p~], dab Bi~ vom p-Rang 1 und p-neat in B ware. Andererseits ist 
hp([E]) ~ n + 1, d.h. Biac~BpiJe Bia  . f f  fiir ein i=< n + 1. Ist i o das kleinste i mit 
dieser Eigenschaft und a(a)=bpi~  i~ so folgt ~(a)=~(a l )p  i~ a(al) 

- -  bp e B [ p i o  - 1] c B [p"], cr (al) = bP = ~ ( a 2 )  P wegen p-neat, ~ (a 1 - -  a 2  P) E Bi c~ c~ B [p"] 
= 0, ct(a)  = ~ (a2)piO entgegen der Wahl von a. 
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( i i ~ i )  F i i r  eine beliebige Gruppe  M mit einer Untergruppe U gilt: Ist 
U c~ Mp" + ~ = Up" + ~ und U ~ M p  + M [p"], so folgt Up" = Up" + 1 und daraus  die 
p-Tei lbarkei t  von U/T(U) .  W/ire bei uns h p ( [ E ] ) > n + l ,  folgte insbesondere 
Bi c~ n B p  "+ ~ -- Bi c~ �9 p"+ ~, also nach der Vorbemerkung diep-Tei lbarkei t  von Bi e ~ A, 
entgegen der Voraussetzung. 

Lemma 2.2. Sei die Folge E = 0 ~ A & B ~ C ~ 0 exakt, A torsionsfrei yore Rang 1 
und h~Xt([E]) < oe fi~r alle p. 

Dann ist Bi c~ iiquivalent zu einer torsionsvollen, reinen Untergruppe W yon B, in der jecle 
p-Komponente zyklisch yon der Liinge h~t([E]) ist. 

B e w e i s .  Mit  den natf idichen Zahlen np = hv([E]) gilt Bi e c Bp + B [p"p] fiir alle 
p nach (2.1), mit  Bi e = ~ uxZ also u~ = xp, ~ + yp, ~ mit xp, ~ ~ Bp, yp, x e B Lv",]. Dami t  

2 

ist Y =  ~ yp, x]g eine Tors ionsgruppe mit Tp(Y) c B [ p  ~] fiir alle p, auBerdem 
p, 2 

Bi e + Bp = Y + Bp, denn ,, ~ "  ist klar, und bei ,, ~ "  ist nur yq, a ffir q 4= p zu betrachten, 
und da hat  man yq, x e Tq(B) ~ Bp. Klar  ist Y koa tomar ,  aber  nach (2.1) auch Bi e (wegen 
A/Ap 4= 0 fiir alle p), soda8 jetzt  (Bi e + Y ) / Y  klein in B / Y  ist, ebenso (Bi e + Y)/Bi c~ 
klein in B/Bi e, d.h. Bi c~ ~ Y. 

Weil Y in jeder  Pr im/ i rkomponente  beschrfinkt ist, hat  es nach (1.6) ein H-Komple -  
ment  in T(B),  d.h. es gilt Y ~  W c  *T(B) .  Dieses W leistet das Gewfinschte, denn 
mit  L O  W =  T(B) folgt L + Y =  T(B), sodaB W epimorphes Bild yon Y ist und 
daher  Tp(W) ~ B[p  ~,1 ffir alle p. Wegen der Reinheit von W ist W/Wp ~ ( W +  Bp)/Bp 
= (Bi e + Bp)/Bp zyklisch, also auch Tv(W ) zyklisch, und w/ire die L/inge yon Tp(W) 
kleiner als np, folgte aus Bi e c Bp + W c  Bp + B[p  ~-1]  nach (2.1) der  Widerspruch 

h,,([E]) < n v 

Satz 2.3. Ist C eine Torsionsgruppe und A torsionsfrei vom Rang) ,  so sind fi~r eine exakte 

Folge E = 0 ~ A & B ~ C ~ 0 iiquivalent: 

(i) [E] e Ext(C,A)  ist ein &Element. 
(ii) Falls [E] * 0, gilt A /Ap  Je 0 fiir alle p und d hExt([E]) _< z(A). 

B e w e i s .  (i ~ ii) Sei [E] 4 = 0 und Bi e ~ W c *B. Mit  V@ W = B ist dann V + Bi c~ = 
B, V n  Bi c~ 4= 0, W ~ Bi e/Vc~ Bi c~ torsionsvoll,  Bi ~ c~ W = 0, also A und W k o a t o m a r  
und damit  A/Ap 4= O, Tp(W) ~ 2g/(p m,) ffir alle p. Aus Bi e c Bp + W c Bp + B [pro,] 
folgt hp([E]) < m p  nach (2.1), sodaB ein 0 4= a o ~ A anzugeben bleibt mit  mp <= h~(ao) 
ffir alle p. Beim Isomorphismus A ~ Bi c~ entspricht der  Untergruppe V:~ Bi c~ 
eine Untergruppe  A 0 c A, und wfihlt man 0 4= a o e A ,  folgt mp = L/ inge(Tp(W))= 
L/inge ( Tp(A/ Ao) ) <= Lfinge( Tp(A/aoZ) ) = hAp (ao) wie gewiinscht. 

(ii ~ i) Wir  stellen im 1. Schritt das folgende, auf Megibben [3] zurfickgehende 

Spl i t t ing-Kri ter ium bereit:  Ist  E = 0 ~ A -~ B ~ C ~ 0 exakt, C torsionsvoll,  A torsions- 
frei vom Rang 1 und gibt es ein 0 4= a o e A, sodaB ffir jedes p die p -Komponen te  yon B 
zyklisch yon der L/inge =< hap(ao) ist, so folgt T ( B ) c  *B. Zum Beweis wollen wir 
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2g c A c Q annehmen und das kommutat ive  Diagramm mit exakten Zeilen 

(D) 

E = O - -  ~ , B  ~A 

0 ,A 

C ~0 

, Q / A -  ,0  

bilden, sodaB unter dem verbindenden Isomorphismus O: Hom(C, t l ) /A)~ Ext(C,A) 
gerade O(f)  = [E] ist. Nach ([5] Satz 5.7) ist nun T(B) c *B fiquivalent damit, dab es ein 
Komplement  L v o n  K e f  in C gibt mit L~inge(Tp(L n K e f ) )  __< hpa(1) ffir fast alle p. Weil 
aber bei uns alle Tp(Ke'f) "~ Tp(B) zyklisch sind, existiert ein Komplement  yon K e f  in C, 
und jedes solche Komplement  erffillt die verlangten Ungleichungen. 

Seien im 2. Schritt die Voraussetzungen yon (ii) gegeben und gleich [E] 4: 0. Dann  gibt 
es ein 0 4:- ao e A mit hExt([E]) _< hA(ao) < oo ffir alle p, sodaB Bi ~ nach (2.2)/iquivalent 
ist zu einer torsionsvollen, reinen Untergruppe W yon B m i t  Tp(W) zyklisch von der 
L/inge np= hp([E]). Mit B o @ W = T(B) 15J3t sich auf/~ = B/B o das Splitting-Kriterium 
des ersten Schrittes anwenden, denn in T(/~) = W ist jede p -Komponen te  zyklisch yon 
der L/inge < h~(ao). Aus V O  T(/3) = B, mit  B o c V c B, folgt aber V + T(B) = B und 
V ~  T(B) = B o, also V@ W = B wie gewfinscht. 

B e m e r k u n g .  Obersetzt man in der Situation ([Z) die Eigenschaften von 
[E]eEx t (C ,A)  durch den verbindenden Isomorphismus $ in solche yon 
f e H o m  (C, q /A) ,  so ergibt sich sofort, daB (ii)/iquivalent ist mit 

(ii') Falls f # 0, gilt (a) fp 4:0 ffir alle p, 

(b) ffir fast alle p ist h~~ _<- ha(l).  

Aber diese Bedingung ist nach ([51 Satz 5.6)/iquivalent mit  

(iii) Bi c~ hat in jeder reinen Zwischengruppe Bi e c X c B ein Komplement .  

Wir werden in (2.5) zeigen, dab die Implikat ion (i -~ iii) auch ohne Voraussetzungen an 
C o d e r  A gilt, ja  sogar fiber beliebigen Dedekindringen. Nicht so bei (iii ~ i): Ist A eine 

abelsche p -Gruppe  mit D(A) ~ H(A) und repr/isentiert E = 0 -* A & B ~ 7Z,(p ~) ~ 0 ein 
yon Null verschiedenes Torsionselement in Pext(7Z(p~),A), so ist Bi c~ rein, aber nicht 
direkter Summand in B, also [E] e Ext(2g(p| A) nach (1.3) kein &Element;  aber nach 
([5] S. 302) hat Bi ct in jeder Zwischengruppe X ein Komplement .  

Hilfssatz 2.4. Ist R lokal und U ein koatomarer Untermodul yon M, so ist U ?iquivalent 
zu einem reinen Untermodul yon M. 

B e w ei  s. Es genfigt, dab U rein-zerfallend, d.h. U/D(U) koa tomar  ist. Mit einem 
maximalen Element X o in der Menge {X c U I X rein in M} gilt in 3 / /=  M/Xo, dab [7 
keinen reinen Untermodul  yon 3At umfaBt, also koa tomar  ist und enthalten in 
Ra(]~t) + T(/~).  Nach dem Beweis von ([8] Satz 2.5) hat daher [7 ein H-Komplemen t  in 
A~r, und aus [7 ~ l~ c "1~, mit  Xo c W c M, folgt U ~ W und W rein in M. 
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B e m e r k u n g.  Sei R lokal, V + U = M und U koatomar.  Falls Vein H-Komple-  
merit von U in M ist, zeigte der erste Beweisschritt in (1.2), dab Vc~ Up i ~ Vp ~+1 ist f/Jr 
alle i > 0. Mit Hilfe yon (2.4) sieht man jetzt, dab diese Durchschnittsbedingung auch 
hinreichend ist: W/ihlt man einen reinen Untermodul  W yon M mit U ~ W,, so folgt 
V n Wp ~ c Vp ~ + ~, also induktiv V n W ~ Wp i fiir alle i > 0, und weil Wwieder koatomar,  
also H ( W )  = 0 ist, V |  W =  M. 

Satz 2.5. Sei Vein H-Komplement von U in M und U c X c M ein reiner Zwischen- 
modul. Dann ist Vc~ X ein Komplement yon U in X.  

B e w e i s. Sei im 1. Schritt zusfitzlich R lokal. Dann ist V n  X sogar ein H-Komple-  
ment von U in X, denn mit V O  W = M, U ~ W und M = M / U  c~ W ist U koatomar,  
also nach (2.4) U ~ ff'~ mit U n W c W 1 c X und 17r rein in )f. Weil F'ein H-Komple-  
ment von U, also auch von W1 ist, folgt V O  ff'~ = M nach (1.3), daraus V O W  1 = M und 
U --~ W 1, also auch (Vc~ X) �9 W1 = X und U iiquivalent zu W1 in X wie gewfinscht. 

Ist im ~. Schritt R beliebig, hat man natiirlich ( V n  X) + U = X und (Vn  X) c~ U 
klein in X. Well aber beim Lokalisieren nach maximalen Idealen Kleinheit erhalten bleibt 
([7] Lemma 4.1), ist ffir alle p e f2 auch Vp ein H-Komplement  von U~ in Mp, also nach 
dem ersten Schritt Vp ~ Xv ein H-Komplement  von U~ in Xo. Aus ( V n  X)p ~ eX~ ffir alle 
p folgt V n  X rein in X,  also ( V n  X) m U klein in V n  X wie behauptet. 

B e m e r k u n g.  Der Beweis des Satzes zeigte, dab im lokalen Fall Vc~ X schon ein 
H-Komplement  von U in X ist. Wir werden das im nfichsten Abschnitt auf den semi- 
lokalen Fall verallgemeinern (3.7), ebenso ffir spezielle U (3.5). Aber im allgemeinen 
k6nnen wir nur zeigen: Falls U fiberhaupt ein H-Komplement  in X hat, ist auch V ~  X 
eines (denn wieder mit (1.3) folgt aus U ~ W~ ~ eX,  dab Vein H-Komplement  von W~ 
in M i s t  und W~ rein in M, also V O  W1 = M, ( V n  X) G W1 = X). 

3. l~ber die Aquivalenz zu reinen Untermoduln. Um zu einem Untermodul U ein 
H-Komplement  in M anzugeben, kann man zuerst - siehe die Beweise von (2.3) und 
(2.5) - einen reinen Untermodul W von M suchen mit U ~ W. Falls dann U fiberhaupt 
ein H-Komplement  in M hat, mul3 nach (1.3) schon W = e M  sein, und dann leistet jedes 
direkte Komplement  von W das Gewfinschte. Auf diesem Wege werden wit auch die 
beiden S~tze (3.5) und (3.7) dieses Abschnittes beweisen, die jeweils durch ein Lemma fiber 
die Aquivalenz yon koatomaren zu reinen Untermoduln vorbereitet werden. 

Lemma 3.1. Fi~r einen koatomaren UntermoduI U yon M sind 6quivalent: 

(i) U ist zu einem torsionsvollen, reinen Untermodut U 1 yon M giquivatent. 
(ii) U ist zu einem torsionsvollen Untermodul U 2 yon M giquivalent. 

(iii) U c Mp  + T(M)  fiir alle p ~ f2. 
(iv) Zu jedem p ~ g2 gibt es eine natiirliche Zahl n~ > 0 mit U ~ Mp  + M [p"q. 

In diesem Fall ist U1 in (i) bis auf Isomorphie eindeutig bestimrnt. 

B e w e i s .  Klar ist ( i~ i i ) ,  und bei ( i i~ i i i )  ist ( U +  U2)/U 2 klein in M/U2, also 
U c MO + U2 ~ Mp  + T(M) ffir alle p. 

9* 
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(iii --, iv) Weil U koa tomar  ist, hat  man einen endlieh erzeugten Untermodul  F von 
U, sodaB U/F torsionsvoll  und in jeder  Pr im/ i rkomponente  beschr/inkt ist. Ffir 10 ~ f2 
wird also G/F = T~(U/F) durch ein 10 e annulliert,  sodaB G10 ~ endlich erzeugt und U/G 
10-teilbar ist. Das erste bedeutet  U' + G [10 "] = G mit endlich erzeugtem U', das zweite 
U = Up + G, also zusammen U = U10 + U ' +  U [10e]. Nach Voraussetzung ist aber  
U' ~ M10 + T (M), also sogar U' c M10 + M [10"] fiir ein n >_ e, also U c M10 + M [10"] 
wie gewfinscht. 

(iv --* i) Wie im Beweis yon (2.2) schreibe man U = ~ uzR, uz = x~, z + Yo,z mit t0 ~/2, 
~.EA 

2 ~ A ,  xo, z~M10 und y~,zEM[10"o]. Dann  ist Y =  Y', y~,aR ein Tors ionsmodul  rnit 

Tq(Y) = S~ yq, zR c M [q",] und U + Mq = Y + Mq ffir alle q ~ (2, also Y k o a t o m a r  und 
2cA 

U ~ Y. Durch Betrachten jeder Pr im/ i rkomponente  yon Y erh~ilt man Y ~ U1 c ~ T (M), 
also U ~ U1 und U 1 rein in M. 

Ffir die Eindeutigkeit  yon U 1 sei jetzt  auch U 3 ein torsionsvoUer, reiner Untermodul  
yon M rnit U ,-~ U 3. Dann  sind U 1 und U3 beide koa tomar ,  also sogar direkte Sum- 
manden  in T(M) ,  und aus V 1 G U1 = T(M)  folgt nach (1.3) V1 G U3 = T(M) ,  also 
ul_~ u~. 

Folgerung 3.2. Ffir einen koatomaren Untermodul U yon M sind iiquivalent: 

(i) U ist zu einem beschr~'nkten, direkten Summanden B 1 yon M iiquivalent. 
(ii) U ist zu einem beschNinkten Untermodul B 2 y o n  M iiquivalent. 

(iii) U c M10 + T ( M )  ffir alle 10 E Y2 und U ~ M10 far  fast alle 10 E ~2. 

Falls U endlich erzeugt ist, ist das weiter iiquivalent mit 

(iv) U c Ra(M) + T(M).  

B e w e i s .  Kla r  ist (i -~ ii), und bei (ii --* iii) folgt aus U ~ M10 + Bz ffir alle 10 und der 
Beschfiinktheit yon B2 die Behauptung. 

(iii -~ i) Aus der ersten Bedingung folgt nach (3.1) U ~ B 1 mit B 1 torsionsvoll  und rein 
in M, aus der zweiten B 1 c M10, d.h. B 1 10-teilbar ffir fast alle 10. Weil B 1 koa tomar  ist, 
heiBt das schon T~(B1) = 0 ffir fast alle 10, d.h. B 1 beschr~nkt und daher  auch direkter  
Summand in M. 

(iii ~ iv) Ffir jedes x ~ U gilt nach eben xR  ~ B c ~ M  mit B beschr/inkt, wegen 
(xR + B)/B ~ Ra(M/B)  = (Ra(M) + B)/B also x ~ Ra(M) + B c Ra(M)  + T(M).  

(iv ~ iii) Natfirl ich liegt U in allen M10 + T(M),  aber mit U = ~ uiR, ui = xi + y~ 

(1 <_ i <- m, x ie  Ra(M),  y ~  T(M))  ist zus/itzlich Y =  yiR endlich erzeugt und tor- 
i=1  

sionsvoll, also U + Ra(M) = Y +  Ra(M) c M10 ffir fast alle 10. 

Folgerung 3.3. Sei U ~ M, U isomorph zu einem yon Null verschiedenen Ideal, U nicht 
direkter Summand in M. Genau dann hat U ein H-Komplement in M, wenn 
U c Ra(M) + T(M)  ist. 
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Folgerung 3.4. Ist R nicht-lokal, so sind fiJr einen R-Modul M ?iquivalent: 

(a) Jeder zyklische Untermodul yon M hat ein H-Komplement in M. 
(b) Jeder endlich erzeugte Untermodul yon M hat ein H-Komplement in M. 
(c) M = Ra(M) + T(M). 

B e w e i s. Bei (3.3) folgt aus U ~ W c aM,  dab W endlich erzeugt und torsionsvoll, 
also U c Ra(M) + T(M) ist, und die Umkehrung folgt mit (3.2). Ebenso ist (c ~ b ~ a) 
in (3.4) klar, und well bei (a ~ c) auch in M/Ra(M) bzw. M/T(M) jeder  zyklische Unter- 
modul ein H-Komplement ,  d.h. schon ein starkes Komplement  hat, ist MIRa(M) halb- 
einfach und M / T ( M )  im nicht-lokalen Fall teilbar, also M/(Ra(M) + T(M)) = 0. (Ira 
lokalen Fall ist nach ([8] Folgerung 2.8) sowohl (a) als auch (b)/iquivalent darnit, dab M 
quasi-separabel ist.) 

Satz 3.5. Besitze U ein H-Komplement in M und sei U c X c M ein reiner Zwischenmo- 
dul. Falls U endlich erzeugt oder torsionsfrei vom Rang 1 ist, besitzt U auch ein H- 
Komplement in X. 

B e w e i s. Sei V O W  = M und U ~ W. 1. Fall U ist torsionsfrei vom Rang 1. Nehmen 
wir gleich V n  U ~= 0 an, so ist W ~  U / V n  U torsionsvoll, U n W =  0, U koatomar  und 
enthalten in Ra(M) + T(M).  Well X rein in Mis t ,  folgt U c Ra(X) + T(X),  also nach 
(3.1) U ,-~ W1 fiir einen reinen Untermodul W1 yon X, damit nach (1.3) V O  W1 = M, 
W1 c e X  wie gewfinscht. 

2. Fall U ist endlich erzeugt. Dann hat man eine Zerlegung U / V n  U = A / V n  U Q 
B / V n  U, in der der erste Summand endlich erzeugt und torsionsfrei ist und der zweite 
torsionsvoll, also auch noch ( V n  U) �9 A' = A. Es folgt B @ A' = U, (V + B) G A' = M, 
und in _~r = M/A'  ist ~" wieder ein H-Komplement  von [7, denn mit W' = Wc~ (V + B) 
ist wie im zweiten Beweisschritt von (1.6) B ~ W',  also t2 ~ 17r und natfirlich 
V |  W' = )~. AuBerdem ist jetzt W' ~- B / V n  U torsionsvoll, also t2 c Ra(~t) + T(.M), 
wegen der Reinheit yon )? sogar U ~ R a ( J f ) +  T(J~), sodaB nach (3.2) [7 ein H- 
Komplement  in )? hat, also auch U in X. 

Im lokalen Fall war nach (2.4) jeder koatomare  Untermodul U zu einem reinen 
Untermodul W von M /iquivalent. Welche Zusatzbedingungen an U mul3 man im 
nicht-lokalen Fall fiir die Existenz eines solchen W stellen? Zun/ichst weiB man nach 
([6] Lemma 1.2), dab in 2~t = M/T(M~) fiir den koatomaren Untermodul U gilt 
p-Rang(U) = Rang(U) < oo ffir alle p. Falls also U ~ W und W rein in M ist, folgt 
aus t.7 + )~tp = l ~ +  Mp und der Reinheit von W die Gleichung dim(U/U n )~rp) = 
d i m ( W / W n M p )  = p - R a n g ( I ~ ) =  Rang(17V), d.h. mit n = tors.fr.Rang(W) die Bedin- 
gung d i m ( U / U n ( M p  + T M ) ) =  n fiir alle to. Das n/ichste Lemma zeigt, dab diese 
Bedingung im semilokalen Fall sogar hinreichend ist. Obwohl f/ir den letzten Satz (3.7) 
nicht n6tig, fiigen wir zwei weitere/iquivalente Beschreibungen hinzu, die uns von selb- 
st/indigem Interesse erscheinen. 

Lemma 3.6. Ist R semilokal, so sind fiir einen koatomaren Untermodul U yon M ?iqui- 
valent: 

(i) U ist zu einem reinen Untermodul W yon M ?iquivaIent. 
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(ii) dim(U/U c~ (Mp + TM)) ist konstant (p ~ O). 
(iii) p-dim(M/(U + TM)) ist konstant (p ~ Q). 
(iv) M/(U + TM) hat eine torsionsfreie Hi;file. 

In diesem Fall ist W in (i) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. 

B e w e i s .  (i ~ ii) Ffir alle p ~ f2 ist nach der Vorbemerkung dim(U/U c-~ (Mp + TM)) = 
tors.fr .Rang(W). (ii ~ i) Wir  zeigen durch Indukt ion  fiber n >_ 0: Ist M ein R-Modul  und 
U ein koa tomare r  Untermodul  yon M mit  dim(U/U n (Mp + TM)) = n ffir alle p, so ist 
U zu einem reinen Unte rmodul  yon M ~quivalent. Bei n = 0 folgt das aus (3.1), sodaB 
jetzt  n > 0 sei: Ffir alle p ist dann U ~- Mp + T(M) d.h. xp~ U mit x ~ M p  + T(M),  
und weil die kanonische Abb. U ~ 11 (U/Up) surjektiv ist, gibt es ein x0~ U mit 
x o - xp ~ Up ffir alle p. Auf M = M/xoR wollen wir jetzt  die Indukt ionsvoraussetzung 
anwenden: Es ist x o ~ Mp + T(M) fiir alle p, also X0 -- xoR i somorph zu R und )?0 neat  

in M = M/T(M),  d.h. X 0 rein in M und T(~t )  = T ( ~ ) .  In der exakten Folge 

0 --* Xo/X o c~ Mp ~ U/U c~ (Mp + TM) ~ t~/t~ c~ (Mp + T]~ r) --* 0 

ist das erste Glied i somorph zu R/p, also die Dimension des dri t ten n - 1 ffir alle p, so 
dab  nach Indukt ion  U ~quivalent ist zu einem reinen Unterrnodul  ITV,, mit X 0 c W c M. 
Offenbar ist dann U ~ W und W rein in M. 

(ii ~ iii) Mi t  ~ t  = M/T(M)  und m = Rang(U) ist in der exakten Folge 

0 ~ U ~ Mp/Up ~ U/Up ~ V/U n iVlp ~ 0 

das erste Glied nach ([4] Theorem 3.1 und [6] S. 194) i somorph zu So,(M/U) = (M/U) [p] 
und das zweite i somorph zu (R/p)", sodaB aus der exakten Folge 

0 --+ So~(M/(U + TM)) ~ (R/p) ~ -~ U/U n ( g p  + TM)) ~ 0 

alles folgt. 
(iii ~ iv) Wie im Fal l  der abelschen Gruppen  (siehe [5] S. 309) gilt ffir einen beliebigen 

R-Modul  C: Genau  dann hat  C eine torsionsfreie HfiUe (d.h. eine wesentliche Ober-  

deckung H h C mit torsionsfreiem H), wenn es ein k > 0 gibt mit  p-dim(C) = k ffir alle 
p. Aus der Existenz yon h folgt n~imlich nach ([6] Satz 1.3) sofort p-dim(C) = Rang(Ke  h) 
ffir alle p; ist aber  umgekehrt  S o , ( C ) ~  (R/p) k ffir ein k > 0 und alle p, so ist mit 
SIR = So(K/R)  der kanonische Epimorphismus  f :  S ~ So(K/R) wesentlich, also auch 
g: S k ~ So (C) wesentlieh, und im kommuta t iven  Diagramm 

o -  , s ~ - - - ~  I-I ~ c / s o ( c ) -  , o 

1 ' 
g h l  

I 
+ 

0----~So(C) ~ c - -  , C / S o ( C ) -  , o  

wird dann h eine torsionsfreie Hfille yon C. - Speziell ffir C = M/(U + TM) ist das unsere 
Behauptung. 

Zur  Eindeutigkeit  von W in (i) seien jetzt  A und B zwei koatomare ,  reine Untermoduln  
von M mit  A ~ B. Aus A + Mp = B + Mp und der Reinheit folgt T(A) + T(M) p = 
T(B) + T ( M ) p  ffir alle p, d.h. auch T(A) ~ T(B), also nach der Eindeutigkeitsaussage 
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von (3.1) T(A) ~- T(B). Wegen T(A) c *A und T(B) ~ eB bleibt nur  noch A/T(A) 
B/T(B) zu zeigen: In  .~r = M/T(M)  sind A und /~ endlich erzeugte freie und reine 
Unte rmoduln  mit Z ~ /3 ,  sind also vom selben p-Rang ffir alle p und deshalb isomorph. 

B e m e r k u n g e n .  Sei R semilokal und L ein Untermodul  von M, sodaB L keinen 
reinen Untermodul  von M umfaBt. Dann  zeigte der Beweis von (ii ~ i), dab es ein 
maximales Ideal q gibt mit L c Mq + T(M). Bei unendlichem s gilt das nicht mehr: In 
M = ] ]  R~ ist dann  n/imlich jeder projektive, reine Untermodul  Null, sodal3 L = L[ R 

keinen reinen Untermodul  yon M umfaBt; andererseits ist M/L teilbar und 
p-Rang(M) = 1, also L r Mp fiir alle p. - Bei unendlichem s ist uns auch kein Kriterium 
ffir (i) bekannt,  d.h. wann ein koatomarer  Untermodul  zu einem reinen Untermodul  
iiquivalent ist. 

Satz 3.7. Sei R semilokal und besitze U ein H-Komplement in M. Dann gilt fiir jeden 
reinen Zwischenmodul U c X c M, daft U auch ein H-Komplement in X hat. 

B e w e i s .  Sei VO W =  M und U ~ W. Wie im ersten Beweisschritt von (2.5) kann  
man durch f.)bergang zu M = M/U c~ W gleich annehmen, dab U c~ W = 0 ist, insbeson- 
dere U koatomar.  Aus X ~ (Mp + TM) = Xp + TX folgt dim(U/U ~ (Xp + TX)) = 
dim(U/U n (Mp + TM)) = tors.fr.Rang(W) ftir alle p, also nach (3.6) U ~ W 1 fiir einen 
reinen Un te rmodu l  W1 von X. Wieder mit (1.3) folgt V G  W 1 = M, W 1 c e X  wie ge- 
wfinscht. 
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