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UBER KOASSOZIIERTE PRIMIDEALE

HELMUT ZOSCHINGER
Einleitung.

Sei R ein kommutativer noetherscher Ring und M ein R-Modul. Ein Primideal
p heiBt koassoziiert zu M, wenn es einen Untermodul B von M gibt, so daBl M/B
artinsch und p = Anng(M/B) ist. Die Menge Koass (M) aller zu M koasso-
ziierten Primideale ist vor allem zur Beschreibung von Teilbarkeitseigenschaften
des Moduls M geeignet: Es ist | ) Koass (M) = {xe R|xM + M}, fiir das Ideal

@®

a = ()Koass(M)gilt () a’M = 0, auBerdem ist a das groBte Ideal von R, so daB
i=1

jeder a-teilbare Faktormodul von M verschwindet (siehe [8] p. 129). Fiir einen
artinschen Modul M wurden koassoziierte Primideale zum ersten Mal von
MacDonald in [4] im Rahmen einer “Sekundirdarstellung” von M untersucht,
fiir den n-ten lokalen Kohomologiemodul M = H” (R) von Sharp in [5]. Fiir
einen linear-kompakten Modul M fiihrte in [8] das Zusammenspiel zwischen
Koass (M) und Ass (M) zur Strukturbestimmung von M, und in einem beliebigen
Modul M hingen die Kettenbedingungen fiir radikalvolle Untermoduln nach
[9] wesentlich von der Menge Koass (M) ab.

Ist R zusitzlich lokal, E die injektive Hiille des Restklassenkorpers und M°
= Homg (M, E), so gilt Koass (M) = Ass (M°). Auf Grund der speziellen Struk-
tur von M° besitzen die Menge Koass(M) und das Ideal a = () Koass(M)
zusitzliche Eigenschaften:

(1.2) Esgibtein e = 1, sodaB a®M endlich erzeugt ist.
(1.6) Ist Y eine abzdhlbar unendliche, diskrete Teilmenge von Spec (R), so gibt
es keinen R-Modul M mit Koass (M) = Y.

(2.6) Fiir jede Familie (M;|ie I) von R-Moduln gilt Koass (ﬂ M,») =

iel
Koass <]_] M,~>.

iel

Eingegangen am 22. Mai 1987
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Keine dieser drei Eigenschaften gilt entsprechend fiir assoziierte Primideale: Ist
(R, m)ein lokaler Integrititsring, 0 + p $ m und M die injektive Hiille von R/p,
so ist Ass (M) = {p}, aber M/Ann,,(p®) fiir kein e = 1 artinsch, auBerdem

Ass (M") 2 Ass(M™); und bekanntlich gibt es zu jeder Teilmenge Y von Spec (R)
einen R-Modul N mit Ass(N) = Y.

Der Beweis der Aussage (1.6) sowie alle in der Arbeit auftretenden Beispiele fiir
Koass (M) legen folgende Vermutung nahe: Ist R lokal, so hat fiir jeden R-Modul
M die Menge Koass (M) eine endliche finale Teilmenge. Wir kOnnen sie beweisen,
falls Koass (M) abzdhlbar ist (1.5), falls M halbartinsch ist (2.9) oder falis M eine

Zerlegung M = @ M, besitzt, in der alle Koass (M;) endlich sind (3.2).

iel
Im vierten Abschnitt bestimmen wir fiir gewisse multiplikative Teilmengen S von
R —auch wenn R nicht lokal ist — die koassoziierten Primideale des R-Moduls Rg.
Insbesondere gilt (4.7): Ist R ein noetherscher Integritdtsring und q ein Primideal
von R, aber kein maximales Ideal, so ist

Koass(R,) = {peSpec(R)|p < q}.

1. Das Ideal () Koass (M).

Stets sei in dieser Arbeit R ein kommutativer, noetherscher Ring. Falls R zusitz-
lich lokal mit maximalem Ideal m ist, sei R die m-adische Vervollstindigung von
R, E die injektive Hiille des Restklassenkorpers R/m und M° = Homg (M, E).
Nach [9, Lemma 3.1] ist dann Koass(M) = Ass(M°).

LEMMA 1.1. Sei R lokal, M ein R-Modul und a,, a,, as,... eine Folge von
Idealen, so dap jedes p € Koass(M) iiber einem a; liegt. Dann gibt es natiirliche
Zahlen k und e, so daf (a, ... a,)° M endlich erzeugt ist.

BEwEIs. Sei ® die von den q; erzeugte Gabriel-Topologie auf R, d.h.
® = {a = R| es gibt natiirliche Zahlen k, e mit (a;....q,)° < a}

(siehe [6] p. 150). Unsere Voraussetzung an M ist dann dquivalent damit, daB3
Ass(M°) ¢ ®,d.h. M° G-torsion ist. Weil ® eine abzihlbare Basis hat, sagen wir

b, >b, > by ..., heiBt das mit Ann,,-(b;) = M°[b;], daB M° = ) M°[b,]
i=1

ist.

1. Schritt Zu jeder aufsteigenden Folge U, c U,c Uy c...c M gibt es
natiirliche Zahlen m, n mit b, U; < U, fiir alle i. Zum Beweis bilde man
N = Y U,,sodaB N° durch die Filtrierung N° > Anny (U,) > Anny.(U,) o :..

i=1

eine vollstindige Metrik erhilt, bzgl. der alle N°[b;] abgeschlossen sind. Aus
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N° =Y N°[b] folgt nach dem Satz von Baire Anny(U,) = N°[b,,] fiir ge-
i=1
eignete m, n, wegen Anny-(U,) = (N/U,)° also b,,N = U, wie behauptet.

2. Schritt. Weil insbesondere in jeder aufsteigenden Folge U, =« U, c U; =
... < M fast alle Faktoren U, , ,/U; ®G-torsion sind, ist M G-noethersch, d.h. es
existiert ein endlich erzeugter Untermodul M’ von M, so da3 M/M’ G-torsion ist
(siehe [6], p. 263). Bleibt zu zeigen, daB M = M/M’ durch ein ae ® annulliert

wird: Zu M = Y M[b,] gibt es wieder nach dem ersten Schritt natiirliche
i=1

i=

Zahlen m, n mit b,, M = M [b,], so daB a = b,b,, das Gewiinschte leistet.
Setzt man speziell a, = a, = ... = () Koass (M), so erhilt man:

SATZ 1.2. Sei R lokal, M ein R-Modul und a = (") Koass (M). Dann gibt es ein
e = 1, so daf a® M endlich erzeugt ist.

War M zusitzlich radikalvoll, d.h. mM = M, so ist auch a¢ M radikalvoll, d.h.
Null:

FOLGERUNG 1.3. Ist R lokal, so gilt fiir jeden radikalvollen R-Modul M, daf8
() Koass (M) = ./Anng(M) ist.

BEMERKUNG. Ein R-Modul M heiBt bekanntlich koatomar, wenn jeder echte
Untermodul von M in einem maximalen Untermodul enthalten ist. Das ist, falls
R'lokalund M # 0Qist, dquivalent mit Koass (M) = {m}, so daB(1.2) einen neuen
(und kiirzeren) Beweis fiir das Hauptergebnis von [7] liefert: Uber einem lokalen
Ring (R, m) ist ein Modul M genau dann koatomar, wenn m®M endlich erzeugt
ist fiirein e = 1.

Setzt man mit den Bezeichnungen des Lemmas U = (a, ... a,)°M, so folgt aus
Koass (M) < Koass (U) u Koass(M/U) fiir jedes p e Koass(M), daB3 entweder
p = mist oder (a,...q,)° = p,d.h. a; = p fiirein je {1,...k}:

SaTz 1.4. Sei R lokal, M ein R-Modul und ay, a,, as,. .. eine Folge von Idealen,
so daf jedes p € Koass (M) tiber einem a; liegt. Dann gibt es ein k = 1, so daf jedes
p e Koass(M) iiber einem der a,. .., a, liegt.

FOLGERUNG 1.5. Ist R lokal und Koass (M) abzdhlbar, so hat Koass (M) eine
endliche finale Teilmenge.

FOLGERUNG 1.6. Ist R lokal und Y eine abzdhlbar unendliche, diskrete Teil-
menge von Spec(R), so gibt es keinen R-Modul M mit Koass(M) = Y.

BEMERKUNG 1. Die Aussagen (1.1) bis (1.6) gelten auch dann, wenn R semi-
lokal ist. Falls aber das Maximalspektrum © von R unendlich ist, kdnnen sowohl
(1.3) als auch (1.6) verletzt sein (also auch die iibrigen Punkte): In R = Z[[ X, Y]]
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gibt es paarweise verschiedene maximale Ideale m,, m,, m,,... und dazu Prim-

ideale q; ¢ m;,sodaB ) q; # 0,aber [ qi = Oist. Ist Q, die injektive Hiille von
i=1 i=1

R/m; und M; = Q,[q"], so ist M; m;-primir und radikalvoll, Koass (M;) = {q;}

nach [9, Folgerung 3.3] und Anng(M,;) = q. Fiir den halbartinschen, ra-

dikalvollen R-Modul M =[] M; ist dann Koass(M) = {q,,q,,...} und

i=1
Anng (M) = () qf? = 0,also () Koass (M) ? ./Anng(M). SchlieBlich hat fiir die
i=1
abzihlbar unendliche, diskrete Teilmenge Y = {m,,m,,...} der R-Modul
N = |] R/m; die Eigenschaft Koass(N) = Y.

i=1

BEMERKUNG 2. Uber beliebigem R gilt fiir einen radikalvollen R-Modul M
immerhin () Koass(M) < (") Ass(M). Zum Beweis sei a = () Koass(M) und
peAss(M). Wiahlt manzu R/p = U < Minder Menge {V< M|V~ U = 0} ein
maximales Element V,, wird M = M/V,, wesentliche Erweiterung von R/p, ins-
besondere Ass(M) = {p}. Nun ist a M klein in M, fiir irgendein p = me Q also
auch (a M), kleinin M, nach [7, Lemma 4.1], also (a° M),, = Ofiirein e = 1 nach
(1.3). Esfolgt a* M = 0, a®(R/p) = 0, a = p wie behauptet.

2. Attachierte Primideale.

Zur Berechnung von Koass(@® M;) bendtigen wir eine Verallgemeinerung des
iel
Begriffes “koassoziiert”. Ein Primideal p von R heiB3t attachiert zum R-Modul M,
wenn es einen Untermodul U von M gibt mit p = Anng(M/U). Weil dann schon
p = Anng (M/p M) ist, verhilt sich die Menge Att(M) aller attachierten Prim-
ideale bei direkten Summen und Produkten ganz einfach: Es ist Att (M'") =
Att(M") = Att (M) fiir jede nichtleere Indexmenge I. Auch lassen sich, im Unter-
schied zu Koass(M), leicht Elemente von Att(M) angeben: Nach [10, p. 592]
gehort jeder Primdivisor von Anng (M) zu Att (M). Insbesondere ist ﬂ Att(M) =
 Anng (M). Wir untersuchen im folgenden fiir gewisse Moduln M, wann in

Koass (M) = Att(M) schon Gleichheit gilt. Das Hauptergebnis (2.9) lautet, daf3
das iiber lokalen Ringen fiir jeden halbartinschen Modul zutrifft.

BeispieL 1. Ist M endlich erzeugt, so gilt Att(M) = {peSpec(R)|p o
Anng(M)}.

Beweis. Fiir jeden Modul M und jedes p € Att (M) gilt p © Anng(M). Ist aber
M endlich erzeugt, gilt fiir jedes Primideal p nach [2, chap. I1, §4, Prop. 18, Cor.]

\/XnnR(M/p M) = \/p + Anng (M), bei p o Anng(M)also Anng(M/p M) < p,
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d.h. peAtt(M). — Natirlich ist, wenn M endlich erzeugt ist, Koass
(M) = {meQ|m > Anng (M)}, also Koass(M)= Att(M) nur dann, wenn
M von endlicher Linge ist.

BEISPIEL 2. Ist M flach, so gilt Att(M) = {peSpec(R)|M/p M + 0}.

Bewers. Nur “o”ist zu zeigen, und weil M/pM iiber dem Integritatsring R/p
ein torsionsfreier Modul # Oist, gilt Anng,(M/pM) = 0,d.h. Anng (M/p M) = p.
— Wir wissen nicht, unter welchen Zusatzbedingungen an einen flachen Modul M
schon Koass (M) = Att (M) ist.

BeisPieL 3. Ist M injektiv, so gilt Att(M) = {peAss(R)|M[p] £ 0} =
Koass (M).

Bewels. Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul 4 wurde in [9, Folgerung 3.3]
gezeigt, dal3

Att(Homg (A4, M)) c {peAss(A4)| M[p] + 0} = Koass(Homg (A4, M))
ist, so daBl 4 = R die Behauptung liefert.

BeIsPIEL 4. Ist R lokal und M radikalvoll, so ist jedes attachierte Primideal
Durchschnitt von koassoziierten.

BEWEIS. Zu p e Att(M) ist der R/p-Modul M = M/p M treu, also nach (1.3)
() Koassg,, (M) = 0, so daB mit Koass(M/p M) = {p,|Ae A} gilt p = () p;,

AeA
alle p, e Koass (M). — Falls zusidtzlich Koass (M) abzdhlbar war, zeigt derselbe

Beweis und (1.5), daB sogar Koass (M) = Att (M) ist.

Unser erstes Resultat (2.4) iiber Koass (M™) beruht allein auf dem Ergebnis von
Bass [ 1, Theorem 1.1], daB in einem endlich erzeugten Modul A4 jede totalgeord-
nete Menge von Untermoduln abzédhlbar ist. Aus ihm folgt ndmlich:

LEMMA 2.1. Ist A ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es zu jeder Menge
Y von Untermoduln von A eine abzihlbare Teilmenge Y, mit (Y= Y,.

Beweis. Ein Untermodul U von A heille — nur fiir diesen Beweis — zuldssig,
wenn es eine abzihlbare Teilmenge Y’ von Y gibt mit U = () Y". Die Menge Z
aller zuldssigen Untermoduln enthélt z.B. 4 und alle Elemente von Y. Sind U,,

U,, Us,... aus Z, so auch () U,. Jede totalgeordnete Teilmenge von Z ist nun
i=1
nach Bass abzéhlbar, hat also eine untere Schranke in Z. Damit ist Z nach unten
- induktiv geordnet und hat nach Zorn ein minimales Element U,. Fiir jeden
_ Untermodul Ve Yist Uy n VeZ, also wegen der Minimalitat Uyn V = Uy, d.h.
U, < V: Wir haben () Y= U, gezeigt.
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FOLGERUNG 2.2. Jeder R-Modul M besitzt einen abzdihlbar erzeugten Unter-
modul My mit Anng(M) = Anng (M,).

BEWEIS. Setzt man im Lemma A = R und Y = {Anng(x)| xe M}, folgt mit

Yo = {Anng(x;)| i=1,2,3,...} und My = Y Rx,
i=1
daB Anng(M) = Anng (M,) ist. Zusitzlich liefern diese x; ein Element u = (x;)e
MM mit Anng (1) = Anng (M), d.h. einen Monomorphismus R/Anng(M) — MM

FOLGERUNG 2.3. Ist R ein Integritdtsring, so sind fiir einen R-Modul M dquiva-
lent:
1) Jeder teilbare Faktormodul von MN ist Null.
(i1) MN ist ein Torsionsmodul.
(iii) M ist beschrdnkt.

Bewers. Klar ist (iii — i), denn dann ist auch M™ beschriinkt. Wiire bei (i — ii)
MM kein Torsionsmodul, giibe es sogar einen Monomorphismus RN - MV, Mit
irgendeinem maximalen Ideal m ist aber die injektive Hiille Q von R/m abzdhlbar
erzeugt, so daB es einen Epimorphimus R™ — Q gibt. Der léBt sich zu einem
Epimorphismus MN — Q hochheben, so daB Q ein teilbarer Faktormodul + 0
von MN wird entgegen der Voraussetzung. (ii — iii) wird in [3, Theorem 2.3]
bewiesen, folgt aber unmittelbar mittels der Einbettung R/Anng (M) - M™ aus
(2.2), denn mit ihr ist auch R/Anng (M) ein Torsionsmodul, d.h. Anng (M) # 0.

SATZ 2.4. Fiir jeden R-Modul M gilt Koass(M™) = Att(M).

Bewess. Klar ist Koass(MM) c A(MV) = Att(M). Umgekehrt folgt aus
p = Anng(M/U), daB M = M/U als R/p-Modul nicht beschrinkt ist, es also
nach (2.3) einen Epimorphismus M" — D gibt, so daB D als R/p-Modul teil-
bar # 0 ist. Es folgt Koassg,(D)= {0}, d.h. Koass(D) = {p}, und daraus
p e Koass(MV).

BEMERKUNG. Fiir jede unendliche Indexmenge I 148t sich ebenso Koass (M")
= Att(M) zeigen und (wieder mit (2.3)) entsprechend Ass(M') =
{peSpec(R)| p = Anng(U) fiir einen Untermodul U von M}.

Die Berechnung von Koass (H Mi> fiir nichtisomorphe M; gelingt uns im
iel

lokalen Fall mit Hilfe der Ergebnisse von Goodearl und Zimmermann-Huisgen

in [3] tiber direkte Produkte von Torsionsmoduln. Eine Teilmenge J von I heil3e

koendlich in I, wenn I\J endlich ist.
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LEMMA 2.5. Ist R lokal und M = @ M,, so sind fiir ein Primideal p dquivalent:
iel
(i) peKoass(M).
(i) peKoass(M,) fiir ein jel, oder peAtt(@ Mi) fiir jede koendliche Teil-

ieJ

menge J von 1.
BEwEIs. (i — ii) Ist p e Koass (M), aber p ¢ Koass (M,) fiir alle i e I, so folgt fiir
jede koendliche Teilmenge J von I aus M = ( @ M,.> @ ( ® Mi> sogar

iel\J ieJ

pe Koass(@ Mi).

(ii — 1) Sei i;;ljersten Schritt R zusitzlich ein lokaler Integritdtsring und p = 0.
Wire 0¢ Koass (M), d.h. M° =~ H (M?) ein Torsionsmodul, wiren erst recht alle
M; Torsionsmoduln, und nac'l:I [3, Corollary 5.6] gibe es eine koendliche
Teilmenge J von I mit Anng, (I—;(M ?)) # 0. Es folgte 0 ¢ Koass (M;) fiir alleie I
und AnnR< G-) M,-) #+ Oentgegen der Voraussetzung. Sei im zweiten Schritt R nur
lokal und p‘exi'ie in (i) verlangt. Wire p ¢ Koass(M), d.h. 0¢ Koassg,, (M/pM),
folgte nach dem ersten Schritt 0¢ Koassg,, (M;/pM,) fiir alle ie I und Anng,
(]_I(M,/pM,-)) % O fiir eine koendliche Teilmenge J von I. Aber p ¢ Koass (M,)

ied
fir alle ie I und p ¢ Att ( ® Mi) widerspricht der Voraussetzung.
ieJ
Fiir jede Familie (M;|iel) von R-Moduln und jedes Primideal p ist offenbar
Anng ([ M) ® R/p) = Anng (L] M) ® R/p), und deshalb Att(]]M,) = Att
R R
(11 M;). Mit Hilfe des Lemmas 4Bt sich das auf Koass (M) iibertragen:

SATZ 2.6. Ist R lokal und (M;|iel) eine Familie von R-Moduln, so gilt
Koas(]]M,) = Koass(] [ M,).

BewEls. Weil die direkte Summe ein reiner Untermodul des direkten Pro-
duktes ist, gilt Koass(]_] M) c Koass(ﬂ M;) (siche [8], Lemma 2.1). Ist umge-
kehrt p e Koass ([ ] M;) und p ¢ Koass (M,) fiir alle i € I (sonst fertig), folgt fiir jede

koendliche Teilmenge J von I aus [[ M; = ( I1 M,-) X (]_[ M,~>, daB p e Koass

iel iel\J ieJ

(ﬂ M,.> c Att ( 11 M,»> ist, also nach dem Lemma p e Koass (] | M,).

ieJ ieJ
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BEMERKUNG 1. Ein Spezialfall des Satzes lautet: Ist R lokal, so gilt Koass
(M™) = Att (M) fiir jeden R-Modul M. Ist R nicht lokal, kann aber K oass (M™)
G Att(M) sein (so daB auch (ii — i) in (2.5) nicht mehr gilt): Sind m, m,, m;, ...

@

paarweise verschiedene maximale Ideale von R,so daB () m; = p ein Primideal
i=1

ist, folgt fir M = [ R/m;, daB p¢Koass(M™) = {m,, m,,...} ist, aber pe
i=1
Att(M).

BEMERKUNG 2. Uber beliebigem R kann fiir gewisse Moduln M dennoch Koass
(M™) = Att(M) sein. Ist etwa M endlich erzeugt oder flach, gilt fiir jedes
peAtt(M) sogar peAss(M/pM), und weil dann (M/pM)™N) einen freien
R/p-Untermodul von unendlichem Rang hat, hat es auch einen teilbaren R/p-
Faktormodul # 0,so daBl p e Koass (M™™)folgt. Wir haben gezeigt: Ist M endlich
erzeugt oder flach, so gilt Koass(M™) = Att(M).

Die Eigenschaft “Koass (M) = Att(M)” vererbt sich nicht auf direkte Summan-
den, denn nach (2.4) gilt stets Koass (MN) = Att (M™). Umgekehrt 148t sich aber

mit (2.5) im lokalen Fall fiir jede direkte Zerlegung M = @ M, zeigen: Gilt
iel

Koass(M;) = Att(M,)fiir alle i e I, so folgt Koass (M) = Att (M). Das ist ndmlich

ein Spezialfall der

FOLGERUNG 2.7. Ist R lokal, M = @ M, p e Att(M) und p ¢ Att(M,) fiir alle
iel
iel, so folgt bereits p € Koass (M).
BEwEIs. Ist p wie angegeben, folgt fiir jede koendliche Teilmenge J von I aus

M = ( @ M,-) ® <® Mi), daB peAtt ( @ M,~> ist, also nach (2.5) p e Koass (M).

iel\J ie ieJ

BeisPIEL 5. Ist R lokal und a4, a5, a3, ... eine Folge von Idealen #+ R, so gilt

Koass< ﬁ R/u,»> = {peSpec(R)| ﬁ (p +a;) =pfirallen = 1}.

i=1

Beweis. Ein Spezialfall von (2.5) lautet: Ist R lokal, M = @ M, und p ein
i=1

Primideal mit p¢Koass(M;) fiir alle i, so ist peKoass(M) dquivalent mit

() Anng(M;/p M;) = pfiirallen > 1.Fir M; = R/a;(i = 1,2,3,...)und p# mist

das die Behauptung, und p = m liegt sowohl in { } als auch in Koass (] | R/a;).
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BEISPIEL 6. Ist R lokal, (p;|i€I) eine Familie von Primidealen und M =

]_I E [pi]’ SO gllt

iel
Koass (M) = Att(M) = {peSpec(R)|p = () p; fiir eine Teilmenge I’ von I}.
iel’
BEWEIS. Weil M direkte Summe von artinschen Moduln ist, gilt nach (2.7)
Koass (M) = Att(M). Weil fiir jedes Ideal a und jedes Primideal p bekanntlich

E[p] ® R/a = ((R/p)[a])® ist, also
R

_Jp acp
Anny(E (3] @ R/a) = { boals 2P,

folgt mit unseren p,und I, = {ieI|a < p,} sofort Anng(M/aM) = () p,. Damit
iel

ist Att(M) < {} klar, und bei der Umkehrung, d.h. p = () p,, wird M’ = [ |

iel’ iel’

E[p;] ein direkter Summand von M mit Anng (M’) = p, also p € Att (M).

Sogar fiir jeden halbartinschen Modul M gilt iiber einem lokalen Ring Koass
(M) = Att(M). Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir als Hilfsmittel:

LEMMA 2.8. Sei (R, m) lokal und vollstindig, M ein R-Modul.

(a) Ist Anng(M) < m° fiir ein e = 1, so gibt es einen endlich erzeugten Unter-
modul U von M mit Anng(U) < m*.

(b) Ist peAtt(M), so gibt es einen irreduziblen Faktormodul M/B mit p =
Anng(M/B).

BEwEISs. (a) Nach (2.2) gibt es endlich erzeugte Untermoduln U, < U, <

@

U; © ...von M mit Anng (M) = AnnR< Y U,-), sodaB Anng (U,) o Anng(U,)

i=1
>... eine absteigende Folge von Idealen wird mit (1) Anng(U;) = m®. Das
i=1

Theorem von Chevalley (siehe [2] chap. III, §2, Prop. 8) liefert ein n > 1 mit
Anng(U,) = m® wie gewiinscht.

(b) Durch Ubergang zu R/p geniigt es offenbar zu zeigen: Ist R ein lokaler,
vollstandiger Integritidtsring und M ein treuer R-Modul, so hat M einen irre-
duziblen treuen Faktormodul.
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1. Schritt. M hateinen treuen Faktormodul von endlicher Goldie-Dimension.
Andernfalls wihle man einen zyklischen Untermodul U, + 0 von M, dazu in der
Menge {V = M| U, n V = 0} ein maximales Element V;, und weil dann M/V,
endlichdimensional sowie Anng (M/V,) n Anng(V;) = Oist, muB nach Annahme
Anng (V;) = Osein. Nach (a) gibt es einen endlich erzeugten Untermodul U, von
¥, mit Anng(U,) = m2, und fiir ein maximales Element V, in der Menge
{V =« M|(U; + Uy) n V = 0} folgt wieder nach Annahme Anng(V,) = 0. Induk-
tiv erhalt man so endlich erzeugte Untermoduln U,, U,, Us,... von M mit
U, +...+U,_y)nU,=0 und Anng(U,) = m™ fiir alle m = 2. Es folgt

() Anng (U;) = Ofiir alle n 2 1, nach (2.5) also OeKoass( ® U,-), insbesondere
i=n i=1

0eKoass (M). Entgegen der Annahme besitzt also M sogar einen artinschen
treuen Faktormodul.
2. Schritt. Seijetzt M/B ein endlichdimensionaler treuer Faktormodul von M.

k
Dann gibt es Untermoduln B,,...,B,von M mitB = (| B ;» alle M/B; irreduzi-

j=1

k
bel. Offenbar ist dann auch [] M/B; treu, also schon ein M/B; treu wie
j=1
gewiinscht.
SATZ 2.9. Ist R lokal und M ein halbartinscher R-Modul, so gilt Koass (M) =
Att(M).

Bewers durch Zuriickfiihrung auf den vollstindigen Fall und (2.8, b), denn mit
den dortigen Bezeichnungen ist dann M/B irreduzibel und halbartinsch, also
artinsch.

1. Schritt. Fiir jeden halbartinschen R-Modul M ist

Koass (M) = {? n R|?eKoassg(M)}. Hierin ist M mit der natiirlichen
R-Struktur {r,} - x = r, x versehen (r,,, — r,em"fiiralle n, xe M [m®]), und weil
dabei die R-Untermoduln mit den R-Untermoduln iibereinstimmen, folgt fiir
jedes P eKoassg (M) sofort 22 N ReKoass(M). Umgekehrt kann man jedes
peKoass(M) in der Form p = Anng(M/B) schreiben, so dal M/B artinsch und
zusitzlich unzerlegbar ist (d.h. die Summe von zwei echten Untermoduln wieder
echt ist): Mit Koassg (M/B) = {2} folgt dann 2 N R e Koass(M/B) = {p}, also
p = 2 AR wie verlangt. (Fiir artinsche Moduln wurde diese Formel in ([5]
Lemma 2.1) gezeigt).

2. Schritt. Sei nun M halbartinsch und p € Att(M). Wir konnen p = 0 anneh-
men und miissen dann zeigen, daB3 M einen treuen, artinschen Faktormodul hat.
Sind #,,...,%, die minimalen Primdivisoren von Anng(M) in R, folgt aus
e Attg (M) nach (2.8,b) sogar ZeKoassz(M), so dall die p;=Z R (1 £
i < n) nach dem ersten Schritt eine finale Teilmenge von Koass (M) bilden. Nach
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(1.2) ist aber ﬂ Koass(M) = ./Anng (M), d.h. p;n...np,=0, und damit
0 e Koass (M) wie behauptet.

BEMERKUNG. Ist R nicht lokal und M halbartinsch, kann sogar ﬂ Koass (M)
+ () Att(M) sein (siche das Beispiel nach (1.6)). Aber folgende Verallgemeine-
rung erhélt man leicht aus dem Satz: Ist R beliebig, M halbartinsch und Ass (M)
endlich, so gilt Koass (M) = Att(M).

3. Wann hat Koass (M) eine endliche finale Teilmenge?

Die Bedingung Koass (M) = Att (M) aus dem letzten Abschnitt ist offenbar
hinreichend: Ist M # 0 und sind q,,...,q, diec minimalen Primdivisoren von
Anng (M), so ist {q;,...,q,} eine finale Teilmenge von Koass(M). Aber die
angefiihrte Bedingung ist nicht notwendig: Bei einem endlich erzeugten Modul
M hat Koass (M) genau dann eine endliche finale Teilmenge, wenn der Ring
R/Anng (M) semilokal ist, und dabei kann Koass (M) + Att (M) sein (siche Bei-
spiel 1 in Abschnitt 2). Das Hauptergebnis (3.2) liefert iiber lokalen Ringen ein
hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer endlichen finalen Teilmenge von
Koass (M), wihrend die beiden anschlieBenden Propositionen das Problem auf
den vollstindigen Fall bzw. das Matlis-Duale M° iiber einem lokalen Integritits-
ring zuriickfiihren.

LEMMA 3.1. Betrachten wir fiir einen R-Modul M = 0 folgende Bedingungen:
(a) Koass(M) = Att(M).
(b) p=()p,undalle p,eKoass(M) = peKoass(M).
(c) Jeder minimale Primdivisor von ) Koass(M) gehdrt zu Koass (M).
(d) Koass(M) besitzt eine endliche finale Teilmenge.
Dann gelten die Implikationena - b —» c—d.

BeEweis. (a — b) Allgemeiner gilt fiir jeden R-Modul N: p = ﬂ p, und alle
p,eAtt(N) = peAtt(N).

(b — ¢) Allgemeiner gilt fiir jede nichtleere Teilmenge Y von Spec(R): Ist g ein
minimaler Primdivisor von ) ¥, so gibt es eine Teilmenge Y’ von Y mitq = (| Y".

Zum Beweis definiere man den R-Modul N = [ | R/p, und weil dann q minimal
peY

iiber ) Y = Anng(N) ist, gibt es (siche [10] p. 592) einen Untermodul V von
N mit q = Anng (V). Mit Y’ = {pe Y|q < p} folgt

q = Anng(N[q]) = ﬂy Anng(R/p)[a]) = Y.
#e

(c > d) Sind q,,...,q, die minimalen Primdivisoren von ﬂ Koass (M), so ist
{qy,...,q,} eine endliche finale Teilmenge von Koass (M) wie gewiinscht.
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(d—c)Ist {py,..., p,} eine finale Teilmenge von Koass (M), so gilt fiir jeden
m
minimalen Primdivisor g von [} Koass(M) = () p;, daB q = p; st fiir ein j, also
i=1
qeKoass(M).

BEMERKUNG. Erfiillen alle Faktormoduln # 0 von M die Bedingung (d), so
gilt auch (b): Aus p = () p,, alle p,eKoass(M), folgt nimlich p = () Koass
(M/pM), mit einer finalen Teilmenge {p,, ..., p;} von Koass(M/pM)also p = p;
fiir ein j, p e Koass (M).

Satz 3.2. Ist R lokal und sind in M = @ M, alle Koass(M,) endlich, so hat
iel
Koass (M) eine endliche finale Teilmenge.
BEWEIS. Zeigen wir Punkt (b) des Lemmas, und sei dazu im 1. Schritt p = 0,
d.h. Reinlokaler Integrititsring und () Koass (M) = 0. Wiire 0 ¢ Koass (M), d.h.

M° = [](My) ein Torsionsmodul, gibe es nach [3, Corollary 5.6] eine koend-

iel

liche Teilmenge J von I mit AnnR<H M,‘-’) +0.Mitd= @ M;undB= @ M,
ieJ iel\J ieJ
folgt M = A @ Bundr B = Ofiireinr % 0, und nach Voraussetzung ist Koass (4)

endlich. Wire ﬂ Koass(A4) £ 0, folgte mit 0 + se ﬂ Koass(A4) auch 0 £ r se
() Koass (M) entgegen der Annahme. Also ist () Koass(4) = 0, 0e Koass (4),
und 0 e Koass (M) ist der gewiinschte Widerspruch.

Sei im 2. Schritt nur p = () p,, alle p, € Koass(M). Aus p = () Koass(M/p M)
folgt ﬂ Koassg,, (M/p M) = 0, und weil alle M;/p M; auch als R/p-Moduln nur
endlich viele koassoziierte Primideale haben, gilt nach dem ersten Schritt
0eKoassg, (M/p M), d.h. peKoass(M).

Das Problem, ob Koass (M) liber einem lokalen Ring R stets eine endliche finale
Teilmenge hat, 14Bt sich im folgenden Sinn auf die Vervollstandigung R zuriick-

fiihren: Hat Koassg (R ® M) eine endliche finale Teilmenge, so auch Koass (M).
Das folgt unmittelbar alfls der
PrOPOSITION 3.3. Ist R lokal und M ein R-Modul, so gilt
Koass(M) = {Z nR| PeKoassg (R ? M)}.

BeEwers. Istp e Koass(M),alsop = Anng(M/B)und M/B artinsch, zeigten wir
im ersten Beweisschritt von (2.9), daB p = 2 N R ist mit 2 € Koassz (M/B), und
weil z(M/B) =~ R ® M/B epimorphes Bild von R % M ist, folgt #eKoassg

R
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(R ® M). Umgekehrt gibt es zu jedem 2 eKoassgz(R ® M) = Assg(Homjy
R R

(R® M, E)) = Assz(M°)einf e M° mit 2 = Anng(f),sodaB 2 n R = Anng(f)
R
ist, also 2 N Re Ass(M°) = Koass (M).

Andererseits hiangt die Frage, wann Koass (M) eine endliche finale Teilmenge
hat, eng mit dem Problem zusammen, wann iiber einen lokalen Integritdtsring
R das Matlis-Duale M° ein Torsionsmodul ist. (Es ist leicht zu sehen, dal3
letzteres dquivalent damit ist, daB jeder teilbare Faktormodul von M verschwin-
det, oder auch damit, daB jeder artinsche Faktormodul von M beschrinkt ist). Ist
niamlich M° ein Torsionsmodul und hat zusitzlich Koass (M) eine endliche finale
Teilmenge, gibt es nach (1.2) ein 0 & re R, so daBl r M endlich erzeugt ist. Falls
also M und M° Torsionsmoduln sind, muB — unter derselben Zusatzbedingung
an Koass (M) — M bereits beschrinkt sein. Im folgenden Sinn ist diese Zusatz-
bedingung sogar notwendig:

PROPOSITION 3.4. Fiir einen lokalen Ring R sind dquivalent:

(i) Fiir jeden Integritdtsring A, der epimorphes Bild von R ist, gilt: Ist X ein
A-Modul, so daff X und X° Torsionsmoduln sind, so ist X bereits beschrdnkt.
(i) Fiir jeden R-Modul M hat Koass (M) eine endliche finale Teilmenge.

BEWEIS. (i — ii) Nach (3.1)ist zu zeigen, daB aus p = () p;, alle p, e Koass (M),
folgt p € Koass (M). Die erste Gleichung bedeutet iiber dem Faktorring 4 = R/p
fir den A-Modul M = M/p M, daB () Koass,(M) = 0 ist. Angenommen p ¢
Koass (M), so ist 0 ¢ Koass 4 (M), d.h. (M)° ein Torsionsmodul. Wihlt man einen
freien A-Untermodul F von M, so daB X = M/F torsionsvoll ist, sind auch F°
und X° Torsionsmoduln. Das erste bedeutet, daBB F keine teilbaren Faktor-
moduln hat, also endlich erzeugt ist, das zweite nach Voraussetzung, dal X
beschrinkt ist, d.h. a M < F fiir ein 0 4 ae 4. Weil Koass, (M) nicht nur aus
dem maximalen Ideal besteht, folgt () Koass,(M) = () Koass,(M/a M) # 0,
und das ist unmoglich.

(it — 1) Sind 4 und X wie angegeben, hat auch Koass 4 (X) eine endliche finale
Teilmenge, so daB nach den Vorbemerkungen X beschridnkt sein muB.

4. Die koassoziierten Primideale des R-Moduls Rj.
Ist R ein (wie stets noetherscher) Integritdtsring und S eine multiplikative Teil-
menge von R\ {0}, so ist M = Rgein flacher R-Modul, also nach Beispiel 2 oben

Att(M) = {peSpec(R)|pn S = I}

Die maximalen Elemente von Att (M) gehoren natiirlich (bei jedem R-Modul) zu
Koass(M), aber es kann noch weitere Elemente in Koass (M) geben. Deren
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Bestimmung fiihrt auf die Frage, wann der R-Modul M = Rg im Quotienten-
korper K von R klein ist (d.h. aus W+ M = K stets folgt W= K). Fiir den Fall,
daBl Ry semilokal ist, konnen wir das in (4.3) entscheiden und damit auch
Koass(Rg) in (4.5) berechnen.

In den beiden folgenden Hilfssitzen sei A ein Integritdtsring, fir den keine
Kettenbedingungen vorausgesetzt werden, und K sein Quotientenkorper. Da die
Beweise vollig elementar sind, liberlassen sie wir dem Leser.

HILFsSATZ 4.1. Seien S,, S, zwei multiplikative Teilmengen von A\ {0} und sei
S =8, N S,. Dann sind dquivalent:

() Esist As, + As, ein Unterring von K und Ag N As, = As.
(i) Ist q ein Primideal von A mit qnS =, so folgt qnS, = & oder
ansS, =4d.
(ii)) Je zwei s, €8S, s, €S, erzeugen im Ring Ag das Einheitsideal.

HILFSSATZ 4.2. Seien S,, S, zwei multiplikative Teilmengen von A\{0}, so da8
die Ringe As und Ag, semilokal sind. Dann gilt:

(@) As, + As, ist ein Unterring von K.
(b) Genaudannist As + As, = K, wenn jedes Primideal + 0 von A entweder S,
oder S, trifft.

BEMERKUNG. Ist einer der beiden Ringe Ag , As, nicht semilokal, braucht
(4.2, a) nicht mehr zu gelten. Ist z.B. x € 4 ein Primelement, so dal der Ring A/(x)
nicht lokal ist, gilt fiir jedes Primideal p mit xep, daB 4, + A, kein Unterring
von K ist.

LEMMA 4.3. Sei R ein Integrititsring mit Quotientenkorper K und sei S eine
multiplikative Teilmenge von R\ {0}, so daf Rs semilokal ist. Falls dann Ry als
R-Modul klein in K ist, folgt bereits R = Rg.

Bewgrs. Es ist zu zeigen, daB jedes x € S Einheit ist. Wire (x) % R, folgte fiir
einen minimalen Primdivisor p von (x) nach dem Krull'schen Hauptidealsatz
h(p) = 1, so daB jedes Primideal + 0 entweder R\p oder S trifft. Nach (4.2, b) ist
dann R, + Rs = K, wegen der Kleinheit also R, = K, und das ist unméglich.

FOLGERUNG 4.4. Sei R ein Integritiitsring, N ein torsionsfreier R-Modul und
M ein kleiner Untermodul von N, so daB M radikalvoll und Koass (M) endlich ist.
Dann folgt bereits M = 0.

Bewes. Die injektive Hiille von N hat die Form K”, und wire M # 0, gibe es
eine Projektion K 2> K mit n(M) % 0. Wir konnen also gleich R ¢ M und
M klein in K annehmen (und miissen das zum Widerspruch fiihren). Mit
S = R\ | JKoass(M) ist R = M, also nach dem Lemma R = Rg. Das bedeutet
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mn S = ¢ fiir jedes maximale Ideal m, d.h. Q « Koass(M). Andererseits war
M radikalvoll, also Q n Koass (M) = &, und beides zusammen ist unmoglich.

SATZ 4.5. Sei R ein Integritdtsring und S eine multiplikative Teilmenge von
R\ {0}, so dap Rs semilokal ist. Dann gilt

Koass(Rs) = {peSpec(R)| pn S = &,
und falls p ¢ Q, gibt es einp c m,e Qmit m, N S + J}.

BEwEIs. “c” Fiir jedes Ideal a von R gilt: Ist m n S = ¢ fiir alle maximalen
Ideale m mit a = m, so folgt R + a Rg = Rg(denn jedes se S istim Ring R = R/a
invertierbar, und mit F§=1, dh. 1 —rseaq, wird r + (1 —rs)/s = 1/s die
gewiinschte Zerlegung). Ist daher p e Koass(Rg) kein maximales Ideal, muB3
R + pRg % Rgsein,alsom, N S F fiirein p c m e Q.

“5” Sei pe{}. Falls pe, folgt aus Rg/p Rg # 0 sofort p e Koass(R;). Falls
p ¢ 2, folgt aus der Voraussetzung, daB im Integrititsring R = R/p das maximale
Ideal m, die multiplikative Teilmenge § = {§|se S} trifft, also § nicht nur aus
Einheiten besteht, d.h. R § Ry ist. Weil der Ring Rg = Rg/p Rg semilokal ist,
kann R nach (4.3) nicht klein im Quotientenkdrper von R sein, hat also einen
teilbaren Faktormodul # 0, und das heiBt 0eKoassz(Rs), p e Koass (Rg) wie
gewiinscht.

Fiir spezielle multiplikative Teilmengen S 1aBt sich Koass (Rg) noch expliziter
angeben. Ist a ein Ideal # R, so daB nur endlich viele maximale Ideale iiber
aliegen, folgt mit S = 1 + a,daB Rgsemilokal ist, und ein Primideal p trifft genau
dann S, wenn p + a = R ist. Nach dem Satz ist daher

Koass(Rs) = {peSpec(R)| p + a £ R,
und falls p ¢ Q, ist (p + a)/p nicht klein in R/p}.

Speziell bei a = m ist Rg = R_, und man erhilt:
FOLGERUNG 4.6. Ist R ein Integritdtsring und m ein maximales Ideal, so gilt
Koass(R,,) = {m} w {p & m| R/p ist nicht lokal}.

Auch dann wird die Berechnung von Koass(Rg) in (4.5) einfach, wenn der
R-Modul R radikalvoll ist. Jedes m e Q trifft dann §, so daB in diesem Fall

Koass(Rs) = {peSpec(R)|pn S = &} = Att(Ry)
ist. Speziell bei S = R\q, q¢ 2 erhélt man:

FOLGERUNG 4.7. Ist R ein Integritdtsring und q ein Primideal, aber kein maxi-
males Ideal, so gilt Koass(R,) = {peSpec(R)|p < q}.
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