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Moduln mit Koprimarzerlegung

Von Helmut Zoschinger

Vorgelegt von Otto Forster in der Sitzung vom 15. Dezember 1989

Einleitung

Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul M heilt koprimdr,
wenn M =+ 0 ist und wenn flr jedes x € R entweder x M = M oder
x*M =0 ist fir ein e> 1. M heiBt darstellbar, wenn M Summe von
endlich vielen koprimiren Untermoduln ist. Eine Darstellung
M=1U, +... + U, inder alle U; koprimir sind, heit nach Kirby
[2] eine Koprimdrzerlegung, nach MacDonald [3] auch eine Sekun-
dirdarstellung von M. Beide Autoren untersuchen die Existenz und
Eindeutigkeit einer solchen Darstellung — analog zur klassischen
Nocther-Lasker-Theorie der Primirzerlegung von noetherschen
Moduln. Sie zeigen insbesondere, daf jeder artinsche Modul darstell-
bar ist. Nach Sharp ([4] Theorem 2.3) ist Giber einem noetherschen
Ring auch jeder injektive Modul darstellbar.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, iiber einem noetherschen
Ring R weitere Klassen darstellbarer Moduln anzugeben und sie im
1-dimensionalen Fall vollstindig zu beschreiben. Dabei erweisen sich
die beiden folgenden Reduktionen als sehr nitzlich:

(1.5) Sei M ein R-Modul und P(M) der radikalvolle Anteil von M (d. h.
der grofite Untermodul von M, der keine maximalen Untermoduln
besitzt). Genau dann ist M darstellbar, wenn P(M) darstellbar ist und
snomss o 050 Idoal b sios R gilt, so daf R/b artirscl ist sursd Arsesy, (b) 1
P(M) = M.

(1.7) Sei M ein R-Modul und S eine multiplikative Teilmenge von R, so
dafs alle Elemente von S bijektiv auf M operieren. Genau dann ist M
als R-Modul darstellbar, wenn Mg als Rg-Modul darstellbar ist.

Obwohl beide Aussagen einfach zu beweisen sind, liefern sie eine
Fille bisher nicht bekannter Beispiele, und die zweite erlaubt die
Behandlung aller R-Moduln von endlicher Goldie-Dimension:
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(2.4) Ein R-Modul M von endlicher Goldie-Dimension ist genau dann
darstellbar, wenn auf jedem Faktormodul von M die Nichtnullteiler
bijektiv operieren.

Insbesondere ist jeder radikalvolle Minimax-Modul darstellbar.

Mit Hilfe der Menge Att(M) = {p € Spec(R) | p ist Annullator cines

Faktormoduls von M } erhilt man folgendes hinreichende Kriterium:

(3.2) Sei M ein R-Modul, so daf} Att(M) diskret ist (d.h. aus py < py in
Att(M) stets folgt py = py). Dann ist M darstellbar.

Mit ihm folgt, daB im Falle dim(R) £ 1 jeder radikalvolle R-Modul
darstellbar ist, also in der obigen Aussage (1.5) nur mehr die Existenz
des Ideales b gefordert werden muB. In diesem Falle ist auch die
Klasse aller darstellbaren R-Moduln gegeniiber Gruppenerweiterun-
gen abgeschlossen (fiir ein Gegenbeispiel bei dim(R) > 1 siehe 3.5).

Jeder darstellbare R-Modul besitzt nach ([3] p. 34) eine Komposi-
tionsreihe mit koprimiren Faktoren, und fiir die Charakterisierung
dieser (im Fall dim(R) > 1 schwicheren) Eigenschaft erinnern wir an
folgende Begriffe: Fiir jeden R-Modul M ist Koass(M) = {p €
Spec(R) | p ist Annullator eines artinschen Faktormoduls von M } (sie-
he [7] p. 16), und fiir jede Gabriel-Topologie & auf R (siche [5]
p. 146) ist Hy (M) = n {a M | a € 8 }. Damit zeigen wir in

(4.2) Fiir einen R-Modul M * 0 sind dquivalent:

(1) M besitzt eine Folge von Untermoduln 0 = My E M £ ... &
M, = M, in der alle Faktoren M;/M;_, koprimdr sind.
(1) Koass(M) ist endlich, und fiir jedes Ideal a von R ist die absteigen-
de Folge M >aM> M >a®M > ... stationdr.
(ili) Zu jeder Gabriel-Topologie & auf R gibt es ein b € & mit
Hg (M) =b M.

Die in (ii) auftretende abstcigende Kettenbedingung spielt in der
ganzen Arbeit cine zentrale Rolle, und abschlieRend heschreibhen wir
im Falle dim(R) £ 1 alle R-Moduln, die ihr geniigen.

R ist stets ein kommutativer noetherscher Ring. Die modultheore-
tischen Bezeichnungen sind so, wie sie in ([7] p. 2-3) vereinbart wur-
den.
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1. Grundtatsachen iiber koprimaire und darstellbare Moduln

Fiir jeden R-Modul M gilt Koass(M) < Att(M), und wir zeigen in
(1.4, a), daB bei darstellbaren Moduln beide Mengen ibereinstim-
men. Weil jeder Primdivisor des Ideales Anng(M) ein Element
von Att(M) ist, gilt N Att(M) \/AnnR(M') wihrend fiir a=
N Koass(M) im allgemeinen nur r\ a' M = 0 ist. Mit Hilfe der Menge

Att(M) lassen sich die koprlmaren R-Moduln sehr einfach beschrei-
ben:

Lemma 1.1. Fiir einen R-Modul M und ein Primideal p von R sind
dquivalent:
(1) M ist p-koprimar.
(i) Aee(M) = {p}.
(iii) Koass(M) = {p} und p* M = 0 fiir ein e > 1.

Beweis. (i—1i) Fir jeden koprimiren Modul M ist \/Anng(M)
ein Primideal, sagen wir p, und M heilt dann p-koprimdr. Ist nun q €
Att(M), 9 = Anng(M/U), folgt Anng(M) < qund x M + M fir alle x
€ q, alsop = qund q € p. (i1 — iii) Nur die zweite Aussage ist noch zu
zeigen, und die folgt aus p = YV Anng(M). (ili — i) Fiir jeden R-Modul
N gilt U Koass(N) = {x € R|x N # N}, so daB hier aus x M ¥ M
stets folgt x* M = 0, also M koprimir ist und VVAnng(M) = p.

Folgerung 1.2. Sei M ein R-Modul und p ein Primideal von R. Dann
gilt: (a) Ist p ein maximales Element von Att(M), so sind die Faktormoduln
MM M (i=1, 2, 3,...) alle p-koprimdr. (b) Ist U ein Untermodul von
M, so daf8 U und M/U p-koprimdr sind, so ist auch M p-koprimdr. (c) Ist
M die injektive Hiille von R/p und a ein Ideal von R, so gilt fiir
U7 = M [a] =Anna(a): Genau dann ist Ul p-koprimdr, wenn p ein minima-
ler Primdivisor von a ist.

Beweis. (a) folgt sofort mit (ii), ebenso (b) wegen Att(M) <
Att(U) u Att(M/U). Bei (c) ist U = Hompg(R/a, M), also nach dem
Beweis von ([7] Folgerung 3.3) Att(U) = {q € Ass(R/a)|q = p}, so
daB Att(U) = {p} dquivalent ist mit a = p und h(p/a) =

Die nichste Folgerung wurde fiir den Spezialfall A = R von Sharp
in ([4] Theorem 2.3) bewiesen:
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Folgerung 1.3. Ist M ein injektiver und A ein endlich erzeugter R-
Modul, so ist Homp(A, M) darstellbar.

Bewels Bei A # 0 kann man irreduzible Fqktoren A/A; wihlen,
so daf m A; = 0ist, und der Monomorphlsmus A— H (A/A) indu-
ziert emen Epimorphismus I_T Hompg(A/A;, M) — I—IomR(A M). Fir
jedes H; = Homp(A/A,, M) ist wieder nach ([7] Folgerung 3.3)
Att(H)={q € Ass(A/A)|M[q] # 0}, wegen|Ass(A/A)|=1
also | Att(H)) | £ 1, d.h. nach dem Lemma H; Null oder koprimir.

Damit ist I__QI1 H; darstellbar, also auch der Faktormodul Hompg(A4, M).

Lemma 1.4. Fiir jeden darstellbaren R-Modul M gilt:

(a) Koass(M) ist endlich und stimmt mit Att(M) iiberein.

(b) Zu jeder Zerlegung Koass(M) = X Y gibt es einen darstellbaren
Untermodul U von M mit Koass(U) = X und Koass(M/U) = Y.

(¢) Zu jedem Ideal a von R gibt es ein e > 1 mit M[a*] + a M = M.

(d) Der radikalvolle Anteil P(M) ist wieder darstellbar und der reduzierte
Anteil M/P(M) ist koatomar und halbartinsch. Auferdem ist P(M)
koabgeschlossen in M.

Beweis. Fir M = 0 sind alle Aussagen klar, so daB} gleich M+ 0
sei und M = U; + ... + U, eine Koprimirzerlegung von M, in der
kein U; tiberflissig ist.

(a) Mit  p; = VAnng(U) Dbehaupten wir, daB Koass(M)
= Att(M) = {py, . .., P } ist. Der Epimorphismus U; X ... X U, —
M liefert fir jedes g € Att(M), daB q € Att(U)) = {p;} istfiireinj €
{1, ..., n}, also Koass(M) c Att(M) = {p), ..., p,}. Bein=11st
man fertig. Bein > 2 gilt fiir jedes i € {1,...,n}tmitA;=U +
+ U +...+ U, daB M/A; # 0, also als Faktormodul von U; eben-
falls p-koprimir ist, und es folgt {p;} = Koass(M/A,) = Koass(M).

(b) Schreibt man Koass(M) = {qy, ..., q, } mit paarweise verschie-
denen q;, so ist flir jedes j € {1, ..., k} der Untermodul V; =X
{Uilie {1, ..., n}undp; =q;} ebenfalls g-koprimir und M = V,

. + V. Bei der angegebenen Zerlegung von Koass(M) kénnen
wir gleich X = {q;, ..., 9} und Y= {q,41, ..., 9} annchmen, und
dann leistet U = V; + ... + V, das Gewiinschte: Die Epimorphis-
men V; X ... X V;— Uund Vi, X ... XV, — M/U zeigen, dal}
Koass(U) < X und Koass(M/U) < Y ist, und darin gilt beide Male
Gleichheit (wegen Koass(M) < Koass(U) u Koass(M/U)).
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(c) Man kann gleich a M #+ M annchmen und dann die U; so
numerieren, daB a U; # Uistfiiri e {1, ..., s} und a U; = U; fiir die
restlichen i. Es folgt a = \V/Anng(U), also U; = M [a°] fur ein gemein-
sames e > 1 und alle i £ 5, und daraus M [a] + a M = M.

(d) Sei gleich P(M) = M und Uy, ..., U, nicht radikalvoll, U;
radikalvoll fur alle i > s. Zu jedem i £ s gibt es dann ein maximales
Ideal m; und ein ¢; > 1 mit m{’. U; =0, mit b = m§' ... m¢ folgt U; =
M[b] fiir alle i £ 5, mit B = Z U; also M [b] + B M Weil R/b
artinsch ist und P(M)/B durch b annulliert wird, folgt bereits B
= P(M), also die erste Behauptung, und als Faktormodul von M[b] ist
auch M/P(M) koatomar und halbartinsch. Ist schlieBlich A ein Un-
termodul von P(M) und P(M)/A klein in M/A, wird M/A als wesent-
liche Uberdeckung von M/P(M) ebenfalls koatomar, hat also nach
([6] Lemma 1.1) keine radikalvollen Untermoduln, und es folgt
P(M)/A =0, d.h. P(M) ist koabgeschlossen in M.

Folgerung 1.5. Ein R-Modul M ist genau dann darstellbar, wenn P(M)
darstellbar ist und wenn es ein Ideal b von R gibt, so dafi R/b artinsch ist und
M [b] + P(M) = M.

Beweis. Ist M darstellbar, so haben wir bei P(M) #+ M im letzten
Teil (d) ein solches Ideal b konstruiert, und bei P(M) = M setze man b
= R. Bei der Umkehrung bleibt zu zeigen, dal N = M [b] darstellbar
ist: Fir jedes me Qist L, (N) = 2 N [m'] héchstens dann ungleich
Null, wenn b < mist, und mit mé + b= me*' + b folgt, daBB m*- L, (N)
radikalvoll, also Null ist. In der Zerlegung N = n@? «(IN) sind also
fast alle Summanden Null und die restlichen koprimir.

In dem Spezialfall, daB M reduziert, d. h. P(M) = 0 ist, erhilt man:

Folgerung 1.6. Ein reduzierter R-Modul M ist genau dann darstellbar,
wenn R/Anng(M) artinsch ist.

Bemerkungen zum Lemma. 1) Aus Punkt (b) folgt fiir einen be-
liebigen R-Modul M: Ist Y eine endliche Teilmenge von Koass(M), so
gibt es einen Untermodul U von M mit Koass(M/U) = Y. (Zum
Beweis wihle man einen artinschen Faktormodul M/M, mit Y <
Koass(M/M,) und wende auf ihn (b) an.) Aber fiir unendliche Y gilt
das nicht mehr Ist z. B. (R, m) ein lokaler Integrititsring mit dim(R)
>lund M= U’ R/m!, so gibt es unendlich viele, paarweise verschie-
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dene Primideale py, s, p3, ... der Hohe 1, Y = { py, p, b3, ... } ist
einc Teilmenge von Koass(M) = Spec(R), aber nach ([8] Folgerung
1.6) existiert Gberhaupt kein R-Modul N mit Koass(N) = Y. Ist
schlieBlich X eine nichtleere Teilmenge von Koass(M)\{m}, so gibt
es, weil M reduziert ist, keinen Untermodul U von M mit Koass(U)
= X.

2) Definiert man die zwei folgenden Klassen .4 und .4’ von R-
Moduln durch M € .4 & Zu jedem Ideal a von R gibt es ein e > 1 mit
M+ aM=M, Me & <> Zujedem Ideal a von R gibtes ein e > 1
mit a* M = a°*! M, so gehdrt nach Punkt (c) jeder darstellbare R-
Modul zu %, und natiirlich ist £ = .#'. Der Hauptvorteil der Klasse
A ist, daB sie gegentiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist
(nicht aber %, siche Beispiel 3.5). Genauer zeigen wir in Abschnitt 4,
daB fir den Ring R dquivalent sind: (i) .2 = .&'. (ii) ¢ ist gegen-
iiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen. (iii) dim (R) £ 1. — Ist
M e 4, folgt aus M[x] = O auch x M = M, d. h. auf M operiert jeder
Nichtnullteiler bijektiv.

Lemma 1.7. Sei M ein R-Modul und S eine multiplikative Teilmenge
von R, so daff alle Elemente von S bijektiv auf M operieren. Genau dann ist
M als R-Modul koprimdr (darstellbar), wenn Mg als Rg-Modul koprimdr
(darstellbar) ist.

Beweis. Bei beliebigem S ist die Abbildung Attg (M) 3 7 I—
Z N R € Attg(M) wohldefiniert und injektiv. Falls also M # 0 und
M p-koprimir ist, muB nach (1.1) p 0 S = @ und Mj; als R-Modul
p Rs-koprimir sein (siche auch [3] p. 27). Falls aber M eine Darstel-
lung M = U, + ... + U, mit koprimiren U, besitzt, sind in M5 =
Ujs + ... + U,s wie eben alle U;s Null oder koprimir, so dal M
auch als Rg-Modul darstellbar ist.

Operieren nun alle ¢ € S huektiv anf M wird die abhige Ahhilding
Attp (Ms) — Attp(M) auch surjektiv, und wieder mit (1.1) folgt die
Behauptung tiber ,koprimir®. Hat aber M; eine Darstellung Mg =
X, + ... + X, mit koprimiren Rs-Untermoduln X;, folgt mit U; =
{aeM|1Te X;},daBM=U, + ...+ U,ist, daB jedes U; ein S-
teilbarer Untermodul von M mit U = X ist, also wie eben Uj als R-
Modul koprimir und damit M darstellbar ist.

Folgerung 1.8. Jeder radikalvolle unzerlegbare R-Modul ist koprimadr.
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Beweis. Ein Modul M heiBt bekanntlich unzerlegbar, wenn M =+ 0
ist und aus M = U, + U, stets folgt U; = M oder U, = M. In diesem
Fallistp = { x € R|x M # M } ein Primideal und Koass(M) = {p},
auBlerdem gibt es ein m € €2 derart, daf fiir alle 0 # a € M der Ring R/
Anng(a) lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m ist (siche [7] p. 3).
Damit erfiillt S = R\m die Voraussetzungen im Lemma, denn zu
jedem a € M und s € Sist (s) + Anng(a) = R, d.h. a = r s a fir ein
r € R. Ist M zusitzlich radikalvoll, zeigt die letzte Formel, daB auch
M als Rs-Modul radikalvoll und unzerlegbar ist, mit Koassg (Ms) =
{2} folgt jetzt, weil R lokal ist, nach ([8] Folgerung 1.3) 7**-Ms =
0, so daB Mj als Rs-Modul koprimir ist, also auch M als R-Modul.

Folgerung 1.9. Sei M ein R-Modul von endlicher Goldie-Dimension,
sei Ass(M) diskret und operiere auf M jeder Nichtnullteiler bijektiv. Dann
gilt fiir jeden endlich erzeugten R-Modul A, dafi Homg(A, M) darstellbar
ist.

Beweis. Jedes Element von S = R\UAss(M) operiert auf M bijek-
tiv, also auch auf H = Hompg(A, M). Nach dem Lemma gentigt es zu
zeigen, daBl Hj als Rg-Modul artinsch ist: Klar ist auch Mg als Rs-
Modul endlich-dimensional, und weil Ass(M) endlich und diskret ist,
ist jedes 7€ Assp(Ms) ein maximales Ideal im Ring Rs, d.h. M
halbartinsch. Nach Matlis ist deshalb Mj sogar artinsch, also auch
HOmRS(As, Ms) = Hs.

Folgerung 1.10. Sei p ein Primideal von R, M die injektive Hiille von
R/p und S = R\p. Ein Untermodul U von M ist genau dann darstellbar,
wenn U S-gesdttigt in M ist.

Beweis. Weil jedes s € S auf M bijektiv operiert, ist nach dem
Schlangenlemma (M/U) [s] = U/s U. Allein aus U € .#' folgt daher,

daBB M/U S-torsionsfrei, d.h. U S-gesittigt in M ist, und aus dem
letzteren folgt mit A = R und U statt M in (1.9), daB3 U darstellbar

ist. (Es entsprechen also die darstellbaren Untermoduln von M gera-
de den Ry-Untermoduln von M, und mit Hilfe von (1.1) sieht man
jetzt sofort, daBl die p-koprimiren Untermoduln von M gerade den
endlich erzeugten R-Untermoduln # 0 von M, entsprechen.)
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2. Darstellbare Moduln von endlicher Goldie-Dimension

Auf jedem darstellbaren R-Modul M opericren die Nichtnullteiler
bijektiv, und in Spezialfillen (siche 1.9) ist diese Eigenschaft sogar
charakteristisch. Im allgemeinen ist sic aber viel schwicher, z. B.
besitzt sie iiber einem lokalen Ring (R, m) jeder R-Modul M mit
L.(M) # 0. Definiert man die folgende Klasse .4 ” von R-Moduln
durch M € £ " & Auf jedem Faktormodul von M operieren die Nicht-
nullteiler bijektiv, so gilt nach der Bemerkung 2 zu (1.4) .4 < .4 ",
und das Hauptergebnis von Abschnitt 2 lautet, daBl jeder Modul
M e 2" von endlicher Goldie-Dimension bereits darstellbar ist. Zu-
sitzlich wollen wir in (2.4) die Darstellbarkeit von M durch die Lage
von M in seiner injektiven Hiille Q beschreiben. — Mit L (M) = él
M [x'] gehdrt M genau dann zu A4 ", wenn L (M) + x M = M ist fiir
alle x € R, d.h. wenn es zu jedem x € R und a € M eine Gleichung
x"a—x b) = 0 gibt mit be M, n>1. Aus dieser elementweisen
Beschreibung folgt sofort, daB3 die Klasse .4 " gegeniiber Gruppen-
erweiterungen und beliebigen direkten Summen abgeschlossen ist
und jeder halbartinsche Modul (als Summe seiner artinschen Unter-
moduln) zu ihr gehdrt. — Auch fiir nichtzyklische Ideale a definieren
wir Ly(M) = él M [a'], und bekanntlich heiit M a-torsion (bzw. a-
torsionsfrei), wenn L,(M) = M (bzw. L,(M) = 0) ist.

Lemma 2.1. Fiir jeden R-Modul M € . £ " gilt:
(a) N Koass(M) <« N Ass(M).
(b) Jeder koatomare Faktormodul von M ist halbartinsch.
(c) Fiir jede Erweiterung M < N und jedes zyklische Ideal a von R gilt
L(N/M) = (Ly(N) + M)/M.
(d) Ein Untermodul U von M gehort genau dann zu . # ", wenn fiir jedes
zyklische Ideal a von R gilt Ly(M/U) = (Ly(M) + U)/U.

Beweis. (a) Zu p e Ass(M), also R/p= U < M, wihlec man in
der Menge { V= M|V n U = 0 } ein maximales Element V,, und
aus Ass(M/V,) = { p } folgt fiir jedes s € R\p nach Voraussetzung
s M/V, = M/V,, fir jedes q € Koass(M/V,) also q < p, insbesondere
N Koass(M) c p.

(b) Man kann gleich M als koatomar annehmen, und wihlt man
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zu p € Ass(M) die Untermoduln U und V, wie in (a), folgt aus Koass
(M/Vo) < & speziell p € Q.

(c) zu a€ L(N/M), d.h. x* a € M fiir ein e> 1, gibt es nach
Voraussetzung eine Gleichung x"(x*a — x*b) = Omitbe M, n 1,
und damit ist a — b € Ly(N), also a € (Ly(N) + M)/M.

(d) Gelte L (M/U) = (Ly(M) + U)/U fiir alle zyklischen Ideale a.
Um U e . 4" zu zeigen, sei x € R und a € U: Nach Voraussetzung
gibt es eine Gleichung x"(a — x b) = 0 mit be M, n>1, aus
be L(M/U) = (Ly{(M) + U)/U folgt x™(b — b)) = 0 mit b, € U,
m > n, und daraus wie gewiinscht x"(a — x b;) = 0. Die Umkehrung
folgt sofort mit (c).

Die ,,Rechtsexaktheit” von L, in Punkt (¢) kann man nicht fir alle
Ideale a von R zeigen: In Beispiel (3.5) wird ein lokaler Integrititsring
(R, m) und eine Erweiterung M = N angegeben, in der M teilbar (also
gewiB aus £ ") ist und Ly(N) = 0, L,(N/M) # 0. Unter folgender
Zusatzbedingung an Ass(M) erhilt man aber:

Lemma 2.2. Ist M € £ " und Ass(M)N\Q endlich, so gilt fiir jedes Ideal
a von R:
(a) Ly(M) + aM = M.
(b) Ly(N/M) = (L(N) + M)/M fiir jede Erweiterung M < N.

Beweis. (a) folgt unmittelbar aus (b), denn mit M, = a M ist auch
M, € 4" (als Faktormodul von M™) und Ass(M,)\£2 endlich, also
(Ld(M) + M,)/M, = L(M/M,) = M/M,.

Beim Beweis von (b) seiim 1. Schritt sogar Ass(MN\Q = @, d. h.
M halbartinsch. Dann gilt fiir jeden Untermodul U von M, dafl
Ass(M/L(M) + U) c Ass(M/L(M)), also M/L(M) + U a-torsions-
frei ist, d.h. L{(M/U) = (L(M) + U)/U. Um die entsprechende
Formel fir M < N zu zeigen, sei Ni/M = L(N/M) und V, cin maxi-
males Element in der Menge { Ve Ny | VA M =0}. Ass(N,/V,) =
Ass(M) = Q zcigt, daBl auch N,/ V, halbartinsch, also nach dem vor-
hergechenden Ly(Ny/ V) + (M -+ V)/V, = Ni/V, ist. Mit No/V, =
LN/ V,) heiit das N, + M = N, und weil die kanonische Abbil-
dung N, — N,/V, X N,/M injektiv ist, ist auch N, a-torsion, also
L(N)) + M = N,.

Seiim 2. Schritt nur M € £ " und Ass(M)\L2 endlich. Fiir jedes
e>1sei N/M = (N/M) [¢], und kénnten wir L(N,) + M = N,
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zeigen, folgte aus Ly(N) + M o N, fur alle e > 1 auch (L (N) + M)/M
> f'>il (N/M) = Ly(N/M) wie gewiinscht. Statt N, schreiben wir ab
jetzt wieder N und wollen zusitzlich a°* N/M = 0 annehmen. Mit
dem gréBten halbartinschen Untermodul L(M) = @ L,(M) von M
ist nach Voraussetzung Ass(M/L(M)) endlich, mit M,/L(M) = L,(M/
L(M)) also auch Ass(M/M,) endlich, und weil M/M; a-torsionsfrei
ist, gibt es ein x € a, das kein Nullteiler auf M/M; ist. Wegen M
€ .# " operiert x, also auch x* bijektiv auf M/M, es folgt Exth(N/M,
M/M)) = 0, und in V/M; @ M/M; = N/M, ist a*- V/M; = 0, also
auch V/L(M) a-torsion. Nach dem ersten Schritt ist L,(V) + L(M) =
V, also Ly(V) + M = N wie gewiinscht.

Bemerkung. Im Fall dim(R) £ 1 ist die Zusatzbedingung an
Ass(M) automatisch erfullt, so daB fir jeden R-Modul M € 2 " die
Punkte (a) und (b) gelten (siehe auch 3.9).

Lemma 2.3. Ist U ein artinscher Untermodul von M und M/U darstell-
bar, so ist auch M darstellbar.

Beweis. Sei zuerst M/U g-koprimir. Fiir ein Komplement V,
von Uin M, d.h. ein minimales Element in der Menge { V< M| VV
+ U= M} gilt dann Koass(l,) = Koass(M/U) = { q }, insbeson-
dere m q' V,=0. Aus q°- M/U = 0 folgt aber auch ¢° V, « U, daraus
Jv,= 0 fiir einf> e, und nach (1.1) bedeutet das, dafl V, g-koprimir
ist, also mit U auch V, + U = M darstellbar ist.

Ist M/U nur darstellbar, folgt mit einer Koprimarzerlegung M/U
= M/U+ ...+ M,/U, daBl nach dem ersten Schritt alle M; darstell-
bar sind, alsoauch M = M; + ... + M,.

Satz 2.4. Fiir einen R-Modul M von endlicher Goldie-Dimension sind
dquivalent:
(1) M ist darstellbar.
() Me. 4"
(iti) Ist Q die injektive Hiille von M, so gilt L,(Q/M) = (L(Q) +
M)/M fiir alle Ideale a von R.

Beweis. (i—ii) ist klar, ebenso (ii—iii) nach (2.2, b), denn
Ass(M) ist endlich. Weil Q als injektiver Modul zu . Z " gehdrt, folgt
(iii — 1ii) nach (2.1, d), und es bleibt (i1 — 1) zu beweisen:
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Wegen M € £ " operieren alle Elemente von S = R\U Ass(M) auf
M bijektiv, so daB3 es nach (1.7) geniigt zu zeigen, dall My als Rs-
Modul darstellbar ist. Klar ist Mg als R¢-Modul wieder aus .4 " und
endlich-dimensional, auBerdem der Ring R semilokal, so dal wir
statt Rs wieder R schreiben und einen Induktionsbeweis iber n =
dim(R) fithren kénnen. Bei n = 0 ist M sogar artinsch. Bei n> 1
betrachten wir zuerst N = M/L(M) und T = R\uU Ass(N): Weil eine
Primidealkette p, £ 0y & ... § P, mit p, N T = @ unmoglich ist
(sonst wire p, ein maximales Ideal in R und p, € Ass(N)), ist dim(R7)
< n, also nach Induktion Nt als R—~Modul darstellbar, so daB nach
(1.7) auch N = M/L(M) als R-Modul darstellbar ist. Weil aber L(M)
artinsch ist, folgt mit (2.3) die Darstellbarkeit von M.

Folgerung 2.5. Sei M ein radikalvoller R-Modul, der der Minimalbe-
dingung fiir radikalvolle Untermoduln geniigt. Dann ist M darstellbar.

Beweis. Nach ([7] Satz 2.3) ist M von endlicher Goldie-Dimen-
sion, und fiir jedes x € R ist die absteigende Folge M > x M o x* M
> ... stationdr, d.h. M [x] + x M = M fiir ein e> 1. Also ist
M e 4", und (ii — i) liefert die Behauptung.

Ein Modul M heit bekanntlich Minimax-Modul, wenn M einen
endlich erzeugten Untermodul B besitzt, so daB M/B artinsch ist.
Dann sind in jeder absteigenden Folge M > U; > U, > U; o ... von
Untermoduln fast alle Faktoren U/U; ., endlich erzeugt, so daB M
insbesondere die Minimalbedingung fiir radikalvolle Untermoduln
erfiillt. Als Spezialfall von (2.5) erhilt man also:

Folgerung 2.6. Jeder radikalvolle Minimax-Modul ist darstellbar.

3. Moduln, fiir die Att(M) diskret ist

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes lautet, daB die in der Uber-
schrift angegebenen Moduln darstellbar sind. Mit seiner Hilfe wird
dann die Klasse aller darstellbaren R-Moduln im Falle dim(R) € 1
niher beschrieben.

Lemma 3.1. Sei M ein R-Modul und p € Spec(R) gleichzeitig minima-
les und maximales Element von Att(M). Dann gilt fiir V= {s M |s €
R\p }:
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(a) V ist der grofite p-koprimdre Untermodul von M.
(b) V ist das einzige Komplement von p M in M.
(c) Esgibteine> 1mitp* M =p"*' M, unddamitist V= Anng (p°M) - M.

Beweis. Weil R noethersch ist, gibt es ein e > 1 mit Anng(p M) =
Anng(p* "' M), und wir behaupten, daB p kein Primdivisor von ¢ =
Anng(p° M) sein kann: Andernfalls hitte man p = Anng(7) fiir ein
7€ R/c, aus T 0 folgte r ¢ Anng(p**' M), d.h. rt ¢ ¢ fiir ein t € p,
und das ist unméglich.

Ist nun p minimales und maximales Element von Att(M), folgt ¢ M
+ p M = M: Andernfalls hitte man ein q € Att(M) mit¢+ p = q, aus p
= q folgte ¢ < p, so daBl p auch minimal iber ¢ wire im Widerspruch
zur Vorbemerkung. Insbesondere erhilt man aus cp* M = 0, dal p* M
= p**! M ist. ¢ M ist sogar ein Komplement von p M, denn aus X <
cM, X+ pM= Mfolgtc X =M, also X = ¢ M, und derselbe Be-
weis zeigt, dal ¢ M das einzige Komplement von p M ist. Wegen
Koass (¢ M) = Koass(M/p M) = { p } ist ¢ M nach (1.1) p-koprimir,
insbesondere ¢ M = V, und wegen ¢ ¢ p hat man noch ein s, € ¢ N
R\p, so daB aus V = s, M = ¢ M folgt ¥V = ¢ M und alle drei Punkte
bewiesen sind.

Satz 3.2. Ist Att(M) diskret, so ist M darstellbar. Genauer gilt bei M =+ 0:
Sind qy, . . ., qp die paarweise verschiedenen Elemente von Att(M), so ist V;
= {sM]|s e R\q } der grofite qi-koprimdre Untermodul von M (1 £ i
ZLk)undesist M=V, + ...+ V.

Beweis. Nach (3.1, a) ist nur noch die letzte Behauptung zu
zeigen, und dazusei M’ = V1 + ... + V. Nach (3.1, b) gilt V, + q;M
=Mfiralle/{, mita=q; ... qalsoM +aM=M Ausa c
N Att(M) = VAnng(M) folgt aber a” M = 0 fireinn> 1, also M' =
M.

Zusatz. Ist Att(M) diskret und a ein Ideal von R, so hat aM genau
ein Komplement V in M, namltch V = Anng (m a' M) - M. Speziell ist
Anng (P(M)) - M@ P(M) =

Beweis. Weil Mdarstellbar ist, gibteseine > I mita* M =a**' M,
sodaBa Mund U = r\ a' M = a° M dieselben Summanden in M
haben. Mit I/ = Anng (U) M folgt IV + U = M: Andernfalls hitte
man ein q € Att(M) mit Anng(U) + a° < g, es folgte q € Att(U) (weil
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q minimal iiber Anng(U) ist) sowie ¢ U = U, und das ist unmdglich.
Fiir jeden weiteren Summanden X von U in M gilt aber Anng(U) - X
= Anng(U) M, also V < X, so daBB VV wie behauptet das einzige
Komplement von U in M ist.

Speziell zu P(M) gibt es nach (1.5) ein Ideal b mit b M = 6> M
= ... = PM), so daB nach dem vorhergehenden V =
Anng(P(M)) - M das einzige Komplement von P(M) in M ist. Bleibt
V' n P(M) = 0 zu zeigen: Bei P(M) = 0 oder P(M) = M ist das klar,
im nichttrivialen Fall aber wihle man die Numerierung der ¢;in (3.2)
so, daB die qy, ..., g, € Qsind und die q;4 4, ..., 9 § . Mit A =V
+ ...+ Viund B= V,4; +... + Vi gilt dann A+ B = M und
Anng(A) + Anng(B) = R, also sogar A@ B = M. Es folgt B = P(M)
und Anng(P(M)) - A = V, also auch A = V wie gewlinscht.

Lemma 3.3. Sei U ein Untermodul von M, so daf§ U und M/U darstell-
bar sind. Gelte zusatzlich, daf} aus p € Koass(U), q € Koass(M/U) und p
c q stets foigt p = q. Dann ist auch M darstellbar.

Beweis. Seizuerst M/U g-koprimir. Falls q ¢ Koass(U), folgt mit
V = Anng(U)-M, daB V+ U = M ist: Andernfalls hitte man
Anng(U) < q, dazu einen minimalen Primdivisor p von Anng(U) mit
p < q, und p € Att(U) = Koass(U) lieferte nach Voraussetzung p = q,
entgegen der Annahme. Nun gibt es aber einen Epimorphismus
(M/U)" — Anng(U) - M, so daB mit M/U auch V g-koprimir ist, also
I+ U = M wie behauptet darstellbar. Falls ¢ € Koass(U), gibt es
nach (1.4, b) einen darstellbaren Untermodul U; von U mit Koass
(Uy) = Koass(U) \ {q}, Koass(U/U,) = {q}. Nach (1.2, b) ist dann
M/M, g-koprimir, aus p € Koass(U,), p < q folgt stets p = g, so daB
wegen q ¢ Koass(U;) nach dem ersten Fall M wieder darstellbar ist.

Ist nun M/U darstellbar # 0, wihle man eine Koprimirzerlegung
M/U = M/U + ... + M,/U, in der kein M;/U iiberfliissig ist. Fiir
Koass(M;/U) = {q,;} gilt dann q; € Koass(M/U) nach dem Beweis
von (1.4, a), so daB aus p € Koass(U), p < g; stets folgt p = g;. Nach
dem ersten Teil sind daher alle M; darstellbar, also auch M = M,
+ ...+ M,

Die Zusatzbedingung im Lemma ist z.B. dann erfiillt, wenn
Koass(U) nur aus maximalen Idealen besteht, d.h. man erhilt als
Spezialfall:
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Folgerung 3.4. Sei U ein Untermodul von M, so dafi R/Anng(U)
artinsch und M/U darstellbar ist. Dann ist auch M darstellbar.

Dall man ohne die Zusatzbedingung in (3.3) nicht auskommt, zeigt
das folgende Beispiel 3.5. Sei R ein lokaler Integrititsring mit
dim(R) = 2, sei k = R/mder Restklassenk&rper, K der Quotientenkor-
per und T die globale Transformation von R, d.h. T/R = L,(K/R).
Dann ist Extiy(k, T) = 0 fiir i = 0,1 und Exti(k, T) # 0, also auch
Exti(k, K/T) # 0, d. h. es gibt eine nicht-zerfallende exakte Folge

0TS mB o,

in der dann U= Bi a O-koprimir und M/U m-koprimir ist. Weil aber
U nicht direkter Summand, also grofB in M ist, folgt aus L(K/T) =0
auch L, (M) = 0, insbesondere M[m‘] + mM + M firallee > 1, so dafl
M nicht darstellbar ist. (Genauer ist M ¢ 4, aber natiirlich M € 4.
Die Ungleichung L,(M) + mM # M und (2.2, a) zeigen tberdies, dafl
Ass(M) unendlich sein muB. Tatsichlich gehdrt jedes Primideal der
Hohe 1 zu Ass(K/T), und davon gibt es nach dem Krull’schen
Hauptidealsatz unendlich viele).

Satz 3.6. Ist dim(R) £ 1, so gilt:
(a) Jeder radikalvolle R-Modul ist darstellbar.
(b) Ist M darstellbar und U ein Untermodul von M mit So(M/U) = 0, so
ist auch U darstellbar.
(¢) Ist U ein Untermodul von M, so dafy U und M/U darstellbar sind, so ist
auch M darstellbar.

Beweis. (a) Ist M radikalvoll, hat jedes p € Att(M) die Hohe Null,
so daB M nach (3.2) darstellbar ist.

(b) Sei zuerst M radikalvoll und So(M/U) = 0. Dann ist auch U
radikalvoll, denn zu jedem m € & gibt es ein v € m derart, daB R/(r)
artinsch ist, und aus r M = M, (M/U)[r] = 0 folgt dann r U = U, also
erst recht mU = U. Ist aber M nur darstellbar, also M[b] + P(M) = M
wie in (1.5), folgt wegen M[b] = U auch U[b] + P(IM) n U = U,
darin ist P(M) n U nach dem ersten Schritt radikalvoll (also gleich
P(U)), und mit (a) folgt die Behauptung.

(c) Wie in den Beweisen von (2.3) und (3.3) kann man gleich M/U
als g-koprimir annehmen. Falls q ¢ €, ist die Zusatzbedingung in
(3.3) erfiillt, also M darstellbar. Falls q € £, gibt cs ein Ideal b, so daB3
R/b artinsch und P(M) = b M ist (weil das nach (1.5) fiir U gilt und
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q°- M/U = 0 ist), dazu ein r € b, so daB} auch R/(r) artinsch ist, und es
folgt P(M) = r M = ¥ M, M[r] + P(M) = M, also wieder mit (a) die
Behauptung.

Zusatz. Jede der drei Aussagen im Satz ist charakteristisch fiir dim(R) £
1. Betrachten wir zum Beweis etwas allgemeiner die folgenden drei Ringei-
genschaften: (a) Jeder radikalvolle R-Modul gehort zu A4". (B) Ist M ein
injektiver R-Modul und U ein Untermodul von M mit So(M/U) = 0, so
folgt U € _4&". (y) Ist M ein R-Modul, U ein maximaler Untermodul von
M und U darstellbar, so folgt M € 4. Dann behaupten wir, daf} aus jeder
von ihnen dim(R) £ 1 folgt.

Beweis. () Seip € Spec(R)\ 2und M die injektive Hiille von R/p.
Mit S = R\p ist dann M als Rg-Modul artinsch, d.h. M erfiillt die
Minimalbedingung fiir S-gesittigte Untermoduln. Nach Vorausset-
zung ist nun jeder radikalvolle Untermodul U von M S-teilbar, d. h.
S-gesittigt in M, und die Minimalbedingung fiir radikalvolle Unter-
moduln impliziert nach ([7] Satz 2.3) dim(R/p) = 1.

(B) Sind p, M und S wie in Teil (@), so ist jetzt jeder Untermodul U
von M, mit So(M/U) = 0, nach Voraussetzung S-gesittigt in M. Aus
der Minimalbedingung fiir Untermoduln U mit So(M/U) = 0 folgt
aber nach ([7] Satz 1.6) dim(R/p) = 1.

(y) Wir zeigen im 1. Schritt fiir jeden darstellbaren R-Modul A:
Ist A[m] = O fiir ein m € Q, folgt ExtR(R/m, A) = 0 fiir alle i > 1. Bei
i = 1 gilt nimlich fiir jede Erweiterung A = B mit B/A = R/m, daf}
nach Voraussetzung B € 4, insbesondere B[m] + m B = Bist fiir ein
e> 1, und weil A m-teilbar, also schon A = m B ist, folgt B[m]® A
= B wie verlangt. Bei i > 1 wihle man eine injektive Hiille A < Q, fiir
die ebenfalls Q[m] = 0 ist, mit Exti(R/m, A) = 0 folgt (Q/A)[m] = 0,
so daB fiir den darstellbaren Modul Q/A nach Induktion Extz '(R/m,
Q/A) = 0 ist, also Exti(R/m, A) = 0 wie behauptet.

Seiim 2. Schritt p € Spec(R) \ £, M die injektive Hiille von M,
= R/pund My « U = M definiert durch U/M, = L(M/M,). Fiir jedes
m € Qist dann (M/U)[m] = 0, also nach dem ersten Schritt Exth(R/m,
M/U) = 0 fiir alle i > 1. Aus Exti(R/m, U) = 0 fiir alle i > 0 folgt
aber nach Foxby ([1] Corollary 1.5) m U = U. Damit ist U radikal-
voll, und weil U Erweiterung eines endlich erzeugten durch einen
halbartinschen Modul ist, folgt nach ([7] Lemma 1.1, e) dim(R/p) = 1.
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Folgerung 3.7. Ist dim(R) £ 1 und M ein radikalvoller, sockelfreier R-
Modul # 0, so gilt mit den Bezeichnungen von (3.2) M=V, ® ... ®D
Vi.

Beweis. Auch ohne Bedingung an den Sockel gilt mit U; = V, +
...+ Vi+ ...+ V, daB V; n U halbartinsch ist, denn aus p € Ass
(Vin Uj) folgt g; = pund q; < p fiir ein j # 1, also h(p) + 0, p € Q. Bei
So(M) = O ist also die Summe M = V; + ... + V, direkt.

Durch einfaches Zusammenfassen von (3.6, a) mit (3.4) und (2.2, a)
erhilt man schlieBlich die beiden folgenden Charakterisierungen:

Folgerung 3.8. Ist dim(R) £ 1, so ist ein R-Modul M genau dann
darstellbar, wenn M einen Untermodul U besitzt, so dafi R/Anng(U)
artinsch und M/U radikalvoll ist.

Folgerung 3.9. Ist dim(R) £ 1, so gehort ein R-Modul M genau dann
zur Klasse 4", wenn M/L(M) radikalvoll ist.

4. Die Klasse .2’

Wihlt man in einem darstellbaren Modul M = 0 cine Koprimirzer-
legung M = U; + ... + U, derart, daB kein U; iiberfliissig ist, so
erhilt man mit M; = U; + ... + U, eine Folge von Untermoduln 0 &
My E M E ... E M, =M, in der alle Faktoren M;/M;_; koprimir
sind. Es erhebt sich die Frage, wann ein R-Modul M solch eine
Kompositionsreihe mit koprimiren Faktoren besitzt. Nach dem Bei-
spiel in (3.5) braucht M nicht darstellbar zu sein, aber es ist sofort zu
sehen, daBl Koass(M) endlich ist und daB es zu jedem Ideal a von R ein
e> 1gibtmita*M=a*"M, d. h. Me .24 ist. Wir zeigen in (4.2),
daB diese beiden Bedingungen auch hinreichend sind und fiigen eine
weitere Charakterisierung durch diec Untermoduln Hg(M) =
n {aM|a € 8} (& cine Gabricl-Topologie auf R) hinzu. Im Rest
dieses Abschnittes untersuchen wir die Klasse .#' speziell iiber
1-dimensionalen Ringen, zeigen, daf3 sie dort mit .. £ tibereinstimmt
und geben eine explizite Beschreibung ihrer Elemente an (4.7).

Lemma 4.1. Fiir jeden R-Modul M € £’ gilt:
(a) Jedes attachierte Primideal ist Durchschnitt von koassoziierten.
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(b) Ist & eine Gabriel-Topologie auf R und ist Koass(M) N & endlich, so
gibt es ein b € & mit Hy (M) = b M.

(¢) Ist M durch fast alle maximalen Ideale teilbar, so gibt es ein Ideal b von
R, so dafl R/b artinsch ist und P(M) = b M.

Beweis. (a) Seip € Att(M), d.h. p= Anng(M) mit M = M/U Zu
a=n Koass(M) gibteseine> I mita* M =a"*!' M, aus r\ dM=0
folgt a® M = 0, und in a < p gilt dann Gleichheit.

(b) Falls Koass(M) n 8 = @, gilta M = M fiir alle a € , und man
kann b = R wihlen. Falls Koass(M) n & = {qy, ..., q,} (paarweise
verschieden), gilt nach Voraussetzung ¢¢ M = ¢{*!' M (1 £ i £ n) fiir
ein gemeinsames e = 1, und dann leistet b = (q; ... g,)¢ € & das
Gewitinschte: Klar ist Hg (M) < b M, und fiir die Inklusion > seia 3
8, a M + M. Dann ist Koass(M/a M) = {py, ..., b, } mit paarweise
verschiedenen p; € {qy, ..., 9.}, also q; ... g, = by ... P, auBerdem
,rjlpj = \/Anng(M/a M) nach (a), also (p; . .. p)*" = Anng(M/a M) fiir
ein m = 1, und zusammen folgt " M < a M. Nun ist aber q; b M =
b M fiir alle 1 £ i £ #n, also schlieBlich ® M =b M, undb M c a M
war zu zeigen.

(c) Fiir die Gabriel-Topologie 8 = {a = R|R/a ist artinsch } gilt
stets P(M) ¢ Hg(M). Nach Voraussetzung ist Koass(M) n & endlich,

also nach (b) Hg (M) = b M fiir ein b € &, und weil dann b M
radikalvoll ist, folgt P(M) = b M.

Satz 4.2. Fiir einen R-Modul M = 0 sind dquivalent:
(1) M besitzt eine Folge von Untermoduln 0 = My E M, ... E M, =
M, in der alle Faktoren M,/M;_, koprimdr sind.
(1) M € £’ und Koass(M) ist endlich.
(111) Zu jeder Gabriel-Topologie & auf R gibt es ein b € & mit Hy (M) =
bM.

Erfiillt M diese dquivalenten Bedingungen, so ist Koass(M) = Att(M),
und fiir jedes minimale Element p von Att(M) gilt, da} V = n {s M|s €
R\ p} der grofte p-koprimdre Untermodul von M ist.

Beweis. (1 — ii) Jeder koprimire Modul gehort zu .Z’, und weil
%' gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist, folgt M €
A'. Mit Koass(Mi/M;—) = { p; } (1 £i £ n) gilt auch Koass(M) =
{p .- Py }. (i — i) Nach (4.1, a) ist Att(M) = Koass(M), so daBl
wir einen Induktionsbeweis tiber d = | Att(M) | fiihren k&nnen. Bei
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d = 1 ist M nach (1.1) selbst koprimir. Bei d > 1 wihle man cin
maximales Element ¢ in Att(M), und mit M’ = n q M= q° M ist
dann M/M' nach (1.2, a) koprimir, wihrend M 'als Faktormodul
von M™ wieder aus .4’ ist mit Att(M') < Actt(M). Wegen q ¢ Att(M')
ist diese Inklusion echt, so daf es nach Induktion eine Folge 0 = M, &
M E... % M,_, = M gibt mit koprimiren M;/M,_.

(i1 — iil) Das ist ein Spezialfall von (4.1, b). (iii-— ii) Esist M € &',
denn fur jedes Ideal a enthilt die von a erzeugte Gabriel-Topologic &
(siehe [5] p. 150) nach Voraussetzung ein Ideal b mit n adM=>bM,
und mit a® < b folgt a* M = a** ! M. Mittels der Abblldung Spec(R) 3
p|— h (p) € N sieht man, daB eine Teilmenge Y von Spec(R) genau
dann endlich ist, wenn jede diskrete Teilmenge von Y endlich ist.
Wire also Koass(M) nicht endlich, gibe es paarweise unvergleichbare
Pi, P2, P3, ... € Koass(M), und die von den p; erzeugte Gabriel-
Topologie & enthielte nach Voraussetzung ein Ideal b mit Hg (M) =
b M. Mit (p; ... pn)° < b folgte p,+1 6 M = b M, also p, 4+, ¢ Koass
(b M), pn+1 € Koass(M/b M), daraus b < p, 41, Pi © Pys fiirein i 3
{1,..., m}, und das ist der gewiinschte Widerspruch.

Im Zusatz haben wir Koass(M) = Att(M) bereits bewiesen. Ist aber
p ein minimales Element von Att(M) und S = R\p, folgt fir die
Gabriel-Topologie 8 = {ac Rlan S+ @ } und V = Hg(M), daBl
esein s, € S gibt mit V' = s, M. Damit ist V' S-teilbar % 0, fur jedes q
€ Att(V)istq N S = @ und q € Att(M), so daB in q < p Gleichheit
gilt, und Att(V) = { p } bedeutet nach (1.1), daB ¥ p-koprimir ist.
Weil schlieBllich jeder p-koprimire Untermodul von M S-teilbar ist,
also in V liegt, ist alles gezeigt. (Unter der stirkeren Voraussetzung,
daf M darstellbar ist, wurde die letzte Aussage iiber IV = n s M auch
in ([2] p. 574 und {3] p. 31) bewiesen.)

Folgerung 4.3. Besitzt ein R-Modul M die Minimalbedingung fiir alle
Untermoduln der Form U = a M, so etfiillt M die dquivalenten Bedingun-
genin (4.2).

Beweis. Um (iii) zu zeigen, wihle man in der Menge { a M | a €
& } ein minimales Element a, M, und dafiir folgt Hg (M) = a, M.

Um die Klasse .#' niher zu beschreiben, miissen wir als erstes
zeigen, daB die Bedingung a® M = a°*'M nicht fiir alle Ideale a zu
testen ist:
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Lemma 4.4. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:
(i) Me 4.
(i) Zu jedem x € R gibt es ein e > 1 mit x* M = x**!' M.
(iii) Zu jedem p € Att(M) gibt es ein e > 1 mit p* M = p**! M.

Beweis. Klar ist (i — ii) und (i — 1iii), und zur Umkehrung
betrachten wir fiir einen beliebigen R-Modul M die Idealmenge A
(M)={acR|esgibteine> 1 mita®M = a**! M }. Fiir sie gelten
folgende Rechenregeln, deren Beweis dem Leser iiberlassen sei: D a
eAM S Vae AM) ESa+ Anng(M) € A (M). @a, be A (M)
>a+b,ab,anbe A (M). Bei(ii— i) ist also a € A(M) fiir alle Ideale
a von R zu zeigen, und das geht durch Induktion tiber die Erzeugen-
denanzahl sofort mit 2). Bei (iii — i) nehmen wir M ¢ 4’ an, und
dann hat die Menge aller Ideale a ¢ A(M) ein maximales Element a,.
Nach Dista, £ Va, unmdglich, ina, = p; N ... N p, muB dann nach
@ cin p; mit q, ibereinstimmen, d.h. q, ist ein Primideal. Fiir b, =
Anng(M/a,M) gilt nun a,M = b,M, also auch b, ¢ A(M), so daB in a,
c b, Gleichheit folgt, und a, € Att(M)\A(M) steht im Widerspruch
zur Voraussetzung (iii).

Zusatz. In (iii) gentigt es, allep € Att(M) zu testen, die nicht minimal
tiber Anng(M) sind.

Beweis. Ist M * 0, so zeigen wir zuerst fiir jeden minimalen
Primdivisor q von Anng(M), daB M = M/qM aus # ist: Nach (4.4)
istnurpe A (M) furallep € Att(M) zu zeigen, und bei q = p ist sogar
pM=0,beiq & % p gilt nach Voraussetzung p* M = p** ' M fiir ein e
1, also auch p* M = p** ! M.

Seien nun qy, ..., q, alle minimalen Primdivisoren von Anng(M).
Dann gibt es ein m > 1 mit (9; ... q,)”" © Anng(M), und weil alle
M/q; M aus .#' sind, gilt das auch fiir M/(q, ... q,)" M, d.h. fir M.

Folgerung 4.5. Sei dim(R) £ 1, M ein R-Modul und U ein Untermo-
dul von M.
(a) Genau dann ist M € A4, wenn es zu jedem maximalen Ideal m von R
eine>1gibt mitm* M = m**' M.
(b) Ist M € 4" und So(M/U) = 0, soist auch U € .Z".

Beweis. (a) folgt unmittelbar aus dem Zusatz, und auch in (b) ist
nur jedes m € & zu testen: Es gibt ein r € m, so dal3 R/(r) artinsch ist,
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dazuein n > 1 mit 7 M = /"' M, und wegen (M/U)[7"*!] = 0 folgt
U =r*"U. Weil aber U, = U[r"] darstellbar ist, gibt es ein e > 1
mit Uj[m] + m U, = Uy, und aus Uy, + r U = U folgt Um* ]+ mU =
U, m* U=m*! U wie gewiinscht. (Beide Aussagen sind charakteri-
stisch fiir dim(R) £ 1, wie die Zusitze (@) und (f) nach (3.6) zeigen.)

Lemma 4.6. Sei U ein koatomarer Untermodul von M und sei U € &',
M/U € 4. Dann folgt M € 2.

Beweis. Wir zeigenim 1. Schritt fir einen beliebigen R-Modul
M: Ist a* M = a°*!' M koatomar, so folgt bereits M [a] @ a° M = M.
Zum Beweis sei b = a° = (xy, . . ., x,,). Dann gibt es einen Monomor-
phismus M/M[b] — (b M)™, und weil das Ziel koatomar und b-teilbar
ist, sind auch alle Untermoduln b-teilbar ([6] Lemma 1.1), insbeson-
dere M/M(b], d.h. es ist M[b] + b M = M. Auch M[b] n b M ist b-
teilbar, auBlerdem durch b annulliert, also wie behauptet Null.

Seiim 2. Schritt U ¢ M wie angegeben. Zu jedem Ideal a von R
hat man ein e > 1 mita® U = a**' U, weiter ein > 1 mit (M/U) [o] +
a- M/U = M/U, und mit (M/U)[¢] = M,/U folgt M, = U, a**/ M,
= a**/*! M. Nach dem ersten Schritt bedeutet das Mj[a‘*/] @

a‘*f M, = M,, und Addition von a M liefert M[a**/] + a M = M.

Satz 4.7. Ist dim(R) £ 1, so sind fiir einen R-Modul dquivalent:
(i) Me 4.
(i) M e 4
(i1i) M besitzt einen koatomaren, halbartinschen Untermodul U, so daff
M/ U radikalvoll ist.

Beweis. Klar ist (ii — i), und bei (i — 1iii) ist nach (4.5, b) auch
LM)e.#. Mit 2= {m|iel}, X;=Ln(M) folgt aus L(M) = @
X;, daB jedes X; € . #' ist, und der Beweis von (4.5, b) zeigte genauer
daB es zu jedem i € I ein ¢; > 1 gibt mit X;[m{'] + P(X;) = X;. Damit
ist U =@ X{m{] koatomar und L(M)/U radikalvoll, und weil nach
(2.2, a) M/L radikalvoll ist, gilt das auch fiir M/U.

(it — i) Ist U < M wie angegeben, so hat man fiir jedes m € Q eine
Zerlegung U = L,(U) ® U’ und ein e > 1 mit m*- L, (U) = 0 ([6]
Lemma 1.2), so daB wegen m U’ = U’ folgt m* U = m**! U. Nach
(4.5, a) ist deshalb U € &', nach (3.6, a) aber M/U sogar darstellbar,
also nach (4.6) M € £ wie behauptet.
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Bemerkung. Aus der Aquivalenz (i < ii) folgt insbesondere, daf3
im Falle dim(R) £ 1 die Klasse . gegeniiber Gruppenerweiterungen
abgeschlossen ist. Nach dem Zusatz (y) bei (3.6) ist diese Eigenschaft
sogar charakteristisch fiir dim(R) £ 1.
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