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COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 20(3), 639-643 (1992)

EINE DUALISIERUNG DES THEOREMS VON MATIJEVIC

Helmut Zdschinger

Mathematisches Institut der Universitidt
TheresienstraBe 39, D-8ococo Minchen 2

Sei R ein kommutativer noetherscher Ring. Zu jedem R-Modul M und
jedem Ideal ¢y von R sei M[n] = { ugM , au=o0 fir alle a ecn},
L, (M) = :V: ¥lol] wnd L(M) = © L,(M) , wobei s alle maximalen
Ideale von R durchliuft. Bekanntlich ist dann L(M) die Summe aller
artinschen Untermoduln von M , und M heiBt halbartinsch, wenn L(M)

= M ist. Ist K der totale Quotientenring von R und schreibt man

L(X/R) = T/R , so heiBt T die globale Transformation von R . In Ver-
allgemeinerung des Theorems von Krull-Akizuki zeigt Matijevic in [1]

das folgende

THEOREM ( [1] p. 50). Ist A ein Unterringvon T und RC A, so
gilt fir jeden Nichtnullteiler r € R , daBB A/r A als R-Modul endlich
erzeugt ist.

Weil mit denselben Begzeichnungen A/R halbartinsch wnd A [r] =o
ist, ist das offenbar ein Spezialfall von folgendem

SATZ 1. DBesitze der R~-Modul M einen endlich erzeugten Untermedul U ,
so daB M/U halbartinsch ist. Dann gilt fiir jedes Ideal tn von R : Ist
MO0l endlich erzeugt, so auch M/0M .

Die Formulierung von Satz 1 - fiir den wir einen von [1] unabhéngigen
Beweis geben - hat den Vorteil, daB sich in ihr die medultheoretischen

Begriffe dualisieren lassen: Endlich erzeugt wird zu artinsch, halb-
artinsch (jeder echte Untermodul umfaBt einen minimalen Untermodul) wird
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640 ZOSCHINGER

zu koatomar (jeder echte Untermodul liegt in einem maximalen Unter-

modul), und damit lautet unser dualer

SATZ 2. DBesitze der R-Modul M einen kocatomaren Untermodul U , so
da8 M/U artinsch ist. Dann gilt fiir jedes Ideal UL von R : Ist M/nM
artinsch, so auch M[nJ] .

Die beiden an den Modul M gestellten Endlichkeitsbedirgungen lassen
sich auch so teschreiben: Genau dann ist M Erweiterung eines endlich
erzeugten durch einen halbartinschen Modul, wenn in jeder aufsteigenden
Folge U1 < U2 C U, € ... von Untermoduln von M fast alle Faktoren
Ui+1/Ui halbartinsch sind ( [4] Satz 1.2). Genau dann ist M FErwei-
terung eines koatomaren durch einen artinschen Modul, wenn in jeder ab-
steigenden Folge M D U, D U2 20,2 ... von Untermoduln fast alle

;
Faktoren U,/U, , koatomar sind ( [4] satz 2.6).

1

Die Beweise von Satz 1 und Satz 2 werden jeweils durch ein Lemma vor-

bereitet:

LEMMA 1. Ist M halbartinsch und M[tn] artinsch, so gibt es ein
n>1 mit
Ml + wum = M .

Beweis. Ist M sogar artinsch, widhle man eine Darstellung M =

V1 + e.. + Vk y in der jeder Untermodul Vi kouniform, d.h., nicht
Summe von 2zwei echten Untermoduln ist. Die nicht durch 4t teilbaren

V, 1liegen dann in einem gemeinsamen MEa"] , und es folgt M[®"] +
“nM=M,

Ist M nur halbartinsch, gilt Lm(M/U) = (L, (M + U)/U fir jeden
Untermodul U von M (denn mit M/Lm(M) ist auch M/LUL(M) + U
L-torsionsfrei), insbesondere L{R(M) + UM = M . War zusdtzlich M[n]
artinsch, ist es nach ( [2] Proposition 3) auch M' =1, (M) , und mit
Ml 4 e =M aus dem ersten Teil folgt M'[W™] +aM =M.

FOLGERUNG 1. Ist M halbartinsch und M[w] artinsch, so gibt es zu

Jjedem Untermodul U wvon M und jedem e 1 ein £ =1 mit

v [l < el + ww

Beweis. Definiert man UCM' C M durch M'/U = (M/U)[°], so gibt
es nach dem Lemma ein f > 1 mit M'[Utf] + UM = ¥, und aus
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wlinfl + o =0, W cU folgt M C il 4+ v,
(Offenbar erhilt man aus der Folgerung mit U = 0UM und e =1 das

Lemma zuriick.)

Beweis von Satz 1. Weil U und M[uo(] endlich erzeugt sind, folgt aus
der exakten Folge MM —— (/U)[0W] —— Ext;(R/oi ,U), daB
such (M/U)[] endlich erzeugt ist. Nun ist M = M/U halbartinsch,
also ¥ [w] von endlicher Linge, so daB nach dem Lemma M(1"] + ¥
= M ist fir ein n > 1 . Mit T[W] ist auch M[W"] endlich er-

zeugt, also auch M/ M M/vwM + U , also auch M/aM .

(P4

LEMMA 2. Ist M koatomar und M/UtM endlich erzeugt, so gibt es ein
n>®1 mt
Miwl N\ "M = o .

Beweis., Ist M koatomar und 1R beliebig, so ist nach ( [3] Lemma 1.1)
jeder Untermodul von H, (M) = (\:mi M 4y-teilbar. Es folgt T M
Hm(m) = HW(U) fiir jeden Untermodul U von M , insbesondere
MLl N HW(M) =0 .

War zusdtzlich M/vtM endlich erzeugt, d.h., N + @M =M mit einen
endlich erzeugten Untermodul ¥ wvon M , widhle man in der Menge

{V <M f Ml NV =0 } ein maximales Element V . Als wesentliche
Erweiterung von M[w] ist damn M = I"I/Vo R-torsion, auBerdem W/
A -teilbar, also nach dem ersten Teil NM/N =o0 , und aus " M=o
fir ein n®»1 folgt w'mcv , MMl AN W™ ¥ = o wie gewinscht,

FOLGERUNG 2. Ist M koatomar und M/0tM endlich erzeugt, so gibt es
zu jedem Untermodul U von M und jedem e > 1 ein § > 1 mit

A wfy ¢ weu .

Beweis. Zu M = M/ U gibt es nach dem Lemma ein f =1 mit M [W]
NAuf¥=o0, udaus Nlw] N WH-0, Tc U] forgs die
Behauptung. (Wieder erhilt man aus dem Spezialfall U = M[Q] , e =1

das Lemma zurlick.)

Beweis von Satz 2. Weil M/U und MN/oM artiinsch sind, folgt aus der
exakten Folge Tor?(M/U,R/m) —3 U/Q U —— M/uM , daB auch
U/U artinsch ist. Weil U koatomar, also U/utU von endlicher Linge

ist, gibt es nach Lemma 2 ein n > 1 mit ULw] N WY =0, als
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Untermodul von U/ U ist dann auch U[W] von endlicher Linge, also
M[0] artinsch wie gewiinscht.

BEMERKUNGEN. 1) Mit den Bezeichnungen des Theorems von Matijevic ist
M = A/R halbartinsch und M [r] endlich erzeugt, nach Lemma 1 also
MCx®] + »M = M ,dh AC Rr "+ r A fireinn>1 . Dies

ist das Kernstiick des Beweises in [1] .

2) Der Beweis von Lemms 2 zeigte: Ist M koatomar und M/uM endlich
erzeugt, so folgt fiir jedes maximale Element Vo in der Menge { v C MI
Mfm] MV = o} , daB M/Vo durch eine Potenz von U annulliert wird.
Entsprechend 148t sich mit einigen Zusatziiberlegungen zum Beweis von
lemma 1 zeigen: Ist M halbartinsch und M{(] artinsch, so hat die
Nenge { vVCM { V+UM=M E ein minimales Element, und jedes

minimale Element Vo wird durch eine Potenz von {1} annulliert.

3) In den beiden Sitzen kann man die Voraussetzungen an M nicht chne
weiteres abschwichen. Z.B. genilgt es in Satz 2 nicht, da8 M/U halb-
artinsch ist: Ist (R,w) ein lokaler, 1-dimensionaler Integritéts-
ring mit Quotientenkdrper K , so ist M = (K/R) (o) halbartinsch
und M/auM = o , aber M[w.] nicht artinsch, Entsprechend geniigt es in
Satz 1 nicht, daB U koatomar ist: Sei A ein kommutativer noether-

scher Ring mit paarweise verschiedenen maximalen Idealen I1, 12, IB’ cos

o °
.s 1 :
und R = A[[Xx]] . Uver €y - g_._;ai X ] alle a; € In} liegt
dann nur ein maximales Ideal, nimlich Ak = 4+ (X) , und auch
die 4u = sind paarweise verschieden. Es i‘olg'l:m(R/yn)%L = o fiir

alle 44 A, , so daB der R-Modul M = JJ_R/Egn lokal zyklisch,
n=t

also kcatomar ist. Weil r = X in keinem lfn , aber in allen mq

liegt, ist M[r] = o, aber M/r M nicht endlich erzeugt.
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