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DIE LASKER-BEDINGUNG FUR
NICHT ENDLICH ERZEUGTE MODULN

H. ZOSCHINGER (Miinchen)

Einleitung

Ist R ein kommutativer Ring, so untersuchen wir fiir einen R-Modul M"die
folgende Bedingung

(L) Jeder Untermodul U von M besitzt eine Darstellung U = ﬂ Vi, in der
jedes V; Untermodul von M und M/V; Null oder primair 1st

Dabei heifit ein R-Modul N primdr, wenn N # o ist und wenn jedes ¢ € R auf
N injektiv oder nilpotent operiert. In diesem Fall ist p = \/Anng (V) ein Primideal,
und N heiit dann auch p-primar. Endlich erzeugte Moduln mit der Eigenschaft (L)
heiflen laskersch (siehe [1] p. 172) und werden seit langem untersucht (siehe [3]
und die dort angegebene Literatur). Nicht notwendig endlich erzeugte Moduln mit
der Eigenschaft (L) heifien nach Fisher “Moduln mit Priméarzerlegungs theorie”
und werden in [2] mit einer Reihe anderer Eigenschaften verkniipft. Hauptziel der
vorliegenden Arbeit ist zu zeigen, daB sie sich bei noetherschem Grundring aus
zwei wohlbekannten Bausteinen zusammensetzen, denn wir beweisen in (1.4) den
folgenden

SaTz. Ist R kommutativ und noethersch, so erfullt ein R-Modul M genau
dann die Bedingung (L), wenn M eine Darstellung M = A + B besitzt, in der A
endlich erzeugt und R/Anng(B) artinsch ist.

Man sagt, M besitze eine Primdrzerlegung, wenn M = o ist oder wenn es
Untermoduln V;,...,V, von M gibt, so daB8 (), Vi = o ist und alle M/V; primar
sind. Im zweiten Teil geben wir, wieder bei noetherschem Grundring, eine Reihe
von notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz einer solchen
Zerlegung an (2.5). Daraus folgt im dritten Teil eine Fiille von Beispielen von
Moduln mit Primarzerlegung, ihre explizite Beschreibung im Falle dim(R) < 1, und
schlieflich in (3.6) die Struktur aller R-Moduln, die sowohl eine Primar- als auch
eine Koprimarzerlegung (siehe [9]) besitzen.
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1. Die Bedingung (L)

Stets sei R kommutativ und noethersch. Ist p ein Primideal von R, so ist ein
R-Modul M genau dann p-priméar, wenn Ass(M) = {p} ist und wenn es ein e > 1
gibt mit p°M = o. Auf die zweite Bedingung kann man nicht verzichten, d.h. aus
|Ass(M)| = 1 folgt i. allg. nicht, daB M primaér ist:

LEMMA 1.1. Fir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) Jeder Faktormodul von M mit nur einem assoziierten Primideal ist bereits
primdr.

(ii) M ist koatomar.

BeEweEIs. (i — ii) Ein Modul M heifit koatomar, wenn jeder von M ver-
schiedene Untermodul U in einem maximalen Untermodul enthalten ist. Nun ist
U von der Form U = NUy, wobei alle M/U), artinsch und irreduzibel sind, es folgt
UcU, CM mit Ass(M/U,) = {m} fiir ein maximales Ideal m von R, und nach
Voraussetzung gilt m*(M/U,) = o fiir ein e > 1. Damit hat M /U, einen maximalen
Untermodul, also auch M/U.

(ii — 1) Sei U ein Untermodul von M mit Ass(M/U) = {p}. Mit M = M/U

und M[p] = {# € M|p' C Anng(z)} gilt dann M = Z M][p’], und weil nach

Voraussetzung M koatomar ist, gibt es nach ([8] Lemma 1. 2) eine > 1 mit p°M = o.
Also ist M p -primar. W

FOLGERUNG 1.2. Ist M koatomar und Ass(M) endlich, so besitzt M eine
Primarzerlegung.

BEWEIS. Bei M = o ist nichts zu zeigen. Bei M # o und Ass(M) =
{ps,...,p,} zerlege man die injektive Hille Q von M in Q = Q1 ® --- ® @, mit
Ass(Q;) = {p;} fiir alle i. Mit N; = Q1 ®...Q;---® Qn und V; = M N N; folgt
dann (Y-, Vi = o, Ass(M/V;) = {p;}. Weil M koatomar war, sind dann nach dem
Lemma alle M/V; primar. W

FOLGERUNG 1.3. Ein halbartinscher R-Modul M besitzt genau dann eine
Primdrzerlegung, wenn R/Anng(M) artinsch ist.

BEWEIS. Fiir einen beliebigen R-Modul M sei L(M) die Summe aller artin-
o0 3
schen Untermoduln von M, und mit Lm(M) = Y M[m] ist dann L(M) =
i=1
n%aan(M). M heifit halbartinsch, wenn M = L(M) ist, und besitzt jetzt M

zusatelich eine Primarzerlegung, sind fast alle Lm(M) Null (weil Ass(M) endlich
ist), so daB wir gleich M = Lm(M) annehmen kénnen. Aus (;_, V; = o, alle M/V;
primar, folgt dann m*(M/V;) = o fiir ein gemeinsames e > 1 (1 < i < n), d.h.
m*M = o, so dal R/Anng(M) artinsch ist. Die Umkehrung folgt sofort mit (1.2),
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denn iiber einem Artin-Ring ist jeder Modul koatomar. W

SATZ 1.4. Fir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) M erfillt die Bedingung (L).

(1) M ist koatomar und jeder Faktormodul von M hat nur endlich viele as-
soztterte Primideale.

(i11) M besitzt eine Darstelluing M = A+ B, in der A endlich erzeugt und
R/Anng(B) artinsch ist.

BEWEIs.

(i — ii) Die Bedingung (L) ist aquivalent damit, da8 jeder Faktormodul von M
eine Primarzerlegung besitzt. Damit ist die Aussage iiber die assoziierten Primideale
klar. Um zu zeigen, da M koatomar ist, braucht man wie im Beweis von (1.1) nur
Untermoduln U, mit Ass(M/U,) = {m} zu betrachten: Weil M = M/U, nach
Voraussetzung eine Primarzerlegung besitzt, gilt m*M = o fiir ein e > 1, so da M
einen maximalen Untermodul besitzt.

(ii — iii) Weil auch B = L(M) koatomar ist, wird nach ([8] Lemma 1.2) jedes
Lm(M) durch eine Potenz von m annulliert, und weil Ass(B) endlich ist, d.h. fast
alle Lm(M) Null sind, ist sogar R/AnnR(B) artinsch. Der sockelfreie, koatomare
Faktormodul M = M /B ist nach ([8] Lemma 3.1) lokal endlich erzeugt, und weil
jeder Faktormodul von M nur endlich viele assoziierte Primideale hat, ist M nach
([8] Lemma. 1.3) sogar endlich erzeugt, also M = A + B mit einem endlich erzeugten
Untermodul A von M.

(iii — i) Fiir jeden Untermodul U von M hat M = M/U eine Primirzerlegung,
denn M = A + B ist koatomar und Ass(M) endlich, so daB (1.2) die Behauptung
liefert. W

BEMERKUNG 1.5. Nach ([2] Theorem 1.7) erfiillt ein Modul M genau dann
die Bedingung (L), wenn fiir jeden Faktormodul X von M gilt: (1) Ass(X) ist
endlich, (2) Ist |Ass(X)| = 1, so ist X bereits primar. Weil die zweite Bedingung
nach (1.1) genau dann erfiillt ist, wenn M koatomar ist, ist unsere Aquivalenz (i —
ii) ein Spezialfall des Theorems von Fisher.

BEMERKUNG 1.6. Ein Modul M heifit Artin-Rees-Modul, wenn es zu jedem
Untermodul U von M, jedem Ideal a von R und jeder natiirlichen Zahl e > 1 ein
f>1gbtmit Unoe/M C a®U. Aus dem Beweis von (1.1) folgt, daB jeder Artin-
Rees-Modul koatomar ist. Die Umkehrung gilt jedoch i. allg. nicht, denn in ([8] p.
223) wird iiber R = Z[[X]] ein koatomarer R-Modul M und ein Ideal a angegeben,

o0 .
sodaB M = Y M[c&'], aber a® M # oistfirallen > 1. ZuU = M[d und e = 1 gibt
i<zl
es also kein f wie verlangt. Wir wissen nicht, unter welchen Zusatzbedingungen ein
koatomarer Modul bereits Artin~Rees-Modul ist.

Die Aquivalenz (i « iii) in (1.4) hat ihre vollkommene Entsprechung bei Mo-
duln mit Koprimarzerlegung. Dabei heifit eine Darstellung M = V; + - - - + V, eine
Koprimdrzerlegung von M (siehe [4], [6]), wenn alle V; koprimar sind, d.h. jedes
z € R auf V; surjektiv oder nilpotent operiert. Jeder Faktormodul M/U hat dann
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ebenfalls eine Koprimarzerlegung (betrachte in M = V; + - -- + V,, die Summanden
# o), nicht aber jeder Untermodul:

SaTz 1.7. Fir einen R-Modul M sind dquivalent:

(i) Jeder Untermodul von M besitzt eine Koprimdrzerlegung.

(i1) M besitzt eine Darstellung M = A+ B, in der A und R/Anng(B) artinsch
sind.

BEWEIS.

(i — ii) Zum gréBten radikalvollen Untermodul P(M) gibt es nach ([9] Fol-
gerung 1.5) ein Ideal b, so daB R/b artinsch und M = P(M)+M[b] ist. Damit leistet
B = M[b] das Gewiinschte, wenn wir noch zeigen, da A = P(M) artinsch ist: Fiir
jeden Untermodul U von A, mit P(U) = o, ist nach demselben Zitat R/Anng(U)
artinsch, so daB A halbartinsch ist und in A = @Lm(A) fast alle Summanden Null
sind. Mit a = NAss(A) ist dann R/a artinsch, also a4 = A. Angenommen, A ist
nicht artinsch, so gibt es einen zyklischen Untermodul A; mit a4; # o. Fir ein max-
imales Element V] in der Menge {V C A|4A; NV = o} ist dann A/V] als wesentliche
Erweiterung von A, ebenfalls artinsch, so daBi a?V; # o ist und es einen zyklischen
Untermodul A3 von V; gibt mit a2A; # o. Induktiv erhilt man eine direkte Summe
U = ®2; An, in der jedes A, zyklisch ist und a” A, # o. Mit @ = NAss(U) ist dann
erst recht a’" A,, # o fiir alle n, insbesondere @ ¢ \/Anng(U), R/Anng(U) nicht
artinsch, so daB U entgegen der Voraussetzung keine Koprimarzerlegung besitzt.

(ii — i) Mit b = Anng(B) ist dann bM = bA artinsch, fiir jeden Untermodul
U von M also bU artinsch, so daB nach ([9] Lemma 2.3) mit U/bU auch U eine
Koprimarzerlegung besitzt. W

2. Moduln mit Priméarzerlegung

Ein Primideal p von R heit bekanntlich attachiert zu M, wenn p =
Anng(M/pM) ist. Zur Beschreibung von p-primaren Moduln und Moduln mit
Primaérzerlegung ist der duale Begriff sehr niitzlich: p heifie koattachiert zu M, wenn
p = Anng(M[p]) ist, und die Menge aller zu M koattachierten Primideale bezeich-
nen wir mit Koatt(M). Jeder Primdivisor von Anng(M) gehort zu Koatt(M),
und daraus folgt NKoatt(M) = /Anng(M). Ein R-Modul M ist also genau dann
p-primar, wenn Koatt(M) = {p} ist.

LEMMA 2.1. Besitzt der R-Modul M eine Primdrzerlegung, so gilt:

(a) Ass(M) = Koatt(M).

(%) Zu jedem Ideal a von R gibt es ein e > 1 mit M{a]N a*M = o.

(c) Auch M/L(M) besitzt eine Primdrzerlegung und es gibt ein Ideal b von
R, so daf R/b artinsch ist und L(M)NbM =o.

BEWEIS. Sei gleich M # o und in der Primarzerlegung ();_, V; = o kein V;
iberflissig.
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(a) Mit p; = \/Anngr(M/V;) behaupten wm, daBl Ass(M) = Koatt(M) =
{p:,...,p,} ist. Aus der Einbettung M — H. 1(M/V,) folgt fiir jedes q €
Koatt(M), daB q € Koatt(M/V;) = {p;} ist fiir ein j, also Ass(M) C Koatt(M) C
{p:,.--,b,}. Bein =1 sind wir fertig; bei n > 2 gilt fiir jedes ¢ € {1,...,n}, daB
D; = Vin---nV;N---AV, nicht Null ist, also D; als Untermodul von MV, ebenfalls
p;-primar ist, und daraus folgt {p;} = Ass(D;) C Ass(M).

(b) Man kann gleich M[a] # o annehmen und dann so numerieren, daff
(M/V;)[d] # oist fiir i € {1,...,s}, (M/V;)[a] = o fiir alle ¢ > s. Es folgt
a C /Anng(M/V;) fiir alle ¢ < s, also a®° C ();¢, Vi fiir ein gemeinsames e > 1,
auflerdem M(a] C (;5, Vi, und daraus die Behauptung.

(c) Sind alle M/V; sockelfrei, ist es auch M, und man setze b = R. Andern-
falls seien die M/Vi,..., M/V, nicht sockelfrei, aber L(M/V;) = o fiir alle i > s.
Mit m*(M/V;) = 0o (1 <i < s)und b= mi*...m{* ist dann R/b artinsch und
bM C (i<, Vi, auBerdem L(M) C [;5, Vi, also L(M) NbM = o. Aus der letzten
Gleichung folgt L(M) = MI[b], so daB M/L(M) als Untermodul von M™ wieder
eine Priméarzerlegung hat. W

Man kann die Aussagen (b) und (c) des Lemmas so verscharfen, daB sie sogar
charakteristisch fiir die Existenz einer Primarzerlegung werden (sieche 2.5, Punkt
(ii) und (iii)). Dazu wollen wir so viel wie moéglich die Resultate aus [9] her-
anziehen, in dem wir einen injektiven Kogenerator C in R-Mod wahlen, zu jedem
R-Modul M den dualen M° = Hompg(M, C) bilden und dann Tatsachen iliber Ko-
primarzerlegungen von M° in solche iiber Primarzerlegungen von M verwandeln.
Dazu dient der folgende Hilfssatz, dessen Beweis dem Leser iiberlassen sei, denn die
Aussagen in Punkt (a) sind wohlbekannt, und aus ihnen folgt sofort (b) und (c):

HiLFssaTZ 2.2. Seien a, b Ideale von R und M° = Homg(M,C). Dann gilt:
(a) Annpo(M[d]) = a-M°, (M[a])° = M°/a-M°.

Annpo(aM) = M°[d); (M/aM)° = M°[d].
(b)) M{dNbM =0 & M°[bl+a- M° = M°;

M[bl+aM =M & M°[aJNnb- M° = o.
(c) Koatt(M) = Att(M,), Att(M°), Att(M) = Koatt(M°).

Als spezielle Anwendung von (a) beniitzen wir im folgenden, da ein R-Modul
M genau dann sockelfrei (bzw. radikalvoll) ist, wenn M° radikalvoll (bzw. sockel-
frei) ist. Aus (c) folgt, daB M genau dann p-primar (bzw. p-koprimdr) ist, wenn
M?° p-koprimar (bzw. p-primdr) ist. Zum weiteren Studium von Primarzerlegungen
benétigen wir die beiden folgenden Klassen & und ' von R-Moduln:
M € B & Zu jedem Ideal a von R gibt es ein e > 1 mit M[a N a*M = o,
M € B « Zu jedem Ideal a von R gibt es ein e > 1 mit M[a®] = [a®+!].
Klar ist 8 C B’ (die Gleichheit ist nach (3.2) aquivalent mit dim(R) < 1), und nach
(2.1,b) gehort jeder Modul mit Primérzerlegung zu 8. Die Klasse &' wird in [5]
ausfithrlich untersucht. Sie ist gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen, und
ein R-Modul M ist genau dann Artin—~Rees-Modul, wenn jeder Faktormodul von M
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zu B’ gehort. (Im Falle dim(R) < 1 folgt also aus (3.1,a), daf8 jeder koatomare
R-Modul bereits Artin—Rees-Modul ist.)

LEMMA 2.3. Fir einen R-Modul M # o sind dquivalent:
1 esitzt etne Folge von Untermoduin o = M, 15 -« n =M, 1n der
) M b ine Fol U dul M,SM\G...5 My =M, ind
alle Faktoren M;/M;_, primdr sind.
(ii) M € B' und Ass(M) ist endlich.
(iii) Zu jeder Gabriel-Topologic & auf R gibt es ein b € & mit Lg(M) = M[b].
(iv) M° = Bomg(M, C) besitzt eine Folge von Untermoduln
o= Xmng_lg gXo = M?°, in der alle Faktoren X;_1/X; koprimdr
sind.

BEWEIS.

i—iv)Ino= AnnMo(M,.);CtAnnMo(Mﬂ 1)C CAnnMo(M ) = M? sind
alle Faktoren Annpso(M; _1)/AnnMo(M.) = (M./M, 1)° kopnmar

(iv — iii) Lg(M) ist eine Abkiirzung fiir {z € M|Anng(z) € &} = U{M([d]|a
€ B}. Nach ([9] Satz 4.2) gibt es nun ein b€ G mit b- M° C a- M° fir alle a € &,
daraus folgt nach (2.2) M[d) C M[b] fiir alle a€ &, d.h. Lg(M) = M[b].

(iii — ii) Zu jeder Gabriel-Topologie ® auf R gibt es ein b € ® mit M([d] C
M[b], d.h. nach (2.2) a- M° D b- M fiir alle a € &, so daB Hg(M°) = b- M° ist.
Nach ([9] Satz 4.2) bedeutet das, daB Att(M°) endlich und fiir jedes Ideal a von R
die Folge M° D a- M® D> a%?. M° D ... stationdr ist. Wieder mit (2.2) folgt, daf
Koatt(M) endlich ist und M € &'

(it — i) Genau dann ist M € &', wenn fiir jedes Ideal @ der Untermo-

dul La(M) = 2 M]d] durch eine Potenz von a annulliert wird. In diesem Fall

ist jedes p € Koatt(M ) Durchschnitt von assozierten Primidealen: Speziell zu
a = NAss(M[p]) gibt es ein e > 1 mit La(M) = M[a®], aus M[p] C La(M)
folgt a® C Anng(M[p]) = p, also a = p. - Ist zusatzlich Ass(M) endlich, folgt
Koatt(M) = Ass(M), so daB wir einen Induktionsbeweis iiber d = |Koatt(M)|
fiihren konnen. Bei d = 1 ist M selbst primar. Bei d > 1 wihle man ein
maximales Element q in Koatt(M). Fir M' = Lq(M) = M|[q] folgt dann aus
der Maximalitit Koatt(M') = {q}, d.h. M’ ist gprimar. Als Untermodul von
M™ ist M/M' wieder aus &', aus Lq(M/M') = o folgt q ¢ Koatt(M/M'),
also Koatt(M/M ’)gKoatt(M ), so daB es nach Induktion eine Folge M' =
M, gMzg gM,. = M gibt mit primdren M;/M;_,. W

BEMERKUNG 2.4. Aus der Kompositionsreihe in Punkt (i) des Lemmas folgt
nicht, daB M eine Primarzerlegung besitzt: Dualisiert man das Beispiel (3.5) in (9],
so erhalt man einen 2-dimensionalen lokalen Integritatsring R und eine exakte Folge
o — R/m— M — N — o, in der M radikalvoll und N torsionsfrei ist, also R/m
und N primar, aber M ¢ %.

SaTz 2.5. Fir einen R-Modul M sind dquivalent:
(i) M besitzt eine Primdrzerlegung.
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(ii)) M € B und Ass(M) ist endlich.
(i) Zu jeder Gabriel-Topologie ® auf R gibt es ein b€ & mit Lg N bM = o.
(iv) M° = Hompg(M, C) besitzt eine Koprimdrzerlegung.

BEWEISs.

(i —iv) M = oist klar, und bei M # o0 hat man eine Darstellung (), Vi = o,
in der alle M/V; primar sind. Der Monomorphismus M — NI, (M/V;) wird dann
zu einem Epimorphismus II7_; (M/V;)° — M?°, bei dem alle (M/V;)° koprimar sind,
so dafBl auch M° eine Koprimarzerlegung besitzt.

(iv — iii) M° besitzt insbesondere eine Kompositionsreihe mit koprimaren
Faktoren, so daff es nach (2.3, iv — iii) ein a € @ gibt mit Lg(M) = M[a]. Dazu
existiert nach ([9] Lemma 1.4,c) ein e > 1 mit M°[a®]+a- M° = M°, mit (2.2) folgt
M[dNa*M = o, so daB b = a® das Gewiinschte leistet.

(iii — ii) Mit diesem b folgt b- Lg(M) = o, d.h. Lg(M) = M[b], so daB
nach (2.3) M € %' und Ass(M) endlich ist. Es ist sogar M € &, denn zu jedem
Ideal a von R gibt es zur Gabriel-Topologie {¢ C R|a® C ¢ fiir ein n > 1} nach
Voraussetzung ein e > 1 mit La(M)Na*M = o, d.h. M{a]Na*M = o.

(ii — i) Wie in (2.3) konnen wir einen Induktionsbeweis iiber d = |Koatt(M)|=
|Ass(M)| fiilhren und wahlen bei d > 1 ein maximales Element q in Koatt(M): Fiir
M' = Lq(M) gilt wie oben M/M' € & und Koatt(M/M’)gKoatt(M), so daf
M /M’ nach Induktion eine Priméarzerlegung besitzt. Zusatzlich gibt es aber ein e >
1 mit M’ N a*M = o, fiir ein maximales Element V, in der Menge {V C M|a*M C
V, M'NV = o} ist dann M’ — M/V, ein wesentlicher Monomorphismus, also
Ass(M/V,) = Ass(M') = {q}, so daB M/V, wegen q°(M/V,) = o sogar g-primar
ist und die Einbettung M — (M/V,) x (M/M') die gewiinschte Primarzerlegung
liefert. W

FOLGERUNG 2.6. Ist Koatt(M) diskret, so besitzt M eine Primdrzerlegung.

FOLGERUNG 2.7. Besitzt M eine Primdrzerlegung und ist U ein reiner Un-
termodul von M, so besitzt auch M/U eine Primdrzerlegung.

BEWEIS. Die erste Folgerung erhilt man mit (2.2) unmittelbar aus ([9] Satz
3.2), nach dem jeder Modul X, fiir den Att(X) diskret ist, eine Koprimarzerlegung
besitzt. Die zweite Folgerung erhalt man aus der wohlbekannten Tatsache, daB fiir
einen reinen Untermodul U von M, eine Gabriel-Topologie & auf R und ein Ideal b
stets gilt Lg(M/U)NbM/U) = ((Lg(M)NnbM)+U)/U. W

3. Beispiele

Sei # die Klasse aller R-Moduln, die eine Primarzerlegung besitzen. Nach
(1.2) gehort jeder koatomare R-Modul mit nur endlich vielen assoziierten Primide-
alen zu P, nach (2.7) auch jeder flache R-Modul. Um weitere Elemente von P
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anzugeben, greifen wir wieder auf die Ergebnisse von [9] zuriick, insbesondere auf
die dort untersuchten Klassen  bzw. «’: Ein R-Modul M gehort genau dann zu
o (bzw. '), wenn es zu jedem Ideal a von R ein e > 1 gibt mit M[a®] + aM = M
(bzw. a*M = a**t1M). Ist C ein injektiver Kogenerator in R-Mod, gehort also M
nach (2.2) genau.dann zu o (bzw. o', B, B'), wenn M° = Homg(M, C) zu B (bzw.
B, A, A') gehort.

Satz 3.1. Ist dim(R) < 1 und M ein R-Modul, so gilt:
()) M e B <& M e B & L(M) ist koatomar.
(b)) M € P & R/Anng(L(M)) ist artinsch.

BEWEIS.

(a) Uber beliebigem R gilt fiir M € &', daB es zu jedem m € Q ein e > 1
gibt mit Lm(M) = M[nf], so dal in L(M) = ®Lm(M) alle Summanden koatomar
sind, also auch L(M). Ist umgekehrt L(M) koatomar und dim(R) < 1, gibt es
zu jedem m € Q nach ([8] Lemma 1.2) ein ¢ > 1 mit M[m*] = M[me+!]. d.h.
me. M° = m*+! . M°, so daB M° € 4’ = 4 ist nach ([9] Folgerung 4.5 und Satz 4.7).
Aber M° € 4 bedeutet M € 3.

(b) Uber beliebigem R folgt aus M € P nach (1.3), daB R/Anng(L(M))
artinsch ist. Zur Umkehrung sei jetzt dim(R) < 1 und R/Anng(L(M)) artinsch.
Dann ist Ass(M) endlich und L(M) koatomar, also nach (a) sogar M € 3, also
nach 25)Me? N

FOLGERUNG 3.2. Fir den Ring R sind dquivalent:
(i) P ist gegeniber Gruppenerweiterungen abgeschlossen.
(i1) B ist gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen.
(i) B=5'.
(iv) dim(R) < 1.

BEWEIS.
(i — iv) Nach ([9] Zusatz () zu 3.6) geniigt es zu zeigen: Ist U ein maximaler
Untermodul von M und besitzt U eine Koprimirzerlegung, so ist M € 4. Aus dem
ersten folgt nun, daB (M/U)° durch ein m € ) annuliert wird, also m-primir ist;
n

aus dem zweiten, daB es einen Epimorphismus [] V; — U mit koprimiren V; gibt.
i=1

Der Monomorphismus U° — H(V)" liefert U° € P, so daB nach Voraussetzung

auch M° € 2 ist, msbesondere M° €RB,dh. Med.

(iv — iii) wurde in (3.1,a) gezeigt, (iii — ii) ist klar, weil B’ stets gegeniiber
Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist, und bei (ii — i) folgt aus U, M/U € P
nach Voraussetzung M € B, natiirlich ist mit Ass(U) und Ass(M/U) auch Ass(M)
endlich, so daB nach (2.5) auch M € ® ist. (Entsprechend dem Satz 3.6 in [9] kann
man die Aquivalenzen noch fortsetzen zu: (v) Jeder sockelfreie R-Modul gehért
zu P. (vi) Ist M € P und U ein radikalvoller Untermodul von M, so folgt auch
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M/Ue?) 1

LEmMMA 3.3. Ist M FErweiterung eines endlich erzeugten durch einen hal-
bartinschen Modul, so folgt M/L(M) € .

BEWEIS. Sei gleich M sockelfrei # o, U ein endlich erzeugter Untermodul
und M/U halbartinsch. Dann ist Ass(M) = Ass(U) = {p,,...,P,} mit paarweise
verschiedenen p; € Spec(R)\Q, und dazu gibt es wie in (1.2) Untermoduln V3, ..., V,
von M mit -, Vi = o, Ass(M/V;) = {p;}. Fiir jedes i € {1,...,n} gilt nun:
M = M/V; ist sockelfrei, in M[p,] C M[p?] C M[p}] C ... sind alle Faktoren
sockelfrei und fast alle halbartinsch, d.h. fast alle Null, und aus M[p{] = M folgt,
daB M sogar p;-primir ist. W

LEMMA 3.4. Ist N ein flacher R-Modul und M € 2, so folgt M%N cr.

BEWEIS. Weil —%N Monomorphismen erhilt, geniigt es zu zeigen: Ist M
p-primar, so ist M %N Null oder wieder p-primir. Dazu wahle man einen Epimor-
phismus R) — N, der ist nach Voraussetzung rein, so da auch M) — MEN
ein reiner Epimorphismus ist, und daraus folgt Koatt(M &N) C Koatt(M(D) =
Koatt(M)={p}. N

LEMMA 3.5. Fir einen injektiven R-Modul M sind dquivalent:
(i) Me?.
(i) Me X'
(i1i) Fir alle p € Ass(M) ist h(p) = o.

BEWEIS. (i — ii)ist klar, und bei (ii — iii) schreibe man R/p = U C M, wahle
dazu eine injektive Hiille N von U mit N C M, so daB aus Lp(M) = M[p*] folgt
p°N = o. Weil Np die injektive Hiille des Restklassenkdorpers von Rp ist und durch
(pRp)® annuliert wird, ist dann Rp artinsch, d.h. k(p) = o wie behauptet. (iii — i)
gilt wieder fiir jeden Modul M, denn jedes q € Koatt(M) liegt in mindestens einem
p € Ass(M), so daB nach Voraussetzung h(q) = o ist. Damit ist aber Koatt(M)
diskret, also M € # nach (2.6). W

Weil jeder injektive R-Modul eine Koprimarzerlegung besitzt ([7) Theorem
2.3), ist die Implikation (ii — i) in (3.5) ein Spezialfall der folgenden Situation:

SATZ 3.6. Fiir einen R-Modul M sind dquivalent:
(1) M besitzt eine Primdr- und eine Koprimdrzerlegung.
(2) M besitzt eine Koprimdrzerlegung und ist aus 8'.
(3) M besitzt eine Primdrzerlegung und ist aus o'
In diesem Fall ist Ass(M) = Koass(M), und schreibt man Ass(M) = {p,,.:.,p,}
mit paarweise verschiedenen p;, so gibt es genau eine Zerlegung M = M1 &---®M,,,
in der M; sowohl p;-primdr als auch p;-koprimdr ist (1 < i < n).
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BEWEIs.

(3 — 1) Weil Ass(M) endlich ist, konnen wir einen Induktionsbeweis iiber
n = |Ass(M)| filhren. Bei n = o0 ist M = 0. Bei n > 1 wahle man ein maximales
Element p in Ass(M). Wegen M € B gibt es dazu ein e > 1 mit M[p|Np*M = o,
und daraus folgt M[p*] = M[p°*!]. Wegen M € o’ gilt nach ([9] Lemma 2.2)
Lp(M) + pM = M, d.h. zusammen M[p*] @ p°M = M. Auf My = M[p®] operiert
nun jedes 2 € R\p injektiv (wegen Ass(M;) = {p}) und surjektiv (wegen M; € A'),
d.h. M; ist sowohl p-primar als auch p-koprimar. Das Komplement N = p* M erfiillt
wieder die Bedmgungen in (3), und wegen N[p] = o ist Ass(N) = Ass(M N\{p}. Bei
n = 1 sind wir also fertig, und bei n > 1 gibt es nach Induktion eine Zerlegung
N=M® - -®&M,, in der jedes M; sowohl primar als auch koprimar ist.

(2 — 1) Dann ist M° € ', und wie im Beweis von (3.2,i — iv) sieht man,
daB M° € P ist, also nach eben M* eine Koprimarzerlegung besitzt. Mit (2.5) folgt
Me?.

Erfiille jetzt M # o die drei dquivalenten Bedingungen und sei Ass(M) =
{p1,...,p.}. Nach dem Beweis von (3 — 1) gibt es eine Zerlegung M = M; ®
-++ @® M, wie verlangt, und aus ihr folgt auch Koass(M) = {p,,...,p,}. Bleibt
die Eindeutigkeit der M; zu zeigen: Fiir jede multiplikative Teilmenge S von R sei
Hs(M) = N{sM|s € S}, und dann behaupten wir mit §; = R\p;, daB

M; = Lp‘_Hsi(M)

ist. Weil Hs und Lp mit direkten Summen vertauschen, ist also Lp Hs,(M;) =
und Lp Hs,(M;) = o fiir alle j # i zu zeigen. Das erste ist klar (well M; durch alle
z €S tellbar ist und durch eine Potenz von p; annuliert wird), so da8 jetzt j # ¢
sei: Bei p; ¢ p; folgt mit einem z € p;\p;, daB z°M; = o ist fiir ein e > 1, wegen
z° € S; also Hs,(M;) = o; bei p; ¢ p; folgt mit einem z € p;\p;, daB M;[z] = o,
M;[p] = o, also Lp (M;) =oist. W

BEMERKUNG 1. Ist M = M, ®-.-® M, die Zerlegung aus (3.6), so kann man
aus der Darstellung M; = Lp Hs,(M) einige Folgerungen ziehen: M; ist der grofte
p;-kopriméare Untermodul von M; war p; ein maximales Element von Ass(M), folgt
M; = Lp,(M); und war p; ein minimales Element von Ass(M), folgt M; = Hs,(M).

BEMERKUNG 2. Ist M selbst p-primar und p-koprimar, operiert jedes z € R\p
auf M/pM bijektiv, so daB M/pM = k(p)D) ist (k(p) der Quotientenkorper von
R/p, I eine Indexmenge). Induktiv erhalt man so eine Folge o=U, § A § . §Um =

M, deren Faktoren von der Form Up1/U; = &(p)U*) sind. Umgekehrt ist jeder R-
Modul mit einer solchen Kompositionsreihe p-primar und p-koprimar.
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