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DIE LASKER-BEDINGUNG FOR 
NICttT ENDLICtt ERZEUGTE MODULN 

H. Z()SCHINGER (Mfinchen) 

Einleltung 

Ist Re in  kommutativer Ring, so untersuchen wit fiir einen R-Modul M' die 
folgende Bedingung 

(L) 
rt 

Jeder Untermodul U von M besitzt eine Darstellung U = A V/, in der 
i = 1  

jedes I'~ Untermodul von M und M/I,~ Null oder primgr ist. 

Dabei heitlt ein R-Modul N primdr, wenn N 5£ o ist und wenn jedes x E R auf 
N injektiv oder nilpotent operiert. In diesem Fall ist p = v/AnnB(N) ein Primideal, 
und N heillt dann aueh p-prim/~r. Endlich erzeugte Moduln mit der Eigenschaft (L) 
heifSen laskersch (siehe [1] p. 172) und werden seit langem untersucht (siehe [3] 
und die dort angegebene Literatur). Nicht notwendig endlich erzeugte Moduln mit 
der Eigenschaft (L) heil3en nach Fisher "Moduln mit Prim/irzerlegungs theorie" 
und werden in [2] mit einer Reihe anderer Eigenschaften verkniipft. Hauptziel der 
vorliegenden Arbeit ist zu zeigen, dab sie sich bei noetherschem Grundring aus 
zwei wohlbekannten Bausteinen zusammensetzen, denn wit beweisen in (1.4) den 
folgenden 

SATZ. Ist R kommutativ und noethersch, so erfiillt ein R-Modul M genau 
dann die Bedingung (L}, wenn M eine Darstellung M = A + B besitzt, in der A 
endlich erzeugt und R / A n n a ( B )  artinsch ist. 

Man sagt, M besitze eine Primiirzerlegung, wenn M = o ist oder wenn es 
Untermoduln Vi , . . . ,  Vn yon M gibt, so dab Ai=l Vi = o ist und alle M / ~  prim/ir 
sind. Im zweiten Teil geben wit, wieder bei noetherschem Grundring, eine Reihe 
yon notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz einer solchen 
Zerlegung an (2.5). Daraus folgt im dritten Teil eine Ffille yon Beispielen yon 
Moduln mit Prim/irzerlegung, ihre explizite Beschreibung im Falle dim(R) < 1, und 
schlieBlich in (3.6) die Struktur aller R-Moduln, die sowohl eine Prim/ir- als auch 
eine Koprim/irzerlegung (siehe [9]) besitzen. 
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1. Die  B e d i n g u n g  (L)  

Stets sei R kommutat iv und noethersch. Ist p ein Primideal yon R, so ist ein 
R-Modul M genau dann p-prim£r, wenn Ass(M) = {p} ist und wenn es ein e > 1 
gibt mit l~M = o. Auf die zweite Bedingung kann man nicht verzichten, d.h. aus 
IAss(M)l = 1 folgt i. allg. nicht, dab M prim£r ist: 

LEMMA 1.1. Far einen R-Modal M sind iiquivalent: 
(i) Jeder Faktormodul yon M mit nur einem assoziierten Primideal ist bereits 

primffr. 
(ii) M i s t  koatomar. 

BEWEIS. (i ---* ii) Ein Modul M heil]t koatomar, wenn jeder yon M ver- 
schiedene Untermodul U in einem maximalen Untermodul enthalten ist. Nun ist 
U yon der Form U = NUx, wobei alle M/Ux artinsch und irreduzibel sind, es folgt 
V C Uo C M mit Ass(M/Uo) = {m} fiir ein maximales Ideal m yon R, und nach 
Voraussetzung gilt me(M/Uo) = o f~ir ein e >_ 1. Damit hat M/Uo einen maximalen 
Untermodul, also auch M/U.  

(ii -* i) Sei U ein Untermodul yon M mit  Ass(M/U) = {p}. Mit ~t = M/U 
oo  

und /~/[pi] = {~ e /~r[p/ C AnnR(/:)} gilt dann .]~ = ~/17/[p/], und weil nach 
i----1 

Voraussetzung M koatomar ist, gibt es nach ([8] Lemma 1.2) ein e >_ 1 mit p~/~ = o. 
Also ist M p-pr im£r.  • 

FOLGERUNG 1.2. Ist M koatomar and Ass(M) endlich, so besitzt M eine 
Prim~rzerlegung. 

BEWEIS. Bei M = o ist nichts zu zeigen. Bei M ¢ o und Ass(M) = 
{P l , . - . ,Pn}  zerlege man die injektive Hiille Q yon M in Q = Q1 ~ " "  @ Qn mit 
Ass(Qi) = {pl} fiir alle i. Mit Ni = Q1 ~ . . .  Q i " "  • Q,~ und V~ = M N Ni folgt 
dann Ni=tn ~ = o, Ass (M/R)  = {pi). Weil M koatomar war, sind dann nach dem 
Lemma alle M / ~  prim~ir. • 

FOLGERUNG 1.3. Ein halbartinscher R-Modul M besitzt genau dann eine 
Primiirzerlegung, wenn R /AnnR(M)  arlinsch ist. 

BEWEIS. FiJr einen beliebigen R-Modul M sei L(M)  die Summe aller artin- 
oo 

schen Untermoduln yon M, und mit Lm(M)  = ~ M[ra/] ist dann L(M) = 
i = 1  

Lm(M).  M heiBt halbartinsch, wenn M = L(M)  ist, und besitzt jetzt  M 
rrt~a 
zus/itzlich eine Vrim~irzerlegung, sind fast alle Lm(M) Null (weil Ass(M) endlich 
ist), so dat3 wir gleich M = Lm(M) annehmen kSnnen. Aus Ni~i 1~ = o, alle M/V~ 
primer, folgt dann me(M/V~) = o fiir ein gemeinsames e _> 1 (1 < i < n), d.h. 
meM = o, so dal3 R/AnnR(M)  artinsch ist. Die Umkehrung folgt sofort mit (1.2), 
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denn fibe[ einem Artin-Ring ist jeder Modul koatomar. • 

SATZ 1.4. Far einen R-Modul M sind ~quivalent: 
(i) M erfallt die Bedingung (L). 
(ii) M ist koatomar und jeder Faktormodul yon M hat nut endlich viele as- 

soziierte Primideale. 
(iii) M besitzt eine Darstellung M = A + B, in der A endlich erzeugt und 

R/AnnR(B)  artinseh ist. 

BEWEIS. 
(i ---, ii) Die Bedingung (L) ist iiquivalent damit, daBjeder Faktormodul von M 

eine Primiirzerlegung besitzt. Damit ist die Aussage fiber die assoziierten Primideale 
klar. Um zu zeigen, dab M koatomar ist, braucht man wie im Beweis yon (1.1) nur 
Untermoduln Uo mit Ass(M/Uo) = {m} zu betrachten: Weil .~  = M/Uo nach 
Voraussetzung eine Prim~rzerlegung besitzt, gilt mell~ = o fiir ein e > 1, so dab 21~ 
einen maximalen Untermodul besitzt. 

(ii ~ iii) Weil auch B = L(M)  koatomar ist, wird nach ([8] Lemma 1.2) jedes 
Lm(M) dutch eine Potenz yon m annulliert, und weil Ass(B) endlich ist, d.h. fast 
alle Lm(M) Null sind, ist sogar R/AnnR(B)  artinsch. Der sockelfreie, koatomare 
Faktormodul .~ /=  M / B  ist nach ([8] Lemma 3.1) lokal endlich erzeugt, und weil 
jeder Faktormodul von Jl~ nut endlich viele assoziierte Primideale hat, ist M nach 
([8] Lemma 1.3) sogar endlich erzeugt, also M = A + B mit einem endlich erzeugten 
Untermodul A v o n  M. 

(iii --* i) Ffir jeden Untermodul U von M h a t / ~  = M/U eine Primiirzerlegung, 
denn hT/= .4 + / }  ist koatomar und Ass(,(/) endlich, so dab (1.2) die Behauptung 
liefert. • 

BEMERKUNG 1.5. Nach ([2] Theorem 1.7) erfiillt ein Modul M genau dann 
die Bedingung (L), wenn ffir jeden Faktormodul X von M gilt: (1) Ass(X) ist 
endlich, (2) Ist IAss(X)l = 1, so ist X bereits prim£r. Weil die zweite Bedingung 
nach (1.1) genau dann erfiillt ist, wenn M koatomar ist, ist unsere Aquivalenz (i 
ii) ein Spezialfall des Theorems yon Fisher. 

BEMERKUNG 1.6. Ein Modul M heil3t Artin-Rees-Modul, wenn es zu jedem 
Untermodul U yon M, jedem Ideal a yon R und jeder natiirlichen Zahl e > 1 ein 
f > 1 gibt mit U N a iM C aeU. Aus dem Beweis von (1.1) folgt, dab jeder Artin- 
Rees-Modul koatomar ist. Die Umkehrung gilt jedoch i. allg. nieht, denn in ([8] p. 
223) wird fiber R = Z[[X]] ein koatomarer R-Modul M und ein Ideal a angegeben, 

oo 

so dab M = ~ M[a/], abet anM • o ist ffir a l len > 1. Zu U = M[a] und e = 1 gibt 
i=1  

es also kein f wie verlangt. Wir wissen nicht, unter welchen Zusatzbedingungen ein 
koatomarer Modul bereits Artin-Rees-Modul ist. 

Die .~quivalenz (i *-~ iii) in (1.4) hat ihre vollkommene Entsprechung bei Mo- 
duln mit Koprimiirzerlegung. Dabei heit3t eine Darstellung M = V1 + .. .  + Vn eine 
goprimiirzerlegnng von M (siehe [4], [6]), wenn alle r~ koprim£r sind, d.h. jedes 
z E R auf II/surjektiv oder nilpotent operiert. Jeder Faktormodul M / U  hat dann 
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ebenfalls eine Koprim/irzerlegung (betrachte in M = lYl + . . .  + fen die Summanden 
# o), nicht aber jeder Untermoduh 

SATZ 1.7. Fiir einen R-Modul M sind iiquivalent: 
O) Jeder Untermodul yon M besitzt eine Koprimffrzerlegung. 
(ii) M besitzt eine Darstellung M = A+B,  in der A und R/AnnR(B)  artinsch 

sind. 

BEWEIS. 
(i --* ii) Zum grSBten radikalvollen Untermodul P ( M )  gibt es nach ([9] Fol- 

gerung 1.5) ein Ideal b, so dab R/b  artinsch und M = P(M)+M[b] ist. Damit leistet 
B = M[b] das Gewiinschte, wenn wir noch zeigen, dab A = P ( M )  artinsch ist: Fiir 
jeden Untermodul U yon A, mit P(U) = o, ist nach demselben Zitat R /Annn(U)  
artinsch, so dab A halbartinsch ist und in A = @Lm(A) fast alle Summanden Null 
sind. Mit a = NAss(A) ist dann R/a  artinsch, also aA = A. Angenommen, A ist 
nicht artinseh, so gibt es einen zyklischen Untermodul A1 mit aA1 ¢ o. Fiir ein max- 
imales Element V1 in der Menge {V C AIAI N V = o} ist dann A/V1 als wesentliche 
Erweiterung yon A1 ebenfalls artinsch, so dab a2V1 ~ o ist und es einen zyklischen 
Untermodul As von 1/1 gibt mit a2A2 ~ o. Induktiv erh£1t man eine direkte Summe 
U = ~n°°=iAn, in der jedes An zykliseh ist und a n A n #  o. Mit a' = NAss(U) ist dann 
erst recht amAn # o fiir alle n, insbesondere a' ~ x /Anna(U) ,  R/Anna(U)  nicht 
artinsch, so dab U entgegen der Voraussetzung keine Koprim£rzerlegung besitzt. 

(ii ~ i) Mit b = Anna(B)  ist dann bM = bA artinsch, fiir jeden Untermodul 
U von M also bU artinsch, so dab nach ([9] Lemma 2.3) mit U/bU auch U eine 
Koprim~irzerlegung besitzt. • 

2. Moduln  mit Primarzerlegung 

Ein Primideal p yon R heiBt bekanntlich attachiert  zu M, wenn p = 
AnnR(M/pM)  ist. Zur Besehreibung yon p-prim£ren Moduln und Moduln mit 
Prim~rzerlegung ist der duale Begriff sehr niitzlich: p heiBe koattachiert zu M, wenn 
p = Annn(M[p]) ist, und die Menge aller zu M koattachierten Primideale bezeich- 
nen wir mit Koat t (M) .  Jeder Primdivisor von Annn(M)  gehSrt zu Koat t (M) ,  
und daraus folgt f ' lKoatt(M) = x/AnnR(M).  Ein R-Modul M ist also genau dann 
p-primKr, wenn Koat t (M)  = {p} ist. 

LEMMA 2.1. Besitzt der R-Modnl M eine Prim~vzerlegung, so gilt: 
(a) Ass(M) = Koat t (M) .  
(b) gu jedem Ideal a yon R gibt es ein e > 1 mit M[a] N aeM = o. 
(c) Anch M / L ( M )  besitzt eine Prim~rzerlegung und es gibt ein Ideal b yon 

R, so daft R /b  artinsch ist und L (M)  f3 bM = o. 

BEWEIS. Sei gleich M # o und in der Prim£rzerlegung f~i~l Vi = o kein 
iiberfliissig. 
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(a) Mit Pi = v /AnnR(M/I~)  behaupten wig, dab Ass(M) = Koat t (M)  = 
h ( P l , . . . , P n }  ist. Aus der Einbettung M --. l ' I i=l (M/ l~)  folgt fiir jedes q E 

Koat t (M) ,  dai3 q • Koa t t (M/ l~ )  = (PJ} ist fiir ein j ,  also Ass(M) C Koat t (M)  C 
{P t , . - . ,  Pn}. Bei n = 1 sind wir fertig; bei n > 2 gilt fiir jedes i • {1 , . . . ,  n),  dab 
Di = V1 N...NIY/M...NVn nicht Null ist, also Dials  Untermodul von M/Vi  ebenfalls 
pi-prim/ir ist, und daraus folgt {pi} = Ass(Di) C Ass(M). 

(b) Man kann gleich M[~  ¢ o annehmen und dann so numerieren, dab 
(M/Vi)[a] i£ o ist i'fir i • (1 . . . .  , s ) ,  (M/Vi)[a] = o fiir alle i > s. Es folgt 
a C x/AnnR(M/I~)  ffir alle i < s, also a ~ C Ni<s v/f f i r  ein gemeinsames e _> 1, 
aui]erdem M[a] C Ni>,  V/, und daraus die Behauptung. 

(c) Sind alle M / V i  sockelfrei, ist es auch M, und man setze b = R. Andern- 
falls seien die M / V 1 , . . . , M / V ,  nicht sockelfrei, abet L ( M / V i )  = o fiir alle i > s. 
Mit m~'(M/V/) = o (1 < i < s) und b = rn~ ' . . .m,  eo ist dann R i b  artinsch und 
bM C Ni_<, v/, auflerdem L ( M )  C Ni>s ~ ,  also L ( M )  N bM = o. Aus der letzten 
Gleichung folgt L ( M )  = M[b], so dab M / L ( M )  als Untermodul von M "~ wieder 
eine Prim/irzerlegung hat. • 

Man kann die Aussagen (b) und (c) des Lemmas so versch/irfen, da6 sie sogar 
charakteristisch fiir die Existenz einer Prim/irzerlegung werden (siehe 2.5, Punkt 
(ii) und (iii)). Dazu wollen wit so viel wie mSglich die Resultate aus [9] her- 
anziehen, in dem wit einen injektiven Kogenerator C in R-Mod wghlen, zu jedem 
R-Modul M den dualen M ° = HomR(M, C) bilden und dann Tatsachen fiber Ko- 
prim/irzerlegungen yon M ° in solche fiber Prim/irzerlegungen yon M verwandeln. 
Dazu dient der folgende Hilfssatz, dessen Beweis dem Leser fiberlassen sei, denn die 
Aussagen in Punkt (a) sind wohlbekannt, und aus ihnen folgt sofort (b) und (c): 

HILFSSATZ 2.2. Seien a, b Ideale yon R und M ° : HomR(M, C). Dann gilt: 
(a) AnnMo(M[c~) = a. M°;  (M[a]) ° -~ M ° / a  • M °. 

AnnMo(aM) = M°[o~; ( M / a M )  ° "~ M°[o~. 
(b) M[c~ N bM = o ¢¢, M°[b] + a. M ° = M°;  

M[b] + aM = M ¢~ M°[a] fl b . M ° = o. 
(c) Koat t (M)  = Att(Mo), Att(M°),  At t (M)  = Koat t (M°) .  

Als spezielle Anwendung yon (a) benfitzen wit im folgenden, dat3 ein R-Modul 
M genau dann sockelfrei (bzw. radikalvoll) ist, wenn M ° radikalvoll (bzw. sockel- 
frei) ist. Aus (c) folgt, dab M genau dann p-prim/ir (bzw. p-koprim/ir) ist, wenn 
M ° p-koprim/ir (bzw. p-primgr) ist. gum weiteren Studium von Prim/irzerlegungen 
benftigen wir die beiden folgenden Klassen ~? und 2?' yon R-Moduln: 
M E ~ ¢=~ Zu jedem Ideal a yon R gibt es ein e _> 1 mit M[a] n aeM = o, 
M E ~ ¢:~ Zu jedem Ideal a yon R gibt es ein e _> 1 mit M [a  e] = [a~+l]. 
Klar ist • C ~ '  (die Gleichheit ist nach (3.2) gquivalent mit dim(R) < 1), und nach 
(2.1,b) gehSrt jeder Modul mit Prim/irzerlegung zu 2~. Die Klasse ~?' wird in [5] 
ausfiihrlich untersucht. Sie ist gegeniiber Gruppenerweiterungen abgeschlossen, und 
ein R-Modul M ist genau dann Artin-Rees-Modul, wenn jeder Faktormodul yon M 
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zu ~ '  geh6rt. (Im Falle dim(R) < 1 foist also nus (3.1,a), dab jeder kontomare 
R-Modul bereits Artin-Rees-Modul ist.) 

LEMMA 2.3. F~ir einen R-Modui M 7£ o sind iiquivalent: 
(i) M besitzt eine Foige yon Untermoduln o = Mo ~ M1 ~ . . .  ~ Mn = M,  in der 

nile Faktoren Mi /Mi -1  primer sind. 
(ii} M • ~ '  and A s s ( M )  ist endlich. 

(iii) Zu jeder Gabriel.Topologie • auf R gibt es ein b • ~ mit L ~ ( M )  = M[b]. 
(iv) M ° = HomR(M, C) besitzt eine Folge yon Untermodnln 

o = . . .  = M o .  i ,  oZte kop ir,   

sind. 

BEWEIS. 
(i--* iv ) In  o = A n n M o ( M , ) ~ A n n M o ( M n - 1 ) ~ . . .  ~ A n n M o ( M o ) =  M ° sind 

alle Faktoren A n n M o ( M i _ l ) / A n n M o ( M i )  ~-- (Mi /Mi -1 )  ° koprim/ir. 
(iv -~ iii) L o ( M  ) ist eine Abkfirzung ffir {z E MIAnna(x)  e ®} = U{M[a]la 

E ~}. Naeh ([9] Satz 4.2) gibt es nun ein b E O m i t  b. M ° C a. M ° ffir nile a E ¢~, 
daraus folgt nach (2.2) M[a] C M[b] fiir alle a e G, d.h. L ~ ( M )  = M[b]. 

(iii ---, ii) Zu jeder Gabriel-Topologie ® nuf R gibt es ein b • ~ mit  M[a] C 
M[b], d.h. nach (2.2) a. M ° D b. M °fi ir  nlle a • G, so dab H ~ ( M  °) = b. M ° ist. 
Nach ([9] Sntz 4.2) bedeutet das, daft A t t (M °) endlich und fiir jedes Ideal avon  R 
die Folge M ° D a. M ° D a 2 • M ¢ D . . .  station/ir ist. Wieder mit (2.2) folgt, dab 
Koat t (M) endlich ist und M • ~ ' .  

(ii ~ i) Gennu dann ist M • ~ ' ,  wenn fiir jedes Ideal a der Untermo- 
oo 

dul L a ( M )  = ~[~ M[a!] durch eine Potenz von a annulliert wird. In diesem Fall 
i = 1  

ist jedes p • Kont t (M) Durchschnitt yon assozierten Primidealen: Speziell zu 
a = NAss(M[p]) gibt es ein e > 1 mit L a ( M )  = Mine], aus M[p] C L a ( M )  
foist a e C AnnR(M[p]) = p, also a = p. - Ist zus/itzlich Ass(M) endlich, folgt 
goa t t (M)  = Ass(M), so daft wit einen Induktionsbeweis fiber d = ]Koatt(M)I 
ffihren kbnnen. Bei d = 1 ist M selbst primKr. Bei d > 1 w/ihle man ein 
maximales Element q in Kontt(M). Fiir M'  = Lq(M) = M[q ~] foist dann aus 
der Maximalit/it Koat t (M' )  = {q}, d.h. M '  ist q-prim/it. Als Untermodul yon 
M m ist M / M '  wieder aus ~¢, aus L q ( M / M ' )  = o foist q ~ K o a t t ( M / M ' ) ,  
also K o a t t ( M / M ' ) ~ g o a t t ( M ) ,  so daft es nach Induktion eine Folge M'  = 

M1 ~ Ms ~ . . .  ~ Mn = M gibt mit prim/iren Mi/Mi-1 .  • 

BEMERKUNG 2.4. Aus der Kompositionsreihe in Punkt  (i) des Lemmas folgt 
nicht, dab M eine Prim/irzerlegung besitzt: Dunlisiert man das Beispiel (3.5) in [9], 
so erh/ilt man einen 2-dimensionalen lokalen Integrit/itsring R und eine exakte Folge 
o --* R / m  --* M --* N --. o, in der M radikalvoll und N torsionsfrei ist, also R i m  
und N prim/ir, abet M ~ ~i/. 

SATZ 2.5. Fa r  einen R-Modul M sind ~quivalent: 
(i) M besitzt eine Prim~rzerlegung. 
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(ii) M E 5~ und Ass(M) ist endlich. 
(iii) Ze jeder Gabriei-Topologie G auf R gibt es ein b E ~ mit L G N bM = o. 
(iv) M ° = Homs(M,  C) besitzt eine Koprim~rzerlegung. 

BEWEIS. 
(i --, iv) M = o ist klar, und bei M ~t o hat man eine Darstellung [ ' ~ x  Vi = o, 

in der alle M/V~ primer sin& Der Monomorphismus M ~ II~=~(M/I~) wird dann 
zu einem Epimorphismus II~= 1 (M/Vi)  ° --* M °, bei dem alle (M/Vi) ° koprim~r sind, 
so dab auch M ° eine Koprim~rzerlegung besitzt. 

(iv --, iii) M ° besitzt insbesondere eine Kompositionsreihe mit koprim£ren 
Faktoren, so dab es nach (2.3, iv ---, iii) ein a E G gibt mit L o ( M  ) = M[a]. Dazu 
existiert na~h ([9] Lemma 1.4,c) ein e _> 1 mit M°[a ~] + a. M ° = M °, mit (2.2) folgt 
M[¢~ N aeM = o, so daft b = a e das Gewiinschte leistet. 

(iii --, ii) Mit diesem b folgt b. L G ( M  ) = o, d.h. L ~ ( M )  = M[b], so daft 
nach (2.3) M E ~ '  und Ass(M) endlieh ist. Es ist sogar M E ~ ,  denn zu jedem 
Ideal a v o n  R gibt es zur Gabriel-Topologie {c C Ria  n C c ffir ein n _> 1) nach 
Voraussetzung ein e _> 1 mit La (M)  N aeM = o, d.h. M[a] N aeM = o. 

(ii ~ i) Wie in (2.3) kSnnen wit einen Induktionsbeweis fiber d =  [Koatt(M)[ = 
[Ass(M)l ffihren und wKhlen bei d > 1 ein maximales Element q in Koatt(M):  Ffir 
M '  = Lq(M) gilt wie oben M / M '  E ~ und Koat t (M/M' )~Koat t (M) ,  so daft 
M / M '  nach Induktion eine Prim~rzerlegung besitzt. Zus~itzlich gibt es aber ein e _> 
1 mit  M '  f3 aeM = o, fiir ein maximales Element Vo in der Menge {V C MiaeM C 
V, M ' N  V = o} ist dann M I --* M/Vo ein wesentlicher Monomorphismus, also 
Ass(M/Vo) = Ass(M') = {q), so dab M/Vo wegen ~(M/Vo)  = o sogar q-prim£r 
ist und die Einbettung M --, (M/Vo) x ( M / M ' )  die gewfinschte Prim~rzerlegung 
liefert. • 

FOLGERUNG 2.6. Ist Koat t (M)  diskret, so besitzt M eine Prim~rzerlegung. 

FOLGERUNG 2.7. Besitzt M eine Prim5rzerlegung nnd ist U ein reiner Un- 
termodul yon M,  so besitzt auch M / U  eine Primffrzerlegung. 

BEw~.IS. Die erste Folgerung erhKlt man mit (2.2) unmittelbar aus ([9] Satz 
3.2), nach dem jeder Modul X, fiir den Att(X) diskret ist, eine Koprim~irzerlegung 
besitzt. Die zweite Folgerung erh~ilt man aus der wohlbekannten Tatsache, dab fiir 
einen reinen Untermodul U von M, eine Gabriel-Topologie ~ auf R und ein Ideal b 
stets gilt L ~ ( M / U )  N b(M/U) = ( (L®(M) N bM) + U)/U. • 

3. Beisp ie le  

Sei ~P die Klasse aller R-Moduln, die eine Prir~'rzerlegung besitzen. Nach 
(1.2) geh~rt jeder koatomare R-Modul mit nur endlich vielen assoziierten Primide- 
alen zu ~ ,  nach (2.7) auch jeder flache R-Modul. Um weitere Elemente yon 
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anzugeben, greifen wir wieder aug die Ergebnisse yon [9] zuriick, insbesondere aug 
die dort untersuchten Klassen .d bzw..de:  Ein R-Modul M geh6rt genau dann zu 
.d (bzw..d ' ) ,  wenn es zu jedem Ideal a v o n  R e i n  e >_ 1 gibt mit M [a  el + aM = M 
(bzw. aeM = ae+iM). Ist C ein injektiver Kogenerator in R-Mod, gchSrt also M 
nach (2.2) genaudann  zu ~d (bzw. Jd e, ~ ,  ~e), wenn M ° = HomR(M, C) zu • (bzw. 
,~e, .4, .d e) geh~rt. 

SATZ 3.1. Ist dim(R) _< 1 end M ein R-Modul, so gilt: 
(a) M E ~ '  ~ M E ~ ¢~ L (M)  ist koatomar. 
(b) M E ~ ~ R /AnnR(L(M))  ist artinsch. 

BEWEIS. 
(a) Uber beliebigem R gilt ffir M E ~ ,  daft es zu jedem m E f~ ein e _> 1 

gibt mit Lm(M)  = Mime], so daft in L(M)  = (~Lm(M) alle Summanden koatomar 
sind, also auch L(M).  Ist umgekehrt L(M)  koatomar und dim(R) _< 1, giht es 
zu jedem m E f~ nach ([8] Lemma 1.2) ein e _> 1 mit M[m el = M[me+l]. d.h. 
m e. M ° = m e+l.  M °, so daft M ° E .d e = .d ist nach ([9] Folgerung 4.5 und Satz 4.7). 
Aber M ° E .d bedeutet  M E ~ .  

(b) Uber beliehigem R foist aus M E ~ nach (1.3), daft R/AnnR(L(M))  
artinsch ist. Zur Umkehrung sei jetzt  dim(R) _< 1 und R/AnnR(L(M))  artinsch. 
Dann ist Ass(M) endlich und L(M)  koatomar, also nach (a) sogar M E ~ ,  also 
nach (2.5) M E ~ .  • 

FOLGERUNG 3.2. Fdr den Ring R sind dquivalent: 
(i) ~ ist gegen,iber Gruppenerweiterungen abgeschlossen. 

(ii) • ist gegen,iber Gruppenerweiterungen abgeschiossen. 
(~i~) ~ = ~e. 

(/~) dim(R) _< 1. 

BEWEIS. 
(i ---, iv) Nach ([9] Zusatz (7) zu 3.6) gen~gt es zu zeigen: Ist U ein maximaler 

Untermodul von M und besitzt U eine Koprin~rzerlegung, so ist M E .d. Aus dem 
ersten folgt nun, daft (M/U)  ° durch ein m E f~ annuliert wird, also m-primer ist; 

n 

aus dem zweiten, daft es einen Epimorphismus l-I V~ ---, U mit koprim~ren l~ gibt. 
i----1 

Der Monomorphismus U ° ---, l-I (~ )o  liefert U ° E ~ ,  so daft nach Voraussetzung 
i---1 

such M ° E ~ ist, insbesondere M ° E ~,  d.h. M E ~d. 
(iv --, iii) wurde in (3.1,a) gezeigt, (iii --~ ii) ist klar, weil ;~e stets gegenfiber 

Gruppenerweiterungen abgeschlossen ist, und bei (ii ---* i) folgt aus U, M / U  E SJ 
nach Voraussetzung M E ~ ,  natfirlich ist mit Ass(U) und Ass(M/U) such Ass(M) 
endlich, so daft nach (2.5) such M E Y ist. (Entsprechend dem Satz 3.6 in [9] kann 
man die Aquivalenzen noch fortsetzen zu: (v) Jeder sockelfreie R-Modul gch/~rt 
zu ~ .  (vi) Ist M E ~P und U ein radikalvoller Untermodul yon M, so folgt such 
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M/U e ~'.) • 

LEMMA 3.3 . . [ s t  M Erweiternng eines endlich erzengten dutch einen hal 
bartinschen Modul, so folgt M / L ( M )  E ~P. 

BEWEZS. Sei gleieh M sockelfrei ¢ o, U ein endlich erzeugter Untermodul 
und M / U  halbartinsch. Dann ist Ass(M) = Ass(U) = {P l , . . . ,  0n) mit paarweise 
verschiedenen Pl E Spee(R)\f~, und dazu gibt es wie in (1.2) Untermoduln Vt , . . . ,  Vn 
yon M mit nin=lr~ = o, Ass(M/l~)  = {pi). Fiir jedes i e { 1 , . . . , n )  gilt nun: 
.K'I = M / ~  ist sockelfrei, in _~r[pi] C hT/[l~/] C ~r[l~/] C . . .  sind alle Faktoren 
soekelfrei und fast alle halbartinsch, d.h. fast alle Null, und aus/l~[p~] = M folgt, 
daft .M sogar pi-primKr ist. • 

LEMMA 3.4. Ist N ein flacher R.Modul nnd M E ~ ,  so folgt M ~ N  E ~.  

BEWEIS. Weil - - ~ N  Monomorphismen erh~ilt, geniigt es zu zeigen: Ist M 
p-prim~ir, so ist M ~ N  Null oder wieder p-prim~ir. Dazu w~ihle man einen Epimor- 
phismus R(D ---. N,  der ist nach Voraussetzung rein, so dab auch M (I) ---* M ~ N  
ein reiner Epimorphismus ist, und daraus folgt K o a t t ( M ~ N )  C Koat t (M(D) = 
Koa t t (M)  = {p}. • 

LEMMA 3.5. Far einen injektiven R-Modul M sind ffquivalent: 
(i) M E ~.  

Oi) M E,~'. 
(iii) f ~ r  alle p E Ass(M) ist h(p) = o. 

BI~wEIs. (i ~ ii) ist klar, und bei (ii ~ iii) schreibe man R/p  ~- U C M, w~ihle 
dazu eine injektive IIiille N yon U mit N C M, so dab aus £p (M)  = M[p']  folgt 
p e n  = o. Weil Np die injektive ttiille des RestklassenkSrpers yon Rp ist und dutch 
(pRp) e annuliert wird, ist dann Rp artinsch, d.h. h(p) = o wie behauptet.  (iii ~ i) 
gilt wieder fiir jeden Modul M,  denn jedes q E Koat t (M)  liegt in mindestens einem 
P E Ass(M),  so dab nnch Voraussetzung h(q) = o ist. Damit ist aber Koat t (M) 
diskret, also M E ~O naeh (2.6). • 

Weil jeder injektive R-Modul eine Koprim~irzerlegung besitzt ([7] Theorem 
2.3), ist die Implikation (ii ~ i) in (3.5) ein Spezialfall der folgenden Situation: 

SATZ 3.6. Far einen R-Modnl M sind ~quivalent: 
(1) M besitz4 eine Primffr- und eine Koprim~rzerlegung. 
(~) M besitzt eine Koprimffrzerlegung nnd ist aus ~' .  
(3) M besitzt eine Prim~rzerlegung und ist aus d' .  

In diesem Fall ist Ass(M) = Koass(M), nnd schreibt man Ass(M) = {P l , ' ; ' , Pn}  
mit paarweise verschiedenen Pi, so gibt es genau eine gerlegung M = M1 ~" " ~ M n ,  
in der Mi sowohl pl-prim~r als auch pi-koprimffr ist (1 < i < n). 
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BEWEIS. 
(3 ---* 1) Weil Ass(M) endlich ist, k6nnen wit einen Induktionsbeweis fiber 

n = lAss(M)[ fShren. Bei n = o ist M = o. Bei n _> 1 w~hle man ein maximales 
Element p in Ass(M). Wegen M e ~ gibt es dazu ein e > 1 mit M[p] N peM - o, 
und daraus folgt M[p ~] = M[pe+I]. Wegen M • .d' gilt nach ([9] Lemma 2.2) 
Lp(M) + pM = M, d.h. zusammen M[l~] • PeM = M. Auf M~ = M[l~] operiert 
nun jedes x • R \ p  injektiv (wegen Ass(M1) = {p}) und surjektiv (wegen M1 • M'), 
d.h. M1 ist sowohl p-prim£r als auch p-koprim£r. Das Komplement N = peM erffillt 
wieder die Bedingungen in (3), und wegen N[p] = o ist Ass(N) = Ass(M)\{p}. Bei 
n = 1 sind wir also fertig, und bei n > 1 gibt es nach Induktion eine Zerlegung 
N = M2 ~ . . .  • M , ,  in der jedes M~ sowohl prim£r als aueh koprim~r ist. 

(2 ~ 1) Dann ist M ° • M', und wie im Seweis Yon (3.2,i --* iv) sieht man, 
daft M ° • .,~ ist, also nach eben M ° eine Koprim~irzerlegung besitzt. Mit (2.5) folgt 

Erffille jetzt M ¢ o die drei £quivalenten Bedingungen und sei Ass(M) = 
{p~, . . . ,  p,}. Nach dem Beweis yon (3 --* 1) gibt es eine Zerlegung M = M1 
• .. ~ M ,  wie verlangt, und aus ihr folgt auch Koa~(M)  = { p l , . . . , p , } .  Bleibt 
die Eindeutigkeit der Mi zu zeigen: Fiir jede multiplikative Teilmenge S yon R sei 
Hs(M) = n{sMls  • $}, und dann behanpten wit mit S~ = R\pi,  daft 

Mi = Lp, Hs,(M) 

ist. Weil Hs und Lp mit direkten Summen vertauschen, ist also LpHs,(M~) = Mi 
und Lp, Hs,(Mj) = o f/ir alle j ~ i zu zeigen. Das erste ist klar (weil M~ durch alle 
x E Si teilbar ist und dutch eine Potenz von Pi annuliert wird), so da~ jetzt j ~ i 
sei: Bei pj ~ pi folgt mit einem z E Pj\Pi, dab zeMj = o ist fiir ein e >_ 1, wegen 
z e • Si also Hs,(Mj) = o; bei Pi • Pj folgt mit  einem z • PikPj, daft Mj[z] = o, 
Mj [pi] = o, also Lp,(Mj) = o ist. • 

BEMERKUNG 1. Ist M = M1 ~ . . . @ M ,  die Zerlegung aus (3.6), so kann man 
aus der Darstellung Mi = Lp~Hs~ (M) einige Folgerungen ziehen: Mi ist der grSflte 
pi-koprin~re Untermodul yon M; war pi ein maximales Element yon Ass(M), folgt 
Mi = Lp, (M); und war p~ ein minimales Element yon Ass(M), folgt Mi = Hs, (M). 

BEMERKUNG 2. Ist M selbst p-primer und p-koprim£r, operiert jedes z • R \p  
auf M/OM bijektiv, so daft M / p M  ~- ~(p)(Z) ist (~(p) der QuotientenkSrper yon 

c c ~ Y . , =  R/p, I eine Indexmenge). Induktiv erh~lt man so eine Folge o = Uo # U1 # . . .  

M, deren Faktoren yon der Form Uk+l/Uk ~- to(P) (x~) sind. Umgekehrt ist jeder R- 
Modul mit einer solchen Kompositionsreihe p-primer und p-koprimhr. 
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