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EINLEITUNG

Sei R ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring, dessen maximales
Ideal m ein reguldares Element enthilt, so daB3 der totale Quotientenring
K verschieden von R ist. Fiir jeden R-Modul M und jedes Ideal a von R
sei L,(M) = X7, Ann,(a’). Speziell fiir M = K/R und a = m heiBt der
Unterring T, definiert durch T/R = L (K/R), die globale Transformation
von R. Die Frage, wann T endlich oder ganz iiber R ist, wurde von
Nishimura ({8 und 9]) und anderen Autoren (siche [2, 3, 7, und 10])
ausfiihrlich untersucht, und die meisten der dort angegebenen Kriterien
beziehen sich auf die assoziierten bzw. minimalen Primideale der Vervoli-
stindigung R. Unser Ziel ist es, die Struktur von 7T als R-Modul naher zu
beschreiben und durch die Angabe von Koass(T) die Abweichung von der
Endlichkeit bzw. Ganzheit zu prazisieren.

Dazu berechnen wir als erstes P(T), den groBten radikalvollen Unter-
modul von T. Nach (1.5) ist

P(T)= & LK),
pe Ass(R)
dim(R/p)=1
und im vollstindigen Fall (es geniigt nach (1.9), daB R Faktorring eines
lokalen Cohen-Macaulay-Ringes ist) ist weiter 7/P(T) endlich erzeugt.
Damit kénnen wir, auch im allgemeinen Fall, zeigen, daf} fiir jedes
Primideal p von R Aquivalent sind:

(i) p € Koass(T) \ {m}.
(i) p =2 N R fiir ein # € Ass(R) mit dim(R /%) = 1.
(iii) p € Ass(R), und die globale Transformation des Ringes R/p ist
nicht endlich erzeugt.
(iv) p = Anng(E/U), wobei E die injektive Hiille von & = R/m und
U ein maximaler radikalvoller Untermodul von E ist.
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Weil T genau dann endlich erzeugt ist, wenn Koass(T) = {m} ist, erhilt
man daraus einige der altbekannten Kriterien fiir die Endlichkeit von T
iiber R.

Ist B =R N T der ganze Abschlufl von R in T, so ist die Gréfie von
T/B wieder ein MaB3 dafiir, wie weit 7 von der Ganzheit iiber R
abweicht, In (3.3) geben wir einen Ring D zwischen B und K an mit der
Eigenschaft

D/Be® T/B=K/B,

weiter eine Zerlegung

T/B= & L,(K/B),
# =Max(B)
h(.#)=1

in der alle Summanden als R-Moduln unzerlegbar sind. Die erste Zer-
legung bedeutet, daB T eine im Sinne von Matlis (6] komplementierte
Ringerweiterung von B ist, mit deren Hilfe wir in (3.12) alle reguliren
(maximalen) Ideale des Ringes T berechnen (fiir die nicht-regulidren
maximalen Ideale siche (2.10)). Aullerdem zeigt sie, daB3 die ringtheore-
tische Bedingung “T ist ganz iiber R” Aquivalent ist mit der modultheore-
tischen Bedingung “T ist als R-Modul klein in K (3.4). Die zweite
Zerlegung liefert mehrere Beschreibungen der Elemente von Koass(T/B).
Nach (3.6) sind fiir ein Primideal p von R &dquivalent:

(i) p € Koass(T/B).
(i) p = N R fiir ein & € Min(R) mit dim(R /&) = 1.

(iii) p € Min(R), und die globale Transformation des Ringes R/p ist
nicht ganz iiber R /p.

(v) p = (N7 . #) N R fiir ein .# € Max(B) mit h(#) = 1.

Zusitzlich sind die Summanden L ,(K/B) in der zweiten Zerlegung als
B-Moduln von besonders einfacher Gestalt (siche 3.7), aber auch als
R-Moduln haben sie noch die Eigenschaft, daB jeder echte R-Untermodul
von L ,(K/B) endlich erzeugt ist.

0. BEZEICHNUNGEN UND GRUNDTATSACHEN

Fiir jeden kommutativen Ring A sei £2(A) die Menge seiner maximalen
Ideale und £2'(A) die Menge aller maximalen Ideale der Héhe 1. Ein
A-Modul M hei3t radikalvoll, wenn M keinen maximalen Untermodul
besitzt, einfach-radikalvoll, wenn M radikalvoll # 0 ist und keinen echten
radikalvollen Untermodul besitzt. Fiir einen beliebigen 4A-Modul M be-
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zeichnen wir mit P(M) die Summe aller radikalvollen Untermoduln, und
dann heillit M/P(M) der reduzierte Anteil von M. Ein Untermodul U von
M heiBit klein in M, wenn fir jeden Untermodul X von M gilt: Aus
X+ U=M foigt X =M. Falls die Menge (X c M|X + U= M} ein
minimales Element X, hat, heiBt X, ein Komplement von U in M. (Wir
werden in (2.8) zeigen, daf3 P(T) stets ein Komplement in K hat, nicht
aber T.) Die Nichtnullteiler von A heiBen auch die regularen Elemente
von A, und ein A-Modul M heilt torsionsfrei (teilbar), wenn fiir jedes
regulaire Element a € 4 die Multiplikation mit a: M — M injektiv
(surjektiv) ist. Fir ein beliebiges Ideal I von A4 sei M[/]= Ann,(I) =
{x e MlIx = 0) und L, (M) = T7_ ,M[I'], auBerdem H, (M) = N7_,I'M.
Enthalt [ ein regulidres Element a, so hei3t | regular.

Sei ab jetzt R ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring mit
regularem maximalem Ideal m und Vervollstindigung R. Dann ist jeder
teilbare R-Modul M radikalvoll (d.h. mM = M) und jeder torsionsfreie
R-Modul M sockelfrei (d.h. M[m] = 0). Ein Primideal p von R heifit
koassoziiert zu M, wenn es einen Untermodul U von M gibt, so dal M /U
artinsch und p = Anng(M/U) ist. Die Grundtatsachen iiber die Menge
Koass(M) aller koassoziierten Primideale sind in ([12, Abschnitt 2; 13,
Lemma 3.1]) zusammengestellt. Insbesondere ist M genau dann Null
(teilbar, radikalvoll), wenn Koass{M) = & ist (U Koass(M ) kein regulires
Element enthalt, m & Koass(M) ist). M heillt Minimax-Modul, wenn M
einen endlich erzeugten Untermodul M, besitzt, so dafl M /M, artinsch
ist. Ist R zusitzlich vollstindig, so ist dieser endlich erzeugte Untermodul
M, bekanntlich linear-kompakt, so dal auch M linear-kompakt ist, in
jeder Erweiterung ein Komplement hat und schlieBlich der reduzierte
Anteil M/P(M) endlich erzeugt ist (siche [12, p. 122)).

Die im folgenden wichtigsten Teilmengen von Spec{R) sind Y :={p €
Ass(R)|dim(R/p) = 1} und Y, == Y N Min(R).

1. Die STRUKTUR vON P(T)

Weil (K/R)m] = Extp(R/m, R) endlich erzeugt, also T/R =
L (K/R) nach Matlis artinsch ist (siehe [5, p. 40)), ist T ein Minimax-
Modul, so daB wir die Ergebnisse von [13] auf P(T) und Koass (P(T))
anwenden konnen, ebenso auf P(B) und Koass( P(B)).

LemmMa 1.1, Fir jeden Minimax-Untermodul U von K gilt:
(a) PU)= N7 m'U.
(b) P(U) ist teilbar und liegt in T.
(¢) Ass(P(U)) = Koass(P(U)).

481/168;3-14
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Beweis. (a) Allgemeiner gilt fiir jeden sockelfreien Minimax-Modul M,
daB P(M) = N7 ;m'M ist: Wegen UAss(M) ¢ m gibt es ein r € m mit
MI{r]) = 0, und weil in der absteigenden Folge M SrMDr:M> - fast
alle Faktoren endlich erzeugt sind, sind wegen M[r] = 0 sogar alle
M/r"M endlich erzeugt (n > 1), so daB fir N = N7_,r"M folgt
N m(M/N)=0. Wieder wegen M[r] =0 ist N =N, also N
radikalvoll, so da8 in N*_,m'M < N c P(M) Gleichheit gilt.

(b) Zeigen wir zunichst, daB3 (U + T)/T beschrinkt ist, d.h. ein
reguldres Element s € R existiert mit sU C 7. Zum Beweis sei U, =
_R(r,/s) ein endlich erzeugter Untermodul von U, so dall U/U,
artinsch ist, und dann leistet s das Gewiinschte: Die Multiplikation mit s
induziert, wegen sU,, C R, einen Epimorphismus U /U, — sU/sU N R, so
daB auch (sU + R)/R artinsch ist, d.h. sU + R € T wie behauptet.
Aus dem Beweis von (¢) folgt, daB jedes regulire Element auf P(U/)
surjektiv operiert, d.h. P(U) teilbar ist. Speziell mit dem oben gewahlten s
folgt P(U) =sP(U)C T.

(¢) Allgemeiner gilt fiir jeden radikalvollen, sockelfreien Minimax-
Modul M, daB Ass(M) = Koass(M) ist: Fiir jedes r € R sind in der
absteigenden Folge M >rM D r2?M > -+ fast alle Faktoren endlich
erzeugt und natiirlich radikalvoll, also Null; ebenso sind in der aufsteigen-
den Folge M[r] c M[r?} c --- fast alle Faktoren artinsch und natiirlich
sockelfrei, also wieder Null, so daB} insgesamt M[r"] & r"M = M folgt fur
ein n > 1. Insbesondere ist M[r] =0 &dquivalent mit +M =M, d.h.
UAss{M) = UKoass(M). Genauso gilt fiir die Ideale a= NAss(M) und
b = NKoass(M), daB M[a”] = M[a""']= -~ =M ist und b"M =
b"*'M= --- =0firein m=>1,also a= \/AnnR(M) = b. Nach ([13,
Lemma 1.1.e]) gilt auch dim(R/p) = 1 fiir alle p € Ass(M), und damit
folgt die Behauptung.

FoLgerunag 1.2.  Jeder radikalvolle Untermodul von T /R ist teilbar.

Beweis. Sei X cin R-Modul zwischen R und T, so dall X /R radikalvoll
ist. Falls R vollstindig ist, hat die Menge {N c X|N + R = X} ein mini-
males Element N, fiir dieses Komplement N, folgt nach Voraussetzung
mN, = N, also P(X) + R = X, und weil P(X) nach (1.1.b) teilbar ist,
gilt das auch fur X/R.—Im allgemeinen Fall betrachte man R ® X/R
als R-Untermodul von R ®, T/R, und weil R ®:; T die globale Transfor-
mation des Ringes R ist (siche etwa (7, p. 76)), ist nach dem ersten Fall
R ® X/R als R-Modul teilbar, also auch X /R als R-Modul. (Wir haben
dabei beniitzt, daB8 jeder halbartinsche R-Modul M, d.h. L, (M) =
eine natiirliche R-Struktur trigt, bzgl. der M — R ®, M ein Isomorphns—
mus ist.)
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Lemma 1.3. (a) Koassy(K) = {p € Spec(R)Ip ist nicht reguldr}.

(b) Die maximalen radikalvollen Untermoduln von K entsprechen genau
den Elementen von Y = {p € Ass(R)|dim(R/p) = 1}.

Beweis. (a) Sei § die Menge aller regularen Elemente von R, also
K = R;. Allein aus p = Anng(K/U), fiir einen beliebigen R-Untermodul
U von K, folgt pK_#& K, dh pnS = Ist umgekehrt p N S_= &, gilt
im Integrititsring R = R/p fiir die multiplikative Teilmenge § = {5|s
S}, daB 0 & S und M NS # & ist. Weil Rg = K/pK als Ring semilokal
ist, folgt nach ([14, Satz 4.5)) Koassz(Rg) = {glp € g € Spec(R) und § N
S = &}, d.h. Koassg(K/pK) = {g € Spec(R)|p C q und q N S = O}, ins-
besondere p € Koass (K ).

(b) Sei A4 ein maximaler radikalvoller Untermodul von K (d.h. A
radikalvoll # K, und zwischen A4 und K liegt kein weiterer radikalvoller
R-Modul). Dann ist A teilbar, denn fiir jedes regulare Element s € R gilt
Ac(1/s)A G K, also s4 = A. Fir den einfach-radikalvollen, torsions-
freien R-Modul K/A ist also nach ([13, Lemma 4.1.c]) p :== Anng(K/A4)
ein Primideal mit dim(R/p) = 1, und weil pK + K, also p N § = & ist,
folgt auch p € Ass(R), d.h. p € Y. Weil sowohl pK als auch A ein Ideal
im Ring K ist, das erste sogar ein maximales, gilt pK = 4.

Umgekehrt folgt fir jedes pe Y, daB A :=pK ein maximaler
radikalvoller Untermodul von K ist: Natiirlich ist 4 radikalvoll # K, und
ist X ein weiterer radikalvoller Untermodul mit 4 ¢ X € K, wird X/4
iiber dem 1-dim. Integrititsring R/p sogar teilbar, mufl also mit dem
Quotientenkérper K/pK von R/p ibereinstimmen, d.h. es ist X = K.
Fir jedes Ideal a von R gilt Anng(K/aK)=aKNR, hier also
Anng(K/A) = p.

Bemerkung. Aus (2.5) folgt, daB die Elemente von Y, = Y N Min(R)
gerade den maximalen radikalvollen Untermoduln von K entsprechen, die
zusitzlich ein Komplement in K haben (siehe auch 2.10).

Lemma 1.4, Ist a ein ldeal # R mir dim(R/a) < 1, so gilt:

(a) Kla] und LK) sind radikalvolle Minimax-Moduln mit
Koass(K[a]) = Koass(L (K)) = {p € Ass(R)|a C p}.

(b) L(K)= & L(K).

pe Ass(R)
acp

Beweis. (a) Fir jedes Ideal b von R ist K[b] = Anng(b)- K ein
teilbarer Untermodul von K mit Ass(K[b]) = {p € Ass(K)|b C p}, worin
man die erste Bedingung durch p € Ass(R) ersetzen kann. Ist jetzt a wie
angegeben, wird M, = K[a] iiber dem Ring R = R /a, dessen Dimension
< 1 ist, nach ([13, Beispiel 1.4])) zu einem Minimax-Modul, und das ist
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M, dann auch iiber R. Mit (l.lc) folgt Koass(M,) = Ass(M,) =
{p € Ass(R)a < p}.
Fiir jedes Ideal b von R wird L,(K) durch eine Potenz von b annul-
liert, denn aus Ann,(b) = Ann,(b**') = --- folgt K[b] = K[b**] =
- = L,(K). Die Aussagen iiber M, = L (K) sind daher ein Spezialfall
des vorhergehenden.

(b) Fiir jeden der auftretenden Summanden gilt Koass(L,(K)) =
{p} = Ass(L,(K)), und aus der zweiten Gleichheit folgt fur jedes 0 # x €
L (K), daB y/Anng(x) = p ist. Damit ist die angegebene Summe direkt,

denn wire in x, + -+ +x, =0 (alle x; € L, (K)) ein x; # 0, folgte aus
() Anng(x;) € Anng(x;) und /Anng(x;) =p,
i=1
i*

daB Anng(x,) Cp, wire fiir ein &k #j, also p, Cp;, dh. der Wider-
spruch p, = b,

Klar ist die rechte Seite U = @ L, (K) enthalten in L (K), und zur
Gleichheit geniigt es L, (K/U) = 0 zu zeigen. Wire L (K/U) # 0, gibe
es ein p € Ass(K/U) mit a C p, und weil U teilbar, also K/U torsions-
freiist, folgte p N S = &, p € Ass(R). Mit K = K/L,(K)ist dann Ass(K)
endlich und p C q € Ass(K) unméglich (wegen K[p] = 0), entsprechend
Koass(U) endlich und p < q € Koass(U) unméglich (wegen pU = U),
und aus p ¢ UAss(K) U UKoass(U) folgt, daB es ein r € p gibt mit
K{r1=0, rU = U. Aus beidem folgt (K/U)r] =0, (K/U)p]l=0 im
Widerspruch zu p € Ass(K/U).

Satz 1.5. (@) A(T) = @DeyLD(K).
(b) Koass(P(T)) =Y.

Beweis. (a) Mit 3 == NY zeigen wir im

1. Schritt, dall P(T) = La(K) ist. Weil Ld(K) nach (1.4.a) ein
radikalvoller Minimax-Modul ist, gilt L,(K) < P(T) nach (1.1.b). Zur
Umkehrung beniitzen wir ({13, Lemma l.l.e und Satz 1.2]), wonach
Ass(P(T)) € Y und NAss(P(T)) = /Anng(P(T)) ist. Aus beidem folgt
3° € Anng(P(T)) fiir ein e = 1, also P(T) c L (K). Mit (1.4.b) folgt im

2. Schritt die angegebene Zerlegung: Falls Y = @&, ist 3 = R und
P(TY=0.Falls Y # &, ist dim(R/3) = L und {p € Ass(R)lg C p} = Y.

(b) Folgt unmittelbar aus (a), denn fiir jeden der direkten Summan-
den ist nach (1.4.a) Koass(L,(K)) = {p}.

Bemerkungen. (1) Im vollstindigen Fall ist 7/P(T) endlich erzeugt,
also T selbst genau dann endlich erzeugt, wenn P(T) = 0, d.h. nach (1.5)
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Y = & ist. Im allgemeinen Fall erhilt man so, durch Ubergang zu R & T,
einen neuen Beweis fir das Ergebnis von Nishimura ([9, Proposition
2.3.2]): Genau dann ist T endlich iiber R, wenn die Vervollstindigung R
kein assoziiertes Primideal der Kohohe 1 besitzt.

(2) Ein R-Modul M heiBt koprimdr, wenn M = 0 ist und fiir jedes
r € R entweder rM = M oder r°M = QO ist fir ein e > 1. In diesem Fall ist
q= ‘/-/—%-nnR(M) ein Primideal, und M heiflt dann g-koprimir. Aus
(1.4.a) folgt sofort, daf fiir jedes p € Y der Modul L (K) p-koprimdr ist,
also die Darstellung in (1.5.a) eine sogenannte Koprimdrzerlegung von
P(T) ist. Allgemeiner weifl man, daB jeder radikalvolle Minimax-Modul
eine Koprimérzerlegung besitzt ([15, Folgerung 2.6]).

Mit (1.5) und der Formel Koass(M) = {# N R|# € Koass,g(lé ® M)},
die nach ([14, Proposition 3.3]) fiir jeden R-Modul M gilt, kénnen wir jetzt
Koass(T') berechnen:

SaTz 1.6. Fiir jedes Primideal p von R sind dquivalent:

(i) p € Koass(T) \ {m}.
(i) p =2 N R fiir ein # € Ass(R) mit dim(R/®) =
(iii) p € Ass(R), und die globale Transformation des Ringes R/p ist
nicht endlich erzeugt.
(iv) p = Ann(E/U), wobei E die injektive Hiille von k = R/m und
U ein maximaler radikalvoller Untermodul von E ist.

Beweis. (i — ii) Es ist p=2NR fiir ein L& Koass (R ® T),
auBerdem 2 # mR. Weil R & T die globale Transformation von R und
der reduzierte Anteil endlich erzeugt ist, folgt J" € Koass z(P(R &, T)),
also nach (1.5.b) 2 € Ass(R) und dim(R /) =

(ii — i) Wieder nach (1.5.b) folgt # € KoassR( P(R ®,T)), also nach
({12, Lemma 2.1.b]) & c & fiir ein @ € Koass /(R ®, T). Wegen & # mR
folgt & =2, also p € Koass(T) und natiirlich p # m.

(ii — iii) Mit dem angegebenen 2 folgt bekanntlich p € Ass(R) und
P € Ass( R/DR) Das zweite bedeutet, dal die Vervollstindigung R/p /P ein
assoziiertes Primideal der Kohohe 1 besitzt, also die globale Transforma-
tion von R /b nicht endlich erzeugt ist.

(iii — ii) Jetzt existiert ein # € Ass(lé/plé) mit dim(RA’/ga) =
woraus insbesondere & N R € Ass(R/p) folgt, dh. # N R = p. Wegen
p € Ass(R) gilt auch @ € Ass(R) wie gewiinscht.

(i = iv) Aus & € Ass(R) folgt PE # E, aus dim(R/%#) = 1, daB
E/PE einen maximalen radikalvollen Untermodul U/®PE besitzt ([5,
Theorem 5.5]), und dann ist Anng(E /U) ein nicht-regulares Primideal
in R, das 2 umfaBt, also schon mit % iibereinstimmt. Natiirlich ist
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dann U auch ein maximaler radikalvoller R-Untermodul von E und
Anng(E/U) =2 NR =p.

(iv — ii) Der angegebene Untermodul U ist auch ein maximaler
radikalvoller R-Untermodul von E, so dal & := Anngz(E/U) nach ([13,
Lemma 4.1.c]) ein Primideal ist mit dim(R/%?) = 1. Weil E auch als
R-Modul injektiv, insbesondere teilbar ist, ist &2 nicht-regulir, also # €
Ass(R), und natiirlich ist # N R = p.

Bemerkung. Aus (1.6) folgt sofort, daB fiir den Ring R Aquivalent sind:

(1) Koass(T) = {m}.
(2) T ist als R-Modul endlich erzeugt.

(3) Fur alle p € Ass(R) ist die globale Transformation des Ringes
R/p endlich erzeugt.

(4) Die injektive Hiille E des Restklassenkdrpers besitzt keinen maxi-
malen radikalvollen Untermodul.

—Die Aquivalenz (2 « 3) findet sich bei Grothendieck ([1, Proposi-
tion 5.11.1], siehe auch {7, Lemma 10.13]), und (1 < 2) ist ein Spezialfall
der folgenden Aussage (siche [14, Satz 1.2]): Jeder sockelfreie R-Modul M
mit Koass(M) = {m} ist endlich erzeugt.

FoLGerRUNG 1.7. Koass(T') = Koass(P(T)) « Koass(T/P(T)).

Beweis. Fir jedes Paar Uc M von R-Moduln gilt Koass(M) c
Koass(U/) U Koass(M/U) ([12, Lemma 2.1.a)), und weil Koass(P(T)) =Y
nach (iii — i) eine Teilmenge von Koass(7T) ist, bleibt nur noch Y N
Koass(T) = & zu zeigen, mit 7 = T/P(T). Nach dem Beweis von (1.5.a)
ist P(T) = L,(K) mit 3 =NY, so dal auch T ein sockelfreier Minimax-
Modul ist mit T[3] = 0. Es folgt T[r] = 0 fir ein r € 3, so daB nach
Matijevic ([4], siehe die Variante in [11, p. 47]) T/rT endlich erzeugt ist.
Far alle p € Y ist damit T/x)T endlich erzeugt, p # m, p & Koass(7).

FOoLGERUNG 1.8. Genau dann ist T/P(T) endlich erzeugt, wenn fiir
alle p € Ass(R)\ 'Y die globale Transformation des Ringes R/p endlich
erzeugt ist.

Beweis. Jeder Minimax-Modul M besitzt einen endlich erzeugten Un-
termodul M,, so daB M /M, artinsch und radikalvoll ist. Genau dann ist
also M endlich erzeugt, wenn Koass(M) c {m} ist. Speziell fir M =
T/P(T) bedeutet das nach (1.7), daBl Koass(T) \ Y C {m}, d.h. Koass(T) \
{m) c Y ist. Die Aquivalenz (i « iii) in (1.6) liefert die Behauptung.

Satz 1.9. Ist R Faktorring eines noetherschen, lokalen Cohen-
Macaulay-Ringes, so ist T/P(T) endlich erzeugt.
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Beweis. Nach der letzten Folgerung genuigt es zu zeigen: Ist R ein
CM-Ring und g € Spec(R) mit dim(R /q) > 2, so ist die globale Transfor-
mation des Ringes R/q endlich erzeugt. Zunéchst ist T = R, denn aus
dim(R) = 2 folgt nach Voraussetzung Tiefe(R) > 2, d.h. (K/R)m] =
Extj(k, R) = 0.

1. Fall. g € Ass(R). Dann ist nach (1.6)(iii — i) die globale Transfor-
mation von R/q endlich erzeugt.

2. Fall. g & Ass(R). Dann wihle man eine maximale R-Sequenz
Xy..., X, in q, so daB auch R = R/(x,,..., x,) ein CM-Ring wird mit
A(g) = 0, dim(R /§) > 2, und nach dem ersten Fall ist die globale Trans-
formation von 1-?/& = R/q endlich erzeugt.

Im Rest dieses Abschnittes bestimmen wir den groBten radikalvollen
Untermodul von R’ (dem ganzen Abschluf von Rin K)und B=R N T,
ebenso die zugehorigen koassoziierten Primideale. Sei N das Nilradikal
von R.

Lemma 1.10. (a) P(R) = N7_,m'R’' = NK.
(b)

p ist nicht reguldr und R,
Koass( P(R')) = {p € Spec(R)

hat ein nilpotentes Element # 0|

Beweis. (a) Klar ist NKc P(R)c N7 ,m'R’, so daB nur noch
N7 ,m'R" c NK zu zeigen bleibt. Ist im

1. Schritt R sogar ein Integritatsring, gibt es nach Chevalley einen
diskreten Bewer;ungsring (V, #) z_wischen R und K mit #NR =m,
und aus N7_,.#' = 0 folgt N7_,m'R" = 0. Ist im

2. Schritt R beliebig und Min(R) = {q,,...,q,,}, so folgt fur jedes
j €{1,...,m} mit der kanonischen Einbettung ¢,;: R/q; » K/q,K, daB
K/q;K ein Oberring von Bi ¢; ist (d.h. im Quotientenkdrper von R/q;
liegt), der ganze Abschlull A4; von Bi ¢; in K/q;K also nach dem ersten
Schritt bzgl. des maximalen Ideales von Bi ¢; separiert ist. Damit ist A4,
auch als R-Modul bzgl. m separiert, die kanonische Abbildung K —
1K/a,K liefert einen R-Homomorphismus f: R —T17.,4;, und
weil jetzt R'/Kef bzgl. m separiert ist, folgt N7 ,m'R cKe fc
N7.,a,K = NK wie gewlinscht.
(b) Aus P(R') = K ®& N folgt Koass(P(R')) = Koass(K) N
Supp(N) nach ([13, Folgerung 3.2]), so daf mit (1.3.a) die Behauptung
folgt.
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Bemerkung zu (a). Ist R zusitzlich vollstindig, so gilt mit den Bezeich-
nungen des zweiten Beweisschrittes, da alle 4, nach Nagata endlich
erzeugt sind, also auch R’/Ke f. Man erhilt so das wohlbekannte Ergeb-
nis, daB im vollstindigen Fall der reduzierte Anteil R'/P(R’') endlich
erzeugt ist.

Sarz 1.11. (a) P(B) = (&

pEYNY,

LAK) @ (B, , p- LK)

(b) Koass( P(B)) = {p € YIR, ist kein Korper]}.

Beweis. (a) Als Durchschnitt von zwei teilbaren Untermoduln ist auch
P(R') n P(T) teilbar, so daB in P(B) € P(R') N P(T) Gleichheit gilt. In
der Zerlegung P(B) = NK N (9, _, L(K) = &, _ (NK N LK)
miissen wir also nur noch die einzelnen Summanden studieren:

1. Fall. p e Y\Y,. Fur jedes g € Min(R) ist dann p ¢ q, mit
Anng(p€) = Anng(p¢*') = --- also auch p* ¢ q, Anng(p®) C q (denn
fir jedes Ideal a ist a N Anng(a) nilpotent), und damit L, (K) C gK.
Insgesamt folgt L ,(K) C NK.

2. Fall. p € Y;,. Mit demselben Argument folgt jetzt wenigstens
pK N L(K)CNK,also pK N L(K)=NKn LK) Weil der Ring R,
artinsch ist, gilt p/R, = 0 fiir ein f > 1, d.h. Anng(p/) € p, daraus folgt
(0 + Anng(p/ ) NS # P also pK+ L,(K)=K, pKnL(K)="p-"
L,(K) wie gewiinscht.

(b) Aus der eben bewiesenen Zerlegung folgt mit (1.4.a) sofort
Koass(P(B)) = Y\ Y, w{p € Y,lp - L (K) # 0}. Bleibt fiir jedes p € Y,
zu zeigen: Genau dann ist p - L (K) = 0, wenn R, ein Korper ist. Bei =»
hat man nach dem Vorhergehenden pK & L (K) = K, also p’K = pK,
also erst recht szD =pR,, d.h.schon pR, = 0. Bei < folgtaus pR, = 0,
daB Anng(p) ¢ p, also wie oben (mit f=1) pK & K[p] = K ist, also
Kip]l = L (K).

2. UBer pie Lace vonN P(T) N K

Obwohl P(T) im allgemeinen weder klein noch direkter Summand in K
ist, existiert genau ein Komplement ¥ von P(T) in K, das wir in (2.8)
berechnen. Fiir P(B) ist die Situation einfacher: Wir zeigen in (2.9), daB
sogar B als R-Modul klein in K ist.

Die ersten drei Lemmata beantworten jeweils die Frage, wann ein
beliebiger teilbarer Untermodul U von K (der bekanntlich von der Form
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U = aK ist fiur ein Ideal a von R) klein in K ist bzw. direkter Summand
in K ist bzw. ein Komplement in K hat.

Lemma 2.1, Fiir jedes Ideal a von R gilt:

(a) Genau dann ist aK klein in K, wenn a nilpotent ist.

(b) Genau dann ist K[a] klein in K, wenn aus a C p € Min(R) stets
folgt aR, # 0.

(c) Genau dann ist L (K) klein in K, wenn a in keinem minimalen
Primideal liegt.

Beweis. (a) Fir einen beliebigen R-Modul M gilt nach ([12, p. 129,
Folgerung 1]): Genau dann ist aM klein in M, wenn a € NKoass(M ) ist.
Speziell fiir M = K gilt aber nach (1.3.a) NKoass(K) = N, und damit
folgt die Behauptung.

(b) erhilt man mit K[a] = Anng(a) - K und (a): Bei = ist Anng(a)
nilpotent, also Anng(a) c p, aR,, # 0 fir alle p € Spec(R), und wire bei
< Anng(a) nicht nilpotent, folgte Ann(a) ¢ p fiir ein p € Min(R), also
der Widerspruch a C p, aR, = 0.

(¢c) Bei = gibt es zu jedem p € Min(R) ein f > 1 mit p/R, = 0,
und weil nach Voraussetzung Kla’] klein in X ist, folgt nach (b) a ¢ p.
Bei <« sind wieder nach (b) alle K{a”] klein in K (n > 1), also auch
L. (K) = K{a*].

Punkt (c) und die Darstellung P(T) = @

ey Lp(K) aus (1.5.a) liefern
sofort den Spezialfall:

FOLGERUNG 2.2. Genau dann ist P(T) klein in K, wenn Y,, = QDist.
LemMma 2.3, Fir jedes Ideal a von R sind dquivalent:

(1) aK ist direkter Summand in K.

(i) a’°K = aK.
(iii) K[a]l ® aK = K.

(iv) K{al] ist direkter Summand in K.

(v) Aus a C p € Ass(R) folgt stets aR, = 0.

Beweis. (i — ii) ist klar, ebenso (ii — v), denn dann ist auch aZRp =
aR,, also aR,=0. Bei (v—iii) gilt fir jedes p € Ass(R), daB
Anngla) + a ¢ p ist, also insgesamt (Anng(a) + a) N S # &, K[a] +
aK =K, Klal]naK = a - K[a] = 0. Bleibt (iv — iii) zu zeigen: Aus X
® K[a) = K folgt mit X = bK, daB (b + Anng(a)) NS # & und b N
Anng(a) = Qist, es also ein b € b und ein ¢ € Anng(a) gibt mit b + ¢ €
S, auBerdem ein g € a mit bla} = 0. Damit ist auch a + ¢ € S, denn aus
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(a+c)r=0 folgt abr =0, br=0, (b+clar=0, ar =0, cr =0,
(b+c)r=0, r=0. Also ist (a + Anngz(a) NS # J, aK & K[a] = K
wie gewiinscht.

Ist g ein maximales Element von Ass(R) und n > 1, liefert die Aquiva-
lenz (iv & v) speziell fiir das Ideal a = q": Genau dann ist X[q"] direkter
Summand in K, wenn q"R, =0 ist. Fir die Zerlegung P(T) =
@ __L_(K) bedeutet das:

qeY "q

FoLGERUNG 2.4. Genau dann ist P(T) direkter Summand in K, wenn
Y, = Yist.

LemMMA 2.5.  Flir jedes Ideal a von R sind dquivalent:

(i) aK hat ein Komplement in K.

(ii) Die absteigende Folge K D> aK > a’K > a’K > --- st stationdr.
(iii) Es gibt eine > 1 mit K[a®] & a°K = K.

(iv) L,(K) ist direkter Summand in K.

(v) Aus a C p € Ass(R) folgt stets, dafi aR, nilpotent ist.

Beweis. (1 — ii) Ist X ein Komplement von aK in K, folgt aus
dem wesentlichen Epimorphismus X — K/aK, dal Koass(X) =
Koass(K/aK) ist ({12, Lemma 2.1.c]), insbesondere a € NKoass(X).
AuBlerdem ist X radikalvoll, also NKoass(X) = /Anng(X) ([14, Fol-
gerung 1.3]), und mit a” € Anng(X) folgt a"*!'K = a”K - (ii — iii) Aus
a"t 'K = a"K folgt nach (2.3) K[a"] @ a"K = K. (iii — iv) Mit diesem e
folgt K[a®] = K[a®*'] = -, so daB L (K) = K[a*] direkter Summand
in K ist. (iv — v) Bekanntlich ist L ,(K) = K[a/] fiir ein f > 1, so daB fiir
alle a € p € Ass(R) nach (2.3) gilt a’R, = 0. (v — i) Weil Ass(R) endlich
ist, gibt es ein gemeinsames n > 1, so daB fiir alle p € Ass(R), mit a C p,
gilt (aR,)" = 0. Fiir X := K[a"] gilt also nach (2.3) X @ a"K = X, und
damit ist X ein Komplement von aK in K.

Ersetzt man das Ideal a in der Aquivalenz (i & v} durch das Ideal
Ann g(a), so erhélt man

FoLGERUNG 2.6. Genau dann hat K[a] ein Komplement in K, wenn aus
aR, =0 und q Cp € Ass(R) stets folgt aR, = 0.

Bemerkungen. (1) Die Bedingung in (2.6) ist nicht fiir jedes Ideal a
erfullt: Ist Ass(R) # Min(R) und wahlt man g g p € Ass(R), p =
Anng(a), folgt a - R, = 0, a - R, # 0, so daB K[a] kein Komplement in K
hat (obwohl a ein nilpotentes Element ist).
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(2) Ist andererseits Ass(R) = Min(R) (d.h. der Ring K artinsch),
folgt aus (2.5) sofort, daB jeder teilbare Untermodul von K ein Komple-
ment in K hat.

(3) Die Bedingung in (2.6) ist offensichtlich erfiilit, wenn a ein
Ideal # R ist mit dim(R/a) < 1. Wir wollen im nichsten Lemma das
zugehorige Komplement explizit angeben und im anschlieBenden Satz den
Spezialfall P(T) = L,(K) untersuchen.

Lemma 2.7. (a) Sei U ein Untermodul von K und besitze U ein Komple-
ment X in K. Dann ist X eindeutig bestimmt, und es gibt genau einen
Untermodul U, von U mit X ® U, = K.

(b) Sei a ein Ideal + R mit dim(R/a) < 1. Dannist N b Min(R)
das einzige Komplement von K[a) in K. aR,=0

(c) Sei a ein Ideal # Rmit dim(R/a) < 1. Dannist 0\ _\ . . H,(K)
das einzige Komplement von L (K) in K. acp

Hy(K)

Beweis. (a) Aus der Minimalitit von X folgt, daB X teilbar ist,
also von der Form X = bK, und dann ist auch 62K = bK, also nach
(23) X @ U, = K mit U, = K[b]. Aus Anng(b) - X = 0 folgt Anng(b) -
K/U =0, also K[b] c U wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit von U, ist
klar, und zur Eindeutigkeit von X zeigen wir mehr:

Ist X, ein weiterer Untermodul von K mit X; + U = K, so folgt
bereits X C X,. Weil nimlich in XN U & U, = U der erste Summand
klein in K ist, hat man auch X, + U, = K, 6(K/X,) = 0, bK C X, wie
behauptet.

(b) Sei Z = {p € Min(R)|aR, = 0}. Falls Z = &, ist Anng(a) nilpo-
tent, also K{a] klein in K und X = K das cinzige Komplement. Falls
Z + 3, folgt mit Z = {p,,...,p,}, daB jedes p, € Y} ist, also p,K nach
(2.5) ein Komplement in K hat, es daher ein gemeinsames ¢ > 1 gibt mit
p¢K @ Klpfl = K fur alle ¢ € {1,..., m}. Insbesondere ist X :=

i H(K) = (N[L,p))K direkter Summand in K, aus (N2, +
Anng(a)) NS # & folgt X + K[al =K, und weil N, pf N Anng(a)
nilpotent ist, ist X N K{a] klein in K, also auch klein in X. Damit ist X
das (nach (a) einzige) Komplement von K[a]in K.

(c) Mit Anng(a’) = Anng(a/*") = --- ist L (K)= K[a/]. Nach
(b) geniigt es, fiir jedes p € Min(R) zu zeigen, daB a’ R, = 0 dquivalent
ist mit a C p. Klar ist = , und bei < gibt es ein n > f mit p"R, = 0, aus
Anng(p™) ¢ p folgt erst recht Anng(a™) ¢ p, also a’/R, =0 wie be-
hauptet.
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Satz 28. Mit V= Ny H(K) und W= @ _ LK) gilt:

PEY,
(a) Ve W=K.

(b) Vst das einzige Komplement von P(T) in K.
(c) W ist das einzige Komplement von P(B) in P(T).

Beweis. (a) Schon im Beweis von (2.7.b) haben wir beniitzt, da3 in K
der Durchschnitt zweier direkter Summanden wieder direkter Summand
ist. Genauer gilt fir endlich viele Zerlegungen X, ® W, = K (1 <i < m),
daB (N7, X)) & (T W) = K ist. Weil fiir jedes p € Y, nach (2.5)
H,(K) ® L, (K) = K ist, folgt die Behauptung.

(b) Wegen P(T) = L (K) (mit 3 = NY wie im Beweis von 1.5.a) ist
das ein Spezialfall von (2.7.c): Falls Y, = &, ist ¥ = K und P(T) nach
(2.2) klein in K. Falls Y, # &, ist dim(R/3) =1 und {p € Min(R)|3 Cp} =
Y.

© Mit V, = @, _,., L(K) und W, := ®,., p-L,(K) zeigten
wir in (1.11.a), daB P(B) =V, & W, ist, also W + P(B) = P(T). Nach
(1.10.a) ist aber P(B) c NK, also P(B) klein in K, W n P(B) klein in W,
d.h. W ein Komplement von P(B) in P(T).—Zur Eindeutigkeit von W

Zeigen wir im

1. Schritt, dal W =L, (K) ist mit 3,:= NY,. Falls Y, = O, ist
3p=Rund W=0. Falls Y, # &, ist dim(R/3,) = 1 und {p € Ass(R)|3, C
p} = Y,, so daB (1.4.b) die Behauptung liefert. Ist im

2. Schritt X ein weiteres Komplement von P(B) in P(T), folgt aus
Koass{ X) = Koass(P(T)/P(B)) = Koass(tW) = Y, und NKoass(X) =
yAnng(X) (14, Folgerung 1.3]), daB 3§ C Anng(X) ist fir ein e > 1,
also XCLM(K) =W, X=W.

Bemerkungen. (1) Die Zerlegung V @ W = K liefert fir jeden teil-
baren Untermodul U von K eine Zerlegung (VnU)e (Wn U) = U.
Speziell fiir U = P(B) ist das gerade die Darstellung in (1.11.a), denn mit
den in (¢) eingefithrten Untermoduln V¥, und W, ist VN P(B) =V,
WnP(B)=W,

(2) Falls R Faktorring eines noetherschen, lokalen Cohen-
Macaulay-Ringes ist, ist T/P(T) nach (1.9) endlich erzeugt, also V' auch
ein Komplement von 7 in K. Im allgemeinen braucht aber T kein
Komplement in K zu haben; die genauen Bedingungen geben wir in
(3.5) an.

Satz 2.9. B ist als R-Modul klein in K.
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Beweis. Sei im

1. Schritt A ein kommutativer Ring (der weder noethersch noch lokal
sein muB), in dem jedes maximale Ideal regular ist. Sei K der totale
Quotientenring von A. Dann behaupten wir:

(a) Ist M ein A-Modul zwischen A und K, M durch kein maxi-
males Ideal von A teilbar und M /A direkter Summand in K/A, so folgt
M= A.

(b) Ist X ein Ring zwischen 4 und K mit X + A" = K (wobei A’
der ganze AbschluBl von A4 in K sei), so folgt X = K.

Mit N/A ® M/A = K/A erhalt man namlich in (a) eine exakte Folge
0>A4—->NXM- K- 0, fir jedes .# € £2(A4) also, weil K radikalvoll
und flach ist, einen Isomorphismus A/# — N/#N X M /#M. Aus der
Voraussetzung iiber M folgt N =.#N fir alle .# € 2(A4), d.h. N ist
radikalvoll. Als wesentliche Uberdeckung von N /A ist deshalb N sogar
teilbar, also N = K, M = A. (Fur den Fall, da} A ein Integritatsring ist,
folgt (a) auch aus [6, Proposition 1.3.5]).—Unter den Voraussetzungen in
(b) ist auch C = X N A’ ein Ring, in dem alle maximalen Ideale regular
sind, und weil A’ als C-Modul durch kein maximales Ideal teilbar ist, folgt
aus X/Co®A/C=K/C nach dem ersten Teil A =C, X =K wie
behauptet.

Sei im

2. Schritt R wie stets ein kommutativer, noetherscher, lokaler Ring
mit regulirem maximalem Ideal, und sei B =R N T. Der artinsche
R-Modul B/R hat in K/R ein Komplement X/R, und weil X/R als
wesentliche Uberdeckung von K/B teilbar ist, ist X sogar ein Unterring
von K (siche [5, p. 31]). Aus X + R' = K folgt deshalb nach Teil (b)
X = K, so dal B/R klein in K/R ist, also auch B klein in K.

Die Lage von P(T) in K entscheidet auch iiber die nicht-regularen
maximalen Ideale des Ringes T. Falls T ganz iiber R ist, sind offenbar alie
maximalen Ideale von T reguldr. Der nichste Satz zeigt, daB dazu nur
Y, = &, d.h. P(T)klein in K sein muf3. Im vollstindigen Fall wurde (2.10)
won Kiyek, auf ganz anderem Wege, in ([3, p. 348]) bewiesen.

Satz 2.10. Die nicht-reguliren maximalen Ideale von T entsprechen
genau den Elementen von Y, = {p € Min(R)|dim(R/p) = 1}.

Beweis. Bekanntlich entsprechen (fiir jeden Ring zwischen R und K)
die nicht-regularen Primideale ¥ von T genau den nicht-reguldren Prim-
idealen p von Rvia B—- L NRbzw. p » pK N T.

Ist nun M € (T) nicht-regulir, wird p := T N R ein maximales Ele-
ment von Ass(R) und K/pK der Quotientenkdrper von R/p. Weil T/
ein Zwischenkorper ist, folgt T/M = K/pK, d.h. pK + T = K, und fir
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den radikalvollen Minimax-Modul K/p K folgt nach ([13, Lemma 1.1.e])
dim(R/p) = 1,d.h. p € Y. Bleibt p € Min(R) zu zeigen: Fir T = T/P(T)
zeigten wir im Beweis von (1.7), daB T/p_f endlich erzeugt ist, d.h. ein
endlich erzeugter. Untermodul U von T existiert mit U + pT + P(T) =T.
Aus pK + T =K folgt damit pK + P(T) = K, pK + L (K) = K, also
nach (2.5) A(p) = 0.

Umgekehrt gilt fiir jedes p € Y),, daBl B := pK N T ein Primideal der
Hoéhe Null im Ring T ist, und wieder nach (2.5) gilt pK + L (K) = K,
also erst recht pK + T =K, so daB T/P = K/pK ein Korper ist, d.h.
R € (XT).

FoLGerunc 2.11. (a) Fiir jedes maximale Ideal I von T gilt I N
P(T) = - P(T).

b) Vi = &, .y, L,(K) ist als T-Modul radikalvoll.

(¢c) Ist R Faktorring eines noetherschen, lokalen Cohen-Macaulay-
Ringes, so gilt: Genau dann ist der Ring T noethersch, wenn Y, = Y ist.

Beweis. P(T) ist als R-Modul teilbar, also auch ein Ideal im Ring 7.
Als T-Modul ist dann P(T) ebenfalls teilbar (aber nicht unbedingt
radikalvoll).

(a) Ist IR € XT) nicht-regulir, folgte mit p = M N R im Beweis von
(2.10), daB pK + P(T) = K, also I + P(T) = T ist, und wir sind fertig.
Ist aber MM € (AT) reguldr, ist nach Matijevic [4] T/ als R-Modul
endlich erzeugt, insbesondere P(T) c IR, und nach der Vorbemerkung
gilt I - P(T) = P(T).

(b) Wir miissen nur noch fiir jedes p € Y\ Y, und jedes nicht-
regulire I € (XT) zeigen, daB M - L (K) = L (K) ist: g = T N R ist
nach (2.10) ein Element von Y, und aus g ¢ p folgt q - L (K) = L,(K),
also die Behauptung.

(c) Weil V, durch alle q € Y, teilbar ist, gilt V; C V, wegen V, ®
W = P(T) also genauer V|, = V' n P(T). Die Voraussetzung an R und
(1.9) zeigen, daB jetzt nicht nur T/V N T = K/V, sondern sogar T/V, als
Ring noethersch ist. Weil ein noetherscher Ring keine radikalvollen
Ideale besitzt, folgt mit (b) die Behauptung.

Bemerkung zu (b). Bezeichnet § das Jacobson-Radikal des Ringes 7,
so folgt mit (1.1.a), daB V|, = N7_,J’ ist. Insbesondere ist I/, das groBte

radikalvolle 1deal des Ringes 7.
3. T ALS KOMPLEMENTIERTE RINGERWEITERUNG VON B

Fiir ein Primideal & von B ist die Lokalisierung B, im allgemeinen
kein Unterring von K, und deshalb ersetzt man sie durch den “grolen
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Quotientenring” B, 5, = {x € K| es gibt ein ¢ € B\ % mit cx € B}. Mit
dieser Bezeichnung definieren wir den Zwischenring

D = n B[.l]
A<=0(B)

und zeigen in (3.3), dal D/B & T/B = K/B ist. Mit Hilfe dieser Zer-
legung konnen wir entscheiden, wann T ein Komplement in K hat (oder
sogar klein in K ist), wie die koassoziierten Primideale bzw. die
radikalvollen Untermoduln des artinschen R-Moduls T/B aussehen und
schlieBlich alle regularen Ideale des Ringes T beschreiben.

LeMMA 3.1.  Fiir jedes maximale Ideal # von B sind dquivalent .

G) h(#)=1.
(ii) B, /B ® L ,(K/B)=K/B.
(iii) B: .# # B.

Beweis. (i — ii)

1. Schritt. Zu jedem x € K gibt es ein ¢ € B\ A4 und ein e > 1 mit
#‘cx C B: Falls x € B ,,, folgt das unmittelbar aus der Definition des
Ringes B, (setze e = 1). Falls x € B, folgt fir ¥ € K/B, daB§ & =
Ann g(X) ein regulires, in # enthaltenes Ideal, also nach Voraussetzung
# minimal iiber & ist. Weil .# nach Matijevic [4] endlich erzeugt ist, ist
im lokalen Ring B,/# - B, das maximale Ideal sogar nilpotent, und
aus (#-B,) cw B, (e > 1) folgt #°c C fiir ein ¢ € B\.#, d.h.
#A°cx C B wie behauptet.

Sei im

2. Schrin U/B =1L _,(K/B), dh. U= U%_(B: .#"). Wir miissen
zeigen, daB B ,, N U = B und B, + U = K ist. Das erste ist klar, denn
zu x € B, N U hat man ein ¢ € B \.# mit cx € B, weiter ein n > 1 mit
A"x CB,und mit 1 — bc e#" folgt x — bex € B, x € B. Fiir's zweite
zeigen wir (K/B .+ U), = 0 fiir alle & € Spec(B): Falls & #.#, ist
bereits (K/B; 4)» = 0, denn zu x € K wiihle man ¢ und e wie im ersten
Schritt, dazu ein b €.#°\.%, und damit folgt bcx € B, bx € B[,] wie
gewiinscht. Falls & =.#, ist bereits (K/U), = 0, denn zu x € K kann
man wieder ¢ und ¢ wie im ersten Schritt wiahlen und erhilt cx € B:
HECU.

(it — iii) Fur jedes regulare Primideal & von B ist B » ¢ K, denn mit
einem reguldren Element b, € % ist 1/b, & B, . Aus der angegebenen
Zerlegung folgt also L ,(K/B) # 0, d.h. B: .# # B.

(iii — 1) Fur jedes .# € (XB) ist .#: .# =B, denn aus .#: #CT:
m=T und .#: .# C B’ (weil .# endlich erzeugt ist) folgt .#: # C B' N
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T = B, also die Behauptung. (Fiir den Fall, da} R ein Integrititsring ist,
stammt dieses Argument von Querré, siehe {11, p. 51].) Unter der Voraus-
setzung (iii) gibt es jetzt ein x € B: .# mit x &€ B, dazu nach der
Vorbemerkung ein u €.# mit xu &.#. Es folgt, daBl .# minimal {iber Bu
ist, denn zu Bu C & . A# hitte man ein v €4\ R, also vx € B, txu € 2,
xu €2, und das ist unmoglich. Bekanntlich gilt der Krull’sche Haupt-
idealsatz nicht nur in R, sondern auch in jeder ganzen Ringerweiterung
von R, und so folgt h{(.#) =

FoLGERUNG 3.2. Sei P ein Primideal von B und % & 2'(B). Dann
folgt T C B\ sy und T N B =2

Beweis. Angenommen es gibtein x € T, x & B[,,,,]. Fir x € T/B folgt
dann Anng(x) C.#, und weil B/Anng(x) = Bx als B-Modul artinsch ist,
mull % ein maximales Ideal sein und B/# ein Untermodul von
B/Anng(¥), d.h. auch von 7/B. Es folgt B: % # B, also nach (3.1) der
Widerspruch % € 2'(B).—Die zweite Behauptung erhilt man jetzt aus
der Rechenregel #B ) N B = 2.

Satz 33. (@ T = Nyry>1 By
) T/B=®, , _ LK/B)

he)=1

() D/B® T/B = K/B.

Beweis. (a) DaB T in allen B, liegt (h(.#) > 1), folgt sofort aus
(3.2). Ist umgekehrt x € K, x € T, folgt fir ¥ € K/T, daB nach Defini-
tion von T der Ring R/Anng(x) nicht artinsch ist. Die ganze Ringer-
weiterung R/Anng(f) € B/Ann (%) zeigt, da} auch der gréBere Ring
nicht artinsch ist. Er ist aber nach Matijevic [4] noethersch, so daB es
Primideale Anng(f) c.# C.# € (A(B) geben muB und insbesondere
h(.#) > 1 ist. Fur alle ¢ € B\ ist nun cx & B, also x & B ..

(b) Fiir jeden B-Modul X ist die Summe der Untermoduln L ,(X)
(# € Q(B)) direkt, und falls X artinsch war, gilt sogar X = DL (X).
Speziell fiir X = T/B folgt nach (3.1) T/B = h( -1 L#(T/B), so daB
nur noch L (T/B) =L ,(K/B) zu zeigen ist, d.h. nach (a) L (K/B) C
B /B fiir alle % € ({(B) mit h(») > 1: Zu ¥ € L ,(K/B) gibt es ein
e > 1 mit .#°x C B, mit ¢ €.#°\ & folgt insbesondere <x € B, x € BI&"’]
wie gewiinscht.

(c) Fir jeden B-Modul X gilt: Sind #,,...,.#, paarweise ver-
schiedene maximale Ideale von B, und ist jedes L (X) dlrekter Sum-
mand in X, sagen wir U & L (X)— , SO folgt (Uﬂ NnU) @
(&, L,(X)=X. Der Beweis durch Induktion iiber n ist bei n = 1
Klar, und bei n > 1 folgt aus (U, N - N U, D8 (DL (X)) =
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zundchst L (X) < N/Z'U, mit U, ® L,(X) =X also N/ U &
L,(X)= N72'U, durch Addition von @in=_11Ll,(X) also die Behaup-
tung.

Speziell in X = K/B folgt mit (3.1.ii) fiir jede Teilmenge ¢ von 02'(B):
Ist A;/B=®,_,LAK/B) und A, =N ,c,B . 50 gilt 4,/B &
A,/B = K/B. Fir ¢ = 2'(B) ist aber A4, = T nach (b) und 4, = D nach
Definition.

Bemerkungen. (1) Fir den Fall, daB R ein Integritatsring ist, wurde
die Darstellung (a) von Nishimura in ({8, Theorem 1.6]) bewiesen. (2) Sei
A ein Integritatsring mit Quotientenkérper K, A, ein A-Modul zwischen
A und K und A,/A direkter Summand in K/A. Dann zeigt Matlis in ([6,
Proposition 1.3]), daB das direkte Komplement eindeutig bestimmt ist, d.h.
genau ein A-Modul zwischen A4 und K existiert mit A,/4 ® 4,/4 =
K/A. Ahnlich kann man in unserer Situation (c) zeigen: Ist X ein weiterer
R-Modul zwischen B und K mit X/B & T/B = K/B, so folgt bereits
X=D.

Die Zerlegung in (c) und (2.9) liefern sofort

FoLGeruNG 3.4. Genau dann ist T als R-Modul klein in K, wenn T ganz
iiber R ist.

Lemma 3.5.  Flir den Ring R sind dquivalent:

(i) T hat ein Komplement in K.
Gii) T/P(T) ist klein in K /P(T).
(iii) P(TY+ B =T.

(iv) Koassg(T/B) = Y,,.

(v) VcD.

In diesem Fall ist V das einzige Komplement von T in K, W das einzige
Komplement von B in T sowie V + B = D.

Beweis. (i — ii) Ist X ein Komplement von T in K, folgt nach (2.7.a)
X @ U, = K fiir einen Untermodul U, von T. Natiirlich ist dann U, C
P(T), also auch X + P(T) = K, und weil in X N T + P(T) = T der erste
Summand klein in K ist, folgt die Behauptung. (ii — i) Nach (2.8.b) ist V
das einzige Komplement von P(T) in K, und unter der Bedingung (ii)
kann man P(T) durch T ersetzen.

(ii = iii) Aus D + T = K folgt jetzt D + P(T) = K, durch Schnei-
den mit T also B + P(T) = T. (iii — ii) Das ist mit (2.9) klar.

481/168,3-15
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(iti — iv) Mit (2.8.c) folgt jetzt W + B = T, und weil B klein in K ist,
ist W— T/B ein wesentlicher Epimorphismus, also Koass(7/B) =
Koass(W) = Y,,. (iv — iii) Angenommen es ist P(T) + B # T, so existiert
ein p € Koass(T/P(T) + B), und es folgt p € Koass(T/P(T)) N Y,. Das
ist aber nach (1.7) unméglich.

(iv = v) Mit 3, = MY, ist nach Voraussetzung 3, = y/Anng(7/B),
wegen T/B = K/D also auch 35K C D fiir ein e > 1. Nach (2.8) ist aber
V c3,K und V direkter Summand in K, also V < 3{K. (v — iii) Aus
D + W = K folgt durch Schneiden mit 7, daB B + W = T ist, also erst
recht B+ P(T) =T.

Die meisten Aussagen des Zusatzes sind bereits bewiesen: In (ii — i)
zeigten wir, daB3 V' das einzige Komplement von T in K ist, in (iii — iv),
daB3 W ein Komplement von B in T ist. Fur jedes weitere Komplement X
von B in T folgt wie im Beweis von (2.8.c) Koass(X') = Koass(T/B) = Y|,
VAmng(X) =3, XcC La"(K) = W, also X = W. Die letzte Aussage
erhilt man aus (v) und V + T = K durch Schneiden mit D.

Bemerkung. Wir werden beim Beweis des nidchsten Satzes beniitzen,
daB fiir jeden volistindigen Ring R die Bedingung (iv) erfiillt ist (denn
T/P(T) ist endlich erzeugt). Im allgemeinen hat man wenigstens Y, C
Koass g(T/B), denn fiir jedes p € Y, ist 0 # (L ,(K) + B)/B c T/B, so
daB p ein g € Koass(T/8) umfaBBt ({12, Lemma 2.1.b]), wegen p € Min( R)
also schon p = q ist. DaB Y, ¢ Koass(7 /B) vorkommen kann, zeigt der
von Grothendieck in ({1, Exemple 5.6.11]) konstruierte Integritatsring R:
Aus dim(R) =2 folgt Y= (d.h. P(T)=0); aus R'/R = R/m folgt
B = R’; aus (X(B) = {.#,, #,} mit h(.#,) = 1, h(.#,) = 2 folgt mit (3.3.b)
T/B #+ 0. (Hieristalso D = B, ein diskreter Bewertungsringund 7' = B,
ein noetherscher lokaler Integrititsring der Krulldimension 2.)

SATz 3.6.  Fiir jedes Primideal p von R sind dquivalent:
(i) p € Koassg(T/B).
(i) p =% N R fiir ein # € Min(R) mit dim(R/®) = 1.

(iii) p € Min(R), und die globale Transformation des Ringes R/p ist
nicht ganz iiber R/p.

_ Beweis.  Es ist nicht nur R ®, T die globale Transformation des Ringes
R, sondern auch R ®; B der ganze Abschlufl von R in R &, T. Aus dem
Diagramm

0—R ¢ T —> T/R —0

"~

0 — R —R&T —R&T/R—0
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folgt némlich, dal} die Ringe zwischen R und 7 genau den Ringen
zwischen R und R &, T entsprechen (via 4 — R ®, A), und damit folgt
die Behauptung.—Wie im Beweis von (1.6) beniitzen wir weiter die
Formel Koassg(M) = {# N R|? € Koass 4(R ® M)} aus ([14, Proposi-
tion 3.3]).

(i »ii) Esist p =2 N R fiirein # € Koass,@(lé ®: T/B), und nach
(3.5.iv) folgt # € Y,(R), d.h. # € Min(R), dim(R /%) = 1.

(ii — i) Wieder nach (3.5.iv) folgt 2 € Koass3(R ®, T/B), also & N
R € Koass x(T/B).

(ii — iii) Mit dem angegebenen 2 folgt bekanntlich p € Min(R) und
natiirlich .@/plé € Min(ﬁ/p R). Das zweite bedeutet, daf} die Ver-
vollstindigung m ein minimales Primideal der KohGhe 1 besitzt, also mit
der bereits bewiesenen Inklusion (ii — i) die globale Transformation von
R /p nicht ganz iiber R/p ist.

(iii — ii) Nach der bereits bewiesenen Inklusion (i — ii) besitzt die
Vervollstandigung ﬁ_/\p ein minimales Primideal der Kohphe 1, d.h. es
existiert ein 2 € Spec(R) mit h(#/pR) = 0 und dim(R/?) = 1. Aus
dem ersten folgt bekanntlich A(#2 N R/p) =0 und A(P) =0 (wegen
p € Min(R)), also p =2 N R und £ € Min(R) wie gewiinscht.

Bemerkung. Mit Hilfe des nichsten Satzes kann man diese Aquiva-
lenzen fortsetzen zu (iv) p = (N7_,.#°) N R fiir ein .# € N'(B). Natiirlich
folgen daraus wohlbekannte Kriterien dafiir, daB T ganz iiber R ist: R
enthilt kein minimales Primideal der Kohohe 1 (Nishimura [9, Proposition
2.3.1]); fiir jedes p € Min(R) ist die globale Transformation von R/p ganz
tiber R/p (Kiyek [3, Satz 5.3]); der Ring B = R' N T enthilt kein maxi-
males Ideal der H6he 1 (siche Bemerkung 1 zu 3.3).

Nach dieser Bestimmung von Koass zg(T/B) wollen wir alle radikalvollen
Untermoduln von T/B angeben. Dies gelingt, weil in der Zerlegung
T/B = @h( «-1L(K/B) die einzelnen Summanden sowohl als B- als
auch als R-Moduln besonders einfach sind:

Sa1z 3.7. Sei # € N'(B)und N = L ,(K/B).

(a) NT_,.#" ist das einzige Primideal von B, das echt in # liegt.
(b) Die einzigen B-Untermoduln von N sind
B:# B:.#°* B:w#°

0t 5 S5 S5 &

gN’
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und fiir jedes e > 1 ist

B:..#°
B

=B/#°.

(¢) N ist auch als R-Modul einfach-radikalvoll, und mit p = (N7_,.4")
N R gilt Anny(N) = p, Koassg(N) = {p}.

Beweis. Aus B: .# + B und #: .# = B (siche (3.1Xiii — i)) folgt
/gl(B: ), also .#(B: .#) = B, induktiv .#°(B: .#°¢) =B fir alle
e > 1. Damit sind in der Folge -+ c#*’Cc# CBCB: #CB: #°C

- keine zwei Glieder gleich, genauer sind die einzelnen Faktoren als
B-Moduln einfach, d.h. isomorph zu B /#.

(a) Es geniigt zu zeigen: Ist .o ein Ideal von B, n > 1 und & ¢ .#",
so gibt es ein ¢ € B\ A mit c.#"~! C . Zum Beweis beniitzen wir, daB
im lokalen Ring B, das maximale Ideal zyklisch ist (mit den Bezeichnun-
gen von (3.1)iii — i) wird es von u/1 erzeugt) und & - B, ¢ (.# - B,)".
Es folgt & - B, = (# - B, ) fiirein 0 < j < n, insbesondere c.#’ C & fiir
ein ¢ € B\ A.

(b) 1. Schritt. Zu jedem Ideal & mit .#° ¢ ¢ B gibt es ein
0 < f<emit & =#7; zu jedem B-Modul X mit B ¢ X g B: .#° gibt es
ein 0 < f<e mit X =B: .#/ Die zweite Aussage 1aBt sich, durch
Multiplikation mit .#¢, auf die erste zuriickfiihren. Bei dieser sei jetzt
f = 0 so gewihlt, daB . c.#/, aber & ¢.#7*" ist. Nach Voraussetzung
ist f>1 und f <e, auBerdem gibt es nach dem Beweis von (a) ein
c € B\A mit c#’ co/. Aus Bc +.#°/ = B folgt c.#/ +.#¢ =4/, also
A’ C &/ wie gewiinscht.

2. Schritt. Jeder endlich erzeugte B-Untermodul von N wird durch
eine Potenz von .# annulliert, ist also nach dem ersten Schritt von der
Form (B: .#")/B fiir ein n > 0. Damit sind sogar alle B-Untermoduln
von N bzgl. der Inklusion total geordnet, so daf fiir jeden B-Zwischen-
modul BCc X g U7 (B: A') gilt: Es gibt ¢in e > 1 mit B: #°¢ X,
daraus folgt X ¢ B: #¢, also X = B: #/ mit0 < f <e.

3. Schritt. Fiir jedes e > 1 gilt jetzt: (B: .#°)/B ist nach der Vor-
bemerkung ein B-Modul der Linge e, wegen der Totalordnung aber auch
von der Form B /&, so daB in .#°¢ C & Gleichheit gilt.

(©) Mit 2= N7_,#' und p =2 NR ist offenbar Anny(N) =2
und Anng(N) = p. AuBerdem gilt fiir jedes b € B\ .#, daB bN = N ist
(denn aus bN G N folgte .#°bN = 0 fiir ein e > 1, d.h. der Widerspruch

M CP),
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Fiir jedes q € Koassz(N) muB also q C p sein, d.h. schon q =p wie
behauptet. Insbesondere gilt mit den Bezeichnungen von (1.5, Bemerkung
2): N ist als R-Modul p-koprimdr.

Um zu zeigen, daB3 N als R-Modul einfach-radikalvoll ist, sei jetzt U/B
ein radikalvoller R-Untermodul von 7/B.

1. Schritt. U /B ist als R-Modul teilbar. Nach (1.2) ist namlich P(U/R) =
U,/R teilbar, auBerdem ist U/U, endlich erzeugt, also U/U, + B = 0,
und der Epimorphismus U, /R — U/B liefert die Behauptung.

2. Schritt. U ist ein B-Modul und U/B als B-Modul teilbar. Zum
Beweis sei b=r/s € B: Aus U =B + sU, bU = bB + rU C U folgt die
erste Aussage; falls b reguldr ist, aus U = B + rUU C B + bU die zweite.

3. Schritt. Fiir alle .#" € (2(B) mlt h(#) > 1ist nach (3.1) L ,(U/B) =
0, und es folgt U/B = ©F L U/B) mit QYB) = {#, =
MMy, ... #) Jedes N, = L (K/B) ist aber nach Teil (b) als B- Modul
einfach- radlkalvoll so daB entweder L,U/B)=0 oder L,U/B)=
ist. War insbesondere U/B ¢ N, folgt also U /B = 0.

Aus dem Beweis von (c¢) erhilt man allgemeiner

FoLGerUNG 3.8. Jeder radikalvolle R-Untermodul # O von T/B hat
die Form ©°_| L ,(K/B) mit paarweise verschiedenen A, € (2'(B).

Die aus (3.7) resulticrende Abbildung Q'(B) 2.# —» (N7_,#)NR e
Koass o(7/B) ist zwar surjektiv, aber i. allg. nicht injektiv. Bezeichnet man
zu festem p € Koassz(T/B) die Menge der Urbilder mit {.#], ..., A}, so
gilt:

FOLGERUNG 3.9. (a) @J.g:lL‘,l(K/B) ist der grofte p-koprimdre R-
Untermodul von T/B.

(b) War p € Y,, gilt ®F L (K/B)= (LK) + B)/B.

Beweis. (a) Alle L ,(K/B) sind nach dem Beweis von (3.7.c) p-
koprimir, also auch ihre direkte Summe. Ist umgekehrt U/B ein p-
koprimarer R-Untermodul von T/B, folgt nach (3.8) U/B =
@: L, (K /B) mit paarweise verschiedenen .#; € 2(B), und weil auch
Jedes L ,A\K/B) p-koprimir, also Koass z(L_ (K /B)) = {p} ist, muB wieder
nach (3. 7c) nz 1/V’) N R = p sein, also /V E{A,,...,4£,).

(b) Mit A,/B = ®7 | L (K/B)und A, = N%_,B,, gilt nach dem
Beweis von (3.3.c) AZ/B ® A,/B = K/B, und nach (3.7.c) ist
Anng(A,/B) =p, also pKcCA4, Wegen peyY, ist jetzt L, (K) p-
koprimir (1.4.a) und pK + LD(K) = K (2.5), also Lv(K) CA,und (pK +
B)/B ® (L,(K) + B)/B = K/B. Der zweite Summand stimmt deshalb
mit 4,/B iiberein.
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Statt nur ein b €Y, zu nehmen, kann man auch die Menge ¢ = {#
QYBI(NT. . #) N R € Y,) betrachten, dazu A,/B= @D, _, L,(K/B),
Ay = N 4 cyB s definieren, erhilt wie im letzten Abschnitt V' C 4,,

W c A, und damit

FoLGerunG 3.10. (@} (V + B)/B® (W + B)/B = K/B.
b) WnB)Y® (Wn B) =B.
() DcV+B.

Betrachten wir zum Abschlu3 7 und D als B-Moduln, so kénnen wir,
wieder mit Hilfe der Zerlegung D/B ® T/B = K/B, alle Ideale von B
bestimmen, durch die T bzw. D teilbar ist; ebenso die reguliren Ideale
von B, die genau den regularen ldealen von T bzw. D entsprechen.

Satz 3.11. Fiir ein Ideal & von B gilt:

(a) Genau dann ist T =T, wenn & ein endliches Produkt von
Elementen aus 2'(B) umfafit.

(b) Genau dann ist D = D, wenn & reguldr ist und in keinem
Element von £2'(B) liegt.

Beweis. (a) Aus & T =T folgt, daB & regular, also der Ring B/«
noethersch ist (Matijevic [4]). Er ist sogar artinsch, denn aus & C® €
Spec(B) folgt natiirlich T = T, also nach (3.2) % € 2'(B). Sind jetzt
M/, ..., #A,/¥ die maximalen Ideale von B/« folgt (N]_ .#)° Cc &
fiir ein e > 1, und wir wissen bereits, daf3 alle .#; aus 2'(B) sind.

Zur Umkehrung geniigt es fiir jedes .# € 2'(B) zu zeigen, dal #T =T
ist: Zunichst ist die kanonische Abbildung B/# — D/#D ein Isomor-
phismus, denn aus D C B, und .#B|, N B =4 folgt #D N B =.#,
und aus der Teilbarkeit von D /B folgt B +.#D = D. Weil man fiir jedes
reguldre Ideal # von B einen Isomorphismus

(*) B/% —— D/¥D X T/¥T

hat (tensoriere die exakte Folge 0 > B - D X T — K — 0 mit B/%),
folgt speziell mit @ =.#, daB T/#T = 0 ist wie behauptet.

(b) Aus D = D folgt wieder, da} & regulir ist, und fiir alle
A € 2'(B) zeigten wir im letzten Beweisschritt, dal3 D/#D # 0 ist, also
& ¢.#. Sei umgekehrt & regulir und .wD # D. Mit &#D C B € Spec(D)
ist dann # = R N B ein regulires Primideal von B und &#D # D, aus ()
folgt T = T, also & C.# € 2'(B) wie verlangt.

FoLGerRUNG 3.12. (a) Die reguliren Ideale von T entsprechen genau den
reguliren Idealen von B, die in keinem Element von 02'(B) liegen.

(b) Die reguliren Ideale von D entsprechen genau den reguliren Idealen
von B, die ein endliches Produkt von Elementen aus 2'(B) umfassen.
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Beweis. (a) Ist a ein regulares Ideal von T, wird & ==a N B ein
reguldres ldeal von B, und aus B+wT =T, an B+ «T = a folgt
#T = a. Weiter folgt aus B/« = T/a und (), dal D/wD = 0 ist, also
nach (3.11.b) & in keinem Element von 2'(B) liegt.

Ist umgekehrt & ein regulares Ideal von B mit der verlangten
Zusatzbedingung, erhdlt man mit (*) und (3.11.b) den Isomorphismus
B/« =T/«T, so daB a :=.«@T ein reguldres Ideal von 7T ist mit a N
B =uw.

(b) Ebenso mit der Aquivalenz aus (3.11.a).

Bemerkungen. (1) Als Spezialfille von (3.12) erhilt man:

(a) Die reguliren maximalen ldeale von T entsprechen genau den
maximalen Idealen .# von B mit A(.#) > 1. (Im vollstindigen Fall folgt
das auch mit Kiyek [3, p. 349]); im Fall eines Integritatsringes mit Matlis [6,
Proposition 1.3.3].)

(b) Jedes reguldre Primideal von D ist bereits maximales Ideal (denn
es ist von der Form #D mit .# € 1'(B)). Allgemeiner gilt fiir jedes
regulare Ideal a von D, daBl D/a = B/a N A artinsch ist.

(2) Wir haben den Ring D mit Hilfe der maximalen Ideale der Hohe
1 von B definiert. Bekanntlich ist die Abbildung R R)YSM —>MnNB e
'(B) eine Bijektion (siehe Itoh [2, Corollary 2.12.4]), deren Umkehrabbil-
dung mit unserem D = D’ so lautet: .# — (#D) N R’. Damit kann man
zeigen, daB D = Ny, (R)pyund R+ T =T = Ny (R st
wobei M die maximalen Ideale von R’ durchlauft.
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