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Nach der Churchschen These ist der mathenatische Begriff der rekur-
siven Funktion 2ine Prédzisierung des naiven Begriffs der berechenbaren
Funktion. Es liegt deshalb nahe, daB man versucht, die rekursiven

Funktionen nach ihrer "Kompliziertheit' zu klassifizieren. Wir werden

uns hier mit verschiedenen Fragen aus diesen Problemkreis befassen.

Nachdem in 1. einige Hiifsmittel bereitgestellt worden sind, behandeln
wir in 2. Versuche, die koustrukitiven Ordinalzahlen als "Kompliziert-
heitsnafB" fir rekursive Funktionen zu verwenden. VWir beginnen in 2.1
nit dem naheliegendsten derartigen Ansatz, ndmlich der Betrachtung
von Rekursionen langs rexursiver "ohlordnungen irmmer hdherer Ordnungs-
typen, und beweisen einen auf uynill und Routledge zurickgehenden
"Kollaps - Sgtz", der aussagt, daB maan Jjede rekursive Funktion durch
elementare Operationen und nur eine Rekursion ldngs einer rekursiven
Wohlordnung von Typ w erhalten kann. iiit einer dhnlichen ilethode
ergibt sich, daB ein entsprechender Kollaps auch dann noch auftritt,

wenn nan nur beschriZnkte Rekursionen zul&ft.

"Teiter behandeln wir in 2.2 einen Ansatz von Kleene zur Klassifikation
der rekursiven Funktionen mit Hilfe konstruktiver Ordinalzahlen.

Bei diesem Verfahren geht man aus von einer effektiv erzeugten
Funktionenklasse, etwa der Klasse der elementaren Funktionen. Eine
solche Funktionerklasse kann man erweitern durch Konstruktion ciner
Aufzdhlungsfunktion. Betrachtet man dann die in dieser Aufzdhlungs-
funktion elementaren Funktionen, so 148t sich das Verfahren iterieren.
Eine Fortsetzung ins Transfinite geliingt durch Diagonalisierung léngs
Fundamentalfolgen, die die jeweiligen Limeszahlen approximieren.

Auf diese Weise¢ erhdlt man zu jedem Abschnitt der Ordinalzahlen mit
zugehdrigen System von Fundamentalfolgen erst eine Hierarchie von
Funktionen Ea und c¢arn, indem man die in Ea elementaren Funktionen
zusammenfalt, auch eine aufsieigende Ilierarchie von Funktionenklassen
L& , Der kritische Punkt dieser Yonstruktior ist offenbar die anl
der Fundamentalfoligen; wir betrachten hier statt Abschnitten der
Ordinalzahlen rekursive ohlordnungen von natiirlichen Zahlen (die

gewisse naheliegende Bedingungen erfiillern) und lassen dann nur
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elementare Systeme von Fundanentalfolgen zu. Trotzdem ergibt sich

ein "w - Xollaps", d.h. jede rekursive Funktion ist schon in einen
£, enthalten. An einer spiteren Stelle (in 3.5) wird gezeigt, daB
kein Kollaps mehr auftritt, wenn man ein spezielle, 'natiirliche"
Tohlordnung von Typ w” zugrunde legt. In 2.2 beweisen wir noch,

daB fir dieses Resultat die Beschriankung auf elementare Systeme von
Fundamentalfolgen wesentlich ist. Verlangt man nur, daB jede einzelne
Fundamentalfolge elementar ist, so erhdlt man einen Kollaps bei w2.
Ein dhnlicher Satz ist mit einer anderen ilethode von Feferman in [2]

bewiesen worden.

In 2.3 konstruieren wir auf dieselbe Weise Erweiterungen der
Grzegorczyk - Hierarchie: ''ir gehen aus von einem Abschnitt der
Ordinalzahlen mit zugehdrigem System von Fundamentalfolgen, definieren
Funktionen Fa , und zwar aus FO(}c)=2x durch Iteration an der Stelle
Null bei Nachfolgerzahlen und Diagonalisierung bei Limeszahlen und
betrachten die Klassen fa der in Fa elementaren Funktionen. Es zeigt
sich dann, daB auch bei diesen Hierarchien entsprechende Kollapse

auftreten.

Unter dem Eindruck dieser Kollaps - Sdtze ziehen wir uns in 3. auf
speziellere, eingeschrinkte Formen der drei Ansdtze zuriick. In 3.1

o

definieren wir im Anschluffi an Robbin Grzegorczyk - Klassen ¢ und

Kleene - Xlassen £& fiir a < ww, und zwar unter Verwendung spZzieller,
naheliegender Fundamentalfolgen. Teiter ordnen wir wie Heinermann
gewissen Definitionen mehrfach - rekursiver Funktionen Rekursions-
zahlen a < W zu - der Grundgedanke ist, daB eine k-fache Rekursion
die Rekursionszahl um wk'1 im Sinne der Ordinalzahladdition
vergroBert - und fasgssen die Funktionen, die sich mit Rekursions-
zahlen =a definieren lassen, zu einer Klasse Ra zusammen. In
Erweiterung des Péterschen Begriffs der eingeschachtelten Rekursion
lassen wir dabei "elementare Relursionen'" zuj; darunter verstehen wir
solche Rekursionen, bei denen 'auf der rechten Seite der Rekursions-
gleichung'" noch Summen und Produkte auftreten konnen. Unter diesen
Typ Rekursion f&llt auch die Definition der Kleeneschen Aufzihlungs-

funktion.
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In %.2 beweisen wir dann Ra = L& = %a fir o < w' . Dies ist eine
Verschiarfung von Ergebnissen von Robbin, der dhnliche Gleichheiten
"im Limes" fir o= w" erhalten hat, und von Axt, der gezeigt hat,
daB eine Variante der ilethode von Kleene unterhalb w auf Grzegorczyk -

Klassen fihrt.

In 3.% untersuchen wir, wie sich einige .lodifikationen der Definitione:
der Klassen Ra und %a auswirken; dabei zeigt sich eine deutliche
Stabilitdt dieser Begriffsbildungen. Negativ fdllt nur der Versuch
aus, die Klassen €a durch AbschluB mit beschrédnkten mehrfachen
Rekursionen zu definieren. Es ergibt sich, daB die Klassen %a gegen
solche Rekursionen und auch gegen beschrédnkte 1-fache Rekursionen

mit Einsetzungen an Parameterstellen nicht abgeschlossen sind.

Weiter behandeln wir in 3.4 die Frage, ob die erhaltene Klassifikation
der mehrfach - rekursiven Funktionen in irgendeinem Sinn die feinste
ist. Es zeigt sich, daB man die Klassen @a einbetten kann in ein
bzgl. <€ vollstdndig geordnetes, dichtes System ganz &hnlich
definierter Funktionenklassen, und dafB fiir irgend zwei dieser
Funktionenklassen die gréBere eine Aufzdhlungsfunktion fir die
kleinere enthdlt. In der Definition der Kleene - Klassen L& ist

also die Art der Konstruktion von AufziZhlungsfunktionen wesentlich.

In 3.5 gehen wir schlieBlich von unseren speziell gewdhlten Fundamen-
talfolgen wieder ab und betrachten stattdessen ein beliebiges elemen-
tares System von von Fundamentalfolgen bzgl. einer gewissen 'natiir-
lichen" ‘“‘ohlordnung vom Typ w” . Wir beweisen dann, daB die

) ~

* *
zugehorigen Klassen Cq und Lo in €a enthalten sind; ein

Kollaps tritt also nicht mehr auf.



1., Hilfsmittel

1.1 Elementare und subelementare Funktionen

Der Begriff der elementaren Funktion wurde von Csillag und Xalmar
eingefiihrt; "subelementar' nennen wir die Funktionen aus der von
Grzegorczyk in [3] definierten Funktionenklasse 82 . Dieser Abschnitt
enthdlt Definitionen der elementaren, der in anderen Funktionen
elementaren, und der subelementaren Funktionen und eine Zusammen--
stellung einiger ihrer grundlegenden Eigenschaften. Die Beweise sind

fast durchweg aus [3] iibernommen.

Definition: ¢ (bazw. €(f1,...,fr) ) sei die kleinste Klasse
zahlentheoretischer Funktionen, die

1) die Ausgangsfunktionen U; = Kx1...xn Xy (1 =i =n),
i

c = Ax coux i (n20, i =2 0), Axy x+y und Axy x=2y (bzv. noch

’
f1,...,fr) enthilt,

2) abgeschlossen ist gegen (simultane) Einsetzungen, also mit g
(m-stellig, nm= 1) und h1""’hm (n-stellig, n = 1) stets auch
die durch '

. 1
£(5) = g(h,(g),eeoh () V)
definierte Funktion f enthidlt,

3) abgeschlossen ist gegen beschrinkte Summen- und Produktbildungen,

also mit g (n+1 -stellig, n = O) stets auch die durch

£.(4y) = T &(si)
i<y
£,(57) = T g(41)
i<y
definierten Funktionen f1,f2 enthdlit.
Die Funktionen aus ¢ nennen wir elementar, die aus @(f1,...,fr)

elementar in f1""’fr .

DI . . . ) . .
'ir schreiben hier und im folgenden 4, flir X,,...9X_ . Entspre-
13 1’ H n

chend verwenden wir #4,% USWe
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Definition: & sei eine Klasse zahlentheoretischer PFunktionen.
Rel(®) bestehe dann aus allen zahlentheoretischen Relationen R,
zu denen es ein f € & gibt mit R(3) © f£(%)=0 . Die Relationen
aus Rel(g) nennen wir elementar, die aus Rel( €(f1,...,fr) )

elementar in f1""’fr .

'ir beweisen zundchst, daB gewisse Prozesse nicht aus den elementaren
(bzw, den in f1""’fr elementaren) Funktionen und Relationen
hinausfiihren.

Satz: a) € (bazw. €(f1,...,fr) ) ist abgeschlossen gegen Anwendungen
des beschrinkten MW-Operators. Das heifit: it g (n+1 -stellig, n=0)
liegt stets auch die durch

U [ g(5’2)=0 ]
y<z
das kleinste y <z mit g(%y)=0 , falls es

f(‘i‘a}z)

ein solches y gibt, und O sonst.

definierte Funktion f in ¢ (bzw. in @(f1,.,.,fr) ).

b) Rel(¥) (bzw. Rel( @(f1,...,fr))) ist abgeschlossen gegen die

Operationen der Aussagenlogik und gegen beschrdnkte Quantifikationen
A V

der Form y<z ' y<z "

Beweis zu a)

Mit h( 4,2):= Anzahl der y =z mnit g(%,y)=0
= I (1=8(%y))
ysz
wird £(52) = ( 2 (1=h(4y))) (1 = { Z (1=h(gy))> 2))
y=z y=z
zu b) ~(f(4)=0) o 1=£(;)=0

(£(5)=0) a (g(.)=0) < £(,)+g(,)=0

AN (f =0 - Z f(x =0
y(z( (tn:)’) ) <z (my)

Beispiele fiir elementare Funktionen und Relationen:

Xy Koy = X
Ky
xy xy = II x
i<y

X=y X=y = x2y=0 A y=x=0
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V . —_—
xly xly < Zsyx z=y

Pr(x) Pr(x) :es x ist Primzahl

- x=2 A yéx(ylx S~ y=1 v y=x)

p.:= die (x+1) -te Primzahl

* * =M x(Pr(y) A x= I (14-xPr(Z)))s
ys22 z<y
{O falls Pr(z)

XPr(Z):= 1 sonst

b'd
Beweis zu px522 ¢ Fir x=0,1 ist das

richtig. SchluB8 von x auf x+1 : lian Uber~
legt sich leicht, daB px+1:;pop1...px - 1.

1 x+1

soob2® X

0
2 +2 5 <2

Also: Pyt =2

exp(i,x) exp(i,x):= Exponent von p, 1in der

Darstellung x = 1 p,7Jd
i=1 J

_ h'g y+1
= B (p;71x A 00 %)
¥ys=x
Der folgende Satz gibt Auskunft dariiber, wie stark die elementaren

Funktionen hdochstens wachsen konnen.

Satz: Zu jeder elementaren Funktion f gibt es ein k=0 , so daB fir

alle 4 gilt
max

1.2
£(z) = 23//i

Beweis: 2Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir mit Sk
die k-fach iterierte Zweierpotenz, also So(x)=x, 3k+1(x)=2 (x) .
""ir fithren den Beweis durch Induktion iiber den Aufbau von € . Fir
die Ausgangsfunktionen ist die Behauptung trivial. Einsetzungen
fihren offenbar von Funktionen mit der angegebenen Eigenschaft zu
ebensolchen. Im Fall der beschridnkten Summen- oder Produktbildung
kann man wie folgt schlieBen:

L g(6,i) = I 9 (max(g,1))

i<y i<y

< y-$, (max(7,y))

(3, (nax(3,5)))°

3k+2(max(‘(§’Y)) , da X = 2

A

A
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I g(4,1) = T 9, (nax(g,1))
ily iy
= (9, (max(;,y)))”
y8 (max(y,y))
< k , da x < 2%

= 5 5(nax(5,3))

SchlieBlich soll noch eine wichtige Charakterisierung von ¢ ange-

geben werden:

Satz: €' sei die kleinste Klasse zahlentheoretischer Funktionen, die
1) die Funktionen Ui , Ci JAxy x+y  und  Ax 2% enthidlt,
2) abgeschlossen ist gegen Einsetzungen und
3) abgeschlossen ist gegen beschriankte primitive Rekursionen, also
mit g, (n-stellig, n = 0) , g, (n+2 -stellig) und &5
(n+1 -stellig) stets auch die durch

£(5,0) = &,(5)

f(?’é’y+1) = gg(b”y’f(i‘bﬁf'))
definierte Funktion f enthdlt, falls sie durch g3 beschrink®
ist, d.h. falls gilt

£(45y) = 85(5s7)-
Dann ist g'= ¢ .

Beweis zu c @+ In ¢ liegen folgende Punktionen

¥+ 0+1 =0
(x+1)+1 = x

X+l =X

Xy x+0 = X
x> (y+1) = (xy)> 1

Xy =X

Xy x*0 =0
xe(y+1) = xy + x

X+
Xy =2 °
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Die Ausgangsfunktionen von ¢ sind also in ¢' enthalten. Der Fall
der Einsetzung ist trivial, und im Fall der beschridnkten Summen~ oder
Produktbildung geniigt es offenbar zu zeigen, daB die betreffenden
Funktionen in ¥’ majorisierbar sind. egen Ax X ¢ €' folgt dies

aus dem vorangehenden Satz.

zu ¥'C Y : Es geniigt zu zeigen, daB ¥ abgeschlossen ist gegen

beschriankte primitive Rekursionen. ¥s seien also g1,g9,g5 € & und
£(%,0) = g,(%)
f( &?sy+1) = gz(é’y'9f( i’p”y‘))
f("?a'yy) = gB(?JaY)

it h( :’,,,y) o= I pi
isy
wird £(s,y) = exp(y, ® Lexp(C,u)=g,{4)

jus dieser Darstellung folgt f € ¢ .

Definition: T sei die kleinste Klasse zahlentheoretischer
Funktionen, die

1) die Funktionen U; y Ci , Ax x+1 und Axy x-y cnthilt,
3) abgeschlossen ist gegen beschrinkte primitive Rekursionen.

Die Funktionen sus ¥ nennen wir subelementar.

Cffenbar ist ¥ ¢ § . Diese Inklusion ist echt,; denn aus der Definition
von ¥ folgt unmittelbar, daB jede subelementare Funktion durch ein
Polynon (mit nicht - negativen Koeffizienten) veschrinkt werden kann,

und Ax 2% ¢ 1ist nicht polynomial majorisierbar.

Beispiele subelementarer Funktionen und Relationens
x+y, x+1, x+y, x=y, x<y
sg(x) sg(x) = 1+(1=x)
r(x,y) r(x,y):: Rest von x Dbel der Division durch
v , falls y%O , und O sonst.
r(0,y) = 0

loa A rr(x,y)+1 falls r(x,y)+1 <y
=(x+1,5) 10 sonst

(r(x,y)+1) *sg(y={x(x,y)+1))

r{x,y) =y
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z—'—xo = z-1

4 = xY
2x e ey x
~ {zéx-(z*(z*xy)) falls z+x° > 0
- 10 sonst
= (z=x: (z=(z=x"))) - sg(z=x¥)
z2x’ =< z
min(xY,z) nin(x¥,z) = z=(z=x")

Satz: a) ¥ ist abgescnlossen gegen bescardnkte Summationen,

b} ¥ ist abgeschlossen gegen Anvendungen des oeschridnkten

4 .- Operators,

c) Rel(%) ist abgeschlossen gegen die Operationen der Aussagenlogik

Vv

ENt o s oy . A
und gegen beschridnkte Quantifikaticnen der Form y<z 7 y<z

Beweis zu a) Offenbar geniigt es zu zeigen, daf nit g auch

Agy 2 g(y,i) polynomial majorisierbar ist. Das ist aber trivial,
i<y

zu b) und c¢) Identisch mit dem Beweis dos entsprechenden Satzes

fir € .

SchlieBlich zeigen wir noch, daB eine (unbeschrankte) primitive
Rekursion, angewandt auf subelementare Funktionen, stets eine

elementare Funktion liefert.

Satzs g1,g9 seien subelementar und es gelte

£(5,0) = &,(s)
f(g,y+1) = 82($’y’f($’y})=

Dann ist f elementar.

Bewelis: s geniigt zu zeigen, daB f durch eine elementare Funktion
beschrankt werden kaan. g1,g2 sind als subelementare Funktionen
abschédtzbar in der Form

81(5) = max(é92)k

82(57Y9Z) = max(g,y,z,Z)k.
Daraus ergibt sich durch Induktion iber y unmittelbdar

ky+1
f(5,y) = max(5,7,2) ¢

1) Vgl. w6ading (147 Tr. 30.

gl.



i.2 Fine GBdelisierung der endlichen Zahienfolgen

Eg ist {iblich, endliche Zahlenfolgen mit Hilfe von Primzahlpotenz-
produkten zu gtdelisieren, indem man die Folge Xaseeo s X darstellt

-

durch die Zzhl poxﬁu..'pnx” . Die Funktionen Axo..ixn pox%zeo~bL“”
und  Aix exp(i,x) sind dann elementar. Zur Vorbereitung spaterer

Uberlegungcn geben wir jetzt eine #dhnliche Gddelisierung an, bei der
die entsprechenden Funktionen subelementar sind. Die dabei verwendete

ilethode geht zuf Srmllyan zurick 1).

Vorbemerkung zur Terminologie: Sei @ = 2. "/ir nennen eine (nicht
leere) Zahlenfolge Z o2 m-adische Darstellung von x , wenn gilt
i -
X = 2 2z.,m 0 =2z, =m-1.
A | i
isn
Ass modifizierve m-adische Darstellung von x = 1 bezeichnen wir die
qurch die folgenden Gleichungen festgelegte (nicht leere) Zahlen-
folge =z _...2
> /n . O
. i P -
X = X z.m = zi = m.
i=n
Dic modifizierte m-adische Darstellung von O soll die leere Zahlien-
folge sein. Statt "2-adisch'" sagen wir auch "bindr", statt '"3-adisch®

auch "ternsr".

s o > st .

Zundchst bilde man zu jedem x, die modifizierte Bindrdarstellung X,

Dann bildec man die Ziffernfolge

0

—

x 0...0x.0
_n 2

und lese sie als Terndrdarstelluns.

3eispiel: (3,2,0,5) = 21002011 (Ternsrdarstellung).

T

Vgl. [77], S. 82, Unsere Gocdelisierung unterscheidc¢t sich von der
dort angegebenen durch die zusdtzliche Eigenschaft (xo,..,xn,o,o.,0>

= <XO""°’Xn> und dadurch, daB8 hier jede Zahl Godelnummer ist.
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Offenbar gilt <x0,.°(,xn,o,e..,o> = (xo,.,ﬁ,xn> . Yeiterhin ist klar,
daf sich jecdes x bis auf "angehingte Nullen" eindeutig in der Form

X = <x0,.ca,xn> darstellen 183t, lian kann deshzslb definieren:

Definition: (x)i sei die Zahl X, in der Darstellung x = <x0’°”xn>
("i~-te Kompcnente von x'").
Definition: 1(x) sei das gréBte i = 1 mit (x)i_1% 0, falls es
ein solches i g@ibt, und O sonst ("Linge von x ").

Js ist also 1({(0,0..,xn)) = n+1 , falls xn¥ 0 « - Im folgenden
beweisen wir zundchst zwei nilitzliche Abschidtzungen und zeigen dann,
daf die Funktionen AXj...X <xo,...,xn) , Axi (x)j und 1

subelementar sind.

§~¥ éo <Xo,o.a,Xn> = Bn“ II \X I“l)z
i=n

[AV]

137 T (g, 41)

(x 0¥ e s XtV ) = ((xo,...,x >+
i=n

*
Beweis: lz(x) sel die Linge der modifizierten Bin&rdarstellung
von X . Zundchst lberlegt man sich leicht, daB folgende Abschidtzunger

richtig sind:

* * *
12(x+y) < 12(x) + 12(y)
Danit erhdlt man

<x0,...,xn> < 3

A

IA
\N
A=
—~
]
+
PN
N
r
o
(o]
o]
[
W
IA
~~
N
N
IA
~
]
4

T (1" *
<X +y X +y > < 3n + 1511(12(X1> + 12\"\,_’;))
o Vorre oty T,

-

>

+1 1 2
(Crgonevsx ) + )37 1 {y,+1)

. 210 )
15(<x0,..°,kn)) Fno+ i=n 12(Ji’

IA

A
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Satzs Die Funktionen Ax0°'°xn <xo,co.,xn> . AXi (x)i und 1 sind

subelementar.

Beweis: Folgende Funktionen sind subelementar (vgl, 1.1):

za(i,x):= z; 5 falls 2 ...25 , n =i eine Terndrdarstellung

von x ist
= I'([X H min(Bl,x)] $ 3)

=r( p [Z°min(31§x) = x < (z+1)'min(31,x)] y 3)
Z=x

’_
"

~
i

Lange der kiirzesten Terndrdarstellung von x  falls

5
I
—

und O sonst

= 4 [min(}l,Bx) > x ]
isx

a(i,%) ¢= ’nzahl der j < i mit 23(3’X)=O

- 2 (122,(5,%)
i<d

b(i,x) t= drster Index links von der i-ten lull in einer

Terndrdarstellung von x

= ¢ [a(gyx)=i]

Jsi+x
1(x) = # [b{i,x) = 13(x)+1]
i=x
(X)i = 2 ZB(j!X)'min(QJJ‘b(i’X)!x)
b(i,z)=j<b(i+1,x)
QXO, o T e ’Xn> = p‘ i—l(x)=n+1 A 'Qn(x)i‘:—_xi]

x=< Bnig (xi+1)2 ) 1=

5¢!
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1.3 Ragistermaschinen und Schrittzahliunktzonon

siinsky hat in {10] einen Typ idealisierter Rechenmaschinen - wir
nennen sie Registermaschinen - angegeben, mit denen sich die
rekursiven Funktionen relativ direkt und iibersichtlich berechnen
lassen 1). Da wir solche Berechnungen hiufig genau analysieren missen,
ist es bequem, hier mit Registermaschinen statt mit Turingmaschinen
zu arbeiten. Dieser Abschnitt enth&lt die erforderlichen Definitionen

und einige S&tze iiber "Schrittzahlfunktionen'.

;lan denke sich unbeschrénkt viele Register R1,R2,.,. , von denen
jedes eine beliebige natiirliche Zahl 0,1,2,... aufnehmen kann.

“ir vereinbaren, daB nur endlich viele dieser Register eine von Tull
verschiedene Zahl tragen diirfen. Bine Registermaschine (Rii) ist
isegeben durch eine "Programnmtafel', d.h. eine endliche, nummeriertec

Liste aus Elementarbefehlen der folgenden Form:

AL C "Addiere 1 2zum Inhalt ai von Ri' Gehe

iber zum c-ten Befehl".

S. ¢ "Subtrahiere 1 vom Inhalt a; von Ri '
falls ai#O . Sonst lasse ay unverindert,

Gehe liber zum c-ten Befehl™.

P. ¢ ¢ "Prife den Inkalt a; von Ri . Ist
a,=0 (#0) , so gehe iiber zum c, (01) ~ten
Befehl".

3 "Stoppe".

Jede Rl Dbearbeitet also nur endlich viele Register, nidmlich die,
deren Indizes in der Programmtafel vorkommen. .lan beachte, dal ein
"Arbeitsregister" (entsprechend dem irbeitsfeld bei Turingmaschinen)

nicht vorgesehen ist.

Setzt man eine R:: an auf irgcndweliche Anfangsinhalte XyyXpsoer

der Register, so arbeitet sie in ciner durch die Programmiaiel

e ——

1/Vgl. auch Shepherdson/Sturgis L16]
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geindeutig begtimmten Jeise, beginnend mit dem ersten Befehl. Is kann
sein, daB sie nach endlich vielen Schritten stoppt, sie kann aber

auch unbegrenzt weiterlaufen.

Beispiele einfacher Registermaschinen:

1) L, "Losche den Inhalt des Registers Ri“

-

g ———
P, ——» S,
1 *0 b

i

Bs ist klar, wie man aus einem solchen Diagramm eine Programm-

tafei gewinnt.

{(2) T.., "Transportiere den Inhalt von R, nach R."
J 1 J

i,
T ey
, ——— S_.A.
i F0 19
;o
-, 8
(5) Kij ‘tkopiere den Imhalt von Ri in Rj (unter Verwendung

von R, als Hilfsregister)™

X - -
“’;"O--*-) S iA J A

o, -
-—> lkl

k

Eine n-stellige (zahlentheoretische) Funktion f TheiBt Rii - berechan
bar, wenn es eine Registermaschine gibt, die, angesetzt auf die
Fegisterinhalte x1,...,xn,0,0,... y, nach endlich vielen Schritten
stoppt, und zwar mit den Registerinhalten f(x1,...,xn),0,0,..,

.iit den iiblichen .iethoden kann man zeigen, daB genau die rekursiven
Funktionen R. - berechenbar sind; dies ergibt sich auch unamittelibar

aus den weiteren Uberlegungen.

Jeder abbrechernden Rechnung einer BRI kann man eine Schrittzahl

zuordnen, indem man jede Ausfiihrung eines Elemertarbefehls {aufer 35 )

/
als einen Schritt ansieht. Bei der Berechnung einer Funktion f
hdngt diese Schrittzahl i.a. vom Argumentetupel ab. ian erndlt also

eine Schrittzahlfunktion sf

Diescs o ist durch f nicht eindeutig bestimmt, sondern crst

mit derselben Stellenzahl wie £ |

durch die gewidhlte .laschine zur Berechnung von I . Das Zeichen ”sf“

verwenden wir als Variable fiir Schrittzahlfunktionen von f .
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iuBer exakten Scarittzahlfunktionen spielen noch .lajoranten sclchzr
Funktionen eine Rolle, also Funktionen s. , zu denen es ein s:
givt mit Sf(b) < Eg(g) fiir alle 4 . )ls Variable fiir iiajoranten

\1
von Schrittzahlfunktionen verwenden wir das Zeichen s .
Es so0ll jetzt untersucht werden, wiec sich die elementaren Prozessc
und Anwendungen des p -~ Operators im Ncormalfall auf Schrittzahl.

funktionen auswirken.

Vorbemerkung zur Teiminologie: .i sei eine Registermaschine zur
Berechnung eirner mn-stelligen Funktion f ., Offenbar kann man dursch
Anderung der Indizes der in der Programmtafel von I vorkommendasn
Elemantarbefehle erreicihen, daB die Berechnung nicht mehr beziiglich
der Register R1""’Rn , sondern beziiglich irgendwelcher paarweise
verschiedener Register RiA""’Rin geleistet wird. Auch die
aventuell verwendeten Hilféregister konnen geeignet neu gewdhlt
verden. Die in dieser Veise abgednderte liaschine hezeichnen wire mit
T ¥s sei darauf hingewiesen, daB diese Bezeichnungsweise
nicht eindeutig ist, da die Hilfsrcgister nicht beriicksichtigy
werden. i:an denke sie sich jedesmal geeignet gewdhlt.

i
n
taren Schrittzalhlfunlktionen RI - berechenbaxr.

o . . ol
Satz: Die Ausgangsfunktionen Jn , C

y R+TY , Xey sind mit elemen-

Der Beweis ist trivial.

Satz: Ist f cefiniert durch f(g) = g(h1(g),...,hr(g)) , und sind

s, Ri -

900y
h, :

g’h1""’hr mit Schrittzahlfunktionen sg ; S
berechenbar, so ist auch f R.l - berechenbar mit einer Schrittzshl-

funktion Sp s die sich schreiben 1483t in der form
Sf(f{,’) = fo(%’sh.‘ (“Z) yo o ,shr( 2:) ’sg(h‘l(ﬁ;) 500 ahr(?ﬁ ) yf(’i‘;))f»

fO elementar.

Beweis: ''ir behandeln den Fall f(x) = g(h1(x),h2(x)) ; die allge-

7
meine Behauptun, beweist man entsprechend. ii,ii',ii'! selen .iaschinen

zur Berechnuny von g,h1,h2 mit Schrittzahlfunktionen sg,s 'Sho
f(x) kann dann nach folgendem Diagramm berechnet werden: -
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o g
Kio -5 Kyg iz iipg Ly Ty

Schrittzahl:
c )y o+ £0x))
f1(x) + sh1(x) + f1(x) + she(x) + ug(h1(x),h2(x;, fz(x,-\x),

f1,f2 gtehen dabei flr nicht ndher interessierende elementare

Tunktionen.

Satz: Ist f definiert durch f(ys,y) = 2 g(z,i) (bvzw. T g(g,i)),
. iy i<y
und ist g mit der Schrittzahlfunktion Sg Ril - berechenbar, soc
ist auch f Rii -- berechenbar mit einer Schrittzahliunktion Sp
die sich schreiben 1a8%t in der Form
Sf(%yY) = fo(%’y’ z f1(%,ifsg<ﬁ9i)7g(%’i),f(%9i))9f(ﬁsY>)a
i<y

f C ar,
"O’f1 ¢lementar

Beweis: Zur Vereinfachung nehmen wir an, daB f zweistellig ist:
die allgemeine Behauptung beweist man euntsprechend., I sei eine

Rii zur Berechnung von g mit der Schrittzahlfunktion sg , W' eine
.l zur Berechnung von AXYy X+y (bzw. AXy X+y ) mit der elementaren

Schrittzahlfunkticn s . f(x,y) 14Bt sich dann wie folgt berechnen:

v B

P - K15 K36 H56 H&5 A3 82

2

lO

eea L, L, T
i B E

Schrittzahl:

T 3 (£,00) + £,(3) + 5, 001) + s{8{x,1),8(x,3))43) + £5(x,5,1(x,5))

Ky
mit elementaren f2,f3 « (Im Fall der .ultiplikation muB man vor das
Diagramm noch ein A4 schreiben und die Schrittzahl um 1 vezrgriBern).

Satz: Ist f definiert durch f(g) = py[g(g,y)=0] , wobei der
"Normalfall" A ¥ g(g,y)=0 vorausgesetzt sei, und ist g mit einer
Schrittzahlfunktion sg Rii - berechenbar, so ist auch f R -

bercchenbar mit einer Schrittzahlfunktion s die sich schreiben

f 9
148t in der Form

5:(8) = (s
f 1] 0 (734
y=f(g)

fo,f1 clementar,

f1(55y,8g(g,y),g(g,y)) ’ f(g))»
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Beweis: Zur Vereinfachung nehmen wir an, dal f einstellig ist.
II sei eine Registermaschine zur Berechnung von g mit der Schriti-

zahlfunktion sg . Diagranm zur Berechrung von f(x) :

e G

P3 ——gg—é L3 A2 K13 K24 M34

Ly

K13 M34
o

— L, T,

Schrittzahl:;

fz(x) + sg(x,O) + 1 + R (fs(g(x,i))+f4(x,i)+sg(x,i+1)) +f5(x;f(x))
i<f(x)

mit elementaren f2,f3,f4,f5.

Wir beweisen Jjetzt noch den folgenden Darstellungssatz:

tz: Es gibt elementare Funktionen ¥ {dreistellig) und D (ein-

peste

stellig) mit folgenden Eigenschaften: Ist £ eine Ril - bercchenbars

n

Funktion und sf

derart, daB gilt
sp(g) = wt[K(p, <6, t)=K(p,<g),t+1) ]

K(p,(s2»t) = K(ps(g,t+1)  fir t =z s.(4).

eine Schrittzahlfunktion, so gibt es eine Zahl p

““eiter 148t sich f mit diesem ©p und einer beliebigen .iajoranten

EE von s darstellen in der Form

f
f(b) = D( K(p,<»{g>,§;(%’)) )°

Der Beweis verwendet eine Standard - ilethode zur Arithmetisierung
von Formalismen; wir beschrdnken uns deshalb auf die Grundziige.

1. sel eine Registermaschine. Setzt man I an auf irgendwelche
Anfangsinhalte der Register, so vollfihrt i eine schrittweise,
eindeutig bestimmte Rechnung, die eventuell abbrecher kann. Vor
Ausfihrung eines jeden Rechenschritts ist die "Konfiguration dex
ganzen Apparatur offenbar bestimmt durch die folgenden Daten:

1) die Programmtafel von il , 2) die Nummer c¢ des Befehls, der als
ndchster ausgefithrt werden soll, und 3) die Registerinhalte

X 9Xpyees 5 VOR denen laut Vereinbarung nur endlich viele von Null

2
verschieden sind. ilan kanan nun in naheliegender Weise Prcgrammtafeln
und auch Konfigurationen gddelisieren, letztere etwa in der Form

(p,c,x1,x2,...> , wobei p die Godelnummer der Programmtafcl ist.
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Dann kann man eine "Konfigurations - Funktion" K definieren; die

folgendes leistet:

K: Ist p Nummer einer (Programmtafel einer ) Ri. iI , so ist
K(p,x,t) die wie folgt bestimmte Zahl: iian stelle =x
dar in der Form x = <x1,...,xn> , schreibe Xqsevss Xy
in R1"‘°’Rn , lasse die ibrigen Register lecer und setze
I auf diese Registerinhalte an. Fall 1: i1 fihrt dann
mindestens t Schritte aus. In diesem Fall ist K(p,x,t)
die Nummer der Konfiguration nach dem t-ten Schritt.
Fall 2: i stoppt nach weniger als t Schritten. Dann

ist K(p,x,t) die Nummer der letzten Konfiguration.

1

K 18Rt sich durch eine beschrénkte primitive Rekursion nach t
definieren; es ergibt sich ohne Schwierigkeiten, daB8 K elementar
ist. Ist nun I eine Rl =zur Berecannung einer rekursiven Funktion
£, e die zugehorige Schrittzahlfunktion und p die Nummer von Ii,

so gilt nach Definition von X
Sf(‘%) = Ht[K(p,<"r,’:}',t>=K(p,<$>,t+1)],
K(p,{$),t) = K(p,{g),t+1)  fir alle t = s.(g).

Daraus und aus der Definition der Rii - Berechenbarkeit folgt, daf
fiir beliebige llajoranten E} von s, K(p,(g),gz(gﬁ) cine
Konfiguration beschreibt, bei der im ersten Register der Funktions-
wvert f(3) steht. .iit der elementaren Dekolier - Funktion"

D(x) := (x)2 , die aus jeder Konfigurationsnummer den Inhalt des

ersten Registers abliest, 148t sich also f darstellen in der Forn

£(5) = D( K(p,$8),55(5)) ).

1.4 Xonstruktive Ordinalzahlen

Der von Church und Kleene eingefiihrte Begriff der konstruktiven
Crdinalzahl bildet den Hintergrund fiir die in 2. folgenden iber-
legungen. Wir geben hier eine von :iarkwald herriihrende Definition

. C . . . - 13
und beweisgsen zwei spdter interessierende Charakterisierungen ‘.

TT Vgl. ilarkwald [9]g
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Definition: Eine Ordinalzahl & heiBt konstruktiv, wenn es eine
rekursiv aufzihlbare Tohlordnung von natiirlichen Zahlen gibt, die E

repriasentiert.

Cffenbar ist mit einer Ordinalzahl auch jede kleinere konstruktiv.
Die kleinste nicht - konstruktive Ordinalzahl wird nach Church und
Kleene mit w1 bezeichnet. w, gehort zur zweiten Zahlklasse, denn
es gibt nur abzdhlbar viele rekursiv aufzdhlbare ‘Yohlordnungen

von natiirlichen Zahlen und die zweite Zahlklasse ist iiberabzidhlbax.

Satz: Eine unendliche Ordinalzahl & ist konstruktiv genau dann,
wenn es eine reckursive ‘ohlordnung aller natiirlichen Zahlen gibt,

die & reprisenticrt.

Beweis: < sei eine rekursiv aufzdhlbarc ohlordnung von natiirlichen
Zahlen mit dem Ordnungstyp & . Feld(<) := {x! ;(x<:y Vy<x)}

ist dann auch rekursiv aufzidhlbar und nech Vorausseitzung unendlich,
f z#hle Feld(<) ohne 'iederholungen auf. Definiert man dann

x<'y 1o f(x)<f(y) , so leistet «' das Verlangte.

Der folgende Satz sagt aus, daB man noch erheblich mehr "konstruktive!
Anforderungen an ‘“ohlordnungen stellen kann, ohne daB der Bereich

der zugehorigen Ordinalzahlen kleiner wird.

satz: Eine Ordinalzahl & ist konstruktiv genau dann, wenn cs eine

€ repridsentierende '‘‘chlordnung <« vor natiirlichen Zahlen gibt.

die noch folgende Eigenschaften hat:
1) < und Feld(«) sind rekursiv.

2) Es gibt eine einstellige elementare Funktion U , dic auf einem
beliebigen x € Feld(<) den *‘ert O (1, 2) annimmt, venn x
der Null (einer Nachfolgerzahl, einer Limeszahl) entspricht.

Genauer: Fiir ein beliebiges x € Feld(~) ist

(O falls ﬂ; ¥y <£x
Ulx) = {1 falls ;(y*<x A “gyaiz'<x)
L2 sonst.
3) Ls gibt cine einstellige elementare Funktion V , die jeden

X € Feld(<), das einer Nachfolgerzahl entspricht; die "Bezeichnung'



- 20 -

des Vorgéngers zuordnet. Genauer: Fiir alle x e Feld(<) mit
U(x) = 1 ist

V(x) = wyly<xn -V y<z<x].

4) Bs gibt eine zweistellige elementare Funktion W , die folgendes
leistet: Entspricht x € Feld(<) einer Limeszahl, so bezeichnen
W(x,0),W(x,1),%(x,2),... die Glieder eincr Fundamentalfolge fiir
diese Limeszahl (also einer ech® wachsenden, gegen die Limeszahl
konvergenten Folgc von Ordinalzahlen). Genauer: Fir alle
x € Feld(<) mit U(x) = 2 gilt

B W(x,n) < W(x,n+1) < x ,

§(yw<x - ¥ y<W(x,n)).

Beweis: 0Bd4i sci & unendlich. Nach dem vorangehenden Satz gibt es
2ine & repridsentierende rckursivce ““ohlordnung -¢ aller natiirlichen

Zahlen. Um 2) und 3) zu erfiillen, definieren wir

X *? Yy e X=<(X)O,(X)1> A y=<(Y)O,(Y)1>

()< v (1) g=(3)g n (x).<(x),))

<f hat den Ordnungstyp w*& ; <' sei der Abschnitt von <« nit dem
Ordnungstyp & . Es ist dann unmittelbar klar, daB fir «£' 1), 2)
und 3) gelten. Zum Beweis von 4) gehen wir aus von einer rekursiven
Funktion W mit den verlangten Eigenschaften; eine solche Funktioxn
¥ 138t sich offenbar konstruieren. OBdA sei W(x,0) = 0 fiir alle x.

s sel eine Schrittzahlfunktion flir W wund p die Godelnummer

v
der zugehdrigen Registermaschine (vgl. 1.3). OBdA gelte fir alle x
und n sw(x,n+1) > sW(x,n) ’ sW(x,n) = W(x,n) und sw(x,n) Zn
Zundchst stellen wir fest, daB die Relation Atxn t=sW(x,n)

elementar ist. Es gilt ndmlich
t=sw(x,n) « K(p,<x,n>,t)=K(p,<x,n>,t+1)
A _.U_\</t I‘:(P9<X9n>,u)=K(P,<X9n>9u+1)°

*
Tir definieren jetzt eine Funktion ¥ durch die Forderungen
* * \
T (x,t) = W(x,n) , falls sv(x,n) =t < sw(x,n+1) , und W (x,t) = 0O
. , :
fir t < sW(x,O). W ist elementar, denn es gilt
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*
W (X,O) =

o

*
T(x,t)  falls =~ V. . s.(x,n)=t+1

D(K(p,{x, »  [sy(x,n)=t+11),£+1))  sonst
n=st+1

*
h(x,t," (x,t)), h elementar, h(x,t,y)
< max(y,t+1)

W (x,t4+1)

*
I erfiillt schon fast alle in 4) gestellten Anforderungen; es fehlt
nur noch das echtc ‘‘achstuw dcr Fundamentaliolgen. Vir definicerun
deshalb

*
W'(X,n) = Nn(w (x’n))i

wobei N© die n-fach iterierte "Wachfolgerfunktion®
N o:= Ax ((x),,(x),+1) bedeutet. Any N'(y) ist elementar, da N
subelementar ist (vgl. 1.1, S.9 und 1.2, S.12). W' hat jetzt alle

in 4) geforderten Eigenschaften.
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2. Ansdtze zur Verwendung der konstruktiven Ordinalzahlen als

"KompliziertheitsmaB" filir rekursive Funktionen; Kollaps - S&tze

2.7 Rekursionen lidngs rekursiver *‘ohlordnungen

Der naheliegendste Ainsatz zur .iessung der "Kompliziertheit" rekursiver
Funktionen durch konstruktive Ordinalzahlen ist die Betrachtung von
Rekursionen ldngs rekursiver ‘‘ohlordnungen immer groéBerer Ordnungs-
typen. Ein positives Resultat in dieser Richtung stammt von Rbsza
Péter, die gezeigt hat, daB sich mit n-fachen eingeschachtelten
Rekursionen bei wachsendem n immer reichere Funktionenklassen

1)

Rekursionen l&dngs einer speziellen, '"natlrlichen" Wohlordnung vom

erzeugen lassen ; n-fache Rekursionen kann man auffassen als

Typ w® . 7ir vollen hier zunichst einen auf .{yhill und Routledge
zuriickgehenden Satz beweisen 2 , der aussagt, daB man mit den elemen-
taren Operationen und nur einer Rekursion ldngs einer elementaren
‘’ohlordnung vom Typ w Jede rekursive Funktion erhalten kann.

ilyhill nennt diesen Satz "a stumbling block in constructive mathe-
matics'; aus ihm ergibt sich insbesondere, daB das Pétersche Resultat
vesentlich von der speziellen Gestalt der verwendeten “ohlordnungen
abhdngt. ‘eiter beweisen wir mit einer &hnlichen :iethode, daB ein
entsprechender "Kollaps'" auch dann noch auftritt, wenn man nur
beschrinkte Rekursionen zulédBt.

Definition einer Paarfunktion und ihrer Umkchrfunkticnen Poq9Pos¢

Po

z i + X
isx+y

pz(x9y) :

= %(x+y)(x+y+1) + X

0,,(2) =12+ u LV (u=2i A 2 4i>2) ]
usz vVvV<z i=v isv+1

poo(2) = wle= i+ p,.(2)]
yz isey(2)ey

12 Siehe [12].
2 Vgl. ilyhill {11](0hne Beweis), Routledge [15] oder auch .:ia
Robbin [13].
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Pry Poqys P,y sind elementar (sogar subelementar) und es gilt

X

Poq(py(x,¥))

Poo(Py(x,¥)) = ¥

Po(Pyq(2)sp55(2)) = 2 .

Satz: Zu jeder rekursiven Funktion f gibt es eine elementare
Wohlordnung <« der natirlichen Zahlen vom Typ ®w und eine rekursive
Funktion h derart, daB f elementar ist in h wund h definiert

werden kann in der Form

h(0)
h(u)

0
1 + h(g(u)) fiir ufo ,

]

wobei g eine elementare Funktion ist mit g(u)<u fir uf0 .

Beweis: Offenbar geniigt es, den Satz fir einstellige Funktionen

L)

zu beweisen. p sei die Godelnummer einer Registermaschine zur

Berechnung von f und s die zugehdorige Schrittzahlfunktion;

f
0BdA sei sf(x) = 1 fir alle x . :ian beachte zundchst, daB die

Relation Atx t < sf(x) elementar ist:

b Csp(x) o K(py(x)rt) £ K(p, G, te)

(¥ ist die "Konfigurationsfunktion"; s. 1.3, S.18). Die Paare (t,x)

mit t < sf(x) denke man sich wie folgt wohlgeordnet:

(t1,x1) <<(t2,x2) “ xy<x, v (x1=x2 At t2)
B sei das Bild aller dieser Paare unter der Abbildung

Atx p2(t,x) + 1 , also

. \Y V =

Bu o VoV (t < sf(x) A pz(t,x)+1 u)

B ist elementar. Die "induzierte" "ohlordnung von B 148t sich nun
leicht zu einer Wohlordnung <« aller natirlichen Zahlen mit O als

erstem Element erginzen (man beachte -3BC, B1 ):

. . . )
b(u) := {das gréBte v = u mit Bv falls uf0

0 sonst

= p[Bv &~ A(Bv = v =v)]
v=u wsu

t(w) 1= o, (b(u) = 1)

x(w) t= p,(b(u) = 1)
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u<v e [ufo a ( x(u)<x(v)
v (x(u)=x(v) A t(u)>t(v)
v (x(w)=x(v) A t(u)=t(v) A u<v)) ]
v[u=0 a V%O]
< ist also eine elementare “ohlordnung der natiirlichen Zahlen mit O

als erstem Element. iian betrachte jetzt die Funktion

) {pz(t+1,x) + 1 falls u=p2(t,x)+1, t+1<sf(x)
glu t=

0 sonst

{pz(t(u)+1,x{u)) + 1 falls Bu , t(u)+1<sf(x(u))
(0] SONsG.

Cffenbar ist fiir alle uf0 g(u)<u und von p2(0,x)+1 fiithren

genau sf(x) g-Anwendungen auf 0 . WVeiter ist g elementar. Setzt

man also

h(0) := 0

h(u) := 1 + k(g(u)) fiir ufo,
so gilt

sp(x) = h(p,(0,x)+1).

Daraus folgt die Behauptung wegen

£(x) = D( K(p, &Dys,(x)) ).

Es liegt nahe, daB man ciesen "Kollaps" dadurch zu vermeiden sucht,
daB man nur beschrankte Rekursionen zul&dBt. Zu dieser Vorgehensweise
ermutigt auch ein Resultat von Rbésza Péter, daB ndmlich beschrinkte
mehrfache Rekursionen nicht aus dem Bereich der primitiv - rekursiven
Funktionen hinausfiihren 1). Es zeigt sich aber, daB man den Kollaps

auf diese Weise nicht verhindern kann.

Satz: Zu jeder rekursiven O-1-Funktion gibt es eine elementare
¥ohlordnung < der natiirlichen Zahlen vom Typ w und eine rekursive
0-1-FPunktion h derart, daB f -elementar ist in h wund h

definiert werden kann in der Form

h(0) = 0
n(u) - gy(u,n(g(u))  fir ufo
h(u) = 1,

wobei g,g, elementar sind und glu)<u fir ufo .

1) Siehe [i21, s.94
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Zum Beweis gehen wir vor wie beim Beweis des vorangehenden Satzes;
man kann diesen Beweis bis zur Definition von g einschlieBlich
wortlich iibernehmen. Definiert man dann
h(0) := 0
h(g(u)) falls g(u)#0
sg(D(K(p,{x(u)?,t(u)+1))) sonst

so gilt h(u) =1 und es folgt f(x) = h(p2(0,x)+1) und damit
die Behauptung.

h(u)

fiir ufc,

2.2 Die liethode von Kleene

Ein weiterer Ansatz zur Verwendung der konstruktiven Ordinalzahlen
als "KompliziertheitsmaB" fiir rekursive Funktionen ist von Kleene

in [7] behandelt worden. Bei diesem Verfahren geht man aus von einer
effektiv erzeugten Funktionenklasse, etwa der Klasse der elementaren
Funktionen. Eine solche Funktionenklasse kann man erweitern durch
Konstruktion einer Aufzdhlungsfunktion. Betrachtet man dann die in
dieser Aufzdhlungsfunktion elementaren Funktionen, so 148t sich das
Verfahren iterieren. Eine Fortsetzung ins Transfinite gelingt duwrch
Diagonalisierung liangs Fundamentalfolgen, die die jeweiligen Limes-
zahlen approximieren. Auf diese eise erhdlt man zu jedem Abschnitt
der Ordinalzghlen mit zugehdrigem System von Fundamentalfolgen erst
eine Hierarchie von Funktionen Ea und dann, indem man die in Ea
elementaren Funktionen zusammenfaBt, auch eine aufsteigende Hierarchie
von Funktionenklassen £& . Der kritische Punkt dieser Konstruktion
ist offenbar die Wahl der Fundamentalfolgen; wir betrachten hier
statt Abschnitten der Ordinalzahlen rekursive ‘“ohlordnungen von
natiirlichen Zahlen (die gewisse nahcliegende Bedingungen erfiillen)
und lassen dann nur elementare Systeme von Fundamentalfolgen 2zu.
Trotzdem ergibt sich ein "w - XKollaps", d.h. jede rekursive Funktion
ist schon in einem £@ enthglten. Spater (in 3.5) werden wir
beweisen, daB bei Zugrundelegung einer speziellen, 'natiirlichen"
Wohlordnung vom Typ w” kein Kollaps mehr auftritt. Hier zeigen wir
noch, daB es dabei wesentlich ist, sich auf elementare Systeme von

Fundamentalfolgen zu beschridnken: Verlangt man nur, daB jede einzelne
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Fundamentalfolge elementar ist, so erhdlt man auch in diesem Fall
einen Kollaps, und zwar bei w2 . Bin dhnlicher Satz ist mit einer

anderen llethode von Feferman in [2] bewiesen worden.

Jir beginnen mit der Konstruktion einer "Aufzdhlungsfunktion'
elh""h’ fiir die in h1,...,h1 elementaren Funktionen 1); allgemein
verstehen wir unter einer Aufzihlungsfunktion fir eine Klasse @&
zahlentheoretischer Funktionen eine zweistellige Funktion E , die
folgendes leistet:

1) Jedes f € &t 14Bt sich mit einer geeigneten Zahl i darstellen
in der Form Ag E(i,{z)) .

2) Fir jedes n = 0 durchlaufen die Funktionen
Ay oo E(i,<x1....,xn>) , i=0,1,2,... , genau die n-stelligen
Funktionen aus & (i.a. mit 7iederholungen).

h1,...,h1 seien Funktionen mit den Stellenzahlen Nygeecyny o
Zunidchst wird jeder in h1,...,h1 elementaren Funktion ein "Index"
zugeordnet. h1""$hl und die Ausgangsfunktionen erhalten die

folgenden Indizes 2 :

h, (O,n1,1>
hl (O,n1,1>
Uﬁ {(1,n,m)
Cﬁ (2yn,m)
X+y (3,2
X=y 4,2)

Haben f,g1,...,gr schon Indizes i,j1,...,jr s S0 sollen die in
der folgenden Aufstellung links stehenden Funktionen die rechts
stehenden Indizes erhalten:

f(g1(’$)’-"’gr(’9,‘)) <5,n9iyj1;'°"jr>
T £(g2) (6,n+1,1i)

z<y

m f(g,2) (Ton+1,1)

z<y

1) Vgl. Kleene [7], S.70 u. 74. 2) Zu <xo,...,xn) und  (x)

Yy
vgl. 1.2. Fiir ((x)y)z schreiben wir wie iiblich (x)y
9

Z L
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n/‘o-.

“ir schreiben In ™y , um auszudriicken, daB8 i ein auf die

angegebene "eise konstruierter Index ciner in h1,...,h elementaren

1
Funktion ist. In™''"*™ ist elementar, denn es erfiillt die folgende

tYertverlaufsrekursion:

In™ " M3 o i=(0,n,1) v ... v i=(0ynp,1)
(1=C1,(1),,(1),) A 1s(i),=(3),)
1=(2,(1) 4, (1))
i=<3v2>
i=(4,2)

((1)g=5 A In™* "M (i), a 1(8)=(1), ,+3
1(1)+1 N4.en

A pi3 (In Fa) o (1) 4=(3)40)

(1=(6,(3) 1, (1)) a 1=(1),=(3),, )

(1=(75(1) 4, (1) 5> n 1s(1) =(1), )

<

<

<

<

<

<

<

Die zu konstruierende Aufziahlungsfunktion o1 oM pir aie dn
h1,...,h1 elementaren Funktionen 1dB8t%t sich durch eine Wertverlaufs-

rekursion nach i definieren (wir schreiben §f fir h,,...,h

1 1)

elf(i,x) t=

h1((x)0,...,(x)n1_1) falls In™ " ™23 , (1)g=0 & (3),=1

hl((x)o,...,(x)nl_1) " " n(1)g=0 a (1),=1

(X)(ibéq " " A (1) =1

(i)2 1 1" A (i)o=2

(x)o+(x), " " A (1)g=3

(x)o=(x), " " r (1) =4

el’((i)2,<eﬁ'((i)a,x),...,el{((i)l(i);1,x)}) falls In™1""™5 a (1)=5
e (5 s (X)apanas(x),. ' 2 " " A (1).=6

Zi@d(i%é1l ((2),,<(x), ()(1%A2 D) (1),

II ely((1)2,<(x)0,...,(x)(i)1 _‘_2,z>) 1" " A (i)():?

Z<(X)(i)1‘1

0 sonst
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el’ ist nicht elementar in h1”'°’hl , denn sonst gdbe es ein i
mit el’(x,(x>)+1 = eli(io,<x)) fiir alle x ; setzt man x = i

so folgt ein %iderspruch.

0
O ’

Definiert man jetzt By(i,x):=0 , B__ := 1™ una L= €E) ,

so erhidlt man eine echt aufsteigende Folge von Funktionenklassen

Lb, la, £é,... . Eine Fortsetzung ins Transfinite ist moglich, wenn
in einem Abschnitt der Ordinalzahlen zu jeder Limeszahl A eine
A approximierende Fundamentalfolge A[0], A[1], A[2],... gegeben
ist: ilan definiert Eo(i,x):=0 ) Bqt= e18a , Ek(i,x):=
Baf(s), |((8)90%) wnd £, t= €(2,) 5 es gilt damn £, £, fir ocp 1,
Offenbar hangt diese Konstruktion wesentlich von der ''ghl der Funda-
mentalfolgen ab. 'Tir reprasentieren hier Ordinalzahlabschnitte durch
rekursive 'Johlordnungen von natiirlichen Zahlen (die gewisse Bedin-
gungen erfilllen, welche sicherstellen, daB die Ea rekursiv sind)

und lassen dann nur elementare Systeme von Fundamentalfolgen zu.

Es seien also < eine rekursive ohlordnung von natiirlichen Zahlen
und W eine zweistellige elementare Funktion mit folgenden Eigen-
schaften (vgl. 1.4):

1) < und Feld(<) sind rekursiv.

2) Bs gibt eine einstellige elementare Funktion U , die auf eincm
beliebigen x € Feld(<) den Wert O (1, 2) annimmt, wenn x
der Null (einer Nachfolgerzahl, eciner Limeszahl) entspricht.

Genauer: Fir ein beliebiges x e Feld(<) ist

0 falls —x; ¥y <x
U(x) = {1 falls ;’r(y <x Y y< 2z <x)

2 sonste.

3) Es gibt eine einstellige elementare Funktion V , die jedem
x € Feld(<), das einer Nachfolgerzahl entspricht, die "Bezeichnung"
des Vorgingers zuordnet. Genauer: Fiir alle x € Feld(<) mit
U(x) =1 ist

V(x) = ky[y<x a o y <Lz <X ]

1j iiit <€ Dbezeichnen wir die echte Inklusion.
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4) Entspricht x e Feld(<) einer Limeszahl, so bezeichnen W(x,0),
w(x,1), W(x,2),... die Glieder einer Fundamentalfolge fiir diese
Limeszahl, Genauer: Fir alle x e Feld(X) mit U(x) = 2 gilt

A W(x,n) < ¥(x,n+1) < x

g\,(y-<x - Yy <W(x,;n)) .

Definition: ( )
Aix E | i,x
(o1 V) (i,x) falls U(y)=1, yeFeld(<)

E<,W,W(y’(i)o)((i)1,x) falls U(y)=2, yeFeld(<)
0 sonst

i

E<,W,y(i’x) :

Satz: Fiir alle y ist Aix E_, .. (i,x) rekursiv.
- <,V,¥y

1)

Beweis: Nach dem Rekursionstheorem gibt es eine partiell rekursive
Funktion h mit
e1Mx BV(Y)»5:%) (5 0y £a115 U(y)=1, yeFeld(<)
h(y,i,x) = h(W(y,(i)o),(i)1,x) falls U(y)=2, yeFeld(<)
0] sonst
Durch transfinite <-Induktion nach y Dbeweist man, daB h iiberall

definiert ist. ‘Y'egen E (i,x) = h(y,i,x) folgt die Behauptung.

<%,y

Definition: := ¢(B

L
<,W,y '<’Wyy)

Zur Schreibweise: Im folgenden lassen wir den Zusatz <, weg, wenn
MiBverstindnisse nicht zu befiirchten sind. Entspricht y € Feld(<X) der
Ordinalzahl « , so schreiben wir statt y auch o . Entspricht

y € Feld(<) einer Limeszahl A , so schreiben wir fiir die Glieder

(y,0),7(y,1),... der zugehdrigen Fundamentalfolge auch AL0],A[1],...

Nach 1.4 1i8t sich jede konstruktive Ordinalzahl & durch ein

Paar <," mit den angegebenen Eigenschaften "darstellen" (d.h.

{1 = & ). Eben haben wir beschrieben, wie man zu jeder solchen
Darstellung ven <& eine echt aufsteigende Hierarchie von Funktionen-

klassen £k Too? & < § konstruieren kann. Es liegt jetzt nahe,
LA

D Kleene [6], S.352
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daB8 man jeder konstruktiven Ordinalzahl «a eine von Darstellungen
unabhingige Funktionenklasse zuordnet, etwa indem man "alle £& t
vereinigt. Leider ist dieser Ansatz nicht durchfiihrbar, denn man

erhidlt schon auf dem Niveau w alle rekursiven Funktionen.

Satz: Jede rekursive Funktion liegt in einem £Q . Genauer: Zu jeder

rekursiven Funktion f gibt es ein Paar <,W mit den oben angege-

benen Eigenschaften, so daB gilt f e.£< V7w
'y

Beweis: OBdA sei f einstellig. p sei die GOdelnummer einer
Registermaschine zur Berechnung von f und Se die zugehdrige
Schrittzahlfunktion. Die Relation Atx t=sf(x) ist dann elementar,

denn es gilt
t=sn(x) = K(p,y<x2,t)=K(p,x),t+1)
A=y K(py (0 yu)=K(p, (x),u+1)
ir definieren jetzt < und W durch
(0,8,(0)) <... <(0,1) <(0,0) <
(1ysp(1)) <.vv <(1,1) <(1,0) <

. o0

(x,sf(x)) <o <(x,1) <(x,0) <

<(0,0,1)

0 falls y={0,0,1
W(y,n) = {én’ ) falls ¥ 0,0,1)

Offenbar erfiillen =<,W die Eigenschaften 1) bis 4) ; < und Feld(<)
sind sogar elementar. < hat den Ordnungstyp w+1 , und von

w[n] = (n,0) fithren genau n + 3 sf(z) "Vorgdnger - Schritte"
z=n

auf das Nullelement (O,sf(0)> . Zian widhle nun ein i. so, daB

0]
fir alle x gilt elh(io,<x>) = h(x,{x))+1 , also auch

B ,1(35:¢0) = B (15, G)) + 1.
Daraus ergibt sich
Ew( <xrio>’ <iO>) = Ew[x](iO’ <iO >)

Eo(io,(i0>) + X+ zfx sf(z)

il

v

sf(x) .
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In £ 1liegt also eine iiajorante §;

f(x) = D(K(p,(x),gg(x))) (vel. 1.3) folgt daraus f € L, e

von  s. . ‘‘egen

Spater (in 3.5) werden wir beweisen, daB bei Zugrundelegung einer
speziellen, '"natiirlichen'" "ohlordnung <, vom Typ w” kein Kollaps
mehr auftritt. In dieser "'ohlordnung entspricht der Ordinalzahl

wnxn * oo +ouwx, + x, die Zahl <xo,x1,...,xn> ; genauer gilt

X 4y e z wi(x)i < z wl(y)i .
i i

Hier zeigen wir noch, daB es dabei wesentlich ist, sich auf elementare
Systeme von Fundamentalfolgen zu beschridnken. Verlangt man nur, daB

jede einzelne Fundamentalfolge elementar ist, so erhdlt man auch bei
2

Verwendung der “'ohlordnung <_ einen Kollaps, und zwar bei w

o

Satz: Zu jeder rekursiven Funktion f gibt es ein rekursives System

Q elementarer Fundamentalfolgen bzgl., <, so daB f E<§< Q w2 "
A2
Genauer wird von Q verlangt, daB Axn Q(x,n) rekursiv igt und dafB

fiir jedes x mit (x)0=0 gilt
An Q(x,n) elcmentar
Q(x,n)-(oQ(x,n+1) <o X

A
n
9 (y <,x - J ¥y <oQ(x,n) ) .

Beweig: OBAA sei f einstellig; 8¢ sei eine Schrittzahlfunktion
zu f . Offenbar kann man ein @ mit den verlangten Eigenschaften

so festlegen, daB gilt
,n) falls y=<0,0,1)
Won) - {(sf(c)+n,c> falls y={0,c+1),
also wz[n] = wn
w(e+1)[n] = we + s.(c) +n .

'"ghlt man nun wie im Beweis des vorigen Satzes e¢in iO mit
elh(io,<x>) = h(x,{x))+1 , so ergibt sich

Ew2(<x+1,<x,io>>,<io>) = Ew(x+1)(<x’io>’<io>)

= wa+sf(x)+x(i0’<i0>)
wa(io’<io>) + sf(x) + X

]

v

sf(x) .
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Es gibt also ein §; in £ 5. Daraus folgt wieder f € £ o, denn

f ist elementar in einem beliebigen E} .

2.3 Erweiterungen der Grzegorczyk - Hierarchie

Khnlich wie eben die "subrckursiven Kleene - Hierarchien'" kann man
zu jedem Abschnitt der Ordinalzahlen mit zugehdrigem System von
Fundamentalfolgen eine Erweiterung der Grzegorczyk - Hierarchie
konstruieren: i.an definiert Funktionen Fa » und 2war aus Fo(x)=2x

durch Iteration F (x)=F:(1) bei Nachfolgerzahlen und Diagonali-

o+
sierung F, (x)=max Fk[n](x) bei Limeszahlen und betrachtet dann
n=x
die Klassen ya der in Fa elementaren Funktionen 1). Bei der

Untersuchung dieser Hierarchien konnen wir genau wie in 2.2 vorgehen;

insbesondere ergeben sich dieselben Kollaps - Sdtze.

<,W seien wie in 2.2, S.28 gewdhlt.

Definition:
(0¥ falls yeFeld(<), U(y)=0
1 falls " , U(y)=1, x=0
»— < " 11
F'<’W’y(X) o ﬁ F‘<9W,V(Y)(F<9W’.Y(X 1)) falls ’ y xrl-o
" _
ﬁiﬁ F(,W,W(y,n)(x) falls , U(y)=2
\ O sonst
¥ = w F
6<,W’y t'( <, W,y

Aus dem Rekursionstheorem crgibt sich wieder, daB Ayx (x)

F

<, W,y

und damit auch alle Funktionen Ax E< “r y(x) rekursiv sind. Zur
iy

Schreibweise treffen wir dieselben Vereinbarungen wie in 2.2, S.29.

1) 7 el

ine dhnlich konstruierte Hierarchie £ , n < w von Klazsen
primitiv - rekursiver Funktionen hat Grzegorczyk in [3] untersucht.

Zu der hier betrachteten Verallgemeinerung vgl. Robbin (13 1.
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Lemma: (Einfache Eigenschaften der F )
(1) F,(0) =1 , F(1)=2, Fa(Z) =4
(2) x < Fa(x)

(3) F, wichst ccht monoton,

(4) Fa(x) = Fa+1(x) 5 < gilt fir x = 3 .

Beweis: Nach Definition ist

(Fa+1(0) =1

also '
LB er1) = 2,02, )
Fk(x) = max Fk[n](X)

zu (1) Induktion nach « 3 leicht.

zu (2) Induktion nach & . O: trivial. «+1: Induktion nach x .

x=0: trivial. x = x+1: ra+1(x+1) = ba(F (x)) > Fa+1(x) > x .

oa+1
Also ist Fa+1(x+1) > x+1 . A: trivial.

zu (%) Induktion nach o . O: trivial. o+1: Fa+1(x+1)

|
o

> F x) . A Fo(x+1) = max F (x+1) > max F X) =
atX) B ) = B Taa] (1) 2 R )

zu (4) Induktion nach x . x < 2: trivial nach (1). x = 3:
Foupr(3) = F(F,1(2)) = F (4) > F (3) . x =>x+1: F__ (x+1) =
P (Fo(x)) > F (F (x)) = F (x+1) .

Satz: Jede rekursive Funktion licgt in cinem €y * Genauer: Zu jeder

rekursiven Funktion f gibt es ein Paar «,¥ nit den in 2.2, S£.28

angegebenen Eigenschaften, so daB gilt f e €< Wow *
P AL ]

Satz: Zu jeder rekursiven Funktion f gibt es ein rckursives System

Q elementarer Fundamentalfolgen bzgl. <o (vgl. 2.2, S.31), so daB

f e §< Q w2' Genauer wird von Q verlangt, daB Axn Q(x,n) rekursiv
]

ist und daB fiir jedes x mit (x)0=o gilt
An Q(x,n) elcmentar
g Q(x,n) <,Q(x,n+1) <, x

D(rgx Yy e0m)
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Die Beweise kénnen fast wortlich aus 2.2 iibernommen werden. Anderungen
sind nur an folgenden Stellen notig: Statt Ea+1(io’<io>) =

Ea(io’<io>) + 1 verwendet man
Fa+1(x) = Fa(x) + 1 fir x =3
und erhidlt daraus

F (x) =z F [x }(x)

v

FO(x) +x+ I sf(z)
z=x

W

o5 (x)

bzw.
FAx) = Fiy(pp)(x)

= wa+sf(x)+x(x)

v

sf(::) .
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w
3, BEine Klassifikation der mehrfach - rekursiven Funktionen vom Typ W

In 2. hat sich ergeben, daB verschiedene cllgemeine Ansidtze zur
iiessung der "Kompliziertheit!'" rekursiver Funktionen durch konstruktive
Ordinalzahlen nicht durchfiihrbar sind. Hier untersuchen wir speziel-
lere, eingeschrankte Formen der drei Ansidtze und zeigen, daBl sie auf
dieselbe Klassifikation der mehrfach -~ rekursiven Funktionen fihren.
WJfeiter befassen wir uns mit einigen Fragen, die sich im Zusammenhang

mit dieser Klassifikation stellen.

3,1 Definitionen

Wir definieren 1) im AnschluB an Heinermann 1) Funktionenklassen

ma , aw” , 2) nach der .iethode von Kleene (vgl. 2.2), angewandt

auf die Ordinalzahlen aw” und spezielle, naheliegende Fundamental-
folgen, Punktionenklassen £& , a < w” , und 3) unter Zugrunde-
legung desselben Ordinalzahlabschnitts und derselben Fundamentalfolgen
die Robbinsche Erweiterung €a , o < w” , der Grzegorczyk -

Hierarchie (vgl. 2.3).

% sei die Klasse der mehrfach - rekursiven Funktlonen, also der
Funktionen, die sich aus den Ausgangsfunktionen U , C; , X+1

durch Einsetzungen und mehrfache eingeschachtelte Rekursionen 2)
definieren lassen. Jeder solchen Definition kann man nun induktiv

eine "Rekursionszahl" < w” zuordnen: Die Ausgangsfunktionen erhalten
die Rekursionszahl O , bei Einsetzungen geht man zum ilaximum iiber

und eine n-fache Rekursion vergroRBert das llaximum der Rekursions-
zahlen der zugrunde liegenden Funktionen im Sinne der Ordinalzahl-

addition um wn-1 . BEs liegt dann nahe, alle die Funktionen, die mit

Dy

gl. Heinermann [4].
2) Siehe Péter [12].
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Rekursionszghlen = a definiert werden kdnnen, zu einer Klasse m&
zusammenzufassen. Wir wollen hier diesen Ansatz etwas modifizieren
und in Erweiterung des Péterschen Begriffs der eingeschachtelten
Rekursion "elementare Rekursionen'" zulassen; darunter verstehen wir
solche Rekursionen, bei denen "auf der rechten Seite der Rekursions-
gleichung" noch Summen und Produkte auftreten konnen. (Auch die
Definition einer Kleeneschen Aufzihlungsfunktion 148t sich als
elementare Rekursion auffassen). Es ist dann sinnvoll, neben Einset-

zungen auch Summen und Produkte '"nicht zu zdhlen".

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen zur Definition n-facher

elementarer Rekursionen.

Definition: Ein (zahlenwertiges) Funktional
Af eeof X oax) F(f1,...,fr;x1,...,xn) , kurz Afyz F(£34) , heiBt
elementar, wenn es eines der folgenden Ausgangsfunktiongle ist:

A¥5fi(x1,,,,,xn£) (1=i=sr, n.s n)
xﬁgxi (1 =i =n)

Ayl (12 0)

AXY X+y

AXy X+y

oder aus elementaren Funktionalen G,H1,...,Hr definiert werden kann

in der Form

F(#352) = G(HH,(#59) 5., H (32))

oder aus einem elementaren Funktional G definiert werden kann in

der Form
F(#;«;g,y) = I G(fr’;(};,i)
i<y
oder F(#?"K’Y) = I G({};‘J‘(;,i)'
iy

iian beweist dann unmittelbar (durch Induktion iiber den Aufbau von G )
daB auch eine simultane Einsetzung an den Funktionsstellen nicht zaus

dem Bereich der elementaren Funktionale hinausfiihrt:
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Lemma: Sind G,H "Hr elementare Funktionale, und ist

1,.'
P(t34) = 6(Ay ooy BBy qnensyy Doeeestygeeyy B (B35 pmenm )5 6),

so ist auch F ein elementares Funktional.
Weiter ergibt sich genau wie in 1.1, S.5

Lemma: a) Ist G ein elementares Funktional, und ist

F(f5%2) = & [6(#5y)=0],

y<z
so ist auch F ein elementares Funktional.
b) Die "elementaren Relationale", d.h. die "Relationale'" Afg R(£;5%) ,
die sich mit einem elementaren Funktional F definieren lassen in
der Form R(#3;%) :« F(£3;2)=0 , sind abgeschlossen gegen die
Operationen der Aussagenlogik und gegen beschridnkte Quantifikationen
v

der Form sz ' ylz
7ir verwenden die Redeweise " f wird in F( ,g;z) nur gebraucht
an Stellen 4, € ii ", wenn fiir beliebige Funktionen f' mit derselben
Stellenzahl wie f gilt

gl £E)=01 ()~ F(f,454)=F(L£,555) .
Mit '<" bezeichnen wir die "lexikographische'" Wohlordnung der

n-Tupel natiirlicher Zahlen, also
(x1,...,xn)'<n(y1,...,yn) 1o x, <y,

v( xy=yy A %<y, )

= o o0 = A
V('X1 I A A xn-1 yn-1 xn<yn )

Jetzt konnen wir definieren, was wir unter ciner n-fachen elementaren

Rekursion verstehen wollen.

Definition: Eine n+m -stellige (n = 1, m = 0) Funktion f heiBt
durch n~fache elementare Rekursion definierbar aus 8qreees8,
(kurz: gv), wenn es ein elementares Funktional F gibt, so daB fir

alle X, yeceyX 3Fa9eeayy. (kurz: 4,7 ) gilt
1 n’?1 m

£(%,9) = F(£,53%,%) ,
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wobei f in F(f,4;4,9) n

(kurz: #4,%) mit % < ¢, d.h. wobei fiir eine beliebige
' gilt

nur gebraucht wird an Stellen UygesesUy

v,‘,oOO’Vm

n+m -stellige Funktion

AN £t (11,0)
v.~<h’6' w0

- F(f,%54,2)=F(£',45% 2) -

Durch transfinite Induktion {iber (ldngs ) ergibt sich

unmittelbar, da8 f durch diese Bedingung:rn eindeutig festgelegt ist.

Beispiele filir elementare Rekursionen:

1) Die Definition der Ackermann - Funktion
f(oyy) = y+1
f(x+1,0) = f£(x,1)
fx+1,y+1) = £(x,f(x+1,y)) .

y+1 falls x=0
Hit Flg;x,y) := { g(x+1,1) falls x£0, y=0
g(x+1,8(x,y+1))  falls x#0, y#0 .
ist £(x,y) = F(f3x,y)
und in F(f;x,y) wird f nur gebraucht an Stellen u,v mit

ux v (u=x a v<y) , also

(u,v) <,(x,y) . Da F elementar ist,

handelt es sich um eine 2-fache elementare Rekursion.

h1oooh}‘

2) Die Definition der Kleeneschen Aufzidhlungsfunktion el

(vel. 2.2, S.27). Byyeesshy (kurz: £ ) seien Funktionen mit den
Stellenzahlen Noyeeeyny o Mit
n1...nl(g’g1""’gl;i’x) t=
n."n . 3 .
g1((x)0,...,(x)n1_1) falls In ! 1i oA (1)O=O A (1)2=1

s e e

51 (g r (), )
)
(1),

(x) g+,
(x) g(x),

2™

>

(1)y=0 # (1),=1
(1)y=1
(1)y=2
(1)y=3
(1),

>

>

>

>
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5((1) 5 8 ((1)59%) s+ +o,8(()(4yuqo®)))  falls 0™ ™ia (1)y=5

) D)y Ux)nyenes(X)/uy ayzy) " A (1) =56
z§<x>(i)141g(( )ar g1 (3) (4), 202) (1),

ZE(X)(i)1;1g((i)2,<(X)o’.‘°’(X)(i)1-’-2’z>) " " A (i)o=7

0 sonst
ist ef?(i,x) =G (erf,f;i,x)
n-it(.nl
. % o, . 2 .
und in Gn nl(el ,3;1,x) wird el nur gebraucht an Stellen Jj,y
10.-
mit j <i . Zum Beweis, daB G elementar ist, geniigt es

n1 L) cnl
offenbar zu zeigen, daB das Funktional Afgy <F(%0),...,f(5y))

elementar ist. Dies folgt aber aus

(£(5,0) 5000580 5y)) = v o (L(w)=y+1 a A (u),=f(%1))
us3’y IO (£(g,i)+1) isy
i=sy

(zur Abschéatzung von u vgl. *.2). elg ist also durch eine 1-fache

. ] .
elementare Rekursion aus é definierbar.

ir betrachten jetzt Funktionen, die sich aus den Ausgangsfunktionen
: .

Un’ C;, x+y, x=y durch endlich viele Einsetzungen, beschrinkte
Summen- und Produktbildungen und mehrfache elementare Rekursionen
definieren lassen. (Es wird sich zeigen, daB dies genau die mehrfach
rekursiven Funktionen sind). Jeder solchen Definition ordnen wir eine
Ordinalzahl < w” als "Rekursionszahl" zu, und zwar auf die folgende
“"eise: Die Ausgangsfunktionen erhalten die Rekursionszahl O .,

Ist f definiert durch f(g) = g(h1(g),...,hr($)) , und sind den
Definitionen von g,h1,...,hr Rekursionszahlen Aylyyees,d zUGE-
ordnet, so erhdlt die Definition von f die Rekursionszghl
max(a,a1,,,,,ar) . Ist f definiert durch f(%,y) = ‘i g(#,1)

oder f(%,y) = I g(%,i) , und ist der Definition von ; ydie
Rekursionszahl léy zugeordnet, so erhdlt die Definition von I auch
die Rekursionszahl « . Ist f durch eine n-fache elementare Rekur-
sion definiert aus Bqreee18. und sind den Definitionen von
8q9e98. Rekursionszahlen Uygeoesl, zugeordnet, so erhidlt die

-1
Definition von f die Rekursionszahl max(a1,...,ar) + w .
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Alle die. Funktionen, die sich mit Rekursionszahlen =« definieren
lassen, fassen wir jetzt zu einer Klasse @a zusammen; trivialerweise
gilt dann ®Ry,= ¢ und Qagmﬁ

Uberlegungen ist es zweckmidBig, diese Definition der Klassen &a als

fir o = 8 . Im Hinblick auf spidtere
Kalkil zur simultanen Erzeugung aller Klassen aa zu formulieren:

Definition der Klassen Ra , a < w’s
a) Ist f elementar in BireeesEl, (r =2 0), und gilt g€ R,

fir 1=1is=r, so ist f e R - ‘e
max(a1,...,ar)

b) Ist f durch eine n-fache elementare Rekursion definierbar aus
Byreee18y (r =2 0), und gilt gie®, fir 1 =isr, soist

f e ®

nc—1 .
* o o w
max(a, ,ar)+

Es fallt auf, daB wegen der Verwendung der Ordinalzahladdition

n

(beim Ubergang von Gypgenes®, 72U max(« ..,ar) + o] ) gewisse

17
Bestandteile der ai "verschluckt" werden konnen. Ist z.B. f durch

eine 2-fache elementare Rekursion definiert aus g € & so folg*

w+17 ?
wegen (w+17)+w = 2W f e m2w . 1n 3.3 werden wir diese Zihlweise
rechtfertigen, indem wir zeigen, daB eine modifizierte Definition,
in der statt + die '"natiirliche Summc" % (Hessenberg, vgl. S.46)

auftritt, auf dieselben Klassen fihrt.

Zur Definition der Klassen £& , o < w” , legen wir ein fest gewdhlies
System von Fundamentalfolgen flir die Limeszahlen A < w” zugrunde.

Jedes solche A 184Bt sich eindeutig darstellen in der Form

A= wn+1(§+1) , und es liegt dann nahe, als zugehOrige Fundamental-

folge A[x] = wn+1p + w'x , x=0,1,2,... , zu wihlen. Im ibrigen

gehen wir vor wie in 2,2

Definition von Ea \ L& fir o < w':
Eo(i,x) =0
. Eqye
Ea+1(1,x) = el %(4i,x)

B, (i,x) = EK[(i)O]((i)?’X) ’

n+1 n

wn+1(ﬁ+1) gilt Alx] = w 8 + w x .

wobei fir A

- _ ofm
ol/a = b(...:a> .



Es folgt unmittelbar £ =¢ und Ly Sly fiir o < B ") (denn &

- a+1
ist nicht elementar in E_ ; vgl. 2.2, 5.28)
Die Klassen %a , a < w” , werden mit Hilfe desselben Systems von

Fundamentalfolgen definiert (vgl. 2.3):

.. W
Definition von F_, ga fir a < w

Fo(x) = 2%

N
(@)

~—7
-

F,.(x) = Fr(1) ,also

]‘Fa+1(x+1) = F (F . (2))

F,(x) = max F (X) ’
A y=x Myl

n+1
w

]

wobei fiir A (g+1) gilt Alx] = w +1@ +0x .

%')Cl

oz, -

Bei den hier gewdhlten speziellen Fundamentalfolgen 148t sich die
Definition der Funktionen F_ = vereinfachen: es gilt Fx(x) = FX[Y](X).
Dies folgt unmittelbar aus einem Lemma iiber die Funktionen Fa ,

das wir im ndchsten Abschnitt beweisen.

In diesem Abschnitt beweisen wir, daB die drei eben definierten

. . - . ~ . Y
Hierarchien zusammenfallen, d.h. dais gilt @a =L, = %a fir o < w.
Es handelt sich also um eine anscheinend natiirliche, wegen Lac 53

¥

fir o < B echt aufsteigende Hierarchie, die wegen ggag L g g@a
{6 := Klasse der mchrfach - rekursiven Funktionen) die mehrfach -
rekursiven Funktionen ausschopft. - Verwandte Eesultate stammen von
Robbin, der &hnliche Gleicnheiten "im Limes'" fir o - w"  erhalten
hat 2), und von Axt, der gezecigt hat 5), daB eine Variante der
lethode von Kleene unterhalb w auf Grzegorczyk - Klassen fihrt.
D it

. . . . . 2) . . 3
c Dbezeichnen wir die cchte Inklusion. in in [1j.
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“ir fithren den Beweis in drei Teilen:
1) ® 2L fiir o < o
/ o o

2) L 2¢ "
) L 2,

5) ¢, 2R ~

zu 1) egen L= G(Ea) geniigt es zu zzigen

Beweis: Durch Induktion iiber o« . Fir o=0 ist die Behauptung

trivial. Aus B¢ ®  folgt E , denn nach dem Beispiel 2)

e @
“o+1 o+1

auf S. 38 ist Ea+1= elEa durch eine 1-fache elementare Rekursion

aus Ea definierbar. Es sei nun A eine Limeszzhl und E € &a
fir o < A . A 14Bt sich darstellen in der Form A = wn+1(ﬁ+1)

und es gilt nach Definition

E}\(i,x) = B

((2),,%)

wn+1p + wn»(i)
0
Zum Beweis von Ehe RA geniigt es 2u zeigen, daB die durch

f(xn,...,xo,i,x) t= B n (i,x)
W B+ w X, + ... + wx1 + X,

definierte Funktion f in NA liegt. Nun gilt

f(o,...,o,i,x) = E (i,X)
P

+
wn 1

elklx f(xn,...,xo,l,x)(i,x)

f(xn,.ae,x +1,i,x%)

]

0]

il

G2(Kix f(xn,...,xo+1,i,x),hix f(xn,..;xo,i,x);i,x}

f(xn,g..,xm+1,0,...,0,i,x) = f(xn,...,xm,(i)o,o,...,O,(i)1,x)

{zu G, vgl. S.38 ). Da in Gz(g,h;i,x) g nur an Stellen j,y

mit j < i gebraucht wird, ergibt sich, daB f durch eine n+2 -

fache (x ist "Parameter") elementare Rekursion aus E ] definijert
werden kann, also f e ® =R, . v B

n+1 n+1 A

w B+ w
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zu 2) Wegen L= g(Ea) und ¢ = %(Fa) geniigt es zu zeigen

Satz: Fa ist elementar in Ea 1).

Zundchst ist es niitzlich, cinige Redeweisen einzufiihren: "ir sagen

"{ ist ein «&-=Index von f " oder "I ist elementar in Ea mit
dem Index i " , wenn gilt
f(g) =B (iﬁ<5>) o

a+1
Ist f elementar, so kann man ein 1 so wdhlen, daB flir jedes «

(< ww) i ein «a-Index von f 1ist; ein solches i nennen wir einen
Index von f ., Als Variable fir die Indizes einer elementaren Funktion

f verwenden wir das Zeichen {ifl . "7eiter definieren wir fir 1sr=n
ng. . . . .
Sb¥(1’31’0"73r) = <5yny1,319-"93r> .
Ist also f(%) = g(h1(5),...,hr(5)) und sind i,j,,...,J, o-Indizes

von g,h y...,h , so ist sz(i,j1,...,jr) ein a-Index von f .

r

»r

Der Satz ergibt sich leicht aus dem

Hilfssatz: Es gibt subelementare Funktionen hn n=0, so dafl gilt:

’
. . n . . . n n
Ist i ein Ww'a -Index von F a * S° ist hn(l) ein wa + w -

W
Index von F .

(JJn(X + UJn

n-1
+f'l+ C

. . . n
Bewels des Satzes aus dem Hilfssatz: Sei « = w‘cn + W on ’ 0

und jO ein Index von FO= Ax2® . Ein oa-Index von Fa ist dann
c c c
0, n-1 ngy. 3
ho'( oo b 3 ( h (JO) ) eee ).

Den Beweis des Hilfssatzes fihren wir durch Induktion iber =n .
n=0: 1 sei ein «-Index von Fa . Z2u bestimmen ist ein «a+1 ~Index
X

, . I .. .. . .
von F_ . . lan beachte: Fa+1(x) ‘a(1) . Zundchst 14Bt sich eine
elementare Funktion g, so angeben, daB fur alle x go(i,x) ein
o -~Index von Ay F:(y) ist, also
1j Fir die Gililtigkeit dieses Satzes ist es wesentlich, daB wir hier
die endlichen Zahlenfolgen nicht durch Primzahlpotenzprodukte,

sondern auf die in 1.2 beschriebene ‘Jeise godelisiert haben.
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F(y) = E,1(80(1,%),(y)) .

Definition:
go(1,0) = (2,1,1) (Index von Ay 1)

. 1/, .
go(1,xr1) = 501 (1,60(1,%))

Offenbar leistet g0 das Verlangte., A igt elementar, da Sb1

subelementar ist (vgl. 1.1, 5.9); i, sei ein Index von g °

Es gilt also

Fa+1(x)

]

F (1)
Ea+1(g0(i’x)’<1>> E

ist demnach (vgl. 2.2, S.26)

BEin a+1 -Index von F~+1

1 1/. .
5b,(€0,2,1),8b,(1,¢2,1,17,€1,1,1)),42,1,{1)))
Damit ist eine subelementare Funktion h mit der behaupteten

0]
Eigenschaft gefunden.

. . . n

SchluB von n-t auf n: i sei ein w a -Index von F n Zu
n n w

bestimmen ist ein wa + w -Index von F . Man beachte

W a+w

n

P n(x) =F N (x) .
W oW wiow X

Zundchst 148t sich eine elementare Funktion g, S° angeben, daB fiir
n n-1

alle x gn(i,x) ein wa+ w  x -Index von Ay F 4 (y)
) wlarw® 'y
ist, also

Foopr =B 4 (g,(1,%),{&)) .

W o +w X W atw x+1
Definition:

gn(iyo) =1

g,(1,x+1) = h (g (i,x))

Nach Induktionsvoraussetzung leistet &y, das Verlangte; &, ist

elementar, da hn-1 subelementar ist. Es gi't also
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= E _ ot (g,(1,%),$y))
= K n n-1 (<1’gn(iyx)>9<y>)
=B - (@ e (1,2)), ()

mit g(u) := {(1,u), ge ¥

-1
= E ($x+1,8" (g (1,%))),{y))
wla + w® n
und damit
-1
F (x) = E (Cx+1,6"" (g _(1,x)) ), (x)) .
wncc <+ ’A)n (L)n(,Y, + H.)n ’ ' n ’ ’
e n n - .
Bin WwW'a + w ~Index von F ist demnach
(L‘noc + W

551(£0,2,1),8b ) (1Axy{x,y) 1, Dxest 1, 501 (18771,

sb(1g 1, 1Axil, 1hxxl))), Dx(x)l)

vahlt man IAxil = €2,1,i) und die anderen Indizes beliebig, so
definiert dieser Term in Abhidngigkeit von 1 eine subelementare

Funktion hn mit der behaupteten Higenschaft.

. . o . w i . y

zu 3) Zu zeigen ist €4 @a fir « < w , ir beweisen zundchst
. . . . W .

zwei vorbereitende Lemmata. - Fir o« < w sei maxcoeff(a) :=

max(ao,...,an) , falls o = Z wla. Ldlit fk bezeichnen wir die
i=n
k-te Iterierte einer einstelligen Funktion f , also fo(x) = X ,

) = f(£5(x)) .

Lemma 1: (Einfache Eigenschaften der Funktionen F, )
(1) F(0) =1, F (1) =2, F,(2) =14

(2) x <F (x)

(3) Fa wachst echt monoton.

(4) F(x) =F_ _.(x) 3 < gilt fir x =3 .,

o+1

(5) Fy(x) = FB(X) fiir o =B, x> naxcoeff(a) .
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< 1)
(6) T (x) = Fa#=B<X)
(1) F . (x) = F . .(x) fir j=1i .
wly + 1 wly + wJ
(8) F§+1(x) =< F§+1(x) fir x=24, k=1,

Beweis: (1) bis (4) wurden in 2.3, 5,33 bewiesen. Zum Beweis von
(5) bis (8) niitzen wir aus, daB jetzt gewisse '"natiirliche" Fundamen-

talfolgen fest gewdhlt sind.

zu (5) Induktion tiber f . Fall 1: B=0. Trivial. Fall 2: § ist
Nachfolgerzahl. Trivial wegen (4). Fall 3: § ist Limeszahl. OBdA

sei a < f . a und P lassen sich darstellen in der Form

a = wla + ... + wn+1a +wla 4+ ... +wa, +a
m * n+1 n 1 0
m n+1
B = w bm + see + W bn+1 , bn+1> 0.
Hach Definiton gilt dann
3lx] =™ + ...+ wn+1(b - )+ wx .

m n+1

Wegen o < B und x > maxcoeff(a) folgt o = Blx] und daraus nach

Induktionsvoraussetzung F (x) < FBL ](x) < FB(X) .

zu (6) Es geniigt zu zeigen

(%) F (x) s F (x)  fir v <o,
e Y W (B+1) +

Wir fiihren den Beweis durch Induktion iber vy . Fall 1: y=0.

Bewiesen wird F (x) = (x) durch Induktion iUber n ,
B 3 + 't
n=0: s.(4). n-1 = n: (x) = 1(x) =
W™ (wB) + W
P x) <F (x) . Fall 2: Angenommen, (*) gilt
(o + w)[1] Wi 4 w”
fir v . Wir beweisen Fg_ 1(x) ( Y, 6 1= wiB + v,

e := w'(p+1) + y durch Induktion uber x » x=0: trivial. x = x+1:
F6+1(x+1) = Fé(F5+1(x)) < Fé(F8+1(x)) < FS(F8+1(X)) = F8+1(x+1)

T) ¥ 0

o ist die "natiirliche Summe" {Hessenberg) von o« und B .

Ist a= £ wlai und B = 2 wlbi , 80 ist adfp = I wl(ai + bi)
i=n i=n i=n
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Fall 3: Y ist eine Limeszahl., YWegen Yy < W ist (wna + Y)[x] =

w'« + y[x] , also F " (x) = max F n (x) =
Wi o+ Y y=x w8 + v(y]

max F (x) = F (x) .
ysx w(B+1) + v(y] wl(B+1) + ¥

zu (7) Induktion iiber j . Jj=0: trivial., j = j+1: F

i + wdt1

'\/

=1 . . (x) =z F | Ax) =2 F | (x) o
wlY + wa why + wd why + 1

zu (8) Induktion iiber k . k=1: Induktion iiber x . x=4: Fa+1(4) =
4 _ wlpl Y . _
Fo(1) = F(F (1)) = F (4) » x=x+1: F . (x+1) =F (F  ,(x)) =

[l 2 . k+2 _ k+1 \ k
F (F(x)) = F (x+1) « k= kt1: F " °(x) = F (F~ (x)) = F(F, ,(x))
k+1
= Fa+1(x) )
Das zweite Lemma macht Aussagen dariiber, wie stark die elementaren
Operationen das Wachstum von Funktionen hdchstens vergroBern kdnnen. -
Wir nennen eine n-stellige Funktion f abschitzbar durch eine
Iterierte einer einstelligen Funktion fo , wenn es eine Zahl k

gibt, so daB fiir alle 3 gilt f(g)s;fg(maxg) .

Lemma 2: (1) Zu jedem elementaren Funktional F gibt es eine Zahl t,
gso daB gilt: Ist fo eine einstellige, schwach monoton wachsende

Funktion mit f,(x) = 2¥ , und sind &ys+++s8, durch £ k=1,

0 1
abschatzbare Funktionen passender Stellenzahl, so ist

tk

O L

(2) f, sei eine cinstellige, schwach monoton wachsende Funktion
mit f£y(x) = o*

Ay F(g1,...,gr;%) abschitzbar durch f

. Ist dann f elementar in 8,s+++18, und kdnnen

PRI - durch Iterierte von fo abgeschiatzt werden, so auch f .

(3) Jede Funktion aus €y 1st abschitzbar durch eine F -Iterierte.

Beweis: (3) folgt trivial aus (2). (2) folgt aus (1), denn ist f
elementar in €qreee98, 5 SO 148t sich f mit einem elementaren
Furktional F darstellen als A F(g1,...,gr;%) . (1) bveweisen
wir durch Induktion iber den Aufbau der elementaren Funktionale.

Fall 1: Ausgangsfunktionale.

)

k
gi(x1,...,xni) = fo(max(xj,...,xni

0
x, = fo(max%)
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i= fé(maxg)
X+y < fo(max(x,y))
X'y = fg(max(x,y))

Fall 2: Ist F(yj3,) = G(g;H1(g;g),...,Hr(ggg)) , und sind G,H,,...,H

die Zahlen t,t.,...,% zugeordnet, so kann fir ¥ die Zahl
1 T

T

t + max(t1,...,tr) gewahlt werden, denn sind 8qre18, abschiatzbar

durch Fz , so folgt
G(ysH,(93%) 5.+, H (g5 5))

< fék(max(f£1k(maxg),.. ftrk(maxg)))

l’ O
- fét + max(bayeenstr )k
Fall 3: Ist F(g54y) = L G(43%,i) (bzw. T G(y34,1) ) , und ist
i<y ily

G die Zahl t zugeordnet, so kann fir F die Zahl t+2 (bzw. t+3)

gewdhlt werden, denn sind gqrev 18, abschatzbar durch fg y SO
folgt

- . . tk, .
2y G(‘#‘i"éﬂ-) = 2 fO (max(i-’yl))
i<y i<y

tk
v £ (max( 5,7))

IA

tk 2
= (£ (max(4,y)))
X
< f;k * 2(max(g,y)) , da %2 = 2% < fg(x)
t+2 )k
< £{"*2 ¥ (nax(4,5))
. tk .
I6(45%1) s O £ (max(g1i))

i<y i<y 0
tk .
(£ (max( 3)))?

£, (y £5(max(5y))) 5 da = 2¥

1A

A

t+2)k "
= fo(fé ) (max(%,y)))
< fét+3)k(max(g,y)) .
. . D - .. w ors ..
Zu zeigen ist also ua=f@a fir a« < w , ¥ir definieren noch
& 1= {£1V V As (%)= Fk(maxg)}
a ., T a
Se k %

{f| Bs gibt ein §} in ¢, } (nach Lemma 2 )
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und beweisen Qda &aa @a . Der Beweis von %aa &a macht keine

Schwierigkeiten, denn jedes f € . 1483t sich mit geeigneten Zahlen
p,k darstellen in der Form f(%) = D(K(p,<%>,F§(maxg))) (vgl. 1.3,
S.17) und daraus folgt f € €, + Zu zeigen bleibt

®

s *x
Satz =2 %y

Den Beweis fithren wir durch Induktion iiber den (simultanen) Aufbau
der Klassen Ra . Beachtet man, dal aus den in Lemma 1 zusammen-
gestellten lionotonie - Eigenschaften der Funktionen Fa folgt

@ag WB fir « = B , so geniigt es zu zeigen

Behauptung:

a) Ist f elementar in ByreeerBy (r = 0), und sind g1,...,gr€ &a s
so ist f € ma .

b) Ist f durch eine n-fache elementare Rekursion definierbar aus
Byreee18, (r = 0), und sind 81100418, G, SO ist
f ea .

o+ wn'1

Beweis zu a) Ist f elementar in Bireves8, s und sind sg ,.x.,sg
R 1 hd
Schrittzahlfunktionen zu g1,...,gr , S0 gibt es eine Schrittzahl-

funktion S¢ s die elementar ist in Sg ""’Sg ;y dies folgt
1 T
unmittelbar aus den in 1.3 bewiesenen Sdtzen iiber Schrittzahliunk-

tionen. Ngch Voraussetzung kdnnen sg ”"’Sg so gewdhlt werden,
X r

majorisierbar sind. Nach Lemma 2 ist dann auch ¢

daB sie in e

“q
in €a majorisierbar. Daraus folgt f € « .

zu b) Es geniigt, die folgenden beiden Hilfssdtze zu beweisen:

Hilfssatz 1: Ist f durch eine n-fachec elementare Rekursion definier-

bar aus Byreee18L und sind sg ,...,sg Schrittzahlfunktionen zu
4

1 T

g1,...,gr y SO gibt es eine Schrittzahlfunktion S die durch eine

n-fache elementare Rekursion aus sg yeeeyS definiert werden kann.
1 T

Hilfssatz 2: Ist f durch eine n-fache elementare Rekursion definier-

bar aus g1,...,gr , und sind gqreee6, in ga majorisierbar,
so ist f in ¥ ; majorisierbar.

o + wi
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Denn ist f durch eine n-fache elementare Rekursion definierbar aus
8qree 98 und sind qu’°"’sgr Schrittzahlfunktionen zu Bqsevv18.s

so gibt es nach Hilfssatz 1 eine Schrittzahlfunktion Se s die

durch eine n-fache elementare Rekursion aus sg1,...,s definiert
werden kann. Nach Vorsusetzung kdnnen sg1,...,s - so gewdhlt werden,
daB sie in Ea majorisierbar sind. Nach Hilfssatz 2 ist dann s

in ¢ e majorisierbar. Daraus folgt f € & et *
o+ W a + w

f

Beweis zu Hilfssatz 2: ¥ir beweisen durch Induktion iUber n die
folgende, etwas stidrkere Behauptung: f sei durch eine n-fache
elementare Rekursion definierbar aus gqreoe18y, d.h. es gebe ein

elementares Funktional F , so daB fiir alle ¢,%2 gilt
£(5,7) =F(£,%54,%) ,

wobei in F(f,%;%,%) f nur an Stellen 4,1 mit 4% <% g&cbraucht
wird (vgl. S.37). 841+++18, seien abschitzbar durch Fg nit k = 1,
t sei zu P wie in Lemma 2,(1) gewshlt und ay sei der Koeffizient

von W' in der Darstellung « = I wlai . Dann gilt mit
i=m

ln ¢= maX(k,t‘Fn,s,an_z,...,a fﬁr alle ’g’?

o)
1n

o + W

£(4,9) < F oo (max(,9)) .

I: n=1. Zunidchst beweisen wir durch Induktion iiber x
X+1

Y Elmax(x,9)) .

£(x,%) = F,

x=0: £(0,%) = F(M100,430,%) =< FZk(maxﬁ) (nach Lemma 2,(1) ).
O0y1yeee,yX=1 = x°

£(0 1) falls u=0

£0ey9) = P 00 100 falls umxat *#5%0%)
0] sonst
tet5k
=F (max(x,f.‘?))

(nach Induktionsvoraussetzung und Lemma 2,(1) ). Damit ist die
Induktion iiber x ©beendet. Aus der bewiesenen Ungleichung folgt

unmittelbar
lx+2
£(x,9) = 7 (max(x,%)) .

Is geniligt also zu zeigen
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1m+2 1

F (m) = Fa+1(m) fir 1= 5 .

m+2 n+2
-r 1 1 m+2 . -
‘egen F (n) = F (5 a+1(m)) (m + 1 ' °) folgt dies aus

n o+ 172 < F%-1(m) fir 1= 5
Diese Ungleichung beweisen wir durch Induktion tiber m . m=0:
Induktion iiber 1 . 1=5: Ff(o) - F,(4) = 2165 52 1 o 141s

(1+1) 2:1° = 7 (12) < F1(F}‘1(o)) . omo=ml: omo+ 1+ 170 <

(m + 1m*2>2 <P (FF 1 (m)) = F (7, (F1%(n))) = 2, (F}"%(m) + 1) =
o\ 1 o'\ 1 1 1 1
F1(F1 (m+1)) = F% 1(m+1) . Damit ist die Behauptung fiir n=1

bewiesen.

IT SchluB von n auf n+l: ¥ir setzen f_ (x2,...,xn,@) =
1

f(x1,x2,...,x ,) und beweisen durch Induktion iiber X, unter
Verwendung der Voraussetzung der Induktion ber n zunidchst die
Abschdtzung
o1
£ (x2,...,xn,g) s p

n- (max(x2y~--’xn9’5’))
1 o+ w (x1+1)

Der Induktionsbeginn und der Induktionsschritt lassen sich gemeinsam

behandeln. Sei also x12 0 . Nach Voraussetzung gilt

fo(u2,..,u R1) falls u1=O
fX,](XZ""’X %) = F(Mhw (u RETIN ) falls u1=x1’g;x1’°"xn’@)
0 sonst

“ir definieren ein elementares Funktional Gx durch
1

ho(uz,...,un;W) falls u1=O

s 0 0

i= F(MW . ,nh R sh (%,,.-
hx1(u2,..,un,u» falls u,=x, ’"x +1 X 4T UR 4T T2

0 sonst
..,Xn,ﬁﬂ,xz,..,xn,eﬁo

Es gilt dann

fx1(x2,...,xn,@) = Gx1(fo,...,fx1,%,Ku2...un10x1 P XpyeeesX B

und in G (fo,...,fx1,9,ﬂu2...un@0x1 3 x2,...,xn;@) wird fx1 nur
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an Stellen U,,...,u ,%0 mit (uz,...,un) <n4(x2,...,xn) gebraucht.

fx ist also durch eine n-1 -fache elementare Rekursion definierbar
1

aus fo,...,fx1-1,y und Auz...unu?x1 . Alle diese Funktionen sind

nun abschdtzbar durch pin np » demn fo,...,fx 4 sind nach
- .-

o HWw X4
Voraussetzung (der Induktion iiber x1) abschitzbar durch Fil

k oa + w X1
g,9+0098. durch F. und es gilt nach Lemma 1 x, <= F_ (4) =
1 T a 1 X1q

7 (4) = F (F2(0)) = pin (0) . Veiter folgt aus der
n-2 n-2 0 Nne2
w X4 w X4 o HFw X4
Deflnltlzn v;n Gx,’ daB  AX,...x 9 Gx1(hO’""hx1+r+1;x2’°"’xn’@)
t+1)1 .
durch FB abgcschédtzt werden kann, falls hO""’hx1+r+1

abschidtzbar sind durch Fé .

Induktion iiber n an, so erhdlt man

Wendet man Jjetzt die Voraussetzung der

max(ln,t+1+n-1,S,an_j,...,ao)
n-2 (max(x2’“"xn”'?))

A

fX1(X2,...,xn,/¢?) F(a wn_zx )+ “
* 1

1
n
=F (max(X,yeeesx ) «
o+ wn'z(x1+1) 2 n

Damit ist die Induktion iber x1 beerdet. Aus der bewiesenen

Ungleichung ergibt sich wie folgt die gewlinschte Abschdtzung:

f(x—] 9x2» s axny”?)

1
n . X
=F (m) mit m oi= max(X,, X, yeee X y2)
o+ wn'z(m+1) e n
1

. (m) ,p def. durch a=wn-1ﬁ+ S wla,
n-1 n-2 . i
w TR+ w (an_2+m+1) i=n-2

IA
&)

. (m)

B + wn'2(1n+m+1)

A
s ]
=

PR € (nech (*) )
w

B +

o (max(g,g))
o + W

Zu zeigen ist also nur noch

c o .C ..
(*) LA i (x) =77, 141(%) for ¢ =5
w Yy + w(x+c+1) WY+ ow
Wir beweisen zunidchst
c c-3 ..
P, . (x) = F7° . L (x) fir c=5, x = 4
wl+1y + 0l (x+c+1) wl+1y + wit?



Fc. (x)

=F . ) (x) (da x =4 )
w' (x+c+1) +c-1

(x)

€
<
+

IA
5]

w Ty o+ wi(x+2c)

A
0!

i+1(x+2<>)

A
]

(o4 (x))

i+ w1+1

A

c-3
P . (x)
w1+1Y + w1+1

Tegen F3i+ (x) = 4 erhdlt man daraus fiir c = §
w

1Y + w1+1

(¢

P,
wl+1

NG
Y + w(x+c+1)

c 3
s F, ) (r-, (%))
witly | wh (x+c+1) Wy 4 ot

°. ] : 1(x) .
witly o i+

IA
&)

Damit ist der Beweis von Hilfssatz 2 beendet.

Fir den Beweis von Hilfssatz 1 ist es erforderlich, zu einer n-fachen
elementarenRekursion, die eine Funktion f agus Funktionen g1,...,gr
definiert, und zu Registermaschinen M1""’Mr , die die Funktioncn
Byreees18 mit Schrittzahlfunktionen Sg1""°’sgr berechnen, eine
Registermaschine M 2zu konstruieren, der f Dberechnet, und zwar so,
daB die zugehdrige Schrittzahlfunktion Sp durch eine n-fache
elementare Rekursion definierbar ist aus sg,,...,s _ Eine direckte
Konstruktion einer solchen ilaschine wire sehr mithsam. Wir werden

hier vorgehen wie Kleene beim Beweis scines Rekursionstheorems

(in [6], S.352) und werden zeigen, dafB die entsprechend konstruierte
Registermaschine I zur Berechnung von f eine Schrittzahlfunktion
Se mit der gewiinschten Eigenschaft besitzt. Bei dieser Beweismethode
arbeitet man mit partiell rekursiven Funktionen. Zur Vorbereitung
stellen wir jetzt einige Redeweisen und die bendtigten Lemmata iiber

partiell rekursive Funktionen zusammen.
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Im Zusammenhang mit partiellen, d.h. nicht notwendig auf allen
Argumentetupcln definierten Funktionen verwenden wir die folgenden
Konventionen 1): g(h1(g),...,hr(g)) soll genau dann definiert sein,
wenn h,,...,h  an der Stelle 4 und g an der Stelle h1(€),...
..,hr(g) definiert sind. 2.B. ist O-+h(x) undefiniert, falls h(x)
undefiniert ist. £ g(z,i) , 1T g(%,i) sollen genau dann definiert
i<y i<y g1(g) falls h(%)=0
sein, wenn g(4,0),...,g{(%,y-1) definiert sind. {gz(g) sonst
soll genau dann definiert sein, wenn g1(g) definiert und h(%)
definiert und =0 1ist, oder wenn ggég) definiert und h(g)
definiert und #0 oder undefiniert ist. wy[lg(#,y)=0] soll genau
dann definiert sein, wenn es ein y gibt, so daB g(%,0)s...,8(%,7)
definiert sind und g(%,y)=0 ist. Wir schreiben £(%) = g(%) , um
auszudriicken, daB f an der Stelle 4 genau dann definiert ist,
wenn g dort definiert ist, und daB, falls f und g becide an der

Stelle 4 definiert sind, sic dort denselben ‘Tert annehmen.

Entsprechend diesen Konventionen kann man den Begriff des elementaren
Funktionals so erweitern, daf auch partielle Funktionen als Argumente
zugelassen sind; wir sprechen dann von elementaren Funktionalen im
weiteren Sinne (i.w.S.). Zur genauen Definition interpretiere man

in der auf Seite 36 gegcbenen Definition elementarer Funktionale
f1""’fr als partielle Funktionen, ersetze "='" durch "«"

"Funktional" durch "Funktional i.w.S." und flige hinzu: Sind G1,G H

2’
elementare Funktionale i.w.3., und ist F definiert durch

G, (#5%) falls H({3%)=0
F(f33) =
G,(f3%) sonst,
so ist auch F c¢in elcmentares Funktional i.w.S. . Falluntcerscheidun-

gen missen besonders aufgefithrt werden, denn wirde man

810%) falls h(%)=0

gg(%) sonst
wie iiblich erkliaren durch g1($)'sg(h(5)) + gZ(Z)(1 = h(%)) , so
widerspriche dies den Konventionen (ist z.B. h(g)=0 , g1(g)
definiert und gz(g) undefiniert, so ist der erste Term definiert
und der zweite undefiniert). Genau wie fiir elementare Funktionale

) val. Kleene (6], s.237-239.

gl.
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bcweist man, daB mit G,H1,...,Hr stets ocuch

Mg G(Ay1--~yn1H1(£;y1,--,ym),--~,hy1u-ynrHr(£;y1,.-,ynr) ) ein
elementares Funktional i.,w.S. ist. 7ir verwenden auch filir elementare
Funktionale i.w.3. die Redeweise "f wird in F(f,g;%) nur gebraucht
an Stellen % e M"; das soll besagen, daB fir beliebige partiellc

Funktionen f' mit derselben Stellenzahl wiec f gilt

Nof()=f£r(s) - F(f,453) =F(£',g5%) .
et

4 e i
Eine n-stellige partielle Funktion f heiBt R - bercchenbar,

wenn es eine Registermaschine gibt, die, angesetzt auf die Register-
inhalte x,,...,% ,0,0,... gcnau dann stoppt, wenn f(x1,...,xn)
definiert ist, und zwar dann mit den Registerinhalten
f(x1,...,xn),0,0,..u . it den iiblichen Methodcn beweist man, daB

die Klasse der partiellen Rl - bercchenbaren Funktionen mit der

Klasse der partiell rekursiven Funktionen zusammenfdllt. Zu jeder

RM 2zur Berechnung einer partiellen Funktion f gehdrt cine ebenfalls
partielle Schrittzahlfunktion Sp mit demselben Definitionsbereich
wie f . Das Zeichen "sf" verwenden wir wieder als Variable fir
Schrittzahlfunktionen von f . - Beim Beweis von Hilfssatz 1 werden
wir die folgenden beiden Lemmata iiber partielle Schrittzahlfunktionen

beniitzen:

Lemma 3: (1) Ist ¢ine partielle funktion f definiert durch
flg) =~ g(h1(zg),...,hr(«g)) , und sind h,,...,h  partielle, mit

Schrittzahlfunktionen s Ril - bercechcenbare Funktionen,

B’ ..,shr
so ist auch f RM - berechenbar mit eincr Schrittzahlfunktion sf ’
die sich definieren 148t in der Form

Sf("g) = fo(’?};,5h1 (%’),---,Shr(%),sg(h1(%’),-~-,hr(%’)),f(fﬁ)) ;

fO elementar.

(2) Ist eine poxtielle Funktion f definiert durch f(g,y) = 2 gleg,i
ily
(vzw. £(z,y) =« I g(%,i) ), und ist g cire partielle, mit ecinex
i<y
Schrittzahlfunktion sg Ril - berechenbare Funktion, so ist auch f
Ril - berechenbar mit eincr Schrittzahlfunktion Se s die sich

definieren laBt in dcr Form
Sf('/(;) = fo("o’:y, z f‘](?’iasg(;‘}yi)’g(‘f‘o”i)sf(i’f’i))’f(”éay)\) s

i<y
fO’f1 elementar.



- 56 -

(3) Ist eine partielle Funktion f definiert durch
fe,(z) falls hn(g)=0
g,(%)  sonst,

und sind g1,g2,h partielle, mit Schrittzahlfunktionen s ’Sg yS
RE - berechenbare Funktionen, so ist auch f RY - berechenbar mit

h

einer Schrittzahlfunktion Se s die sich definieren 14B% in der Form

:’S (/—2) falls h(’Z)-—O
! gn ¢ g
Sf(’%) < fo(‘z;sh(fﬂ;)!h(%’)9 1 '

s (%) sonst

-~ gl
fo elementar.
(4) Ist eine partielle Funktion f definiert durch f(¥)=upylg(z,y)=0]
und ist g eine partielle, mit einer Schrittzahlfunktion sg
RM - berechenbare Funktion, so ist auch f Ril - berechenbar mit

einer Schrittzahlfunktion s die sich definieren 1Bt in der Form

f’
s.(3) = £.(%, L £.(%,7,5 (g,y),g(@,y)),f(g)) ’
£ 0 ol 1 8
y=f(%)
fo,f1 elementar.

Beweis: {1),(2) und (4) beweist man wortlich wie in 1.3 . (3) ergibt
sich wie folgt: Zur Vereinfachung nehmen wir an, daB f einstellig
ist; die allgemeine Behauptung beweist man entsprechend. Ii', il'', I
seien Registermaschinen zur Berechnung von g1,g2,h mit Schrittzahl-
funktionen Sy, 1S ,h . f(x) kann dann nach dem folgendem Diagramm

&2
berechnet werden:

e 3
Kig My =g Ly I

' T "
3 L2 i

—

o0
Schrittzahl:
(s (%) falls h(x)=0
f1(x) + sh(x) + fz(h(x)) +{ & ,
(5g (x) sonst
2

f£f.,f elementar.

1772

Lemma 4: (1) Ist F ein elementares Funktional i.w.S., sind 815018,
partielle, mit Schrittzahlfunktionen sg yoseyS RII - berechenbare

% e
Funktionen, und ist f definiert durch f(%) azF(g1,...,gr;$) ’

so ist auch M - berechenbar mit einer Schrittzahlfunktion S s
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die sich schreiben 1ldB8t in der Form sf(g):z G(sg FERFL 5%)
G ein elementares Funktional i.w.S. . ! T

(2) Gilt zusdtzlich fir 1 s1i = r: g, wird in F(g1,...,gr;1§)
nur gebraucht an Stellen y,,...,y ~ mit hi(y1”'°’yn;) =0,

hi elementar, so kann G so gewdhlt werden, daB fir 1 =1 =1

gilt: s_ wird in G(s_ ,...,8_ 3z) auch nur gebraucht an Stellen

I8 . i gr
y1’ooo,yn. mlt hi(y1,.."yn{> =O o

[§
Beweis: (1) ergibt sich durch Induktion iiber den Aufbau der elementaren
Funktionale i.w.3. unmittelbar aus Lemma 3, (1) bis (3). 2Zu (2):
Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen wir r = 1 anj; die allge-
meine Behauptung beweist man entsprechend. Nach Voraussetzung ist
{'g1(/y) falls h1(4;)=o
£(4) = F(ryp { 5%)

0 sonst

Nach (1) und Lemma 3, (3) 148t sich dann eine Schrittzahlfunktion Sp

zu f schreiben in der Form

(s (#) falls h,(#)=0
&1 1

se(%) 2 6(Mp £(9, ¢ )5%)

f1(§) sonst
G ein elementares Funktional i.w.S., fo,f1 elementar.

Definiert man

}’h(d}) falls h1(4})=0

b b

G'(n38) = G(M £,(%, ¢
[.f1(/{;z) sonst

so gilt
0(8) = 0' (s 56)

und in G'(sg %)  wird S, nur an Stellen + mit h16$)=0
1
gebraucht, Da G' nach Defirition ein elementares Funktional i.w.S.

ist, ist damit Lemma 4 bewiesen.

Beweis zu Hilfssatz 1: Wir definieren zundchst mit den in 1.3

eingefilhrten Funktionen D und X fir n =0
Un(Pf@') s D(K(Py<’g>’“t[K(P’<”'&‘)>yt)=K(p’</(3’>9t+1) ]))

(# steht fir XqyeensX ). Jede n-stellige partiell rekursive

Funktion f 148t sich dann mit einer geeigneten Zahl f darstellen
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in der Form f(g) = Un(i,@) - Da U_ selbst partiell rekursiv ist,
durchlayfen die Funktionen Ag Un(p,g) , p=0,1,2,... , genau die

n-stelligen partiell rekursiven Funktionen (mit Wiederholungen).

o . . m .
eiter brauchen wir noch elementare Funktionen S (n,m = 0), die

1)

il zur Berechnung von Ay, ...y X, ...X g(y1,...,ym,x1,...,xn) ,

folgendes leisten ¢ Ist g die Gddelnummer einer Registermaschine
so ist Sg(g,y1,.,.,ym) die GOdelnummer einer Registermaschine, die
die Funktion Ax1...xn g(y1,...,ym,x1,...,xn) berechnet, und zwar

nach dem Diagramm

o

Thomen 0 T1 med Aﬁ1°" Ainﬁ

(vgl. 1.3; Af steht fir AiAi...Ai , y-mal hintereinandergeschrieben).
Verwendet man eine der iiblichen G&delisierungen von Programmtafeln

fliir Registermaschinen, so lassen sich solche Funktionen Sg ohne
Schwierigkeiten konstruieren; wir verzichten hier auf die Ausfiihrung

der (trivialen und langwierigen) Einzelheiten.

f sei also durch eine n-fache elementare Rekursion definierbar aus
Byreees8 und Eareers8 seien RLM - berechenbar mit Schrittzahl-
funktionen s _ 4,...,8 . Zu zeigen ist, daB es dann eine Schrittzahl-

&4 g

funktion S, von f gibt, die durch eine n-fache elementare

Rekursion aus ,...,sg definiert werden kann. - Nach Voraussctzung

s
&4

T
gibt es ein elementares Funkticnal ¥ , so daB fir alle XgsesesX

NOTRERES (kurz: %,%) gilt
f(%’/‘?) = F(f,(d's"a"’@) 5

wobei f in F(f,43%,%) nur gebraucht wird an Stellen %, mit
ﬁ.<%g , d.h, wobei fiir eine beliebige (iiberall definierte) Funktion
f' mit derselben Stellenzahl wie f gilt

A A £Gw) = £1(58,%) = F(£,954,49)= F(£',%54,4)
F 14Bt sich (unter Riickgriff auf den induktiven Aufbau) auffassen

als ein elementares Funktional i.w.S. . Definiert man dann

F‘(ho,h1,...,hr;$,%)

{ho (((.:'1,1[7) fa'lls :’Y f‘ﬂ’?’/“
i P(AMA 18 ,h1,...,hr;/¢‘,~9) ,
0 sonst

) Vgl. Kleene (6], S.342.

gl.
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so ist auch F' ein elementares Funktional i.w.S. , und es gilt fiir

alle 4,4
f(”‘?a’”’?) ~F' (f’t533”5949) ’

wobei f in F'(f,4;%,4) nur gebraucht wird an Stellen #,% mnit
ﬂ.<;$ , d.h. wobei fir beliebige partielle Funktionen f' mit der-
selben Stellenzahl wie f gilt
LA A £E3,0) 2 £ (3,19) - F'(£,954%) =F' (£',954,%) .
B< g W
Durch transfinite Induktion iber ¢ (léngs <) ergibt sich daraus,
daB eine beliebige partielle Funktion f' , die fir alle <#,%# die
Bedingung f£'(%,4)>F'(f',%3%,%) erfiillt, mit £ didentisch ist. -

“ir definieren jetzt eine partielle Funktion h durch

e - v 1 N )
h(ly'@/’?}) o f'()\1"'16Un+m(sn+m(l9l),"”y“o)’%i%’)’?)

* -
= F (Un+m9g§1y$,”9) ’

. * . * . - 1 o
wobei F ein durch F (ho,h1,...,hr;1y@,$) 1ov F'(KMJDhO(Sn+m(1,1),
'ﬁﬂo),h1,...,hr;§;?) definiertes elementares Funktional i.w.S. ist.
h sei die Godelnummer einer Ri 2zur Berechnung von h . Setzt man

dann

1
£ =5 (hh),

o gilt fiir alle %,7 (£,6y9) vk, 4,9) = F' (MAwU  (£,4,0),%;

(f;%;@) . f ist also die Godelnummer

Un+m
%) und damit f£(%,%) = Un

einer RI{ zur Berechnung von f . Zu zeigen ist, daB die zugehOrige
Schrittzahlfunktion sf durch eine n-fache elementare Rekursion

aus sg yeeeys_ definiert werden kann. Zunidchst folgt unmittelbar
3 4

or
aus der Definition von f , daB sich s, mit einer elementaren

f

Funktion fo schreiben 188t in der Form

Sf(’g”’f‘?) = fo(sh(hy”59‘?)s’59‘?) ’
wobei Sy die zu h gehbrige Schrittzahlfunktion ist. Weiter gibt
*
es nach Lemma 4,(1) ein elementares Funktional G i.w.S., mit dem

sich s schreiben 148t in der Form

h
. . .o * .
Sh(l,“’éﬂ@) = G (SU ysgﬁly f’n/f‘)
n+m
(s9 steht fiir Sy reteiS, ). SchlieBlich folgt aus der Definition
1 <

von U und aus Lemma 3, daBR sich s mit einer elementaren

n+m Un+m

Funktion f1 schreiben 148t in der Form
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sy (3ytia10) > £ (utlK(3, A0, £) =K (3,100, t+1) ], 3,5,W)
n-+m

Setzt man nun ein, so ergibt sich zun#chst

*
sp(%,9) = £,(6 (sy s, 5h%) 50)
n+m

Man beachte jetzt, daB Un+m in f*(Un+m,g;hygy@) nur gebraucht
wird an Stedlen j,#,% mit j = 8! (h,h) = £ und 4<% . Nach
Lemma 4,(2) kann man dann ¢ so wihlen, daB SUpun in
G*(s g,hfﬁyﬁ) auch nur an diesen Stellen gebraucht wird. Nun
gilt (vgl. 1.3)

bt (K(L, G, ,t)=K(L, G0 ,+1) ] = s.44,)

und damit

SU (f,u’tﬂ) = f (S (o/nw) ,“ Uo)

n+m

s und ngwaf (s (#1,0),£,9470) stimmen demnach auf allen frag-

U
n+m
lichen Stellen ubereln und man erhsalt

* - - v
Sf(’?a"/’?) = fO(G ()‘jw'wf1(sf(ﬂ'9w),f_’M:w)ysg;.}l,'ﬁ;’?) "@9’9)
Definiert man also ein elementares Funktional G durch
* - - w
G(ho’h.]”"!hr;g,/ﬁ]) i= fO(G (A‘mef‘](ho(m'aw) ,:f_’u’w)’h»]”"’hr;ll’/?;,,{?)!
%y9) , so folgt
sp(%,9) = G(sprs,588)

* -
und da in G (‘/\jmof s (w 0),£,%4,0),s ,h,g;,/y) die Funktion
A 34410 f1(sf(¢1,w),_g,%,w) nur an Stellen IMW mit j = £ und ¥<_g

gebraucht wird, wird auch e in G(sf,sg;g,@) nur gebdbraucht an
Stellen i&,u; mit ¥ <. % . Se ist also durch eine n-fache elementare
Rekursion definierbar aus sg ,...,sg . Damit ist auch Hilfssatz 1

1 r

bewiesen.
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2,3 lodifikationen

Wir untersuchen Jjetzt, wie sidh einige Modifikationen der Definitionen
der Klassen Ra und @a auswirken., Unter Verwendung der im voran-
gehenden Abschnitt bewiesenen Gleichheit von Ra und @a ergibt
sich, daB bei einer Reihe solcher llodifikationen die definierten
Funktionuinklassen unveridndert bleibven. Negativ fallt nur der Versuch
aus, die Klassen fa durch Abschlu8 mit beschrankten mehrfachen
elementaren Rekursionen zu definieren. Es zeigt sich, daR schon
1-fache beschridnkte elementare Rekursionen gus jeder der Klassen @a

hinausfiihren.

Wir beginnen mit zwei liodifikationen in der Definition der Klassen

Ra 5 sie lautete

Definition: a) Ist f elementar in Byreres8, (r = 0), und gilt

g€ R, fir 1=i=<r, soist feR
i
b) Ist f durch eine n-fache elementare Rekursion definierbar aus

max(a,l gw e ’ar) .

Bprer 18, (r = 0), und gilt g;e W fir 1=1is71, s0ist
f e® 1 - 3

max(a1,...,ar) + wh-
Zundchst zeigen wir, daB die Klassen @& , die man erhdlt, wenn man
im Teil b) dieser Definition anstelle der gewshnlichen Ordinalzahl-
addition die natiirliche Summe # verwendet, mit den Klassen @a
zusammenfallen. (Vgl. die Bemerkung in AnschluB an die Definition

der Klassen ®  auf §.40 ).

Satz: R = W! fir a < ww .
o a

Beweis: R&g Ra ergibt sich unmittelbar durch Induktion iiber den
simultanen Aufbau der Klassen R; . Zun Beweis von Rag R; geniligt
es zu zeigen F e W& , denn wegen ® = = Q(Fa) folgt daraus die
Behauptung., Fae R& beweisen wir durch Induktion iiber o . Flir «=0
e ® ® ;

1 a#'l: o+1
denn Fa+1 ist aus Fa durch eine i1-fache elementare Rekursion

igst die Behauptung trivial. Aus Fae R folgt Fa+
P .
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definierbar. Es sei nun A eine Limeszahl und F e ®' fiir o < A .

o
n+1
(

A 14Bt sich darstellen in der Form A = w B+1) und es gilt

nach Definition

Zum Beweis von F,¢€ Ri geniigt es zu zeigen, daB die durch
f(xn,os‘,xo,}:) = F n (X)

+1 n
W B+ Wx + .0 + WX, + X
¥ n 1 0

definierte Funktion f in ®) liegt. Nun gilt

f(o,...,O,X) = F
w

+1,0) =1

(x)

n+1B

f(xn,...,xo

f(xn,...,xo+1,x+1) f(xn,...,xo,f(xn,...,xo+1,x))

f(Xn,...,Xm+1,0,... ,O,X) = f(Xn,...,Xm,X,O,‘..,O,X)

f ist also durch eine n+2 ~fache elementare Rekursion definierbar

aus F . Wegen wn+1B #:wn+1 - wn+18 wn+1

n+1B +
f e

= A folgt daraus
W
A .

Weiter beweisen wir, daB man auch dann noch dieselben Funktionen-
klassen erhadlt, wenn man in der obigen Definition anstelle von
mehrfachen elementaren Rekursionen einen sehr speziellen Typ mehr-
facher Rekursionen verwendet, nidmlich sog. mchrfache Iterationen 1);
wir nennen eine n+1 - stellige Funktion f durch n+1 -fache Iteration

definierbar aus einer einstelligen Funktion g , wenn gilt

£(0,...,0,x) = &(x)

-

f(Xn_1,...,X1,XO+1,O) =

f(xn_1,...,x1,xo+1,x+1)

f(xn_1,¢..,xo,f(xn_1,...,xo+1,x))
f(xn_1,...,xm+1,0,...,O,Z‘:) = f(Xn_,],o.o,Xm,X,O,..;,O,X) 3

Die Bezeichnung "n+1 -fache Iteration' 148t sich wie folgt motivieren:

Setzt man

f (X) P = f(Xn_1,...,X1,XO,X) ]

so gilt fir a < w

1) Eingefithrt von Robbin in [13], S.&6.
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fo(x) - &l
X .
fa+1(x) = ;a(1) (x~te Iterierte von f » angewandt auf 1 )

fA(X) = fk{x](x) H

wobei fiir A = wn+1(

8+1) gilt A[x] = ™" '3 + wPx . Die Funktionen
fa sind also aus g genauso definiert wie die Funktionen Fa aus

Ax 2x.

R& , a < W’ , seien die Funktionenklassen, die man erhdlt, wenn man
im Teil b) der oben angegebenen Definition der Klassen Ra statt
''m-fache elementare Rekursion' schreibt '"n-fache Iteration".

" s w 1)

Satz: ®R =R fir o < w .

—_— o a

Beveis: R;g @a ergibt sich wieder unmittelbar durch Induktion iiber
den simultanen Aufbau der Klassen &; . &ag N; folgt aus Fae R; $
P e Q& beweisen wir durch Induktion liber o . Fiir o=0 ist die

o

. . 1" n :
Behauptung trivial. Aus Fae @a folgt Fa+1e Ra+1 , denn Fa+1 ist
aus Fa durch eine 1-fache Itcration definierbar. Im Limesfall
schlieBt schlieBt man genauso wie beim Beweis von Rag && 3 man hat
nur zu beachten, daB die dort auftretende Funktion f durch eine

n+2 ~-fache Iteration aus F Nl definiert ist.

wo B

Im folgenden betrachten wir einige liodifikationen in der Definition
der Klassen 8a ; sie lautete %azz %(Fa) . Zundchst kann man dazu
die in 3.2 (S.48) gegebone Definition der Klassen ﬁa rechnen,

denn auch in dieser Definition orientiert man sich an den Funktionen
F o <w

k
sf(%) < Fa(maxg)}

Satz: & =¢_  fir a < o 2),
o [0 4

Der Beweis wurde in 3.2 gefihrt.

) Robbin beweist in [13], S.87 WJowr, o= U ®m".
n o n o
a<w alw

2) Robbin hat in [13] die n-fach rekursiven Funktionen in &hnlicher
Welse unter Verwendung von Schrittzahlfunktionen bzgl. Turingmaschinen

charakterisiert.
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In der Definition der Klassen ﬁa treten Schrittzahlfunktionen auf;
es wird also Bezug genommen auf einen bestimmten "Maschinentyp',

und zwar hier auf Registermaschinen. Wir wollen Jjetzt zeigen, daB
diese Definition weitgehend unabh&ngig davom ist, welchen Maschinentyp
man zugrunde legt. Dazu definieren wir zunichst den Begriff eines

"zulZdssigen Maschinenkonzepts'".

Definition: Ein laschinenkonzept ist gegeten durch eine rekursive
Konfigurationsfunktion X' (dreistellig) und eine rekursive Dekodier-
funktion D' (einstellig) mit folgender Eigenschaft: Zu jeder partiell

rekursiven Funktion f gibt es eine Zahl f , so daB mit
su(8) re welK(2,€8), )k (L0, 1e) ] 1)

fiir alle Majoranten E} von s (d.h, fiir alle partiellen Funktionen

5} , die genau an den Stellen definiert simd, an denen s% definiert

ist, und die an diesen Stellen nicht kleiner sind als s% ) gilt
£(g) = D' ( k' (£,48),5%(¢)) ) -

“Iir nennen s% eine Schrittzahlfunktion vom f bzgl., K',D' .
Definition: Ein durch X',D' gegebenes laschinenkonzept heifit

zuldssig, wenn gilt
1) X',D' sind elementar.

2) Ist F ein elementares Funktional i,w.S. (s.S5.54), sind 8qreeerE,

(r = 0) partielle, mit Schrittzahlfunktionen Sé1,-..,8'r bzgl.
K',D' Dberechenbare Funktionen und ist f definiert durch

fg) ne F(g1,...,gr;%) , so ist auch f bzgl. K',D' berechenbar mit
einer Schrittzahlfunktion s% , die sich schreiben 148t in der Form
S%Cg)iﬁ G(séi,...,s‘ +%) » G ein elementares Funktional i.w.S. .

8y
Gilt zusdtzlich fiir "1 =i = r: g wird in F(g1,...,gr;ﬁ) nur
gebraucht an Stellen Yqreeery, mit hi(y1""’yn') =0 (s.5.55),
L
hi elementar, so kann G so gewdhlt werden, daB fiir 1 =i = r
gilt: S wird in G(sg yeeesS _ 3%) auch nur gebraucht an Stellen
p T
y‘,‘,'oo,yni mlt hi(y,],noo,ynt) = O .

3) Ist eine partielle Funktion f definiert durch f(%) uy[g(ﬁ,y)=03,

und ist g eine partielle, mit einer Schrittzahlfunktion s' bzgl.

0 2 o vgl. S.54.
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K',D' berechenbare Funktion, so ist auch f ©bzgl. K',D' berechenbar
mit einer Schrittzahlfunktion s% , die sizh schreiben 148% in der
Form s%(g):: G(sé,f;y) , G ein elementares Funktional i.w.S.,
wobeli G so gewdhlt werden kann, daB in \s' ,g) f nur an der
Stelle ¢ gebraucht wird, und sé ﬁberhaupt nur gebraucht wird,
wenn f(%) definiert ist, und dann nur an Stellen 4,v mit i&=$

und Vv = f(ﬁ) .

Die in 1.3 fir Registermaschinen definierten Funktionen X,D bilden
ein zulidssiges Maschinenkonzept; dies folgt aus dem Darstellungssatz
in 1.3 und aus den Lemmata 3 und 4 in 3.2, $.55 u. 56 . Entsprechend
kann man zeigen, daB sich auch viele andere gebrduchliche '"Maschinen-
typen" als zuldssige Maschinenkonzepte auffassen lassen, z.B.
Turingmaschinen mit einem oder mehreren Bindern, ein- oder mehr-
elementigen Alphabeten und verschiedenen Konventionen iiber die

Darstellung von Zahlen.

Tir beweisen jetzt, daB die oben definiertemn Klassen éa unabhingig
sind von der *fahl des zugrunde liegenden zwldssigen Maschinenkonzepts.
Vorgelegt sei also ein zuldssiges llaschinemkonzept K',D'. Wir
verabreden, das Zeichen s&. als Variable fiir Schrittzahlfunktionen

f
von f bzgl. X',D' zu verwenden, und defirniieren

Gy = 01V U hsi(e) = Finax) )
k ¢

Satz: &= & fir o < ¥ .

Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es % c &' zu beweisen. Sei also
! o o
{

f e ﬁa . Nach Definition gibt es dann eine Schrittzahlfunktion Sp s
die durch eine Fa -Iterierte abgeschitzt werden kann, d.h. flr die

es ein k gibt, so daB fir alle « gilt sf( g = Fi(maxg). Setzt man

h(p,4) := ut [K(P,<§§>’t)=1<(p,<%°>»'t+1)]
Un(P’/zﬁ) o= K(P’< > h(P’b ) )

(vgl. S.57T 3 n 1ist die Stellenzahl von f , ¢ steht fiir x1,...,xn),

so lassen sich Se und f mit einer geeigneten Zahl f darstellen

in der Form
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h(_f:"’{})

Un(f_"’ﬁ) v

s;(%)
£(4)

Aus der Definition eines 2zulidssigen liaschinenkonzepts ergibt sich nun,
daB h’Un bzgl. K',D' berechenbar sind mit Schrittzahlfunktionen
sﬂ, 86 , die sich schreiben lassen in der Form
n
s)(pyg) = H(h;pyg)
s (prg) = G(s}ipg)

H,G elementare Funktionale i.w.S., wobei zusdtzlich gilt, daB h in
H(h;p,%) nur gebraucht wird an der Stelle p,# und sﬂ in
G(sﬁ;p,g) auch nur gebraucht wird an der Stelle p,# . Wihlt man

jetzt Ag s} (£4%) als s} , so folgt
n

sp(g) = G(s)3£,%)
~G(rqtr H(h3q,%);5L,%)
ﬁG(Kqﬁ H(h§£yﬁ)3£9ff)
2G(A gt H(Apg h(£,5)3£,5)55,%)
=G(Agn E(Apg s, (v)iLm)iL,%) .
Setzt man F(g3;%) := G(Aam H(Apg g(g);fm)3E,2) » so ist F  ein
elementares Funktional und es gilt
st(3) = Fs;3%) -

Nach dem Lemma 2,(1) in 3.2, S.47 folgt daraus, daB auch s% durch

eine Fa-—Iterierte abschiatzbar ist., Also ist f € ai(’x .

Als ndchstes beweisen wir, daB jedes f € @a aus Fa und den
elementaren Funktionen allein durch Einsetzungen definierbar ist.
Ist also @& die kleinste Funktionenklasse, die ¢ und Fa enthalt

und abgeschlossen ist gegen Einsetzungen, so gilt

Satz: €. = ¢! fir a < o”

Beweis: %&Q %a ist trivial. %ag %& folgt aus €a= ﬁa und dem
Darstellungssatz in 1.3, denn nach diesen Sdtzen 188%t sich jedes
f e @a mit geeigneten Zahlen f,k darstellen in der Form

£(%) = D(K(L, &), F(maxg)))
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SchlieBlich zeigen wir noch, daB die Klassen @a auch durch Abschlu8
mit beschrankten primitiven Rekursionen definiert werden konnen:
Ist %& die kleinste Funktionenklasse die U; , C;

enthdlt und abgeschlossen ist gegen Einsetzungen und beschriankte

, AXy x+y und Fa

primitive Rekursionen (s.S. 7 ), so gilt

w

. o __ " 33
Satz: %a" %a fir a < w .
Beweis: Fiir a=0 wurde dies in 1.1 bewiesen. Fiir beliebiges a < w”
kann man genauso schlieBen, wenn man beachtet, daB jede Funktion aus
€, durch eine F_ -Iterierte abschitzbar ist (s. Lemma 2,(3) in 3.2,

o
S. 47 ).

Bs liegt jetzt nahe, daB man versucht, die Klassen @a auch durch
AbschluB mit beschridnkten mehrfachen elementaren Rekursionen zu
definieren; wir nennen f durch eine beschrdnkte n-~fache elementare
Rekursion definierbar aus g1,...,gr , wenn f durch eine n-fache
elementare Rekursion definierbar ist aus g1,...,gr und wenn f
durch ein g, beschrinkt werden kann in der Form f(g) = gi(maxg) .
Es zeigt sich aber, daB alle Klassen @a schon gegen beschridnkte

1-fache elementare Rekursionen nicht mehr abgeschlossen sind.

Satz: Keine der Klassen @a , o < W’ ist abgeschlossen gegen

beschrankte 1-fache elementare Rekursionen.

Beweis: Sei h(p,x,y,k) := sg(D(K(p,<x>,F§(y)))) . Wir zeigen

1) h ¢ @a und 2) h ist durch eine beschridnkte 1-fache elementare
Rekursion definierbar aus F . Zu 1): Setzt man g(ec,x) :=
h((c)o,x,x,(c)1) ) so durchlaufen wegen ¢ = & die Funktionen

Ax g(c,x) fir c=0,1,2,... genau die 1-stelligen O-1-Funktionen

in ¢ . Ware nun h e ¢ , so ldge auch Ax 1-g(x,x) in g, und

es gidbe ein ¢ , so daB fiir alle x gilt 1-g(x,x) = g(c,x) .

Fiir x=c erhdlt man einen Viderspruch. Zu 2): Offenbar gilt

h(p,x,y,0) = sg(D(K(p,{x),¥)))
h(p,x,y,k+1) = h(p,x,F (¥),k)
h(p,x,y,k) =1 .

h 1ist also durch eine 1-fache beschrinkte elementare Rekursion

definierbar aus Fa .
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3.4 Zwischenklassen

Wir befassen uns jetzt mit der Frage, ob die erhaltene Klassifikation
der mehrfach - rekursiven Funktionen im Einklang mit den Ans&dtzen

zu ihrer Definition noch verfeinert werden kann. Im Fall der Definj.
tion durch Rekursionszahlen ist das offenbar nicht mdéglich. Fiir die

anderen beiden Ansdtze kann man die Frage etwa wie folgt formulieren:

1) L&Bt sich echt zwischen g, und ¢ ., eine Funktionenklasse
der Form ¢(f) einschieben, wobei f &hnliche Eigenschaften wie
die Funktionen Fa hat, etwa: f einstellig, streng monoton
wachsend, f(x) = 2° , f RM - berechenbar mit einer Schrittzani-
funktion Se s die durch eine Iterierte von f majorisiert

1
werden kann ?

2) L&Bt sich echt zwischen £& und £&+1 eine Funktionenklasse
der Form ¢(E) einschieben, wobei E eine Aufzihlungsfunktion 2)

fir «£ ist 7
a

Es zeigt sich, daB man in beiden Fdllen eine unendliche, sogar dichte

Schar derartiger Zwischenklassen finden kann.

Zundchst filhren wir eine kurze Bezeichnung fir Funktionen mit den

in 1) aufgezihlten Eigenschaften ein.

Definition: Eine einstellige Funktion f heife echt, wenn sie streng
monoton wichst, wenn gilt £(x) = 2° und wenn f RN - berechenbar
ist mit einer Schrittzahlfunktion Sp die durch eine Iterierte

von f majorisiert werden kann, d.h. wenn es ein s und ein k

f
gibt, so daB fir alle x gilt

so(x) = £5(x) .

1) egen F € @ = {£1 vy % sf(g) < Fi(maxg)} hat jede der
PR

Funktionen F diese Eigenschaften.

2) o

Der Begriff der Aufzdhlungsfunktion wurde in 2.2, S.26 definiecrt.
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Solche Funktionen sind "echt" in dem Sinne, daB ihr "Wachstum" schon
ihre ganze "Kompliziertheit" widerspiegelt. Addiert man z.B. 2zu X
eine komplizierte, etwa nicht elementare O-1-Funktion, so ist die

entstehende Funktion unecht.
Das Ziel dieses Abschnitts ist nun der Beweis des folgenden Satzes:

Satz: Die Klassen ga s o € w” , lassen sich einbetten in ein bzgl.
c vollstiandig geordnetes, dichtes System von Funktionenklassen ¢(f),
f echt, so daB fiir je zwel dieser Funktionenklassen die groBere eine

Aufzihlungsfunktion fir die kleinere enthidlt.

Beweisgang: Wir geben ein Verfahren an, wie man zwischen gewisse,
echt ineinander enthaltene Funktionenklassen der Form %(f1), %(fz) ,
f,,f, echt, eine Funktionenklasse g(fs) , f3 echt, so einschieben
kann, daB €(f3) eine Aufzéhlungsfunktion fir ¢(f,) und €(f2)
eine Aufzidhlungsfunktion fiir %(fs) enthalt. Es zeigt sich dann,

daBf dieses Verfahren iteriert werden kann, und daB8 fiir jedes o < w?
o(r) wnd €(F,.)
noch, daB die Relation "e(fz) enthdlt eine Aufzihlungsfunktion fiir

die Voraussetzungen erfiillen. Uberlegt man sich
%(f1)" transitiv ist, so ergibt sich die Behauptung.

Beweis: Der Beweis besteht aus sieben Lemmata. Lemma 1 enthidlt eine
einfache Methode, zu Funktionenklassen der Form ¢(f), f echt,
Aufzahlungsfunktionen zu konstruieren. (In 2.2, S.26 wurde eine

andere, allgemeinere Iethode zur Konstruktion von Aufzdhlungsfunktionen

flir beliebige Funktionenklassen der Form @(h1,...,hr) angegeben).

Lemmg 1: f sei eine echte Funktion.

(1) Fiir jedes n = 0 durchlaufen die Funktionen

rg D(X(p, (), t5(maxg))) (g steht fir Xyyeeerx ) £Ur p,k=C,1,2,...
genau die n-stelligen Funktionen aus ¥(f).

(2) Ist g eine einstellige, unbeschrinkte Funktion, so ist

Aix D(K((i)o,x,fg((i)1)(x))) eine Aufzihlungsfunktion fiir ©(f) .

Beweis zu (1): Zu jeder Funktion g € €(f) gibt es eine Schrittzahl-
funktion s _, die durch eine Iterierte von f abschitzbar ist (d.h.

sg(%) = fk(maxg) ); dies ergibt sich durch Induktion iiber den Aufbau
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von ¢(f) leicht aus der Voraussetzung iiber f , den in 1.3 bewie-
senen Sdtzen iiber Schrittzahlfunktionen und dem Lemma 2,(2) in 3.2,
5.47. Nach dem Darstellungssatz in 1.3 1848t sich also jede Funktion
aus @(f) in der angegebenen ‘leise darstellen. Umgekehrt liegt
natiirlich jede Funktion der Form Ay D(K(p,(g),fk(max@))) in @(f) .
zu (2% Nach der Definition von Aufzihlungsfunktionen (s.2.2, S.26 )
folgt die Behauptung unmittelbar aus (1).

Weiter werden wir hiufig brauchen

Lemma 2: (1) Ist f eine echte Funktion, und gilt f(x) = g(x) fiur
alle x , so ist f elementar in g .
(2) £ sei eine einstellige, schwach monoton wachsende Funktion.

Dann ist die Relation Axyz f9(x)=z elementar in £ .

Beweis zu (1): Nach Voraussetzung gibt es ein und ein k , so da

S
£
fir alle x gilt s.(x) = £5(x) . f 148t sich dann darstellen in

der Form f(x) = D(K(p,(x},gk(x))) ; daraus folgt die Behauptung.

\

u) =X u). = u/. u) =2 1)
(()gms 0 1 () q=sl(a)) 0 () =2)

zu (2): £9(x)=2 & V
us3Y (241)29+2

Wir betrachten jetzt Funktionenklassen der Form @(f1), @(fz) , wobei
wir voraussetzen, daB f1 und f2 echt sind, und daB es eine
einstellige, nicht verschwindende, schwach monoton wachsende, unbe-
schrankte und in f1 elementare Funktion g gibt, so daB fir alle

x gilt ff(x)(x) S fz(x) ; alle diese Forderungen an f,,f, kiirzen
wir im folgenden ab durch R(f1,f2) . Zundchst beweisen wir, daB

€, und %a+1 solche Funktionenklassen sind, also daB gilt
Lemma 3: R(Fa’Fa+1) fir a < w” .

. . k
veigs = VA = i ]
Beweis: Wegen F € & {£1 vy %,sf(g) < Fa(maxg)} ist jede der
Funktionen Fa echt. Zu zeigen bleibt die Existenz einer Funktion g
mit den obigen Eigenschaften. Eine solche Funktion ist g(x) :=
max([%],1) . Zum Beweis geniigt es zu zeigen Fi(x) < Fa+1(x) fiir

x 2 2k . Setzt man x = 2k+y und beachtet man F_,(x) = F§(1) ,

M g

ur Abschdtzung von u vgl. 1.2.

o+
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so folgt dies aus 2k+y < F§+y(1) fir y = 0 . Diese letzte Unglei-
chung ergibt sich durch Induktion iiber y . y=0: 2k = oK < Fa+1(k)

= F§(1) . ¥y = y+1: trivial.
Allgenein erhdlt man aus Lemma 1:
Lemma 4: Sind f1,f

, Funktionen mit R(f1,f2) , 80 gilt @(f1)c %(fz)
und %(fz) enthilt eine Aufzihlungsfunktion fiir %(f1)

Beweis: g sei die in der Definition von R(f1,f ) auftretende
Funktion g . Nach Lemma 1,(2) ist Aix D(K((i)o,x,ff((l)1)(x)))
eine Aufzihlungsfunktion fiir f(f1) . Es geniigt also zu zeigen, daB
AxXy ff(y)(x) elementar in f, ist, denn dann enthdlt @(fz) eine
Aufzdhlungsfunktion fiir %(f1) , und daraus ergibt sich mit einem
Diagonalschlus ¢(f,) < ¢(f,) (vel. 2.2, $.28 ). Nun gilt

ff(y)(x) = p [ff(y>(x)=z] .

z=f (max(x,y))

Mit Lemma 2, (1) und (2) folgt daraus, daB Axy fg<Y)(x) elementar
in f, ist. (Denn g ist elementar in £, , also Axyz fg(y>(x) =z
elementar in f1 , und wegen f1(x) =< f2(x) ist f1 elementar
in f2 ).

Wir wollen Jjetzt zeigen, daB sich zwischen je zwei Funktionenklassen
€(f1), %(fz) mit R(f1,f2) eine Funktionenklasse E(fB) einschieben
14B8t, und zwar so, daB gilt R(f1,f3) und R(fB’fZ) . Daraus folgt
dann mit den Lemmata 3 und 4, daB sich die Funktionenklassen %& ,
« < w’ , einbetten lassen in ein bzgl. ¢ vollstdndig geordnetes,
dichtes System von Funktionenklassen der Form ¢(f) , f echt, und

es bleibt nur noch zu zeigen (Lemma 7), daB die Relation "@(hz)
enthilt eine Aufzihlungsfunktion fiir @(h1)" transitiv ist. -

Es seien also f1,f2 zweili Funktionen mit R(f1,f2) , und g sei die
in der Definition von R(f1,f2) auftretende Funktion g . Wir

definieren
h(0)

h(x+1) s= {

h(x)+1 falls ¥x+1=f§(o) A (h(x)+1)25 g(x+1)
h(x) sonst

£,(x) := f?(x)(x)

und beweisen zunédchst
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Lemma 5:
(1) n(ef(x)) = n(x)+k
k_ b'e
(2) () = £{2 TR0

Beweis zu (1): Induktion tber k. k=0: trivial. k=1: Es gibt ein

121 mit f%'1(o) < x < f%(o) , also auch f%(o) =1, (x) < f%+1(0) :

Man erhilt h(f,(x)) = h(f%(o)) < h(f%'1(0)) #1 = h(x)+1 . k => k+1:
(e (x)) = h(f1(ff(x))) =< n(£(x))+1 = h(x)+k+1 .
zu (2): Induktion iiber k. k=0: trivial. k = k+1:

k
RIECI

57 (x) = £, (£5(x))

3
n(e2 B0 ()

=3 (2000 ) ) 1ieekes

f111(}:) + 1*h(x) + l'h(x)(x)

A

nach (1)

_ f$21+1)h(x)(x)

k+1

_ fgz -1)h(x)(x) )

Mit Lemma 5 ergibt sich jetzt leicht
Lemma 6: R(f1,f3) , R(fB,fz) .

Beweis zu R(f1,f3): h ist eine nicht verschwindende, schwach monoton
wachsende Funktion, die offenbar beliebig groBe ¥Werte annimmt. Weiter
ist h durch eine beschrinkte ( h(x) = x+1 ) primitive Rekursion

aus in f1 elementaren Funktionen definierbar; genau wie in 1.1,

S.7 folgt daraus h € %(f1) . Zu zeigen bleibt, daB f

f3 148t sich darstellen in der Form

£4(x)

echt ist.

3

pz v (z=f¥(x) A y=h(x))]
y=x+1

1]

uzlg(x,2)=0] , g elementar in £,

Nach den in 1.3 bewiesenen Sdtzen iiber Schrittzahlfunktionen 1l&Rt

sich zu einem beliebigen S ein in s elementares s finden,
1 1
und weiter kann man mit einem belicbigen sg ein in fs,g und sg
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elementares Se konstruieren; es gibt also ein in f3,f1 und sfq
3

elementares sfq . Da nun nach Voraussetzung f1 echt ist, kann man

S so wdhlen, daB es durch eine Iterierte von f1 , also erst recht

s

von f3 , abschdtzbar ist. s ist also elementar in Funktionen,

fy
die alle durch Iterierte von f3 majorisiert werden kdnnen, und
deshalb nach dem Lemma 2,(2) aus 3.2, S.47 selbst majorisierbar durch
eine Iterierte von f3 . Folglich ist f3 eine echte Funktion.

zu R(fB,f2): Zu zeigen ist nur noch, daB es eine einstellige, nicht

verschwindende, unbeschridnkte, in f elementare Funktion g5 gibt,

so daB fiur alle x gilt f%’<x) = fz(x) . Bine solchc Funktion ist
g2(x) 1= W [29-1 = n(x) < 2y+1-1] ,
y=h(x)

denn da h elementar in f1 , also auch elementar in f ist, ist g5

elementar in f3 , und wegen (h(x))2 =< g(x) wund Lemma 5,(2) gilt
f%z(x)(x) = f?(x).h(x)(x) = ff(x)(x) = fz(x) .

Zum AbschluB des Beweises ist nur noch zu zeigen

Lemma 7: Enthdlt E(hz) eine Aufzihlungsfunktion E, fir %(h1) ,

, fur %(hz) , SO
enthilt %(hs) auch eine Aufzihlungsfunktion fiir %’(h1) .

und enthilt g(hs) eine Aufzdhlungsfunktion E

Beweis: Es gibt ein i, , so daB fir alle i,x gilt E1(i,x) =
E2(10,<i,x)) . Aix B (

io,<i,x>) € %(hB) ist also eine Aufzahlungs-
funktion fiir €(h1) .

2

3.5 Elementare Systeme von Fundamentalfolgen

In diesem letzten Abschnitt gehen wir von unseren speziell gewdhlten
Fundamentalfolgen wieder ab und betrachten stattdessen ein beliebiges
elementares System W von Fundamentalfolgen bzgl. einer gewissen
"natlirlichen" Wohlordnung <, vom Typ w? . Wir beweisen, daB die
< oW, o wnd L W,a
auch in €a= £& enthalten sind; ein Kollaps tritt also nicht mehr auf.

zugehdrigen Klassen ¢ in Ra y, also nach 3.2
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Definition:

X o z wl(x . < Z wt : ")
e i<1(x) ) i<1(y) @)y

<°ist offenbar eine Wohlordnung der natiirlichen Zahlen vom Typ w?

b
. . n 1
in der der Ordinalzahl w xn + see + WX, + X

’ 0 die Zahl (xo,...,xn>
entspricht. Veiter erfiillt <, die in 2.2, $.28 aufgefithrten
Bedingungen 1) bis 3). W sei nun irgendein zugehdriges elementares
System von Fundamentalfolgen, also eine zweistellige elementare
Funktion , die die Bedingung 4) in 2.2, S.29 erfiillt. Wir betrachten

dann die in 2.2 und 2.3 definierten Funktionenklassen £

<, Wa ™
o . . w o !
%(E<: oV, a) und t<@,W,a = €(F<°,W,a)*’ o < w 3 zur Abkiirzung
L’ Py . ; . .
schrelben wir fir < Wyt ’ Ea fir E~<°,W,a usw. Gezeigt

werden soll

* w
a) €, &€, fir a <w .
b) L* c £& fir o < w”
Beweis zu a) Wegen € —f(F ) und ® c€ geniigt es zu zeigen T GR%. Wiy

beweisen durch Induktion iiber « : Ist a=0 oder a=B+1, so ist F eRa;

ist a=wn+1(a+1), 80 ist Ax ..x (x)eRa. Fiir a=0 ist

R

*
ox an+1a+wnxn+..+§p

wegen Fg(x) = 2% die Behauptung trivial. Aus F_ € ® folgt

FZ+1 E*Ra+1 wegen a+1(x) = F *(1) . Es sei nun a eine Limeszahl
c .oa laBt gich darstellen in der Form
= n+1(p+1) =wla_ + s ™o 41) a #0 . Mit o (x)
- r " “n+1 » SplY ak

bezeichnen wir den Koeffizienten von wk im x-ten Glied der zu «

gehdrenden Fundamentalfolge, alsc

Cak(x) i= (W(<O""’O’an+1+1”"’ar>’x))k

Da die Glieder der gegen « konvergenten Fundamentalfolge schlieBlich
n+1

groBer als w B8 werden, gilt mit einem geeigneten c
*
Fa(x) = n+1p s oo (x) + .. (x)(x) fir x = ¢ .
an tee a0
Setzt man Jetzt
f(xr,...,xn+1,xn,...,xo,x)
*
i= F (%) ,
Frx + eee + wn+1x + wlx 4 eee + X
r n+1 n 0

Y 1(x) ist die in 7.2, S.11 definicuyic "Linge von =x ",
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so genligt es also zu zeigen, daB X x.x f(a a X go09XA,sX
g g gen, A n®""* ( L T R L AR R Y )

0
in Ra liegt, Nun gilt

*
f(ar,..,an+1,0,..,0,x) = Fwn+1 (X)

f(ar,oo,an+1,x gee X +1,0) = 1

0]

f(ar,..,a 1K e e s XgH] ,x+1)

0

= f(ar’°~’an+1’xn9'-9x07f(ar’°"an+1yxn)'-9x0+1yx))

+1

f(ar,o . ’an+1 ,xn, . e ,Xm+1 ’O’ .0 ,O,X)

ff(c,car_1(x),..,cao(x),x) falls car(x)=c (Osc<ar)

f(ar,c,cgr_z(x),..,ogo(x),x) f.cgr(x)=ar A cgr_1(x)=c (Osc(ar-1)
...
f(ar,..,c,oan(x),..,cgo(x),x) f.cgr(x)=arA..Acgn+1(x)=c (Osc<a_ )

n+l

kf(ar,..,an+1,cgn(x),..,cgo(x),x) f.cgr(x)=ar/\..Ac£n+1(x)=an+1

mit ogk(x) = (w(<0,..,0,x ptlreerX ha ayeeyal ),x))

Beachtet man, daB W elementar ist, und verwendet man die Induktions-
voraussetzung, so ergibt sich daraus, daB

A' 000~ .o
Xt *o* f(ar’ 12041

Rekursion aus Funktionen aus R N+ definiert werden kann und

folglich in ®_ liegt. wooB
zu b) Wegen £;=€(E;) geniigt es zu zeigen E:e&a. Vir beweisen durch

n+1
(B+1),
. A .. . E* . . = . PR
0 ist Ax ..x ix B n41 +wnxn+.-+xo(l’x)ena Der Fall =0 ist trivial.

Aus Ea € R folgt Ea+1 € Ra+1 , denn nach 3.1, S$5.38 f. kann

*
Ea+1 = el & durch eine 1-fache elementare Rekur31on aus E definiert

werden. Es sei nun o eine Limeszahl mﬁé——é#—é—lb——fae——¥-4éaH
ian kann jetzt genau wie in a) vorgehen: Setzt man wieder

o = wn+1(B+1) = wrar Foeee + wn+1(a +1) , ar%o , und

yX_yes4X.,X) durch eine n+2 -fache elementare
n 0

Induktion iber o : Ist a=0 oder a=B+1, so ist E:eﬁa; ist a=w

n+1
cak(z) 1= (W((O,..,O,an+1+1,..,ar>,z))k ,

so gilt mit einem geeigneten ¢

E (1 x) = ol

((i)1’X)
B+ wl cy ((i)o) oot cao((i)o)

n+

fir x =z ¢ ,

und definiert man dann
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f(x X X X.yl,x
( r"" n+1’ n"" 09 b )

* .
t= E (l,X)
by n+1 n
WX +eot W X + WX +eet+ X
T n+1 n 0
s0 genligt es wieder zu zeige daB Ax_..x.ix f(a Y X_ geesXnglyX
g g gen, n* **o* (*r!° 180410 %n 0 Xy )

in Ra liegt., BEs gilt jetzt

. * .
f(&r,..,an+1,0,..,0,l,x) = Ewn+1 (1,X)
f(ar,..,an+1,xn,..,x0+1,i,x)

A-i}( f(ar,..,an_'_.‘,xn,i-,X09i)x) .
= el 19X)

]

G2(Aix f(ar,..,an+1,xn,..,xo+1,i,x),

Adx fla ,e.5a X geesXayl,x)si,x
(I" ,n+1’n’ !o”)”)

fla Y X X +1,0,44,0,i,x
(r’° !n+1’ n”"m ’ b L b 9 )

rf(cic r_1((i) )""C§O<(i)0)’(i)1’x)

falls o (( ) )=c (Osc(ar)
f(a,,c,0p (( )o)seeacga((2)g)s (1) 4,%)
falls Cer ((1) ) =a, A o (( ) )=c (Osc(ar_1)

= { ...

f(ar""c’cin(<i)0)""C€0(<i>0)’(i)1’x)
falls c&r((i)o)=ar A..Aogn+1((i)o)=c (Oso(an+1)
f(arv'-’3n+1’an((i)o)9"3050((i)o)y(i)1yx)

\ falls C&r((i)o)=ar Aeoh c£n+1((i)0)=an+1

mit cgk(z) = (W((O,..,O,xm+1,..,xn,an+1,..,ar>,z))k

G2 ist ein in 3.1, 5.3%8 definiertes elementares Funktional, aus

dessen Definition sich ergibt, daB in Gz(g,h;i,x) g nur an Stellen
joy mit j < i gebraucht wird. Beachtet man noch, daB W elementar
ist, so ergibt sich mit der Induktionsvoraussetzung, daB

AX o.ux.ix f(a - X geegX~yi,x durch eine n+2 -fache x ist
n" (r" ’n+1, n’ 90’ ’ ) (

0
"Parameter") elementare Rekursion aus Funktionen aus ® 1 definiert

werden kann und folglich in &a liegt. w g
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