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1 

t;b e r s i e h t 

Wach d e r C h u r c h s c h e n These i s t d e r m a t h e m a t i s c h e B e g r i f f d e r r e k u r ­

s i v e n F u n k t i o n e i n e P r ä z i s i e r u n g des na.iven B e g r i f f s d e r b e r e c h e n b a r e n

F u n k t i o n . Es l i e g t d e s h a l b n a h e , d a ß man v e r s u c h t , d i e r e k u r s i v e n 

F u n k t i o n e n n a c h i h r e r " K o m p l i z i e r t h e i t " zu k l a s s i f i z i e r e n ^ W i r w e r d e n 

uns h i e r m i t v e r s c h i e d e n e n F r a g e n aus d i e s e n P r o b l e m k r e i s b e f a s s e n . 

Nachdem i n 1«. e i n i g e H i l f s m i t t e l b e r e i t g e s t e l l t w o r d e n s i n d , b e h a n d e l n 

w i r i n 2* V e r s u c h e , d i e k o n s t r u k t i v e n O r d i n a l z a h l e n a l s " K o m p l i z i e r t ­

h e i t s n a ß
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 f ü r r e k u r s i v e F u n k t i o n e n zu v e r w e n d e n . W i r b e g i n n e n i n 2.1 

m i t dem n a h e l i e g e n d s t e n d e r a r t i g e n A n s a t z , n ä m l i c h d e r B e t r a c h t u n g 

v o n R e k u r s i o n e n l ä n g s r e k u r s i v e r
 r

-
r

ohlOrdnungen immer h ö h e r e r O r d n u n g s ­

t y p e n , und b e w e i s e n e i n e n auf ü y h i l l u n d R o u t l e d g e z u r ü c k g e h e n d e n 

" K o l l a p s - S a t z " , d e r a u s s a g t , d a ß man j e d e r e k u r s i v e F u n k t i o n d u r c h 

e l e m e n t a r e O p e r a t i o n e n u n d n u r e i n e R e k u r s i o n l ä n g s e i n e r r e k u r s i v e n 

W o h l o r d n u n g vom Typ ω e r h a l t e n k a n n . H i t e i n e r ä h n l i c h e n liethodc-

e r g i b t s i c h , d a ß e i n e n t s p r e c h e n d e r K o l l a p s a u c h dann n o c h a u f t r i t t , 

wenn man n u r b e s c h r ä n k t e R e k u r s i o n e n z u l ä ß t . 

L e i t e r b e h a n d e l n w i r i n 2.2 e i n e n A n s a t z v o n K l e e n e z u r K l a s s i f i k a t i o n 

d e r r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n m i t H i l f e k o n s t r u k t i v e r O r d i n a l z a h l e n « 

B e i d i e s e m V e r f a h r e n g e h t man aus v o n e i n e r e f f e k t i v e r z e u g t e n 

F u n k t i o n e n k l a s s e , e t w a d e r K l a s s e d e r e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n « E i n e 

s o l c h e F u n k t i c n e n k l a s s e k a n n man e r w e i t e r n d u r c h K o n s t r u k t i o n e i n e r 

A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n . B e t r a c h t e t man dann d i e i n d i e s e r A u f z ä h l u n g s ­

f u n k t i o n e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n , so l ä ß t s i c h das V e r f a h r e n i t e r i e r e n . 

E i n e F o r t s e t z u n g i n s T r a n s f i n i t e g e l i n g t d u r c h D i a g o n a l i s i e r u n g l ä n g s 

F u n d a m e n t a l f o l g e n , d i e d i e j e w e i l i g e n L i m e s z a h l e n a p p r o x i m i e r e n
0 

A u f d i e s e Weise e r h ä l t man zu j e d e m A b s c h n i t t d e r O r d i n a l z a h l e n m i t 

z u g e h ö r i g e n System v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n e r s t e i n e H i e r a r c h i e v o n 

F u n k t i o n e n 3^ und d a n n , i n d e m man d i e i n e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n 

z u s a m m e n f a ß t , a u c h e i n e a u f s t e i g e n d e H i e r a r c h i e v o n F u n k t i o n e n k l a s s e n 

£ , Der k r i t i s c h e P u n k t d i e s e r K o n s t r u k t i o n i s t o f f e n b a r d i e Wahl 
α 

d e r F u n d a m e n t a l f o l g e n ; w i r b e t r a c h t e n h i e r s t a t t A b s c h n i t t e n d e r 

O r d i n a l z a h l e n r e k u r s i v e WohlOrdnungen v o n n a t ü r l i c h e n Z a h l e n ( d i e 

g e w i s s e n a h e l i e g e n d e B e d i n g u n g e n e r f ü l l e n ) u n d l a s s e n dann n u r 
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e l e m e n t a r e Systeme v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n zu* T r o t z d e m e r g i b t s i c h 

e i n "ω - K o l l a p s " , d . h . j e d e r e k u r s i v e F u n k t i o n i s t s c h o n i n e i n e m 

£ e n t h a l t e n . An e i n e r s p ä t e r e n S t e l l e ( i n 3 · 5 ) w i r d g e z e i g t , d a ß 

k e i n K o l l a p s mehr a u f t r i t t , wenn man e i n s p e z i e l l e , " n a t ü r l i c h e " 

W o h l o r d n u n g vom Typ ω
ω

 z u g r u n d e l e g t . I n 2 . 2 b e w e i s e n w i r n o c h , 

d a ß f ü r d i e s e s R e s u l t a t d i e B e s c h r ä n k u n g a u f e l e m e n t a r e Systeme v o n 

F u n d a m e n t a l f o l g e n w e s e n t l i c h i s t . V e r l a n g t man n u r , d a ß j e d e e i n z e l n e

2 

F u n d a m e n t a l f o l g e e l e m e n t a r i s t , so e r h ä l t man e i n e n K o l l a p s b e i ω
 # 

E i n ä h n l i c h e r S a t z i s t m i t e i n e r a n d e r e n L i e t h o d e v o n F e f e r m a n i n [ 2 ] 

b e w i e s e n w o r d e n . 

I n 2 . 3 k o n s t r u i e r e n w i r a u f d i e s e l b e Weise E r w e i t e r u n g e n d e r 

G r z e g o r c z y k - H i e r a r c h i e s V'ir g e h e n aus v o n e i n e m A b s c h n i t t d e r 

O r d i n a l z a h l e n m i t z u g e h ö r i g e m S y s t e m v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n , d e f i n i e r e n 

F u n k t i o n e n F
a
 , u n d zwar aus F Q ( X ) = 2 X d u r c h I t e r a t i o n an d e r S t e l l e 

N u l l b e i N a c h f o l g e r z a h l e n und D i a g o n a l i s i e r u n g b e i L i m e s z a h l e n u n d 

b e t r a c h t e n d i e K l a s s e n £
a
 d e r i n F

a
 e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n . Es z e i g t 

s i c h d a n n , d a ß a u c h b e i d i e s e n H i e r a r c h i e n e n t s p r e c h e n d e K o l l a p s e 

a u f t r e t e n . 

U n t e r dem E i n d r u c k d i e s e r K o l l a p s - S ä t z e z i e h e n w i r uns i n 3* a u f 

s p e z i e l l e r e , e i n g e s c h r ä n k t e Formen d e r d r e i A n s ä t z e z u r ü c k . I n 3 · 1 

d e f i n i e r e n w i r i m A n s c h l u ß an R o b b i n G r z e g o r c z y k - K l a s s e n £ und 

K l e e n e - K l a s s e n ^ f ü r α < ω , u n d zwar u n t e r V e rwendung s p e z i e l l e r , 

n a h e l i e g e n d e r F u n d a m e n t a l f o l g e n . W e i t e r o r d n e n w i r w i e H e i n e r m a n n 

g e w i s s e n D e f i n i t i o n e n m e h r f a c h - r e k u r s i v e r F u n k t i o n e n R e k u r s i o n s -

0) 
z a h l e n α < ω zu - d e r G rundgedanke i s t , d a ß e i n e k - f a c h e R e k u r s i o n 

k- 1 

d i e R e k u r s i o n s z a h l um ω i m S i n n e d e r O r d i n a l z a h l a d d i t i o n 

v e r g r ö ß e r t - u n d f a s s e n d i e F u n k t i o n e n , d i e s i c h m i t R e k u r s i o n s ­

z a h l e n <̂x d e f i n i e r e n l a s s e n , z u e i n e r K l a s s e #? zusammen. I n 

E r w e i t e r u n g des P e t e r s c h e n B e g r i f f s d e r e i n g e s c h a c h t e l t e n R e k u r s i o n 

l a s s e n w i r d a b e i " e l e m e n t a r e R e k u r s i o n e n " z u ; d a r u n t e r v e r s t e h e n w i r 

s o l c h e R e k u r s i o n e n , b e i denen " a u f d e r r e c h t e n S e i t e d e r R e k u r s i o n s ­

g l e i c h u n g
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 n o c h Summen und P r o d u k t e a u f t r e t e n k ö n n e n . U n t e r d i e s e n 

Typ R e k u r s i o n f ä l l t auch d i e D e f i n i t i o n d e r K l e e n e s c h e n A u f z ä h l u n g s ­

f u n k t i o n . 



I n 3 · 2 b e w e i s e n w i r dann = Ζ = Ψ f ü r α < ω . D i e s i s t e i n e 

V e r s c h ä r f u n g v o n E r g e b n i s s e n v o n R o b b i n , d e r ä h n l i c h e G l e i c h h e i t e n 

" i m L i m e s " f ü r α -* ω η e r h a l t e n h a t , u n d v o n A x t , d e r g e z e i g t h a t , 

d a ß e i n e V a r i a n t e d e r U e t h o d e v o n K l e e n e u n t e r h a l b ω a u f G r z e g o r c z y k -

K l a s s e n f ü h r t . 

I n 3 . 3 u n t e r s u c h e n w i r , w i e s i c h e i n i g e l i o d i f i k a t i o n e n d e r D e f i n i t i o n e i

d e r K l a s s e n 3?a u n d £ a u s w i r k e n ? d a b e i z e i g t s i c h e i n e d e u t l i c h e 

S t a b i l i t ä t d i e s e r B e g r i f f s b i l d u n g e n . N e g a t i v f ä l l t n u r d e r V e r s u c h 

a u s , d i e K l a s s e n %
a
 d u r c h A b s c h l u ß m i t b e s c h r ä n k t e n m e h r f a c h e n 

R e k u r s i o n e n z u d e f i n i e r e n . Es e r g i b t s i c h , d a ß d i e K l a s s e n g gegen

s o l c h e R e k u r s i o n e n und a u c h gegen b e s c h r ä n k t e 1 - f a c h e R e k u r s i o n e n 

m i t E i n s e t z u n g e n an P a r a m e t e r s t e l l e n n i c h t a b g e s c h l o s s e n s i n d . 

W e i t e r b e h a n d e l n w i r i n 3 - 4 d i e F r a g e , ob d i e e r h a l t e n e . . K l a s s i f i k a t i o n 

d e r m e h r f a c h - r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n i n i r g e n d e i n e m S i n n d i e f e i n s t e 

i s t . Es z e i g t s i c h , d a ß man d i e K l a s s e n $ e i n b e t t e n k a n n i n e i n 

b z g l . c v o l l s t ä n d i g g e o r d n e t e s , d i c h t e s S y s t e m ganz ä h n l i c h 

d e f i n i e r t e r F u n k t i o n e n k l a s s e n , u n d d a ß f ü r i r g e n d z w e i d i e s e r 

F u n k t i o n e n k l a s s e n d i e g r ö ß e r e e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r d i e 

k l e i n e r e e n t h ä l t . I n d e r D e f i n i t i o n d e r K l e e n e - K l a s s e n Ζ i s t 
α 

a l s o d i e A r t d e r K o n s t r u k t i o n v o n A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n e n w e s e n t l i c h . 

I n 3*5 gehen w i r s c h l i e ß l i c h v o n u n s e r e n s p e z i e l l g e w ä h l t e n Fundamen­

t a l f o l g e n w i e d e r ab u n d b e t r a c h t e n s t a t t d e s s e n e i n b e l i e b i g e s e l e m e n ­

t a r e s S y s t e m v o n v o n P u n d a m e n t a l f o l g e n b z g l . e i n e r g e w i s s e n " n a t ü r ­

l i c h e n " ' Ohlordnung vom Typ ω ω

 #
 W i r b e w e i s e n d a n n , d a ß d i e 

z u g e h ö r i g e n K l a s s e n und £ i n 5P e n t h a l t e n s i n d \ e i n 
ÖL α α 

K o l l a p s t r i t t a l s o n i c h t mehr a u f . 



1 . H i l f s m i t t e l 

1.1 E l e m e n t a r e u n d s u b e l e m e n t a r e F u n k t i o n e n 

Der B e g r i f f d e r e l e m e n t a r e n F u n k t i o n w u r de v o n C s i l l a g u n d K a l m a r 

e i n g e f ü h r t 5 " s u b e l e m e n t a r
, f

 nennen w i r d i e F u n k t i o n e n aus d e r v o n 

G r z e g o r c z y k i n [ 3 ] d e f i n i e r t e n F u n k t i o n e n k l a s s e £ . D i e s e r A b s c h n i t t

e n t h ä l t D e f i n i t i o n e n d e r e l e m e n t a r e n , d e r i n a n d e r e n F u n k t i o n e n 

e l e m e n t a r e n , u n d d e r s u b e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n u n d e i n e Zusammen­

s t e l l u n g e i n i g e r i h r e r g r u n d l e g e n d e n E i g e n s c h a f t e n , D i e B e w e i s e s i n d 

f a s t d u r c h w e g aus [ 3 ] ü b e r n o m m e n . 

D e f i n i t i o n s % ( b z w . £ ( f , . . . , f ) ) s e i d i e k l e i n s t e K l a s s e 

z a h l e n t h e o r e t i s c h e r F u n k t i o n e n , d i e 

1) d i e A u s g a n g s f u n k t i o n e n = λχ^,.,χ^ χ^ ( 1 < i s η) , 

=5 λχ^
# Α #

χ^ i ( n > 0 , i > θ) , Axy x + y u n d Xxy x-*-y (bzv;
e
 n o c h 

f , . . . ) e n t h ä l t , 

2 ) a b g e s c h l o s s e n i s t gegen ( s i m u l t a n e ) E i n s e t z u n g e n , a l s o m i t g 

( m - s t e l l i g , m 2: 1 ) und h . , . . . , ] ! ( n - s t e l l i g , η > 1 ) s t e t s a u c h 
ι m 

d i e d u r c h 

f ( f ) = g ^ C f ) , . . . , h
m
( ^ ) )

 1 ) 

d e f i n i e r t e F u n k t i o n f e n t h ä l t , 

3 ) a b g e s c h l o s s e n i s t gegen b e s c h r ä n k t e Summen- und P r o d u k t b i l d u n g e n , 

a l s o m i t g ( n + 1 - s t e l l i g , η > θ) s t e t s a u c h d i e d u r c h 

r,(tf>y) = Σ g ( g , i ) 

fo(^,y) = π g (
f
, i ) 

d e f i n i e r t e n F u n k t i o n e n • f , f g e n t h ä l t . 

D i e F u n k t i o n e n aus £ n ennen w i r e l e m e n t a r , d i e aus £ ( f , . . . , f ) 

e l e m e n t a r i n f . , . . . , f 
1

7 F

 r 

Ί Τ ~ — 
7

 V
r

i r s c h r e i b e n h i e r u nd i m f o l g e n d e n # f ü r χ^,.,.,χ^ . E n t s p r e ­

c h e n d v e r w e n d e n w i r usw. . 
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D e f i n i t i o n ; <k s e i e i n e K l a s s e z a h l e n t h e o r e t i s c h e r F u n k t i o n e n , 

Rel(<£) b e s t e h e dann aus a l l e n z a h l e n t h e o r e t i s c h e n R e l a t i o n e n R, 

z u denen es e i n f e ck g i b t m i t R ( ^ ) f ( ^ ) = 0 . D i e R e l a t i o n e n 

aus R e l ( £ ) n e n n e n w i r e l e m e n t a r , d i e aus R e l ( £ ( f ^ * · · · > f
r
) ) 

e l e m e n t a r i n f f 
1 r 

"..
r

ir b e w e i s e n z u n ä c h s t , d a ß g e w i s s e P r o z e s s e n i c h t aus den e l e m e n t a r e n 

( b z w . den i n f ^ , . . . , f ^ e l e m e n t a r e n ) F u n k t i o n e n u n d R e l a t i o n e n 

h i n a u s f ü h r e n . 

S a t z s a ) ib ( b z w . £ ( f ̂ , . . . * f ) ) i s t a b g e s c h l o s s e n gegen Anwendungen

des b e s c h r ä n k t e n ^ - O p e r a t o r s . Das h e i ß t - i . I i t g ( n + 1 - s t e l l i g , 0 )

l i e g t s t e t s a u c h d i e d u r c h 

f U , z ) = μ [ g ( ^ , z ) = 0 ] 
y<z 

= das k l e i n s t e y < ζ m i t g ( #,y ) = 0 , f a l l s es 

e i n s o l c h e s y g i b t , und 0 s o n s t . 

d e f i n i e r t e F u n k t i o n f i n £ ( b z w . i n g ( f , . , . , f ) ) . 

b ) R e l ( £ ) ( b z w . R e l ( £ ( f ^ , . . . , f ) ) ) i s t a b g e s c h l o s s e n gegen d i e 

O p e r a t i o n e n d e r A u s s a g e n l o g i k und g e g e n b e s c h r ä n k t e Q u a n t i f i k a t i o n e n 

d e r Form Λ 
y<z y<z 

B e w e i s z u a ) 

M i t h ( # , z ) : = A n z a h l d e r y ^ ζ m i t g ( £ , y ) = 0 

= Σ ( l - g ( g , y ) ) 
y^z 

w i r d f ( f , z ) - ( Σ ( l - h U , y ) ) ) . ( l - ( Σ ( l - h ( - g , y ) ) - z ) ) 

y<z y<z 

z u b ) - i ( f ( * ) = 0 ) - 1 - f ( ^ ) = 0 

(f(i)=o) Λ (gU)=o) - f(J+g(»)=o 
Λ ( f ( * , y ) - 0 ) - Σ f ( # , y ) =0 

^ y<Z 

B e i s p i e l e f ü r e l e m e n t a r e F u n k t i o n e n u n d R e l a t i o n e n s 

χ *y = Σ χ 

x
y

 = Π χ 

i < y 

x=y
 >:

- x-*y=0 Λ y-*-x=0 

χ *y 

x = y 



- β -

x l y χ\γ **
 z

^
y

x

'
z

= y 

P r ( x ) P r ( x ) :*-· χ i s t P r i m z a h l 

* • χ>2 Λ y A
x
( y l x - y=1 ν y = x ) 

= H
 x

( P r ( y ) Λ x= Σ ( 1 -
X p r

( z ) ) ) , 

y s
2

2 

y C z V - J °
 f a l l s P r ( z ) 

* P r
v

 \ 1 s o n s t 

2
X 

B e w e i s z u ρ
 s

2 : F ü r x=0,1 i s t das 

r i c h t i g . S c h l u ß v o n χ a u f x+1 : i i a n über­

l e g t s i c h l e i c h t , d a ß Ρ
χ+
ι - P Q

P

I * ' *
p

x "
 1

* 

< 9
2 °

+
2

1

+
. . .

+
2

Χ

 , 2
X + 1

- 1
 0

2
X + 1 

A l s o : ρ
 Λ

 ^ 2 = 2 < 2 
^ x + 1 

e x p ( i , x ) e x p ( i , x ) : = E x p o n e n t v o n p^ i n d e r 

D a r s t e l l u n g χ = Π ρ ?0 

= μ ( p .
y

i x Λ - Ρ /
+ 1

 i x ) 
y ^ x 

Der f o l g e n d e S a t z g i b t A u s k u n f t d a r ü b e r , w i e s t a r k d i e e l e m e n t a r e n 

F u n k t i o n e n h ö c h s t e n s wachsen k ö n n e n . 

S a t z : Zu j e d e r e l e m e n t a r e n F u n k t i o n f g i b t es e i n k^O , so d a ß f ü r 

a l l e •£ g i l t 

^max t 

f ( i ' )
 5

 2 / k 

B e w e i s ; Z u r V e r e i n f a c h u n g d e r S c h r e i b w e i s e b e z e i c h n e n wir mit θ_ 

d i e k - f a c h i t e r i e r t e Z w e i e r p o t e n z , a l s o θ^(χ)=χ, ^ k + ^ ( x ) = 2 • 
T

7 i r f ü h r e n den B e w e i s d u r c h I n d u k t i o n ü b e r den A u f b a u v o n £ . F ü r 

d i e A u s g a n g s f u n k t i o n e n i s t d i e B e h a u p t u n g t r i v i a l . E i n s e t z u n g e n 

f ü h r e n o f f e n b a r v o n F u n k t i o n e n m i t d e r a ngegebenen E i g e n s c h a f t z u 

e b e n s o l c h e n . Im F a l l d e r b e s c h r ä n k t e n Summen- o d e r P r o d u k t b i l d u n g 

k a n n man w i e f o l g t s c h l i e ß e n : 

Σ

 g(«fi)
 s Σ

 d
k
( m a x ( # , i ) ) 

i < y i < y 

* y ^
k
( m a x ( ^ , y ) ) 

* ^ k ( m a x U , y ) ) )
2 

2 2^ 
~
 &

k + 2 ^
m a X

^
r ;

"
y

^ '
 d a X S 2 



Π g ( f , i ) < Π O
k
( m a x (

f
, i ) ) 

i < y i < y 

< ^
k
( m a x ( „ y ) ) )

y 

y θ
v
( m a x ( £ , y ) ) 

< 2 , da χ < 2 

S c h l i e ß l i c h s o l l n o c h e i n e w i c h t i g e C h a r a k t e r i s i e r u n g v o n g ange­

geben w e r d e n : 

S a t z s s e i d i e k l e i n s t e K l a s s e z a h l e n t h e o r e t i s c h e r P u n k t i o n e n , d i e 

1) d i e P u n k t i o n e n , , ̂
x

y
 x +

y
 u n

< l λχ 2 X e n t h ä l t * 

2 ) a b g e s c h l o s s e n i s t gegen E i n s e t z u n g e n u nd 

3 ) a b g e s c h l o s s e n i s t gegen b e s c h r ä n k t e p r i m i t i v e R e k u r s i o n e n , a l s o 

m i t g^ ( n - s t e l l i g , η > θ) , ( n + 2 - s t e l l i g ) u n d g^ 

( n + 1 - s t e l l i g ) s t e t s a u c h d i e d u r c h 

fU,o) =
 g l
(>) 

f(«>y+i) = s
2
(ä>y>

f

U>y)) 

d e f i n i e r t e P u n k t i o n f e n t h ä l t , f a l l s s i e d u r c h g
T
 b e s c h r ä n k t 

i s t , d . h . f a l l s g i l t 

fU>y) * g
5
(jb'»y)-

Dann i s t = g . 

B e w e i s z u £ £ t?
! 5

 ^
n

 l i e g e n f o l g e n d e P u n k t i o n e n 

x.-*-1 0^1 = 0 

( x + 1 ) -*· 1 - χ 

x~ 1 ^ χ 

χ-y x-MD = χ 

X- ( y + 1 ) = ( x ^ r ) - 1 

x - y ^ χ 

x * y x'O = 0 
x

 * (y+ 1) = x
 e

y + x 

x - y < 2 c 
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D i e A u s g a n g s f u n k t i o n e n v o n £ s i n d a l s o i n e n t h a l t e n « Der F a l l 

d e r E i n s e t z u n g i s t t r i v i a l , u n d i m F a l l d e r b e s c h r ä n k t e n Summen- o d e r 

P r o d u k t b i l d u n g g e n ü g t es o f f e n b a r z u z e i g e n , d a ß d i e b e t r e f f e n d e n 

χ 

F u n k t i o n e n i n £
?

 m a j o r i s i e r b a r s i n d . '7egen λχ 2 e £
!

 f o l g t d i e s 

aus dem v o r a n g e h e n d e n S a t z . 

z u £
!

c ν % Es g e n ü g t z u z e i g e n
5
 d a ß £ a b g e s c h l o s s e n i s t gegen 

b e s c h r ä n k t e p r i m i t i v e R e k u r s i o n e n , Es s e i e n a l s o g^
9
S

9
fS^

 e

 £ u n d 

fU'fO) =
 g l
U) 

f ( ̂
5
y+i) = g

2
( *,y,f (#»y)) 

f(fc,y) - g
5
U>y) 

g*( 
, i i t h(i,y):« Π ρ ^ 

i < y 

w i r d f ( i i , y ) = e x p ( y , μ [ e x p ( 0 , u ) - g
1
( & ) 

u ^ h ( ^ y ) 

Λ ^ e x p ( i + 1 , y ) = g
2
( £ , i , e x p ( i , y ) ) ] ) 

Aus d i e s e r D a r s t e l l u n g f o l g t f e g . 

D e f i n i t i o n s ? s e i d i e k l e i n s t e K l a s s e z a h l e n t h e o r e t i s c h e r 

F u n k t i o n e n , d i e 

1) d i e F u n k t i o n e n ü
1

 , C
1

 , λχ χ+1 und λχγ x * y e n t h ä l t , 

2 ) a b g e s c h l o s s e n i s t gegen E i n s e t z u n g e n v:.ad 

3 ) a b g e s c h l o s s e n i s t gegen b e s c h r ä n k t e p r i m i t i v e R e k u r s i o n e n , 

D i e F u n k t i o n e n aus <T nennen w i r s u b e l e m e n t a r . 

O f f e n b a r i s t Τ c £ « D i e s e I n k l u s i o n i s t e c h t , denn aus d e r D e f i n i t i o n 

v o n Τ f o l g t u n m i t t e l b a r , d a ß j e d e s u b e l e m e n t a r e F u n k t i o n d u r c h e i n 

P o l y n o m ( m i t n i c h t - n e g a t i v e n K o e f f i z i e n t e n ) b e s c h r ä n k t w e r d e n k a n n , 

χ 
und λχ 2 e g i s t n i c h t p o l y n o m i a l m a j o r i s i e r b a r . 

B e i s p i e l e s u b e l e m e n t a r e r F u n k t i o n e n und R e l a t i o n e n s 

x + y , x ^ 1 , x - y , x = y , x < y 

s g ( x ) s g ( x ) = U i ^ x ) 

r ( x , y ) r ( x , y ) : = R e s t v o n χ b e i d e r D i v i s i o n d u r c h 

y , f a l l s y^O , und 0 s o n s t . 

r ( 0 , y ) = 0 
,Λ _ f r ( x , y ) + 1 f a l l s r ( x , y ) + 1 < y 

- ·
ι ο
 s o n s t 

= ( r(x,y ) + l ) - s g ( y - ( r ( x , y ) + l ) ) 

r ( x , y ) < y 



9 ·· 

y Ο
 0 

ζ ^ χύ ' ζ~χ = ζ-1 
y+ 1 . y 

ζ - x
J

 = ζ-χ · χυ 

Γζ-̂χ· ( z - ( z - x
y

) ) f a l l s z - x
y

 > Ο 

~~ t o s o n s t 

= (z-χ* ( z - ( z - ^ - x
y

) ) ) · sg(z^x^ ) 

y 
z-x*

7

 < ζ 

m i n ( x
y

, z ) m i n ( x ^ , z ) = z - ( z ~ x " ' ) 

S a t z : a) TT i s t a b g e s c h l o s s e n gegen b e s c h r ä n k t e S u m m a t i o n e n . 

b ) Τ is"c a b g e s c h l o s s e n gegen Anwendungen des b e s c h r ä n k t e n 

μ ·- O p e r a t o r s * 

c ) R e l ( o ) i s t a b g e s c h l o s s e n gegen d i e O p e r a t i o n e n d e r A u s s a g e n l o g i k

und gegen b e s c h r ä n k t e Q u a n t i f i k a t i o n e n d e r Form ^
z
 , ^

z
 » 

B e w e i s z u a) O f f e n b a r g e n ü g t es z u z e i g e n , d a ß m i t g a u c h 

λ&7 Σ g ( f t , i ) p o l y n o m i a l m a j o r i s i e r b a r i s t . Das i s t a b e r t r i v i a l * 

z u b ) u n d c ) I d e n t i s c h m i t dem B e w e i s dos e n t s p r e c h e n d e n S a t z e s 

f ü r £ . 

S c h l i e ß l i c h z e i g e n w i r noch> d a ß e i n e ( u n b e s c h r ä n k t e ) p r i m i t i v e 

R e k u r s i o n , angewandt a u f s u b e l e m e n t a r e F u n k t i o n e n , s t e t s e i n e 

e l e m e n t a r e F u n k t i o n l i e f e r t . 

ß j L t 5 , s g ^ j o
9
 s e i e n s u b e l e m e n t a r und es g e l t e 

Dann i s t f e l e m e n t a r . 

Beweiss Ss g e n ü g t z u z e i g e n , d a ß f d u r c h e i n e e l e m e n t a r e F u n k t i o n 

b e s c h r ä n k t w e r d e n k a n n . g^fg
2
 s i n d a l s s u b e l e m e n t a r e F u n k t i o n e n 

a b s c h ä t z b a r i n d e r Form 

g^-S') ^ maxU',2 
Nk 

g
2
( i > y ?

z

) ~ m a x ( ^ '
3
y , z , 2 ) k . 

D a r a u s e r g i b t s i c h d u r c h I n d u k t i o n ü b e r y u n m i t t e l b a r 

f(*',y) - max(ü,j,2)] 

;

 V g l . R ö d d i n g L U L H r , 3 0 . 
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''*j>2m E i n e G o d e l i s i e r u n g _ d e r e n d l i c h e n Z a h l e n f o l g e n 

Es i s t ü b l i c h , e n d l i c h e Z a h l e n f o l g e n m i t H i l f e v o n P r i m z a h l p o t e n z ­

p r o d u k t e n z u g ö d e l i s i e r e n , i n d e m man d i e F o l g e χ^,···,χ d a r s t e l l t

d u r c h d i e Z a h l ρ . .
 4

ρ
 Χ

" . D i e F u n k t i o n e n λχ_ . . . χ , * > •• '? "

*ο *η 0 η *υ ι:

υηα λίχ e x p ( i > x ) s i n d dann e l e m e n t a r . Z u r V o r b e r e i t u n g s p ä t e r e r 

Ü b e r l e g u n g e n geben w i r j e t z t e i n e ä h n l i c h e G ö d e l i s i e r u n g a n , b e i d e r 

d i e e n t s p r e c h e n d e n F u n k t i o n e n s u b e l e m e n t a r s i n d . D i e d a b e i v e r w e n d e t e 

1) 
Methode g e h t a u f S n u l l y a n zurück ' , 

V o r b e m e r k u n g z u r T e r m i n o l o g i e .
5

 S e i m > 2. V i r nennen e i n e ( n i c h t 

l e e r e ) Z a h l e n f o l g e ζ ...ζ m - a d i s c h e D a r s t e l l u n g v o n χ , wenn g i l t 
/ ° η ο 

χ = Σ ζ. m
1

 0 ^ 2 . 5: m-1. 
ι —η 

Λjs m o d i f i z i e r t e m - a d i s c h o D a r s t e l l u n g v o n χ ̂  1 b e z e i c h n e n w i r d i e 

d u r c h d i e f o l g e n d e n G l e i c h u n g e n f e s t g e l e g t e ( n i c h t l e e r e ) Z a h l e n ­

f o l g e s , .. z^ 

η 0 

χ = Σ ζ. m
1

 1 < 2. -< m
 e 

i ^ n 

D i e m o d i f i z i e r t e m - a d i s c h e D a r s t e l l u n g v o n 0 s o l l d i e l e e r e Z a h l e n ­

f o l g e s e i n . S t a t t i f 2 ~ a d i s c h
M

 sagen w i r au c h " b i n ä r
? f

, s t a t t " 3 - a d i s c h
h 

auch " t e r n ä r
1 1

 * 

D e f i n i t i o n s (χ ,.*.,χ ) s e i d i e w i e f o l g t k o n s t r u i e r t e Z a h l s 
· — — =-

 N

 ο
 ?

 η
7

 ° 

Z u n ä c h s t b i l d e man zu j e d e m x . d i e m o d i f i z i e r t e B i n ä r d a r s t e l l u n g x . 
iL i 

Dann b i l d e man d i e Z i f f e r n f o l g e 

χ 0 . . . 0 x 4 0 x ~ 
η 1 0 

u n d l e s e s i e a l s T e r n ä r d a r s t e l l u n . ^ ^ 

B e i s p i e l ; ( 3 , 2 , 0 , 5 ) « 2 1 0 0 2 0 1 1 ( T e m ä r d a r s t e l l u n g ) . 

' V g l , L i ? ] * S. 82* U n s e r e G ö d e l i s i e r u n g u n t e r s c h e i d e t s i c h v o n d e r 

d o r t angegebenen d u r c h d i e z u s ä t z l i c h e E i g e n s c h a f t (χ^
5
.«,x , 0 , . . , 0 ) 

= ( x
n
, . . * , x ) u n d d a d u r c h , d a ß h i e r j e d e Z a h l G ö d e l n u m m e r i s t . , 
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O f f e n b a r g i l t (χ ^ . ^ ,χ ^ ,Ο ^ο . ,Ο ) = (χ^ ,
β

 < Β

'
Χ

Η
)
 β

 W e i t e r h i n i s t k l a r * 

d a ß s i c h j e d e s χ b i s a u f " a n g e h ä n g t e N u l l e n " e i n d e u t i g i n d e r Form 

χ = ( x ^ , . c o c X ) d a r s t e l l e n l ä ß t « I.ian k a n n d e s h a l b d e f i n i e r e n ; N

 Ο * η' 

D e f i n i t i o n s (
χ

) ^
 s e

^ ̂
e

 Z a h l
 χ

^ ^
η

 ^ ·
ό Γ

 D a r s t e l l u n g χ = (χ^
?
« *

?
χ

η
) 

( " i ~ t e Komponente v o n χ"). 

D e f i n i t i o n f l ( x ) s e i das g r ö ß t e i > 1 m i t ( x ) ^ Ο , f a l l s es 

e i n s o l c h e s i g i b t , u nd Ο s o n s t ("Länge v o n χ " ) . 

S>s i s t a l s o 1 ( ( « Q , . . . , x ^ ) ) « n+1 , f a l l s x ^ Ο * - Im f o l g e n d e n 

b e w e i s e n w i r z u n ä c h s t z w e i n ü t z l i c h e A b s c h ä t z u n g e n u n d z e i g e n d a n n « 

d a ß d i e F u n k t i o n e n λχ~...χ (x-,,...,χ ) , λχί (χ), u nd 1 

0 η
 Ν

 Ο
7 7

 η'
 Ν

 Ί 
s u b e l e m e n t a r s i n d . 

S a t z : (χ
η
,...,χ ) < 3 η *

 π

 (χ . + ί )
2 

« μ \ ο
?

 ' η' .
 ν

 ι ' 
ι̂η 

< x
Q
+ y

0
, . . . , x

n
+ y

n
> < ( < x Q , . . e , X

n
> + \)>3η+^ Π ( y ^ l ) * 

i ^ n 

B eweiss 1^C^:) s e i d i e L ä n g e d e r m o d i f i z i e r t e n B i n ä r d a r s t e l l u n g 

v o n χ * Z u n ä c h s t ü b e r l e g t man s i c h l e i c h t , d a ß f o l g e n d e A b s c h ä t z u n g e r 

r i c h t i g s i n d : 

χ < 3 J £ 3 x + i 

2 < x-i-1 

i * ( x + y ) s i * ( x ) + l * ( y ) 

D a m i t e r h ä l t man 

^3 ^ x 0
9

" * * *
x

n ^ ̂  
< χ

0 > · · · > χ

η > < 3 

2 ι<η 2 V i ' 

< 3
 β

 Π , denn 3 ^ ( 2
 ά

 Υ < (χ+ΐ) . 

ι<η 

< V
y

O ' - " ' V
y

n > <
 3 

1 « χ ,.,.,χ » f η + J l * ( y ) 

« χ
0
, . . . , χ > + Ι ) · 3 η + 1 · Π ( y . + l ) 2 

i < n 



- 12 -

S a t z s D i e F u n k t i o n e n λχ-.= ..χ ( x . , c « . , x ) < Xxi ( x ) . u n d 1 s i n d 

s u b e l e m e n t a r . 

Beweiss F o l g e n d e F u n k t i o n e n s i n d s u b e l e m e n t a r ( v g l . 1 . l ) s 

z ^ ( i , x ) s = z^ , f a l l s ζ^*.
β
ζ^ , η > i e i n e T e r n ä r d a r s t e l l u n g 

v o n χ i s t 

= r ( [ x s m i n ( 3
X

, x ) ] , 3 ) 

= r ( μ [ζ • m i n ( 3 " \ x ) < x < ( z + 1 ) • m i n ( 3 1 ,x) ] , 3 ) 
z^x 

i - , ( x ) s = L ä n g e d e r k ü r z e s t e n T e r n ä r d a r s t e l l u n g v o n χ * f a l l s 

u n d 0 s o n s t 

= μ [ m i n ( 3 , 3 x ) > x ] 
i ^ x 

a ( i , x )
 i = =

 A n z a h l d e r j < i m i t z ^ ( j , x ) = 0 

= Σ ( 1 -ζ (ό,χ)) 

b ( i , x ) : = E r s t e r I n d e x l i n k s v o n d e r i - t e n K u l i i n e i n e r 

T e r n ä r d a r s t e l l u n g v o n χ 

= μ [ a ( o , x ) - i ] 

j ^ i + x 

l ( x ) = μ [ b ( i , x ) = I , ( x ) + 1 ] 

i ^ x
 ? 

( x ) , = Σ ζ ( j
)
x ) .

f f i
i n ( 2 ^

b ( i

'
x )

, x ) 

b ( i , x ) * j < b ( i + 1 , x )
 5 

\x , .
t
. , x > = μ Γΐ(χ)=η+1 Λ . ^ ( x ) .=x, ] 

0 n

 x ^ 3
 Π

 (χ.+ΐ)
 1 A 
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1 . 3 R e g i s t e r m a s c h i n e n und S c h r i t t z a h l i i i n k t : . Q n G n 

l . I i n s k y h a t i n [lü] e i n e n Typ i d e a l i s i e r t e r R e c h e n m a s c h i n e n - w i r 

nenn e n s i e R e g i s . t e r m a s c h i n e n - a n g e g e b e n , m i t denen s i c h d i e 

r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n r e l a t i v d i r e k t u n d ü b e r s i c h t l i c h b e r e c h n e n 

1 ) 

l a s s e n . Da w i r s o l c h e B e r e c h n u n g e n h ä u f i g genau a n a l y s i e r e n m ü s s e n , 

i s t es bequem, h i e r m i t R e g i s t e r m a s c h i n e n s t a t t m i t T u r i n g m a s c h i n e n 

z u a r b e i t e n * D i e s e r A b s c h n i t t e n t h ä l t d i e e r f o r d e r l i c h e n D e f i n i t i o n e n 

u n d e i n i g e S ä t z e ü b e r " S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n " . 

i i a n denke s i c h u n b e s c h r ä n k t v i e l e R e g i s t e r Η ^ , ϋ ^ , · · . > v o n denen 

j e d e s e i n e b e l i e b i g e n a t ü r l i c h e Z a h l 0 , 1 , 2 , . , . aufnehmen k a n n . 

7 i r v e r e i n b a r e n , d a ß n u r e n d l i c h v i e l e d i e s e r R e g i s t e r e i n e v o n N u l l 

v e r s c h i e d e n e Z a h l t r a g e n d ü r f e n . E i n e R e g i s t e r m a s c h i n e (Rl.i) i s t 

g e g e b e n d u r c h e i n e " P r o g r a m m t a f e l " , d . h . e i n e e n d l i c h e , n u m m e r i e r t e 

L i s t e aus E l e m e n t a r b e f e h l e n d e r f o l g e n d e n Form: 

A. c " A d d i e r e 1 zum I n h a l t a. v o n R.. Gehe 
1 1 1 

ü b e r zum c - t e n B e f e h l " . 

S. c " S u b t r a h i e r e 1 vom I n h a l t a. v o n R. , 
1 1 1 ' 

f a l l s a./θ . S o n s t l a s s e a. u n v e r ä n d e r t . 
i

r

 ι 
Gehe ü b e r zum c - t e n B e f e h l " . 

P. c " P r ü f e den I n h a l t a. v o n R. . I s t 
ι ο 1 l i 

a^ = 0 ( ^ 0 ) , so gehe ü b e r zum C Q ( C ^ ) - t e n 

B e f e h l " . 

HQ t o p p e " . 

Jede RH b e a r b e i t e t a l s o n u r e n d l i c h v i e l e R e g i s t e r , n ä m l i c h d i e , 

d e r e n I n d i z e s i n d e r P r o g r a m m t a f e l vorkommen, -.an b e a c h t e , d a ß e i n 
; ,

A r b e i t s r e g i s t e r " ( e n t s p r e c h e n d dem A r b e i t s f e l d b e i T u r i n g m a s c h i n e n ) 

n i c h t v o r g e s e h e n i s t . 

S e t z t man e i n e Rli an a u f i r g e n d w e l c h e A n f a n g s i n h a l t e χ ,̂χ
 9

. .
t 

d e r R e g i s t e r , so a r b e i t e t s i e i n e i n e r d u r c h d i e P r o g r a m m t a f e l 

J\
 r , y

V g l . a u c h S h e p h e r d s o n / s t u r g i s L16J 
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e i n d e u t i g b e s t i m m t e n - / e i s e , b e g i n n e n d m i t dem e r s t e n B e f e h l e 3 s k a n n 

s e i n , d a ß s i e n a c h e n d l i c h v i e l e n S c h r i t t e n s t o p p t , s i e k a n n a b e r 

a uch u n b e g r e n z t w e i t e r l a u f e n . 

B e i s p i e l e e i n f a c h e r R e g i s t e r m a s c h i n e n : 

( l ) L
s
 " L ö s c h e den I n h a l t des R e g i s t e r s RH

; 

r 1 
P. *> S. 
ι Φο ι 

S 

Ss i s t k l a r , w i e man aus e i n e m s o l c h e n Diagramm e i n e Programm­

t a f e l g e w i n n t . 

( 2 ) Ϊ . . " T r a n s p o r t i e r e d e n I n h a l t v o n R. n a c h R." 
i j 1 3 

P. ——«. > S.A. 
1 + 0 1 j 

i° -
l

~ • s 

( j ) K i j " K o p i e r e den I n h a l t v o n R. i n R. ( u n t e r V e r w e n d u n g 

v o n R, a l s H i l f s r e g i s t e r ) 
xC 

P. —
r
~ > S.A.A. 

1 =rO l j k 

I—> τ 
k i 

E i n e n - s t e l l i g o ( z a h l e n t h e o r e t i s c h e ) P u n k t i o n f h e i ß t RH - b e r e c h e n ­

b a r , wenn es e i n e R e g i s t e r m a s c h i n e g i b t , d i e , a n g e s e t z t a u f d i e 

R e g i s t e r i n h a l t e x ^ , . . . ,χ^ ,Ο,Ο, . . . , n a c h e n d l i c h v i e l e n S c h r i t t e n 

s t o p p t , u n d z w a r m i t d e n R e g i s t e r i n h a l t e n f ( x ^ . . . , χ ^ ) , 0 , 0 , . . , , 

H i t d e n ü b l i c h e n M e t h o d e n k a n n man z e i g e n , d a ß g e n a u d i e r e k u r s i v e n 

P u n k t i o n e n RH - b e r e c h e n b a r s i n d ; d i e s e r g i b t s i c h a u c h u n m i t t e l b a r 

aus d e n w e i t e r e n Ü b e r l e g u n g e n . 

J e d e r a b b r e c h e n d e n R e c h n u n g e i n e r RH k a n n man e i n e S c h r i t t z a h l 

z u o r d n e n , i n d e m man j e d e A u s f ü h r u n g e i n e s E l e m e n t a r b e f e h l s ( a u ß e r S } 

a l s e i n e n S c h r i t t a n s i e h t . B e i d e r B e r e c h n u n g e i n e r P u n k t i o n f 

h ä n g t d i e s e S c h r i t t z a h l i.a« vom A r g u m e n t e t u p e l ab* LI an e r h ä l t a l s o 

e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^. m i t d e r s e l b e n S t e l l e n z a h l w i e f , 

D i e s e s i s t d u r c h f n i c h t e i n d e u t i g b e s t i m m t , s o n d e r n e r s t 

d u r c h d i e g e w ä h l t e H a s c h i n e z u r B e r e c h n u n g v o n f « Das Z e i c h e n " s ^
f ; 

v e r w e n d e n w i r a l s V a r i a b l e f ü r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n v o n f , 



A u ß e r e x a k t e n S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n s p i e l e n n o c h H a j o r a n t e n s o l c h e r 

F u n k t i o n e n e i n e R o l l e , a l s o F u n k t i o n e n s^ , z u denen es e i n s^ 

g i b t m i t
 s

f('ö) ~ f ü r a l l e % , ..Iis V a r i a b l e f ü r H a j o r a n t e n 

v o n S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n v e r w e n d e n w i r das Z e i c h e n s~ > 

Es s o l l j e t z t u n t e r s u c h t w e r d e n , w i e s i c h d i e e l e m e n t a r e n P r o z e s s e 

und Anwendungen des μ - O p e r a t o r s i m N c r m a l f a l l a u f S c h r i t t z a h l ­

f u n k t i o n e n a u s w i r k e n * 

V o r b e m e r k u n g z u r T e r m i n o l o g i e s .1 s e i e i n e R e g i s t e r m a s c h i n e z u r 

B e r e c h n u n g e i n e r n - s t e l l i g e n F u n k t i o n f , O f f e n b a r k a n n man d u r c h 

Ä n d e r u n g d e r I n d i z e s d e r i n d e r P r o g r a r n m t a f e l v o n I i vorkommenden 

E l e m e n t a r b e f e h l e e r r e i c h e n , d a ß d i e B e r e c h n u n g n i c h t mehr b e z ü g l i c h 

d e r R e g i s t e r R^,...,R^ , s o n d e r n b e z ü g l i c h i r g e n d w e l c h e r p a a r w e i s e 

v e r s c h i e d e n e r R e g i s t e r R. ,...,R. g e l e i s t e t wird«, Auch d i e 
l , t i n 

e v e n t u e l l v e r w e n d e t e n H i l f s r e g i s t e r k ö n n e n g e e i g n e t n e u g e w ä h l t 

w e r d e n « D i e i n d i e s e r V/eise a b g e ä n d e r t e H a s c h i n e b e z e i c h n e n w i r m i t 

Π. ^ ο Es s e i d a r a u f h i n g e w i e s e n , d a ß d i e s e B e z e i c h n u n g s w e i s e 

1 « β »ι« 

n i c h t e i n d e u t i g i s t , d a d i e H i l f s r o g i s t e r n i c h t b e r ü c k s i c h t i g t 

werden* Han denke s i e s i c h j e d e s m a l g e e i g n e t g e w ä h l t * 

Satz-; D i e A u s g a n g s f u n k t i o n e n U
1

 , C
x

 , x + y > x * y s i n d m i t elernen--
ο ο η ' η ' "

 ? J 

t a r e n S c h r i t t z a h l f u n l r . t i o n e n RII - b e r e c h e n b a r * 

Der B e w e i s i s t t r i v i a l . 

S a t z : I s t f d e f i n i e r t d u r c h f ( - # ) '-= g ( h ^ ( # ) , . . « ,h ( # ) )
 s
 und s i n d 

g . h , , . · . ,η m i t S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n s
 9

 s, ,. . , , s, RH -· ö

' 1 ' ' r g
 5

 hu
 9 9

 h
4
-

b e r e c h e n b a r , so i s t a u c h f RH - b e r e c h e n b a r m i t e i n e r S c h r i t t z a h l - « 

f u n k t i o n s^ , d i e s i c h s c h r e i b e n l ä ß t i n d e r Form 

s

f
( s )

 = f

0
^

, s

h
1
^

, e e e , s

h ( & ) , 8 ^ ( ^ (·£),.« t , h
r
( ^ y ) , f Gg)) « 

f
Q
 e l e m e n t a r . 

Beweiss " i r b e h a n d e l n den F a l l f ( x ) = g ( h ^ ( x ) , h ^ ( x ) ) 5 d i e a l l g e ­

m e i n e Behauptung; b e w e i s t man e n t s p r e c h e n d * Π,1.Π,Π
Μ

 s e i e n H a s c h m e n 

z u r B e r e c h n u n g v o n g,h.,h_ m i t S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n s ,s, , s, 
0 1 ' 2 g

9

 h-| ' no 
f ( x ) k a n n dann n a c h f o l g e n d e m Diagramm b e r e c h n e t werden? 
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S c h r i t t z a h l s 

f ^ x ) + s ^ (χ) + f ^ x ) + s ^ ( x ) + s
g
( h

1
( x ) , h

2
( x ) ) - r f

2
( x , f ( x )

f ^ , f
2
 s t e h e n d a b e i f ü r n i c h t n ä h e r i n t e r e s s i e r e n d e e l e m e n t a r e 

F u n k t i o n e n « 

S a t z ; I s t f d e f i n i e r t d u r c h f ( g , y ) = Σ g(%,±) ( b z w , Π g ( # , i ) ) , 

i < y i < y 
und i s t g m i t d e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s RH - b e r e c h e n b a r , so 

g 

i s t a u c h f RH ··* b e r e c h e n b a r m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , 

d i e s i c h s c h r e i b e n l ä ß t i n d e r Form 

s
f
(fc,y) = f

0
( i % y , Σ ί ^ ^ , ί ,Β ( « , i ) , g U ' , i ) , f ( ^ , i ) ) , f ( ^ , y ) ) , 

i < y 

f ^ . f ^ e l e m e n t ar» 

Beweis? Z u r V e r e i n f a c h u n g nehmen w i r a n , d a ß f z w e i s t e l l i g i s t ? 

d i e a l l g e m e i n e B e h a u p t u n g b e w e i s t man e n t s p r e c h e n d , I I s e i e i n e 

RH z u r B e r e c h n u n g v o n g m i t d e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s , LI' e i n e 
S 

RH z u r B e r e c h n u n g v o n Axy x + y ( b z w . \ x j x * y ) m i t d e r e l e m e n t a r e n 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s . f ( x , y ) l ä ß t s i c h dann w i e f o l g t b e r e c h n e n ; 

, ρ — — > . κ Κ
 r
 I I

 c
 I I * A

T
 S

r
. 

2 4=0 15 3c 5c 45 3 2 

1 3 41 

S c h r i t t z a h l : 

1 + Σ ( f
p
( x ) + f

p
( i ) + s ( x , i ) + s ( f ( x , i ) , g ( x , i ) ) + 3 ) + f * ( x , y , f ( x , y ) ) 

i < y *
 9 

m i t e l e m e n t a r e n f
0
> f

7
 * ( i m F a l l d e r i i u l t i p l i k a t i o n m u ß man v o r das 5

 \ 
Diagramm n o c h e i n A^ s c h r e i b e n u n d d i e S c h r i t t z a h l , um 1 v e r g r ö ß e r n ; * 

S a t z : I s t f d e f i n i e r t d u r c h f ( f ) = μy [ g ( ^ > y ) = 0 ] , w o b e i d e r 

" N o r m a l f a l l
1 1

 Λ V g(>£,y)=0 v o r a u s g e s e t z t s e i , u n d i s t g m i t e i n e r 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s RH - b e r e c h e n b a r , so i s t a u c h f RH -

b e r e c h e n b a r m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , d i e s i c h s c h r e i b e n 

l ä ß t i n d e r Form 

sX?;) = f
n U'>

 2

 i \ ( £
?
y > 3 U ; , y ) , g ( # , y ) ) , f ( « ) ) > 

f
0
, f ^ e l e m e n t a r . 
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B e w e i s : Z u r V e r e i n f a c h u n g nehmen w i r a n , d a ß f e i n s t e l l i g ist» 

11 s e i e i n e R e g i s t e r i a a s c h i n e z u r B e r e c h n u n g v o n g m i t d e r S c h r i t t ­

z a h l f u n k t i o n s . Diagramm z u r B e r e c h n u n g v o n f ( x ) : 

K

13
 IvI

34
 P

3 "To
-

*
 L

3 A 2 K 1 3 K 2 4
 LI

34 

* L 1 T 2 1 

S c h r i t t z a h l 2 

f ( x ) + s ( x , 0 ) + 1 + Σ ( f ( g ( x , i ) ) + f
A
( x , i ) + s ( x , i + l ) ) + f ( x , f ( x ) )

ά g

 i < f ( x ) ° 4 g 0 

m i t e l e m e n t a r e n Γ^,ί^,ίν,ί^* 

V/ir b e w e i s e n j e t z t n o c h den f o l g e n d e n D a r s t e l l u n g s s a t z ? 

S a t z g Es g i b t e l e m e n t a r e P u n k t i o n e n Κ ( d r e i s t e l l i g ) u n d D ( e i n ­

s t e l l i g ) m i t f o l g e n d e n E i g e n s c h a f t e n : I s t f e i n e RH - b e r e c h e n b a r e 

F u n k t i o n und s ^ e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n , so g i b t es e i n e Z a h l ρ 

d e r a r t , d a ß g i l t 

s
f
( i ) = μί[Κ(ρ,<-β>,ΐ)«Κ(ρ,<«>,ΐ+ΐ)] 

K ( p , < „ > , t ) = K ( p , < ^ > , t + 1 ) f ü r t -
 S f

( ? ) . 

v r

e i t e r l ä ß t s i c h f m i t d i e s e m ρ und e i n e r b e l i e b i g e n H a j o r a n t e n 

s^ v o n s^ d a r s t e l l e n i n d e r Form 

f ( g ) = D( K ( p , < .
f
> , i ^ (

s
) ) ) . 

Der B e w e i s v e r w e n d e t e i n e S t a n d a r d - Methode z u r A r i t h m e t i s i e r u n g 

v o n F o r m a l i s m e n ; w i r b e s c h r ä n k e n uns d e s h a l b a u f d i e G r u n d z ü g e . -

Π s e i e i n e R e g i s t e r m a s c h i n e . S e t z t man I i an a u f i r g e n d w e l c h e 

A n f a n g s i n h a l t e d e r R e g i s t e r , so v o l l f ü h r t Η e i n e s c h r i t t w e i s e , 

e i n d e u t i g b e s t i m m t e R e c h n u n g , d i e e v e n t u e l l a b b r e c h e n k a n n . V o r 

A u s f ü h r u n g e i n e s j e d e n R e c h e n s c h r i t t s i s t d i e " K o n f i g u r a t i o n " d e r 

g a n z e n A p p a r a t u r o f f e n b a r b e s t i m m t d u r c h d i e f o l g e n d e n Daten? 

1) d i e P r o g r a m m t a f e l v o n Π , 2 ) d i e Nummer c des B e f e h l s , d e r a l s 

n ä c h s t e r a u s g e f ü h r t w e r d e n s o l l , u n d 3) d i e R e g i s t e r i n h a l t e 

χ^,χ^,... , v o n denen l a u t V e r e i n b a r u n g n u r e n d l i c h v i e l e v o n N u l l 

v e r s c h i e d e n s i n d . Han k a n n nun i n n a h e l i e g e n d e r Weise P r c g r a m m t a f e i n 

und a u c h K o n f i g u r a t i o n e n g ö d e l i s i e r e n , l e t z t e r e e t w a i n d e r Form 

(ρ,ο,χ^ , x ^ j . · . ) , w o b e i ρ d i e G ö d e l n u m m e r d e r P r o g r a m m t a f e l ist» 
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Dann k a n n man e i n e " K o n f i g u r a t i o n s - P u n k t i o n " Κ d e f i n i e r e n ; d i e 

f o l g e n d e s l e i s t e t : 

Ks I s t ρ Nummer e i n e r ( P r o g r a m m t a f e l e i n e r ) RH I I so i s t 

K ( p , x , t ) d i e w i e f o l g t b e s t i m m t e Z a h l : Han s t e l l e χ 

d a r i n d e r Form χ = (χ.,....χ ) , s c h r e i b e x
4
,

c e 4 ;
x 

x

 1 ' ' η'
 ?

 V ' η 

i n Η^,^.,Ε , l a s s e d i e ü b r i g e n R e g i s t e r l e e r und s e t z e 

I I a u f d i e s e R e g i s t e r i n h a l t e a n . F a l l 1: I I f ü h r t dann 

m i n d e s t e n s t S c h r i t t e a u s . I n d i e s e m F a l l i s t K ( p , x , t ) 

d i e Nummer d e r K o n f i g u r a t i o n n a c h dem t - t e n S c h r i t t , 

F a l l 2 : I I s t o p p t n a c h w e n i g e r a l s t S c h r i t t e n . Dann 

i s t K ( p , x , t ) d i e Nummer d e r l e t z t e n K o n f i g u r a t i o n , 

Κ l ä ß t s i c h d u r c h e i n e b e s c h r ä n k t e p r i m i t i v e R e k u r s i o n n a c h t 

d e f i n i e r e n ^ es e r g i b t s i c h ohne S c h w i e r i g k e i t e n , d a ß Κ e l e m e n t a r 

i s t . I s t nun I I e i n e RI.I z u r B e r e c h n u n g e i n e r r e k u r s i v e n F u n k t i o n 

f , s^ d i e z u g e h ö r i g e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n u n d ρ d i e Nummer v o n I I , 

so g i l t n a c h D e f i n i t i o n v o n Κ 

s
f
('«) = μΐ[κ(

Ρ
, <-*•>, t ) = K ( p , < - « > , t + i ) ] , 

K ( p , < ^ ) , t ) = K ( p , < i ? > , t + 1 ) f ü r a l l e t ^ s
f
( f ) . 

D a r aus und aus d e r D e f i n i t i o n d e r RH - B e r e c h e n b a r k e i t f o l g t , d a ß 

f ü r b e l i e b i g e H a j o r a n t e n s*~ v o n s^ K ( p , ? s ~ ( % ) ) e i n e 

K o n f i g u r a t i o n b e s c h r e i b t , b e i d e r i m e r s t e n R e g i s t e r d e r F u n k t i o n s ­

w e r t f ( i ? ) s t e h t . H i t d e r e l e m e n t a r e n ' D e k o d i e r - F u n k t i o n " 

D ( x ) := ( x ) 2 , d i e aus j e d e r K o n f i g u r a t i o n s n u m m e r den I n h a l t des 

e r s t e n R e g i s t e r s a b l i e s t , l ä ß t s i c h a l s o f d a r s t e l l e n i n d e r Form 

f ( # ) = D( K ( p , < ^ > , i J ( ^ ) ) ) , 

1,4 K o n s t r u k t i v e O r d i n a l z a h l e n 

Der v o n C h u r c h u n d K l e e n e e i n g e f ü h r t e B e g r i f f d e r k o n s t r u k t i v e n 

O r d i n a l z a h l b i l d e t den H i n t e r g r u n d f ü r d i e i n 2, f o l g e n d e n Ü b e r ­

l e g u n g e n . W i r geben h i e r e i n e v o n H a r k w a l d h e r r ü h r e n d e D e f i n i t i o n 

1 ) 
und b e w e i s e n z w e i s p ä t e r i n t e r e s s i e r e n d e C h a r a k t e r i s i e r u n g e n 

V g l . H a r k w a l d [ 9 ] * 
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D e f i n i t i o n : E i n e O r d i n a l z a h l ζ h e i ß t k o n s t r u k t i v , wenn es e i n e 

r e k u r s i v a u f z ä h l b a r e " ^ o h l o r d n u n g v o n n a t ü r l i c h e n Z a h l e n g i b t , d i e ξ 

r e p r ä s e n t i e r t
ύ 

O f f e n b a r i s t m i t e i n e r O r d i n a l z a h l a uch j e d e k l e i n e r e k o n s t r u k t i v . 

D i e k l e i n s t e n i c h t - k o n s t r u k t i v e O r d i n a l z a h l w i r d n a c h C h u r c h und 

K l e e n e m i t b e z e i c h n e t , g e h ö r t z u r z w e i t e n Z a h l k l a s s e , denn 

es g i b t n u r a b z ä h l b a r v i e l e r e k u r s i v a u f z ä h l b a r e W o h l o r d n u n g e n 

v o n n a t ü r l i c h e n Z a h l e n und d i e z w e i t e Z a h l k l a s s e i s t ü b e r a b z ä h l b a rο 

S a t z : E i n e u n e n d l i c h e O r d i n a l z a h l ξ i s t k o n s t r u k t i v genau dann-, 

wenn es e i n e r e k u r s i v e ' / o h l o r d n u n g a l l e r n a t ü r l i c h e n Z a h l e n g i b t ^ 

d i e ξ r e p r ä s e n t i e r t . 

Beweiss < s e i e i n e r e k u r s i v a u f z ä h l b a r e ' o h l o r d n u n g v o n n a t ü r l i c h e n 

Z a h l e n m i t dem O r d n u n g s t y p ζ . F e l d ( < ) := {χ I
 v

( x < y ν y < x ) } 

y 

i s t d a n n a u c h r e k u r s i v a u f z ä h l b a r und n a c h V o r a u s s e t z u n g u n e n d l i c h , 

f z ä h l e F e l d ( < ) ohne * W i e d e r h o l u n g e n a u f . D e f i n i e r t man dann 

x < ' y :<~> f ( x ) < f ( y ) , so l e i s t e t <* das V e r l a n g t e . 

Der f o l g e n d e S a t z s a g t a u s , d a ß man n o c h e r h e b l i c h mehr " k o n s t r u k t i v e
1 

A n f o r d e r u n g e n an V/ohlordnungen s t e l l e n k a n n , ohne d a ß d e r B e r e i c h 

d e r z u g e h ö r i g e n O r d i n a l z a h l e n k l e i n e r w i r d . 

S a t z % E i n e O r d i n a l z a h l ξ i s t k o n s t r u k t i v g e n a u d a n n , wenn es e i n e 

ζ r e p r ä s e n t i e r e n d e V o h l o r d n u n g < v o n n a t ü r l i c h e n Z a h l e n g i b t , 

d i e n o c h f o l g e n d e E i g e n s c h a f t e n h a t : 

1) < u n d F e l d ( < ) s i n d r e k u r s i v . 

2) Es g i b t e i n e e i n s t e l l i g e e l e m e n t a r e P u n k t i o n TJ , d i e a u f einem 

b e l i e b i g e n χ e P e l d ( < ) den "
r

e r t 0 ( 1 , 2) annimmt^ ι;οηη χ 

d e r N u l l ( e i n e r N a c h f o l g e r z a h l , e i n e r L i m e s z a h l ) e n t s p r i c h t . 

Genauers F ü r e i n b e l i e b i g e s χ e F e l d ( - s ) i s t 

fO f a l l s -W y-<x 
y 

U ( x ) = < 1 f a l l s V ( y - <
X
 A - W y - <

Z
« x ) 

12 s o n s t . 

3 ) Es g i b t e i n e e i n s t e l l i g e e l e m e n t a r e F u n k t i o n V , d i e jedem 

χ e F e l d ( - < ) , das e i n e r N a c h f o l g e r z a h l e n t s p r i c h t , d i e " B e z e i c h n u n g
1 
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des V o r g ä n g e r s z u o r d n e t . Genauers F ü r a l l e χ e F e l d ( - < ) m i t 

U ( x ) = 1 i s t 

V ( x ) = M y [ y < x Λ -.V y<z<x]. 

Li 

4 ) Es g i b t e i n e z w e i s t e l l i g e e l e m e n t a r e F u n k t i o n W , d i e f o l g e n d e s 

l e i s t e t ? E n t s p r i c h t χ e F e l d ( - < ) e i n e r L i m e s z a h l , so b e z e i c h n e n 

W ( X ) 0 ) , W ( x , 1 ) , W ( x , 2 ) , . . . d i e G l i e d e r e i n e r F u n d a m e n t a l f o l g e f ü r 

d i e s e L i m e s z a h l ( a l s o e i n e r e c h t w a c h s e n d e n , gegen d i e L i m e s z a h l 

k o n v e r g e n t e n F o l g e v o n O r d i n a l z a h l e n ) . Genauer: F ü r a l l e 

χ e F e l d ( - < ) m i t U ( x ) = 2 g i l t 

Λ W ( x , n ) -< Y / ( x , n + l ) < χ , 

A ( y < x - V y « W ( x , n ) ) . 

B e w e i s : OBdA s e i ξ u n e n d l i c h . Nach dem v o r a n g e h e n d e n S a t z g i b t es 

e i n e ζ r e p r ä s e n t i e r e n d e r e k u r s i v o ".^ohlordnung *< a l l e r n a t ü r l i c h e 

Z a h l e n . Um 2 ) u n d 3 ) z u e r f ü l l e n , d e f i n i e r e n w i r 

χ < y :«-» x = < ( x )
0
, ( x )

1
> Λ y = < ( y )

Q
, ( y )

 1
 > 

Λ ( ( x )
0
^ ( y )

0
 ν ( ( x )

Q
= ( y )

0
 Λ ( x )

1
< ( y )

1
) ) . 

-< h a t d e n O r d n u n g s t y p ω·ξ · -< s e i d e r A b s c h n i t t v o n -< m i t dem 

O r d n u n g s t y p ζ . Es i s t d a n n u n m i t t e l b a r k l a r , d a ß f ü r *<' 1 ) , 2 ) 

u n d 3 ) g e l t e n . Zum B e w e i s v o n 4 ) gehen w i r aus v o n e i n e r r e k u r s i v e n 

F u n k t i o n Ψ m i t d e n v e r l a n g t e n E i g e n s c h a f t e n ; e i n e s o l c h e F u n k t i o n 

V l ä ß t s i c h o f f e n b a r k o n s t r u i e r e n . OBdA s e i w ( x > 0 ) = 0 f ü r a l l e χ 

s
XJ
 s e i e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n f ü r W und ρ d i e G ö d e l n u m m e r 

d e r z u g e h ö r i g e n R e g i s t e r m a s c h i n e ( v g l . 1 . 3 ) · OBdA g e l t e f ü r a l l e χ 

u n d η s ,
7
( x , n + l ) > s ^ ( x , n ) , s ^ ( x , n ) > w ( x , n ) u n d s,.

;
(x,n) > η , 

Z u n ä c h s t s t e l l e n w i r f e s t , d a ß d i e R e l a t i o n X t x n t - s ^ ( x , n ) 

e l e m e n t a r i s t . Es g i l t n ä m l i c h 

t = s
w
( x , n ) «- K ( p , < x , n > , t ) = K ( p , < x , n > , t + l ) 

A ->
u
^

t
 K ( p , < x , n > , u ) = K ( p , < x , n ) , u + l ) . 

V i r d e f i n i e r e n j e t z t e i n e F u n k t i o n Ψ d u r c h d i e F o r d e r u n g e n 

Ί ( x , t ) = W(x,n) , f a l l s s
T ?
( x , n ) ^ t < s ,

7
( x , n + l ) , und w ( x , t ) - 0 

f ü r t < s
w
( x , 0 ) . W i s t e l e m e n t a r , denn es g i l t 
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W (χ,ο) « ο 

f W * (
x
, t ) f a l l s -

n
V

t + 1
 s

w
( x , n ) - t + 1 

W ( x , t + l ) = 

t
D ( K ( p , ( x , μ [ s ^ ( x , n ) = t + 1 ] ) , t + 1 ) ) s o n s t 

n < t + 1 

= h ( x , t , W ( x , t ) ) , h e l e m e n t a r , h ( x , t , y ) 

< m a x ( y , t + 1 ) 

T f

 e r f ü l l t s c h o n f a s t a l l e i n 4 ) g e s t e l l t e n A n f o r d e r u n g e n 5 es f e h l t 

n u r n o c h das e c h t e V a c h s t u m d o r F u n d a m e n t a l i e i g e n , v v i r d e f i n i e r e n 

d e s h a l b 

W.(x,n) = N
n

( Y * ( x , n ) ) , 

w o b e i N
n

 d i e n - f a c h i t e r i e r t e "ITachf o l g e r f u n k t i o n " 

Ν := λχ <(χ) , ( x ) +1> b e d e u t e t . Xny N
n

( y ) i s t e l e m e n t a r , da Κ 

s u b e l e m e n t a r i s t ( v g l . 1 . 1 , S . 9 u n d 1 . 2 , S . 1 2 ) . W
1

 h a t j e t z t a l l e 

i n 4 ) g e f o r d e r t e n E i g e n s c h a f t e n * 
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2o A n s ä t z e z u r V e r w e n d u n g d e r k o n s t r u k t i v e n O r d i n a l z a h l e n a l s 

" K o m p l i z i e r t h e i t s m a ß '
1

 f ü r r e k u r s i v e F u n k t i o n e n ; K o l l a p s - S ä t z e 

2 . 1 R e k u r s i o n e n l ä n g s r e k u r s i v e r
 v r

o h l o r d n u n g e n 

Der n a h e l i e g e n d s t e A n s a t z z u r Messung d e r " K o m p l i z i e r t h e i t " r e k u r s i v e r

F u n k t i o n e n d u r c h k o n s t r u k t i v e O r d i n a l z a h l e n i s t d i e B e t r a c h t u n g v o n 

R e k u r s i o n e n l ä n g s r e k u r s i v e r V o h l o r d n u n g e n immer g r ö ß e r e r O r d n u n g s ­

t y p e n . E i n p o s i t i v e s R e s u l t a t i n d i e s e r R i c h t u n g stammt v o n R o s z a 

P e t e r , d i e g e z e i g t h a t , d a ß s i c h m i t η-fachen e i n g e s c h a c h t e l t e n 

R e k u r s i o n e n b e i wachsendem η immer r e i c h e r e F u n k t i o n e n k l a s s e n 

1 ) 

e r z e u g e n l a s s e n
 7

 5 n - f a c h e R e k u r s i o n e n k a n n man a u f f a s s e n a l s 

R e k u r s i o n e n l ä n g s e i n e r s p e z i e l l e n , " n a t ü r l i c h e n " Y / o h l o r d n u n g vom 

Typ ω
Π

 . V i r w o l l e n h i e r z u n ä c h s t e i n e n a u f l i y h i l l u n d R o u t l c d g e 

2 ) 

z u r ü c k g e h e n d e n S a t z b e w e i s e n , d e r a u s s a g t , d a ß man m i t den e l e m e n ­

t a r e n O p e r a t i o n e n u n d n u r e i n e r R e k u r s i o n l ä n g s e i n e r e l e m e n t a r e n 

V o h l o r d n u n g vom T y p ω j e d e r e k u r s i v e F u n k t i o n e r h a l t e n k a n n , 

l i y h i l l n e n n t d i e s e n S a t z "a s t u m b l i n g b l o c k i n c o n s t r u c t i v e m a t h e ­

m a t i c s " ; aus i h m e r g i b t s i c h i n s b e s o n d e r e , d a ß das P e t e r s c h e R e s u l t a t 

w e s e n t l i c h v o n d e r s p e z i e l l e n G e s t a l t d e r v e r w e n d e t e n V o h l o r d n u n g e n 

a b h ä n g t . V e i t e r b e w e i s e n w i r m i t e i n e r ä h n l i c h e n H e t h o d e , d a ß e i n 

e n t s p r e c h e n d e r " K o l l a p s " a uch d ann n o c h a u f t r i t t , wenn man n u r 

b e s c h r ä n k t e R e k u r s i o n e n z u l ä ß t . 

D e f i n i t i o n e i n e r P a a r f u n k t i o n ρ und i h r e r U m k e h r f u n k t i o n e n ρ
 i ?

p s 

Σ 

i ^ x + y 

i 4- χ 

μ [ z= Σ + P
2 1

( z ) ] 

;

 S i e h e [ 1 2 ] . 
2 /

 V g l . L i y h i l l [ l l ] ( o 

R o b b i n [ 1 3 ] . 

hne B e w e i s ) , R o u t l e d g e [ 1 5 ] o d e r auch l a u L B J 
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ρ25 9 Ρ22
 s

^
n c

* e l e m e n t a r ( s o g a r s u b e l e m e n t a r ) u n d es g i l t 

p
2 1

( p
2
( * > y ) )

 = x 

p
2 2

( p
2
( x > y ) )

 ä

 y 

P
2
( P

2 1
( z ) , P

2 2
( z ) ) « ζ . 

S a t z : Zu j e d e r r e k u r s i v e n F u n k t i o n f g i b t es e i n e e l e m e n t a r e 

W o h l o r d n u n g < d e r n a t ü r l i c h e n Z a h l e n vom Typ ω und e i n e r e k u r s i v e 

P u n k t i o n h d e r a r t , d a ß f e l e m e n t a r i s t i n h und h d e f i n i e r t 

w e r d e n k a n n i n d e r Form 

h ( 0 ) = 0 

h ( u ) = 1 + h ( g ( u ) ) f ü r u^O , 

w o b e i g e i n e e l e m e n t a r e F u n k t i o n i s t m i t g ( u ) - < u f ü r u/O
 3 

B e w e i s : O f f e n b a r g e n ü g t e s , den S a t z f ü r e i n s t e l l i g e F u n k t i o n e n f 

zu b e w e i s e n , ρ s e i d i e G ö d e l n u m m e r e i n e r R e g i s t e r m a s c h i n e z u r 

B e r e c h n u n g v o n f und s
f
 d i e z u g e h ö r i g e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n | 

oBdA s e i s ^ ( x ) ^ 1 f ü r a l l e χ . Man b e a c h t e z u n ä c h s t , d a ß d i e 

R e l a t i o n λΐχ t < s ^ ( x ) e l e m e n t a r i s t : 

t < s
f
( x ) - K ( p , < x > , t ) £ K ( p , < x > , t + 1 ) 

(K i s t d i e " K o n f i g u r a t i o n s f u n k t i o n " $ s. 1.5, S . 1 8 ) . D i e P a a r e ( t , x ) 

m i t t < s ^ ( x ) denke man s i c h w i e f o l g t w o h l g e o r d n e t : 

« ( t
2 >

X
2
) ~ Χ

1
 < X

2
 V ( X

1 =
= X

2
 Λ t ^ t g ) 

Β s e i das B i l d a l l e r d i e s e r P a a r e u n t e r d e r A b b i l d u n g 

Xtx p
2
( t , x ) + 1 , a l s o 

B u :

~ t s u x < u
 ( t < S

f
( x ) A

 P
2
(

t

^
x

)
+ 1

 =
 u

) 

Β i s t e l e m e n t a r . D i e " i n d u z i e r t e
1 1

 V f o h l o r d n u n g v o n Β l ä ß t s i c h n u n 

l e i c h t zu e i n e r W o h l o r d n u n g a l l e r n a t ü r l i c h e n Z a h l e n m i t 0 a l s 

e r s t e m E l e m e n t e r g ä n z e n (man b e a c h t e -ιΒΟ, B1 ) : 

b ( u ) .- f ^
a s

 g r ö ß t e ν < u m i t Bv f a l l s u^O 

[θ s o n s t 

μ [Βν Λ Λ (Bw -ν v; < v ) ] 

v < u 7/<U 

t ( u ) := P
2 1

( b ( u ) - 1) 

x ( u ) := p
2 2

( b ( u ) - 1) 
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u < v [u^O Λ ( x ( u ) < x ( v ) 

V ( x ( u ) = x ( v ) Λ t ( u ) > t ( v ) 

V ( x ( u ) e x ( v ) Λ t ( u ) = t ( v ) Λ U < v ) ) ] 

v [ u = 0 Λ V^O] 

< i s t a l s o e i n e e l e m e n t a r e V o h l o r d n u n g d e r n a t ü r l i c h e n Z a h l e n m i t 0 

a l s e r s t e m E l e m e n t * I.ian b e t r a c h t e j e t z t d i e P u n k t i o n 

{
' P

2
( t + 1 , x ) + 1 f a l l s u = p

2
( t , x ) + 1 , t + 1 < s

f
( x ) 

0 s o n s t 

| P
2
( t ( u ) + 1 , x ( u ) ) + 1 f a l l s Bu , t ( u ) + 1 < s

f
( x ( u ) ) 

(0 s o n s t . 

O f f e n b a r i s t f ü r a l l e u^O g ( u ) - < u und v o n ρ
2
(θ,χ) + 1 f ü h r e n 

g e n a u s ^ ( x ) g-Anwendungen a u f 0 . W e i t e r i s t g e l e m e n t a r . S e t z t 

man a l s o 

h ( 0 ) :« 0 

h ( u ) := 1 + h ( g ( u ) ) f ü r u^O, 

• i: 

so g i l t 

s
f
( x ) = h ( p

2
( 0 , x ) + l ) . 

D a r a u s f o l g t d i e B e h a u p t u n g wegen 

f ( x ) - D( K ( p , < x > , s
f
( x ) ) ) . 

Es l i e g t n a h e , d a ß man d i e s e n " K o l l a p s " d a d u r c h z u v e r m e i d e n s u c h t , 

d a ß man n u r b e s c h r ä n k t e R e k u r s i o n e n z u l ä ß t . Zu d i e s e r V o r g e h e n s w e i s e 

e r m u t i g t a uch e i n R e s u l t a t v o n Rosza P e t e r , d a ß n ä m l i c h b e s c h r ä n k t e 

m e h r f a c h e R e k u r s i o n e n n i c h t aus dem B e r e i c h d e r p r i m i t i v - r e k u r s i v e n 

1) 

P u n k t i o n e n h i n a u s f ü h r e n . Es z e i g t s i c h a b e r , d a ß man den K o l l a p s 

a u f d i e s e Weise n i c h t v e r h i n d e r n k a n n . 

S a t z ; Zu j e d e r r e k u r s i v e n 0 - 1 - P u n k t i o n g i b t es e i n e e l e m e n t a r e 

^ o h l o r d n u n g -< d e r n a t ü r l i c h e n Z a h l e n vom Typ ω und e i n e r e k u r s i v e 

0 - 1 - P u n k t i o n h d e r a r t , d a ß f e l e m e n t a r i s t i n h und h 

d e f i n i e r t w e r d e n k a n n i n d e r Form 

h ( 0 ) = 0 

h ( u ) = g
Q
( u , h ( g ( u ) ) f ü r u^O 

h ( u ) < 1 , 

w o b e i S>SQ e l e m e n t a r s i n d u n d g ( u ) - < u f ü r u^O . 

1

^ S i e h e [ l 2 ] , S.94 
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Zum B e w e i s g e h e n w i r v o r w i e b e i m B eweis des v o r a n g e h e n d e n S a t z e s 5 

man k a n n d i e s e n B e w e i s b i s z u r D e f i n i t i o n v o n g e i n s c h l i e ß l i c h 

w ö r t l i c h ü b e r n e h m e n . D e f i n i e r t man dann 

h ( 0 ) := 0 

f h ( g ( u ) ) f a l l s g ( u ) ^ 0 

h ( u ) { f ü r u ^ 0 ; 

( s g ( D ( K ( p , < x ( u ) > , t ( u ) + l ) ) ) s o n s t 

so g i l t h ( u ) s 1 u n d es f o l g t f ( x ) = h ( p
2
( 0 , x ) + l ) u n d d a m i t 

d i e B e h a u p t u n g . 

2.2 D i e L i e t h o d e v o n K l e e n e 

E i n w e i t e r e r A n s a t z z u r V e r w e n d u n g d e r k o n s t r u k t i v e n O r d i n a l z a h l e n 

a l s " K o m p l i z i e r t h e i t s m a ß
1 1

 f ü r r e k u r s i v e P u n k t i o n e n i s t v o n K l e e n e 

i n [ 7 ] b e h a n d e l t w o r d e n . B e i d i e s e m V e r f a h r e n g e h t man aus v o n e i n e r 

e f f e k t i v e r z e u g t e n P u n k t i o n e n k l a s s e , e t w a d e r K l a s s e d e r e l e m e n t a r e n 

P u n k t i o n e n . E i n e s o l c h e P u n k t i o n e n k l a s s e k a n n man e r w e i t e r n d u r c h 

K o n s t r u k t i o n e i n e r A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n . B e t r a c h t e t man dann d i e i n 

d i e s e r A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n e l e m e n t a r e n P u n k t i o n e n , so l ä ß t s i c h das 

V e r f a h r e n i t e r i e r e n . E i n e P o r t s e t z u n g i n s T r a n s f i n i t e g e l i n g t d u r c h 

D i a g o n a l i s i e r u n g l ä n g s F u n d a m e n t a l f o l g e n , d i e d i e j e w e i l i g e n L i m e s ­

z a h l e n a p p r o x i m i e r e n . A u f d i e s e
 T

7 e i s e e r h ä l t man z u j e d e m A b s c h n i t t 

d e r O r d i n a l z a h l e n m i t z u g e h ö r i g e m System v o n P u n d a m e n t a l f o l g e n e r s t 

e i n e H i e r a r c h i e v o n P u n k t i o n e n Ε und d a n n « i n d e m man d i e i n Ε 

α α 
e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n z u s a m m e n f a ß t , a u c h e i n e a u f s t e i g e n d e H i e r a r c h i e 

v o n P u n k t i o n e n k l a s s e n -C . Der k r i t i s c h e P u n k t d i e s e r K o n s t r u k t i o n 
α 

i s t o f f e n b a r d i e Wahl d e r P u n d a m e n t a l f o l g e n ; w i r b e t r a c h t e n h i e r 

s t a t t A b s c h n i t t e n d e r O r d i n a l z a h l e n r e k u r s i v e \ 7 o h l o r d n u n g e n v o n 

n a t ü r l i c h e n Z a h l e n ( d i e g e w i s s e n a h e l i e g e n d e B e d i n g u n g e n e r f ü l l e n ) 

u n d l a s s e n dann n u r e l e m e n t a r e Systeme v o n P u n d a m e n t a l f o l g e n z u . 

T r o t z d e m e r g i b t s i c h e i n "ω - K o l l a p s " , d . h . j e d e r e k u r s i v e P u n k t i o n 

i s t s c h o n i n e i n e m <£
ω
 e n t h a l t e n . S p ä t e r ( i n 3·5) w e r d e n w i r 

b e w e i s e n , d a ß b e i Z u g r u n d e l e g u n g e i n e r s p e z i e l l e n , " n a t ü r l i c h e n " 

v / o h l o r d n u n g vom Typ ω
ω

 k e i n K o l l a p s mehr a u f t r i t t . H i e r z e i g e n w i r 

n o c h , d a ß es d a b e i w e s e n t l i c h i s t , s i c h a u f e l e m e n t a r e Systeme v o n 

P u n d a m e n t a l f o l g e n z u b e s c h r ä n k e n ; V e r l a n g t man n u r , d a ß j e d e e i n z e l n e 

file:///7ohlordnungen
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F u n d a m e n t a l f o l g e e l e m e n t a r i s t , so e r h ä l t man auch i n diesem F a l l 
2 

e i n e n K o l l a p s , u n d zwar bei ω · E i n ä h n l i c h e r S a t z i s t m i t e i n e r 

a n d e r e n M e t h o d e v o n F e f e r m a n i n [ 2 ] bewiesen worden. 

V i r beginnen m i t d e r K o n s t r u k t i o n e i n e r " A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n " 

ĥ# h 1 } 
e i *

# #

*
 1

 f ü r d i e i n h^,..,,h^ e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n ' 5 allgemein 

v e r s t e h e n wir u n t e r e i n e r A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r e i n e K l a s s e Λ 

z a h l e n t h e o r e t i s c h e r F u n k t i o n e n e i n e z w e i s t e l l i g e F u n k t i o n Ε , die 

f o l g e n d e s l e i s t e t : 

1) J e d e s f € <k läßt s i c h m i t e i n e r g e e i g n e t e n Z a h l i d a r s t e l l e n 

i n d e r Form X # E ( i , < ( g ) ) . 

2 ) F ü r j e d e s η > 0 d u r c h l a u f e n d i e F u n k t i o n e n 

λχ^...χ
η
 E ( i , ( x ^ , · • » >

x

n
) ) f 1 * 0 , 1 , 2 , · . · , genau die n - s t e l l i g e n 

F u n k t i o n e n aus <h ( i . a . m i t W i e d e r h o l u n g e n ) . 

h ^ , . . » , h ^ s e i e n F u n k t i o n e n m i t den S t e l l e n z a h l e n η^,.·.,η^ . 

Z u n ä c h s t w i r d j e d e r i n h ^ , . , . , h ^ e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e i n " I n d e x " 

z u g e o r d n e t . h
1 > #

« . « h , u n d d i e A u s g a n g s f u n k t i o n e n e r h a l t e n d i e 

2 ) 
f o l g e n d e n I n d i z e s

 7

: 

< 0 , n 1 f 1 > 

h
1
 < 0 , n

1
, l > 

^ <1,n,m> 

c ; <2,n,m> 

x + y 0 , 2 > 

χ-y <4,2> 

Haben ί »δ^ » · · · > &
Γ
 s c h o n I n d i z e s ΐ»5^>···>0

Γ
 » so s o l l e n d i e i n 

d e r f o l g e n d e n A u f s t e l l u n g l i n k s s t e h e n d e n F u n k t i o n e n d i e r e c h t s 

s t e h e n d e n I n d i z e s e r h a l t e n : 

f(e
1
(-jr)».».»fif

r
('j?)) < 5 , n , i , j

1
, . . . , j

r
> 

Σ f ( ^ , z ) < 6,n+ 1,i> 
z< y 

Π f ( * , z ) < 7,n+ 1,i> 
z < y 

1

) V g l . K l e e n e [ 7 ] , S . 7 0 u . 7 4 ·
 2

^ Zu < x
Q
, . . . , x

n
) u nd ( x ) , 

v g l . 1 . 2 . P u r ( ( x ) ) s c h r e i b e n w i r w i e ü b l i c h ( x ) v v y

y
y

z
 v y

y , z 
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• 7 i r s c h r e i b e n I n * *
1

 * '
 , n

* i , um a u s z u d r ü c k e n , d a ß i e i n a u f d i e 

angegebene V'eise k o n s t r u i e r t e r I n d e x e i n e r i n , . . . e l e m e n t a r e n 

P u n k t i o n i s t . ι
η

η,

>···
η

1 i
s

t e l e m e n t a r , d e n n es e r f ü l l t d i e f o l g e n d e 

V / e r t v e r l a u f s r e k u r s i o n : 

I n
 1 1

1 <-> i » < 0 , n 1 f 1 > ν . . . ν ΐ ^ Ο ,η ^Ι ) 

ν ( i = < 1 , ( i )
1
, ( i )

2
> Λ 1 < ( i )

2
< ( i ) . , ) 

ν i = < 2 , ( i )
1 f

( i )
2
> 

ν i = < 3 , 2 > 

ν i = < 4 , 2 > 

ν ( ( i )
0

-
5
 Λ Ιη

η

ι · · ·
η

1 ( ΐ )
2
 Λ l ( i ) - ( i )

2 1 +
3 

ι(±μι 
Α Λ ( l n

n

1 " '
n

i ( i ) A ( i ) - ( ! ) ) ) 
p=3 Ρ P'

1 1 

ν ( i = < 6 , ( i )
1
, ( i )

2
> Λ i

s
( i )

r
( i )

2 f 1
) 

ν ( i = <
7
, ( i )

1
, ( i )

2
> Λ 1 s ( i )

1
= ( i )

2 ) 1
) 

h h 

D i e z u k o n s t r u i e r e n d e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n e l
 1

" *
# 1

 f ü r d i e i n 

h ^ , . . . , h ^ e l e m e n t a r e n P u n k t i o n e n l ä ß t s i c h d u r c h e i n e Y/er t v e r l a u f s~ 

r e k u r s i o n n a c h i d e f i n i e r e n ( w i r s c h r e i b e n / f ü r h ^ , . . , , h ^ ) : 

e l ^ ( i , x ) : = 

h
1
( ( x )

Q
, . . . , ( x )

n
^

1
) f a l l s I n

n i

' "
n

l i Λ ( i )
Q
= 0 Λ ( i )

2
« l 

• · · 

h
l
( ( x )

Q
, . . . , ( x )

n i
_

1
) » " Λ ( i ) Q - 0 Λ ( i )

2
= l 

U)
( i
)

2
,

1
 » " Α ( 1 )

0
. 1 

( i )
2
 " "

 Λ

 ( i )
0

-
2 

( x )
0
+ ( x )

1
 " " Λ ( i ) Q - 5 

( x )
0
- ( x )

1
 " " Λ ( i ) Q = 4 

θΐ'((ΐ)
2
,<·1

,

((0
3
.χ),...,β1

/

((ΐ)
ι(ι

μ
1
,χ)>) f a l l s I n

n

1 "
n

l i Λ ( i )
Q
= 5 

Σ e l * ( ( i ) , < ( x ) , . . . , ( x ) , ν , z » » · ' Λ ( i ) - 6 
z <

W ( i ) ^ 1 ( ) 1 

Π e l * ( ( i ) , < ( x ) , . . . , ( * ) , , ^
2
, ζ » " " Λ ( i ) =7 

z < ( x )
( i

)
i A l

 * 

0 s o n s t 
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e l i s t n i c h t e l e m e n t a r i n h
1
, . . . , h

1
 , denn s o n s t g ä b e es e i n i ^ 

l i t e l * ( x , < x » + 1 = e l * ( i
o f

< x » f ü r a l l e m i t e l * ( x , \ x / ) + 1 = ε1*(ί^,\χ)) f ü r a l l e χ ; s e t z t man χ = i ^ , 

so f o l g t e i n W i d e r s p r u c h . 

D e f i n i e r t man j e t z t E
Q
( i , x ) : = 0 , E

n + 1
: = e l

 n

 u n d i ^ : = g ( E
n
) , 

so e r h ä l t man e i n e e c h t a u f s t e i g e n d e F o l g e v o n F u n k t i o n e n k l a s s e n 

£^
9
 £^> £^9··. · E i n e F o r t s e t z u n g i n s T r a n s f i n i t e i s t m ö g l i c h , wenn 

i n e i n e m A b s c h n i t t d e r O r d i n a l z a h l e n z u j e d e r L i m e s z a h l λ e i n e 

λ a p p r o x i m i e r e n d e F u n d a m e n t a l f o l g e λ[θ], λ[ΐ], λ [ 2 ] , . . . gegeben 

Ε 
i s t : i l a n d e f i n i e r t E ^ ( i , x ) : = 0 , Ε .:= e l

 α

 , E , ( i , x ) : = 
U 0C+ ι Λ ^ \ 

Ε
λ
^

±
^ j ( ( i )

1
, x ) u n d £

α
 := £(Ξ

α
) 5 es g i l t dann £ ^ c £ ^ f ü r α<β 

O f f e n b a r h ä n g t d i e s e K o n s t r u k t i o n w e s e n t l i c h v o n d e r -
: r

ahl d e r Funda­

m e n t a l f o l g e n a b .
 v r

i r r e p r ä s e n t i e r e n h i e r O r d i n a l z a h l a b s c h n i t t e d u r c h 

r e k u r s i v e V o h l o r d n u n g e n v o n n a t ü r l i c h e n Z a h l e n ( d i e g e w i s s e B e d i n ­

gungen e r f ü l l e n , w e l c h e s i c h e r s t e l l e n , d a ß d i e E^ r e k u r s i v s i n d ) 

und l a s s e n dann n u r e l e m e n t a r e Systeme v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n z u . 

Es s e i e n a l s o < e i n e r e k u r s i v e ' ^ o h l o r d n u n g v o n n a t ü r l i c h e n Z a h l e n 

und V/ e i n e z w e i s t e l l i g e e l e m e n t a r e F u n k t i o n m i t f o l g e n d e n E i g e n ­

s c h a f t e n ( v g l . 1.4): 

1) < und Fe l d ( - < ) s i n d r e k u r s i v . 

2) Es g i b t e i n e e i n s t e l l i g e e l e m e n t a r e F u n k t i o n U , d i e a u f ei n e m 

b e l i e b i g e n χ e F e l d ( - < ) den w e r t 0 ( 1 , 2) a n n i m m t , wenn χ 

d e r N u l l ( e i n e r N a c h f o l g e r z a h l , e i n e r L i m e s z a h l ) e n t s p r i c h t . 

Genauers F ü r e i n b e l i e b i g e s χ e F e l d ( * < ) i s t 

0 f a l l s -iV y ^ c x 

ü ( x ) = { 1 f a l l s
 v

( y < x Α -iV γ< ζ < x ) 

2 s o n s t . 

3) Es g i b t e i n e e i n s t e l l i g e e l e m e n t a r e F u n k t i o n V , d i e je d e m 

χ e F e l d ( < ) , das e i n e r N a c h f o l g e r z a h l e n t s p r i c h t , d i e " B e z e i c h n u n g
1 

des V o r g ä n g e r s z u o r d n e t . Genauer: F ü r a l l e χ e F e l d ( < ) m i t 

ü ( x ) = 1 i s t 

V ( x ) = μy[y-<x Λ -iV y < z « < x ] 
ζ 

TT~7.— 
' H i t c b e z e i c h n e n w i r d i e e c h t e I n k l u s i o n . 
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h ( y , i , x ) as 

4 ) E n t s p r i c h t χ e F e l d ( - < ) e i n e r L i m e s z a h l , so b e z e i c h n e n W ( x , 0 ) , 

W ( X , 1 ) , W ( x , 2 ) , . . . d i e G l i e d e r e i n e r P u n d a m e n t a l f o l g e f ü r d i e s e 

L i m e s z a h l . Genauer: F ü r a l l e χ e Peld(«<) m i t U ( x ) = 2 g i l t 

Λ W(x,n) < W (
x
, n + 1 ) -< χ 

A ( y < χ - V y < W ( x , n ) ) . 

D e f i n i t i o n : 

λϊχ Ε .
 v
. „ / \ ( i , x) 

^ . r f . U y ; f a l l s U ( y ) = 1, y e P e l d ( < ) 

E ^
T
,

T > y
( i , x ) := l E ^ w > w ( y > ( i ) )

( ( i )
1
, x ) f a l l s ü ( y ) = 2 , y e P e l d ( < ) 

[θ ^ s o n s t 

S a t z : F ü r a l l e y i s t λίχ Ε .
 r r
 ( i , x ) r e k u r s i v . 

<^
, r

,y 

B e w e i s : Nach dem R e k u r s i o n s t h e o r e m ^ g i b t es e i n e p a r t i e l l r e k u r s i v e 

F u n k t i o n h m i t 

e l
X i x h ( V

^ ^
i

'
X

) ( i , x ) f a l l s U ( y ) - 1 , y e F e l d ( < ) 

h ( w ( y , ( i )
Q
) , ( i )

1
, x ) f a l l s ü ( y ) = 2 , y e F e l d ( < ) 

0 s o n s t 

D u r c h t r a n s f i n i t e < - I n d u k t i o n n a c h y b e w e i s t man, d a ß h ü b e r a l l 

d e f i n i e r t i s t .
 l

7egen E ^ ^ ^ ( i , x ) » h ( y , i , x ) f o l g t d i e B e h a u p t u n g . 

D e f i n i t i o n : ·£,
 m
 := £ ( E ^ , .... ) 

Z u r S c h r e i b w e i s e : Im f o l g e n d e n l a s s e n w i r den Z u s a t z <,\7 weg, wenn 

M i ß v e r s t ä n d n i s s e n i c h t z u b e f ü r c h t e n s i n d . E n t s p r i c h t y e F e l d ( K ) d e r 

O r d i n a l z a h l α , so s c h r e i b e n w i r s t a t t y a u c h α . E n t s p r i c h t 

y e F e l d ( < ) e i n e r L i m e s z a h l λ , so s c h r e i b e n w i r f ü r d i e G l i e d e r 

^(y>°)>^(y>
1

)>···
 d e r

 z u g e h ö r i g e n F u n d a m e n t a l f o l g e auch λ[ο],λ[ι],.
βe 

Nach 1 .4 l ä ß t s i c h j e d e k o n s t r u k t i v e O r d i n a l z a h l ξ d u r c h e i n 

P a a r m i t den a ngegebenen E i g e n s c h a f t e n " d a r s t e l l e n " (d.h.-

K l = ζ ) . Eben haben w i r b e s c h r i e b e n , w i e man z u j e d e r s o l c h e n 

D a r s t e l l u n g v c n ς e i n e e c h t a u f s t e i g e n d e H i e r a r c h i e v o n P u n k t i o n e n ­

k l a s s e n π 9 cc < ξ k o n s t r u i e r e n k a n n . Es l i e g t j e t z t n a h e , 

1

) K l e e n e [ 6 ] , S . 3 5 2 
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d a ß man j e d e r k o n s t r u k t i v e n O r d i n a l z a h l α e i n e v o n D a r s t e l l u n g e n 

u n a b h ä n g i g e P u n k t i o n e n k l a s s e z u o r d n e t , e t w a i n d e m man " a l l e £ " 

v e r e i n i g t . L e i d e r i s t d i e s e r A n s a t z n i c h t d u r c h f ü h r b a r , denn man 

e r h ä l t s c h o n a u f dem N i v e a u ω a l l e r e k u r s i v e n P u n k t i o n e n . 

S a t z : Jede r e k u r s i v e P u n k t i o n l i e g t i n e i n e m £ . Genauer: Zu j e d e r 

r e k u r s i v e n P u n k t i o n f g i b t es e i n P a a r <,W m i t den oben angege­

benen E i g e n s c h a f t e n , so d a ß g i l t f e ,
π 

B e w e i s : OBdA s e i f e i n s t e l l i g , ρ s e i d i e G ö d e l n u m m e r e i n e r 

R e g i s t e r m a s c h i n e z u r B e r e c h n u n g v o n f u n d s ^ d i e z u g e h ö r i g e 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n . D i e R e l a t i o n λΐχ t = s ^ ( x ) i s t dann e l e m e n t a r , 

denn es g i l t 

t -
S f

( x ) - K ( p , < x > , t ) = K ( p , < x > , t + l ) 

Λ - i j
t
 K ( p , < x > , u ) = = K ( p , < x > , u + l ) 

T

7 i r d e f i n i e r e n j e t z t < und W d u r c h 

< 0 , s f ( 0 ) > < . . . < < 0 , 1 > < < 0 , 0 > << 

< 1 , 8
f
( l ) > < · . . < < 1 , 1 > < < 1 , 0 > < 

< x , s
f
( x ) > < < x , 1 > < < x , 0 > < 

. . . 
< < 0 , 0 , 1 > 

(y n) - /<
n

>°>
 f a l l s

 ^<°>°>
1

> ΚΥ,η) · - J o s o n s t . W 

O f f e n b a r e r f ü l l e n -<,W d i e E i g e n s c h a f t e n 1) b i s 4 ) ; < u n d P e l d ( < ) 

s i n d s o g a r e l e m e n t a r . < h a t den O r d n u n g s t y p ω+1 , u n d v o n 

ω[η] = ( n , 0 ) f ü h r e n g e n a u η + Σ s ^ ( z ) " V o r g ä n g e r - S c h r i t t e " 

z<n 

a u f das N u l l e l e m e n t ( 0 , s ^ ( 0 ) ) . I I an w ä h l e n u n e i n i ^ s o , d a ß 

f ü r a l l e χ g i l t e l
h

( i p , ( x ) ) » h ( x , ( x ) ) + 1 , a l s o a u c h 

D a r a u s e r g i b t s i c h 

V ^ V ' ^ O » -
 Ε

ω [ χ ] ( ί 0 ' < : 1 0 » 

- E
0
( i

0
, < i

0
» + χ + Σ s

f
( z ) 

> s
f
( x ) . 
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I n £ l i e g t a l s o e i n e I l a j o r a n t e s « v o n s „ . Vegen 
ω Γ ι 

f ( x ) = D ( K ( p , < x > , s J ( x ) ) ) ( v g l . 1 . 3 ) f o l g t d a r a u s f e ^
ω
 . 

S p ä t e r ( i n 3 · 5 ) w e r d e n w i r b e w e i s e n , d a ß b e i Z u g r u n d e l e g u n g e i n e r 
ω 

s p e z i e l l e n , " n a t ü r l i c h e n "
 r T

o h l o r d n u n g < ^ vom Typ ω k e i n K o l l a p s 

mehr a u f t r i t t . I n d i e s e r
 T

O h l o r d n u n g e n t s p r i c h t d e r O r d i n a l z a h l 

ω
η

χ^ + • . . + ωχ^ + XQ d i e Z a h l (χ^,χ^,... , x ^ ) ; g e n a u e r g i l t 

x ^
0
y

 2 ( J j l

(
x

)
i
 < 2 t o ^ y ^ . 

i i 

H i e r z e i g e n w i r n o c h , d a ß es d a b e i w e s e n t l i c h i s t , s i c h a u f e l e m e n t a r e

Systeme v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n z u b e s c h r ä n k e n . V e r l a n g t man n u r , d a ß 

j e d e e i n z e l n e F u n d a m e n t a l f o l g e e l e m e n t a r i s t , so e r h ä l t man au c h b e i 

2 
Verw e n d u n g d e r

 T 7

o h l o r d n u n g < e i n e n K o l l a p s , u n d zwar b e i ω 

S a t z : Zu j e d e r r e k u r s i v e n F u n k t i o n f g i b t es e i n r e k u r s i v e s S ystem 

Q e l e m e n t a r e r F u n d a m e n t a l f o l g e n b z g l . so d a ß f e £ 2 · 

Genauer w i r d v o n Q v e r l a n g t , d a ß λχη Q ( x , n ) r e k u r s i v i s t u n d d a ß 

f ü r j e d e s χ m i t (χ)^=0 g i l t 

λη Q ( x , n ) e l e m e n t a r 

Λ Q ( x , n ) <
0
Q ( x , n + l ) <

0
x 

Λ ( y «
0

X

 - V y <
0
Q ( x , n ) ) . 

B e w e i s : OBdA s e i f e i n s t e l l i g ; s^ s e i e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n 

z u f . O f f e n b a r k a n n man e i n Q m i t den v e r l a n g t e n E i g e n s c h a f t e n 

so f e s t l e g e n , d a ß g i l t 

'<0,η) f a l l s y = < 0 , 0 , 1 > 
Q ( y , n ) = 

( s
f
( c ) + n , c ) f a l l s y=(o,c+l), 

a l s o
 ω

^ [
η

]
 = ω η 

ω ( c + l ) [ n ] = ωο + s
f
( c ) + η 

•
r

ählt man n u n w i e i m B e w e i s des v o r i g e n S a t z e s e i n i m i t 
h ^ 

e l (ίφ,(χ)) = h ( x , ( x ) ) + 1 , so e r g i b t s i c h 

E
2
« x

+
1 , < x , i

0
» , < i

0
» = Ε

ω ( χ + Ι )
( <χ ,χ

0
> , < ί

0
» 

= S

W
x + s

f
( x ) + x ^

i

O
,

^
i

O ^ 

= Ξ

ωχ(
ί

Ο'<
ί

Ο>
) + S

f
( x ) + X 

> s
f
( x ) . 
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Es g i b t a l s o e i n s~ i n °C p. D a r a u s f o l g t w i e d e r f e «C ρ> denn 
ι ω ω 

f i s t e l e m e n t a r i n e i n e m b e l i e b i g e n s~ « 

2 . 3 E r w e i t e r u n g e n d e r G r z e g o r c z y k - H i e r a r c h i e 

Ä h n l i c h w i e eben d i e " s u b r e k u r s i v e n K l e e n e - H i e r a r c h i e n " k a n n man 

z u j e d e m A b s c h n i t t d e r O r d i n a l z a h l e n m i t z u g e h ö r i g e m System v o n 

F u n d a m e n t a l f o l g e n e i n e E r w e i t e r u n g d e r G r z e g o r c z y k - H i e r a r c h i e 

k o n s t r u i e r e n : l i a n d e f i n i e r t F u n k t i o n e n F^ , u n d zwar aus F Q ( X ) = 2
X 

d u r c h I t e r a t i o n F ^ ^ ( x ) = F * ( 1) b e i N a c h f o l g e r z a h l e n u n d D i a g o n a l i -

s i e r u n g F ^ ( x ) = m a x * \ [
η

] (
χ

) ^ e i L i m e s z a h l e n und b e t r a c h t e t dann 

n^x 
1 ) d i e K l a s s e n ^ d e r i n F^ e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n . B e i d e r 

U n t e r s u c h u n g d i e s e r H i e r a r c h i e n k ö n n e n w i r g e n a u w i e i n 2.2 v o r g e h e n 

i n s b e s o n d e r e e r g e b e n s i c h d i e s e l b e n K o l l a p s - S ä t z e . 

-<,W s e i e n w i e i n 2.2, S.28 g e w ä h l t . 

D e f i n i t i o n : 

f
 2

X 

f a l l s y e F e l d ( K ) , U ( y ) = 0 

f a l l s " , U ( y ) = 1 , x= 0 

F ../
 N

( F ^ ( X * 1 ) ) f a l l s 

f a l l s max F ,
 w
 \ ( x ) 

n
<

x
 «<,W,tf(y,n)

v

 ' 

\ 0 s o n s t 

, x^O 

, U ( y ) - 2 

Aus dem R e k u r s i o n s t h e o r e m e r g i b t s i c h w i e d e r , d a ß λyx F
 u λ

 { 

und d a m i t auch a l l e F u n k t i o n e n λχ F ,.
r
 ( x ) r e k u r s i v s i n d . Z u r 

S c h r e i b w e i s e t r e f f e n w i r d i e s e l b e n V e r e i n b a r u n g e n w i e i n 2 , 2 , S . 2 9 « 

' E i n e ä h n l i c h k o n s t r u i e r t e H i e r a r c h i e £ , η < ω v o n K l a s s e n 

p r i m i t i v - r e k u r s i v e r F u n k t i o n e n h a t G r z e g o r c z y k i n [ 3 ] u n t e r s u c h t . 

Zu d e r h i e r b e t r a c h t e t e n V e r a l l g e m e i n e r u n g v g l . R o b b i n 
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Lemma; ( E i n f a c h e E i g e n s c h a f t e n d e r F^ ) 

( 1 ) F(0) - 1 , F h ) = 2 , F ( 2 ) = 4 
α 

( 2 ) χ < F ( x ) 

( 3 ) F^ w ä c h s t e c h t m o n o t o n . 

(4) F i x ) 

B e w e i s : Nach D e f i n i t i o n i s t 

F
0
( x ) - 2

X 

f F , ( 0 ) = 1 
η ' \

 π
Χ / Η \ η α + 1 ν ' 

F^ .ν
χ

) =
 F

 (
1

) » a l s o 
a + 1 v ' a

K

 '
 y 

\ 

z u ( 1 ) I n d u k t i o n n a c h α ; l e i c h t . 

z u ( 2 ) I n d u k t i o n n a c h α . 0: t r i v i a l . a + 1 : I n d u k t i o n n a c h χ . 

x= 0 : t r i v i a l . χ x + 1 : F , ( x + 1 ) = F ( F „ ( X ) ) > F . (χ) > χ . 

α+1 x 7 α χ α+1
v
 7

' α+1 
A l s o i s t F ^ x + 1 ) > x+ 1 . λ: t r i v i a l . 

z u ( 3 ) I n d u k t i o n n a c h α , 0: t r i v i a l . α + 1 : Ρ^
+ 1
( x + 1 ) = F (P ( x ) ) 

> F
A +
 (χ) . λ

:
 F

a
( X + 1 ) = max Ρ

χ
Γπ(χ+ ΐ ) > max i \ r

n
l (

x

) = F (χ) , 

n^x+ 1
 L J

 n<x
 L J 

z u ( 4 ) I n d u k t i o n n a c h χ . χ < 2 : t r i v i a l n a c h ( 1 ) . χ = 3* 

P « + 1 < 5 > - F
a
( F

a + 1
( 2 ) ) - F

a
(

4
) > P a ( 3 ) . x *

a + 1
( * + 0 -

F
a
( F

a + 1
( x ) ) > ^ ( F j x ) ) * F

a
( x + 1 ) . 

S a t z : Jede r e k u r s i v e F u n k t i o n l i e g t i n einem g . Genauers Zu j e d e r 

r e k u r s i v e n F u n k t i o n f g i b t es e i n P a a r *<,Ή m i t den i n 2.2« b . 26 

angegebenen E i g e n s c h a f t e n , so d a ß g i l t f e g
 r

, 

S a t z : Zu j e d e r r e k u r s i v e n F u n k t i o n f g i b t es e i n r e k u r s i v e s S y s t e m 

Q, e l e m e n t a r e r F u n d a m e n t a l f o l g e n b z g l . <
o
 ( v g l . 2.2, S . 3 1 ) > so d a ß 

f
 6 (

€j Q 2 · Genauer w i r d v o n Q v e r l a n g t , d a ß λχη Q ( x , n ) r e k u r s i v 

i s t u n d d a ß f ü r j e d e s χ m i t (χ)^=0 g i l t 

λη Q ( x , n ) e l e m e n t a r 

Λ Q ( x , n ) <
0
Q ( x , n + l ) <0 χ 

y ( y - l y <
0
Q ( x , n ) ) . 
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D i e B e w e i s e k ö n n e n f a s t v/örtlich aus 2.2 ü b e r n o m m e n w e r d e n . Ä n d e r u n g e n

s i n d n u r an f o l g e n d e n S t e l l e n n ö t i g : S t a t t E ^
+ 1

( i ^ , ( i ^ ) ) = 

Ε ( i
A
, ( i

A
) ) + 1 v e r w e n d e t man a v Cr 0 ' 

F
a + 1

( x ) ^ F
a
( x ) + 1 f ü r χ > 3 

u n d e r h ä l t d a r a u s 

s ρ (
x
) + χ + Σ

 S f
( z ) 

Z^x 

bzw. 

s

 s
f
( x ) 

- Ρ / \ (χ) 
C Ü X + S ^ ( X ; + X

V 7 

> Q o
f
(=0 
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3. E i n e K l a s s i f i k a t i o n d e r m e h r f a c h - r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n vom Typ ω 

I n 2 . h a t s i c h e r g e b e n , d a ß v e r s c h i e d e n e a l l g e m e i n e A n s ä t z e z u r 

H e s s l i n g d e r " K o m p l i z i e r t h e i t " r e k u r s i v e r F u n k t i o n e n d u r c h k o n s t r u k t i v e

O r d i n a l z a h l e n n i c h t d u r c h f ü h r b a r s i n d . H i e r u n t e r s u c h e n w i r s p e z i e l ­

l e r e , e i n g e s c h r ä n k t e Formen d e r d r e i A n s ä t z e u n d z e i g e n , d a ß s i e a u f 

d i e s e l b e K l a s s i f i k a t i o n d e r m e h r f a c h - r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n f ü h r e n . 

W e i t e r b e f a s s e n w i r uns m i t e i n i g e n F r a g e n , d i e s i c h i m Zusammenhang 

m i t d i e s e r K l a s s i f i k a t i o n s t e l l e n . 

5 · 1 D e f i n i t i o n e n 

W i r d e f i n i e r e n 1; i m A n s c h l u ß an H e i n e r m a n n
 J

 F u n k t i o n e n k l a s s e n 

$ , α<ω
ω

 , 2 ) n a c h d e r Methode v o n K l e e n e ( v g l . 2 . 2 ) , a n g e w a n d t 

a u f d i e O r d i n a l z a h l e n α<ω und s p e z i e l l e , n a h e l i e g e n d e F u n d a m e n t a l ­

f o l g e n , F u n k t i o n e n k l a s s e n £ , α < ω
ω

 , u n d 3 ) u n t e r Z u g r u n d e ­

l e g u n g d e s s e l b e n O r d i n a l z a h l a b s c h n i t t s u n d d e r s e l b e n F u n d a m e n t a l f o l g e n 

d i e R o b b i n s c h e E r w e i t e r u n g £
α
 > α < ω

ω

 , d e r G r z e g o r c z y k -

H i e r a r c h i e ( v g l . 2 . 3 ) . 

ä£ s e i d i e K l a s s e d e r m e h r f a c h - r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n , a l s o d e r 

F u n k t i o n e n , d i e s i c h aus den A u s g a n g s f u n k t i o n e n U
1

 , C
1

 , x + 1 
η η

 2
N 

d u r c h E i n s e t z u n g e n u n d m e h r f a c h e e i n g e s c h a c h t e l t e R e k u r s i o n e n
 7 

d e f i n i e r e n l a s s e n . J e d e r s o l c h e n D e f i n i t i o n k a n n man n u n i n d u k t i v 

e i n e " R e k u r s i o n s z a h l " < ω
ω

 z u o r d n e n : D i e A u s g a n g s f u n k t i o n e n e r h a l t e n 

d i e R e k u r s i o n s z a h l 0 , b e i E i n s e t z u n g e n g e h t man zum i.Iaximum ü b e r 

und e i n e n - f a c h e R e k u r s i o n v e r g r ö ß e r t das Maximum d e r R e k u r s i o n s ­

z a h l e n d e r z u g r u n d e l i e g e n d e n F u n k t i o n e n i m S i n n e d e r O r d i n a l z a h l ­

a d d i t i o n um ω
11

""
1

 . Es l i e g t dann n a h e , a l l e d i e F u n k t i o n e n , d i e m i t 

V g l . H e i n e r m a n n [ 4 ] . 

S i e h e P e t e r [ 1 2 ] · 



- 36 -

R e k u r s i o n s z a h l e n ^ α d e f i n i e r t w e r d e n k ö n n e n , z u e i n e r K l a s s e 8? 

zu s a m m e n z u f a s s e n . W i r w o l l e n h i e r d i e s e n A n s a t z e t w a s m o d i f i z i e r e n 

und i n E r v / e i t e r u n g des P ^ t e r s c h e n B e g r i f f s d e r e i n g e s c h a c h t e l t e n 

R e k u r s i o n " e l e m e n t a r e R e k u r s i o n e n " z u l a s s e n ; d a r u n t e r v e r s t e h e n w i r 

s o l c h e R e k u r s i o n e n , "bei denen " a u f d e r r e c h t e n S e i t e d e r R e k u r s i o n s ­

g l e i c h u n g " n o c h Summen und P r o d u k t e a u f t r e t e n k ö n n e n . ( A u c h d i e 

D e f i n i t i o n e i n e r K l e e n e s c h e n A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n l ä ß t s i c h a l s 

e l e m e n t a r e R e k u r s i o n a u f f a s s e n ) . Es i s t d a n n s i n n v o l l , n e b e n E i n s e t ­

z u n g e n a u c h Summen u n d P r o d u k t e " n i c h t z u z ä h l e n " . 

W i r b e g i n n e n m i t e i n i g e n V o r b e r e i t u n g e n z u r D e f i n i t i o n n - f a c h e r 

e l e m e n t a r e r R e k u r s i o n e n . 

D e f i n i t i o n : E i n ( z a h l e n w e r t i g e s ) F u n k t i o n a l 

A f
1
. . . f

r
x

1
. . . x

n
 P ( f

1
, . . . , f

r
j x

1
, . . . , x

n
) , k u r z \f%F(fw) , h e i ß t 

e l e m e n t a r , wenn es e i n e s d e r f o l g e n d e n A u s g a n g s f u n k t i o n a l e i s t : 

Μ^
f

i(
x

V · · · >
x

n
. ) ( 1 < i < r , n

±
< n ) 

Kf;pL
±
 ( 1 < i < n ) 

Xf%i ( i - 0 ) 

Xxy x + y 

Xxy x - y 

o d e r aus e l e m e n t a r e n F u n k t i o n a l e n G,H.,...,H d e f i n i e r t v/erden k a n n 

' 1 '
 1

 r 
i n d e r Form 

F ( f j f ) = G ( ^ H
1
( ^ ^ ) , . . . , H

r
( f

5 i
j ) ) 

o d e r aus ein e m e l e m e n t a r e n F u n k t i o n a l G d e f i n i e r t w e r d e n k a n n i n 

d e r Form 

F ( f t t f , y ) = Σ G ( ^ f , i ) 

i < y 

o d e r F ( f
5
. g , y ) = Π G ( f r f c i ) . 

i < y 

Lian b e w e i s t dann u n m i t t e l b a r ( d u r c h I n d u k t i o n ü b e r d en A u f b a u v o n G ) 

d a ß auch e i n e s i m u l t a n e E i n s e t z u n g an den F u n k t i o n s s t e l l e n n i c h t aus 

dem B e r e i c h d e r e l e m e n t a r e n F u n k t i o n a l e h i n a u s f ü h r t : 
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Lemma: S i n d G , Η ^ , . . . e l e m e n t a r e F u n k t i o n a l e , u n d i s t 

so i s t a u c h F e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l * 

W e i t e r e r g i b t s i c h g e n a u w i e i n 1 . 1 , S.5 

Lemmas a ) I s t G e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l , u n d i s t 

y<z 

so i s t a u c h F e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l . 

b ) D i e " e l e m e n t a r e n R e l a t i o n a l e " , d . h . d i e " R e l a t i o n a l e " ^ f # R ( f $ # )

d i e s i c h m i t e i n e m e l e m e n t a r e n F u n k t i o n a l F d e f i n i e r e n l a s s e n i n 

d e r Form R ( f :«-* F ( f ; # )
e

O , s i n d a b g e s c h l o s s e n g e g e n d i e 

O p e r a t i o n e n d e r A u s s a g e n l o g i k u n d g e g e n b e s c h r ä n k t e Q u a n t i f i k a t i o n e n 

d e r Form Α , y 
y<z y < z 

»Vir v e r w e n d e n d i e R e d e w e i s e " f w i r d i n F ( f , ^ ; g ) n u r g e b r a u c h t 

an S t e l l e n w e Li " , wenn f ü r b e l i e b i g e F u n k t i o n e n f
r

 m i t d e r s e l b e n 

S t e l l e n z a h l w i e f g i l t 

f ( u ) - f ' ( Ä ) - F ( f , ^ ^ ) = F ( f » , - 3 ^ ) . 

K i t ·< b e z e i c h n e n w i r d i e " l e x i k o g r a p h i s c h e " W o h l o r d n u n g d e r 

n - T u p e l n a t ü r l i c h e r Z a h l e n , a l s o 

( x
1
, . . . , x

n
) - <

n
( y

1 f
. . . , y

n
) s~

 x

l
< y

l 

v ( x
1
= y

1
 Λ x

2
< y

2
 ) 

v ( .X = V „ Λ . . . Λ χ =y . Λ χ <y ) v

 1
 J

 1 n - 1
 J

n - 1 η
 J

n
 y 

J e t z t k ö n n e n w i r d e f i n i e r e n , was w i r u n t e r e i n e r η-fachen e l e m e n t a r e n 

R e k u r s i o n v e r s t e h e n w o l l e n . 

D e f i n i t i o n s E i n e n+m - s t e l l i g e ( n > 1 , m > 0 ) F u n k t i o n f h e i ß t 

d u r c h n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r a us g^> · · · 9g 

( k u r z : ) , wenn es e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l F g i b t , so d a ß f ü r 

a l l e x
1
, . , . , x

n
, y

1
, . . . , y

m
 ( k u r z : g, ; ) g i l t 

fUv?) = F ( f , ^ , # ) , 
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w o b e i f i n F ( f , n u r g e b r a u c h t w i r d an S t e l l e n u ^ , -
ö
. , u , 

V

1
, e # # , V

m ( k u r z : m i t Vi , d * h . w o b e i f ü r e i n e b e l i e b i g e 

n+m - s t e l l i g e F u n k t i o n f
1

 g i l t 

Α A f Ä ^ f
1

^ ) - F ( f , v ; & , ? ) - F ( f
1

 · 

D u r c h t r a n s f i n i t e I n d u k t i o n ü b e r % ( l ä n g s < ) e r g i b t s i c h 

u n m i t t e l b a r , d a ß f d u r c h d i e s e B e d i n g u n g e n e i n d e u t i g f e s t g e l e g t i s t , 

B e i s p i e l e f ü r e l e m e n t a r e R e k u r s i o n e n : 

1) D i e D e f i n i t i o n d e r Ackermann - F u n k t i o n 

f ( 0 , y ) = y+1 

f ( x + 1 , 0 ) . f ( x , l ) 

f ( x + 1 , y + l ) = f ( x , f ( x + 1 , y ) ) * 

M i t 

i s t 

f a l l s x=0 

f a l l s x^O, y=0 

f a l l s x^O, y^O . [ g ( x - 1 , g ( x , y - l } ) 

f ( x , y ) = F ( f ; x , y ) 

u n d i n F ( f ; x , y ) w i r d f n u r g e b r a u c h t an S t e l l e n u,v m i t 

u<x ν ( u = x Λ v < y ) , a l s o ( u , v ) ^ ( x ^ y ) * ^
a F

 e l e m e n t a r i s t , 

h a n d e l t es s i c h um e i n e 2 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n . 

h * · . . h-j 
2 ) D i e D e f i n i t i o n d e r K l e e n e s c h e n A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n e l

 #l 

( v g l . 2 . 2 , S . 2 7 ) . h ^ , . . . , h ^ ( k u r z : £ ) s e i e n F u n k t i o n e n m i t den 

S t e l l e n z a h l e n η^,.,.,η^ . M i t 

G

n
1
. - -

n

l
( g

'
S l

'
,

"
, g l 5 i , X ) 

g
1
( ( x )

0
, . . . , ( x )

n i
_

1
) 

c- . . 

g
1
( ( x )

0 >
· · · ' (

χ

)
η ι

.
1
) 

( x ) 

( i ) , 

( x )
0
+ ( x )

1 

(χ)
0
^ (χ)

1 

f a l l s I n «1 i Λ ( i )
Q
= 0 Λ ( i )

2
- 1 

Λ ( i )
Q
= 0 Λ ( i )

2
= l 

Α ( i ) 0 - 2 

Α ( i ) 0 - 3 

Α ( i )
0
= 4 
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g ( ( i )
2
, < g ( ( i )

3
, x ) , . . . , g ( ( i )

l ( i ) j t 1
, x ) » f a l l s I n

n i

* '
n

* i Λ ( i )
Q
- 5 

Σ g ( ( i )
2
, < ( x )

0
, . . . , ( x )

( i
) " " Λ ( i )

0
= 6 

Z
< ( x )

( i ) i
^ Ί 

Π g ( ( i )
2
, < ( x )

0
, . . . , ( x )

( i )
 ,ζ» " " Λ ( i ) =7 

z < ( x )
( i ) i

.
1
 ^ 

0 s o n s t 

i s t e l ( i , x ) = G ( e l * , # ; i , x ) n

r -
n

i 

u n d i n G ( e l * , > j i , x ) w i r d e l
6

 n u r g e b r a u c h t an S t e l l e n j , y 
n-j · · . n^ *' 

m i t j < i . Zum B e w e i s , d a ß G e l e m e n t a r i s t , g e n ü g t es 
n

i · · ·
 n

2 ,
 v 

o f f e n b a r z u z e i g e n , d a ß das F u n k t i o n a l λί \ f ( g , 0 ) , . · * , f ( # , y ) ) 

e l e m e n t a r i s t . D i e s f o l g t a b e r aus 

<fU,0),...,f(£,y)> = μ ( l ( u ) = y + 1 Λ Λ ( u ) = f ( f , i ) ) 

u<3
y

 Π ( f ( * , i ) + i r i ^ y 

( z u r A b s c h ä t z u n g v o n u v g l . 1 * 2 ) . e l * i s t a l s o d u r c h e i n e 1 - f a c h e 

e l e m e n t a r e R e k u r s i o n aus § d e f i n i e r b a r * 

W i r b e t r a c h t e n j e t z t F u n k t i o n e n , d i e s i c h aus den A u s g a n g s f u n k t i o n e n 

U^, C^, x + y , x ~ y d u r c h e n d l i c h v i e l e E i n s e t z u n g e n , b e s c h r ä n k t e 

Summen- u n d P r o d u k t b i l d u n g e n u n d m e h r f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n e n 

d e f i n i e r e n l a s s e n . (Es w i r d s i c h z e i g e n , d a ß d i e s genau d i e m e h r f a c h 

r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n s i n d ) . J e d e r s o l c h e n D e f i n i t i o n o r d n e n w i r e i n e 

O r d i n a l z a h l < ω
ω

 a l s " R e k u r s i o n s z a h l
1 1

 z u , und zwar a u f d i e f o l g e n d e 

W e i s e : D i e A u s g a n g s f u n k t i o n e n e r h a l t e n d i e R e k u r s i o n s z a h l 0 . 

I s t f d e f i n i e r t d u r c h f ( g ) = g ( h ^ ( % ) , . . . , h ( % ) ) , und s i n d den 

D e f i n i t i o n e n v o n g,h^,».
e f
h R e k u r s i o n s z a h l e n α,α^,...,α^ zuge­

o r d n e t , so e r h ä l t d i e D e f i n i t i o n v o n f d i e R e k u r s i o n s z a h l 

nax(a
f
a

1 f
...,α ) . I s t f d e f i n i e r t d u r c h f ( « , y ) = Σ g ( f , i ) 

r

 i < y 

o d e r f ( f , y ) = Π g ( g , i ) , und i s t d e r D e f i n i t i o n v o n g d i e 
i < y 

R e k u r s i o n s z a h l α z u g e o r d n e t , so e r h ä l t d i e D e f i n i t i o n v o n f auch 

d i e R e k u r s i o n s z a h l α . I s t f d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r ­

s i o n d e f i n i e r t aus g-j>»«»>g > und s i n d den D e f i n i t i o n e n v o n 

δ-|*···*έ?
Γ
 R e k u r s i o n s z a h l e n ^ ^ . . , α ^ z u g e o r d n e t , so e r h ä l t d i e 

D e f i n i t i o n v o n f d i e R e k u r s i o n s z a h l max( cx^,.. · , α ) + ω
η

~ '
 v 
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A l l e d i e . F u n k t i o n e n , d i e s i c h m i t R e k u r s i o n s z a h l e n <a d e f i n i e r e n 

l a s s e n , f a s s e n w i r j e t z t zu e i n e r K l a s s e <R zusammen; t r i v i a l e r w e i s e

g i l t dann $ L = £ u n d & f ü r α < β * Im H i n b l i c k a u f s p ä t e r e 

α μ 

Ü b e r l e g u n g e n i s t es z w e c k m ä ß i g , d i e s e D e f i n i t i o n d e r K l a s s e n 5? a l s

K a l k ü l z u r s i m u l t a n e n E r z e u g u n g a l l e r K l a s s e n R z u f o r m u l i e r e n ; 

ω 
D e f i n i t i o n d e r K l a s s e n ot^ , α < ω : 

a) I s t f e l e m e n t a r i n ( r ^ θ) , un d g i l t g.e <£ 
ι r ι CG

-

. 
f ü r 1 2= i <

 r
 , so i s t f e Κ , ^ 

m a x ^ a ^ , · . . , a ) 

b ) I s t f d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus 

> · · · > g
p
 - 0 ) , u n d g i l t g e iR^ f ü r 1 < i < r , so i s i 

m a x ( a ^ , . · . ,oc
r
) + 

Es f ä l l t a u f , d a ß wegen d e r V erwendung d e r O r d i n a l z a h l a d d i t i o n 

η 1 
( b e i m Ü b e r g a n g v o n α,..·,α zu m a x ( a ^ , . . · ,α ) + ω ) g e w i s s e 

B e s t a n d t e i l e d e r α. " v e r s c h l u c k t " w e r d e n k ö n n e n « I s t z.B. f d u r c h 
ι 

e i n e 2 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r t aus g e ^
ω + 1

γ > so f o l g t 

wegen (ω+ ΐ 7)+ω = 2ω f e ( R ^ . I n 3*3 w e r d e n w i r d i e s e Z ä h l w e i s e 

r e c h t f e r t i g e n , i n d e m w i r z e i g e n , d a ß e i n e m o d i f i z i e r t e D e f i n i t i o n
s 

i n d e r s t a t t + d i e " n a t ü r l i c h e Summe" # ( H e s s e n b e r g * v g l . S . 4 6 ) 

a u f t r i t t , a u f d i e s e l b e n K l a s s e n f ü h r t . 

Z u r D e f i n i t i o n d e r K l a s s e n £ , α < ω
ω

 , l e g e n w i r e i n f e s t g e w ä h l t e s 

System v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n f ü r d i e L i m e s z a h l e n λ < ω
ω

 z u g r u n d e . 

J edes s o l c h e λ l ä ß t s i c h e i n d e u t i g d a r s t e l l e n i n d e r Form 

λ = ω (ß+ 1 ) 9 und es l i e g t dann n a h e , a l s z u g e h ö r i g e F u n d a m e n t a l ­

f o l g e λ[χ] = ω
η+

^β + ω
Π

χ , χ = 0 , 1 , 2 , . . , , z u w ä h l e n . Im ü b r i g e n 

gehen w i r v o r w i e i n 2 . 2 : 

D e f i n i t i o n v o n F; , £ f ü r α < ω
ω

? 
α ' α 

E
Q
( i , x ) = 0 

E
a + 1

( i , x ) « e l
E

« ( i , x ) 

Ε
λ
(ΐ,χ) =

 E

\ [ ( i ) ] ( ( i ) ^
x

) > 

w o b e i f u r λ = ω (ß + 1 ; g i l t λ Lx J = ω β + ω χ , 

α ^ or 
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1) 
Es f o l g t u n m i t t e l b a r und £ c£

n
 f ü r oc < β ' ( d e n n Ε 

ö

 0 ° α β r \
 a+

-| 

i s t n i c h t e l e m e n t a r i n Ξ ; v g l . 2 . 2 , 3.28) 

D i e K l a s s e n ^ , α < ω
ω

 , w e r d e n m i t H i l f e d e s s e l b e n Systems v o n 

P u n d a m e n t a l f o l g e n d e f i n i e r t ( v g l * 2.3)2 

. ω 
D e f i n i t i o n v o n P^, f ü r α < ω % 
— — — α

 7

 a 

F
Q
( x ) = 2

X 

r'F ,(θ) = 1 

1 Ρ . ( x + 1 ) = Ρ (Ρ 

Ρ
λ
(χ) = max P

x
r - j ( x ) , 

y s x
 L , y J 

w o b e i f u r λ = ω (,β + 1 j g i l t \ | _ x j = ω β + ω χ . 

B e i den h i e r g e w ä h l t e n s p e z i e l l e n F u n d a m e n t a l f o l g e n l ä ß t s i c h d i e 

D e f i n i t i o n d e r F u n k t i o n e n F^ v e r e i n f a c h e n s es g i l t * \ (
x

)
 =

 * \ [
x
] (

x

) 

D i e s f o l g t u n m i t t e l b a r aus e i n e m Lemma ü b e r d i e F u n k t i o n e n F , 

das w i r i m n ä c h s t e n A b s c h n i t t b e w e i s e n . 

3 . 2 Κ = £ = g f ü r α < ω
ω 

I n d i e s e m A b s c h n i t t b e w e i s e n w i r , d a ß d i e d r e i eben d e f i n i e r t e n 

H i e r a r c h i e n z u s a m m e n f a l l e n , d . h . d a ß g i l t & = £ = SP f ü r α < ω
ω

β 

Es h a n d e l t s i c h a l s o um e i n e a n s c h e i n e n d n a t ü r l i c h e , wegen £ c X\ 

a ß 

f ü r a < ß e c h t a u f s t e i g e n d e H i e r a r c h i e , d i e wegen UP ς %l c UZR 

(<& := K l a s s e d e r m e h r f a c h - r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n ) d i e m e h r f a c h -

r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n a u s s c h ö p f t . - V e r w a n d t e R e s u l t a t e stammen v o n 

R o b b i n , d e r ä h n l i c h e G l e i c h h e i t e n
 H

i m L i m e s " f ü r α -» ι/
1

 e r h a l t e n 
2) 5) 

h a t ' , und v o n A x t , d e r g e z e i g t h a t , d a ß e i n e V a r i a n t e d e r 

Methode v o n K l e e n e u n t e r h a l b ω a u f G r z e g o r c z y k ~ K l a s s e n f ü h r t . 

' M i t c b e z e i c h n e n v / i r d i e e c h t e I n k l u s i o n , ' i n [ 1 3 ] · i n [ l j * 
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V
r

i r f ü h r e n den B e w e i s i n d r e i T e i l e n ; 

1) 3? s£ f ü r α < ω
ω 

α α 

2 ) 
α α 

3 ) £ 2 f t 
^α α 

zu 1) Wegen ^^α) g
e n ü

g t es z u z e i g e n 

S a t z ; Ε e ft 
α a 

B e w e i s - D u r c h I n d u k t i o n ü b e r α . F ü r a=0 i s t d i e B e h a u p t u n g 

t r i v i a l . Aus Ε e 3? f o l g t Ε
 Λ

 e c? , denn n a c h dem B e i s p i e l 2) 
α α ° α+1 α+1

 7

 * '

a u f S. 38 i s t E ^ - ) -
 e

l
 α

 d u r c h e i n e 1 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n 

aus Ε d e f i n i e r b a r . Es s e i n u n λ e i n e L i m e s z a h l u n d Ε e 3? 
α α α 

f ü r α < λ . λ l ä ß t s i c h d a r s t e l l e n i n d e r Form λ = ω ( ß + 1 ) 

u n d es g i l t n a c h D e f i n i t i o n 

Ε λ ( i . x ) = Ε
 A

 ( ( i )
Λ
 , x ) . 

λ
ν 9

 ' n + 1
0
 η / · \ 1 

ω β + ω • (ι)
0 

Zum B e w e i s v o n E^e ft^ g e n ü g t es z u z e i g e n , d a ß d i e d u r c h 

f ( x ,.,.,χ
Λ
,ι,χ) := Ε

 Λ
 (ι,χ) ν

 η
7 7

 Ο
7 7

 ' η+1
η
 η \ * / 

ω β + ω χ + · . . + ωχ + χ_ r

 η 1 0 

d e f i n i e r t e F u n k t i o n f i n ft^ l i e g t . Nun g i l t 

f ( 0 , . . . , 0 , i , x ) = Ε ( i , x ) 

ω β 

f ( x
n
, . ^ , x

0 +
1 , i , x ) - e l

U x

 f ( x
n

, . . . ^ , i ,
X

)
( i | X ) 

= σ
2
(λίχ f ( x

n
, . . . , x

0
+ i , i , x ) , U x f ( x

n
, . ^ x

Q >
i , x ) 5 i , x 

f ( x
n
, . . . , x

m
+ 1 , 0 , . . . , 0 , i , x ) = f ( x

n
, . . . , x

m
, ( i )

0
, 0 , . . . , 0 , ( i )

1
, x ) 

( z u v g l . S . 3 8 ) . Da i n G^(g
9
hii,x) g n u r an S t e l l e n j , y 

m i t j < i g e b r a u c h t w i r d , e r g i b t s i c h , d a ß f d u r c h e i n e n+2 -

f a c h e ( x i s t " P a r a m e t e r
M

) e l e m e n t a r e R e k u r s i o n aus Ε
 Λ

 d e f i n i e r t 

n+1
 Λ 

w e r d e n k a n n , a l s o f e 8
 Λ

 = ft . 9

 η+1
Λ
 n+1 λ 

ω 

ω β + ω ' 
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zu 2 ) Wegen £ = g(E ) u n d £ = £ ( F ) g e n ü g t es zu z e i g e n 
OC OC (λ oc 

1) 
Satzs F i s t e l e m e n t a r i n Ε . 

α α 

Z u n ä c h s t i s t es n ü t z l i c h , e i n i g e R e d e w e i s e n e i n z u f ü h r e n : W i r sagen 
? ,

i i s t e i n α-Index v o n f
 tf

 o d e r
 : ?

f i s t e l e m e n t a r i n Ε m i t 
α 

dem I n d e x i
 11

 , wenn g i l t 

f ( f ) = E
a + 1

( i , < * > ) * 

I s t f e l e m e n t a r , so k a n n man e i n i so w ä h l e n , d a ß f ü r j e d e s α 

(< ω ; i e i n α-Index v o n f i s t 5 e i n s o l c h e s i nennen w i r e i n e n 

I n d e x v o n f . A l s V a r i a b l e f ü r d i e I n d i z e s e i n e r e l e m e n t a r e n F u n k t i o n 

f v e r w e n d e n w i r das Z e i c h e n i f i . W e i t e r d e f i n i e r e n w i r f ü r 1 < r < n 

S b ^ ( i , j
1
 , . . . , j

r
) := < 5 , n , i , j

1
, . . . , j

r
> . 

r 

I s t a l s o f ( ^ ) = g ( h
1
( # ) > · · · , h

r
( # ) ) und s i n d i , J

1 f
. . . | j α-Indizes 

v o n g , h . , . . . , h , so i s t Sb (±, j j ) e i n α-Index v o n f . 
ι r .fr ι r 

r 

Der S a t z e r g i b t s i c h l e i c h t aus dem 

H i l f s s a t z ; Es g i b t s u b e l e m e n t a r e F u n k t i o n e n , η > 0 , so d a ß g i l t s 

I s t i e i n ω
η

α - I n d e x v o n F , so i s t h ( i ) e i n ω
η

α + ω
η 

, η
 9

 η
ν J 

I n d e x v o n F 
ω

η

α + ω
η 

η η-1 
Beweis des S a t z e s aus dem H i l f s s a t z s S e i α = ω c + ω c , + ^ + c

A η n - 1 0 
und j„ e i n I n d e x v o n F_= λ χ 2 . E i n α-Index v o n F i s t dann 

°0 0 α 
C

0 , ,
C

n - 1 C 

h
Q
 ( . . . ( h

n

n

( j
Q
) ) . . . ) . 

Den B e w e i s des H i l f s s a t z e s f ü h r e n w i r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r η . 

n=Os i s e i e i n α-Index v o n F . Zu b e s t i m m e n i s t e i n a+1 - I n d e x 
a 

v o n F . • Man b e a c h t e ? F „ ( x ) = F ( 1 ) . Z u n ä c h s t l ä ß t s i c h e i n e 
a+1 a + 1 v ' a

K J 

e l e m e n t a r e F u n k t i o n g ^ so a n g e b e n , d a ß f ü r a l l e χ g ß ( i , x ) e i n 

α - I n d e x v o n λγ F
X

( y ) i s t , a l s o 

' F ü r d i e G ü l t i g k e i t d i e s e s S a t z e s i s t es w e s e n t l i c h , d a ß w i r h i e r 

d i e e n d l i c h e n Z a h l e n f o l g e n n i c h t d u r c h P r i m z a h l p o t e n z p r o d u k t e , 

s o n d e r n a u f d i e i n 1 . 2 b e s c h r i e b e n e / e i s e g ö d e l i s i e r t h a b e n . 
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F

> ) - E
a + 1

( g
0
( i , x ) , < y > ) . 

D e f i n i t i o n : 

g
Q
( i , 0 ) = < 2 , 1 , 1 > ( I n d e x v o n Ay 1 ) 

g
Q
( i , x + l ) = Sb^i jgQCi jx) ) 

O f f e n b a r l e i s t e t g ^ das V e r l a n g t e . g
Q
 i s t e l e m e n t a r , da 5b.J 

s u b e l e m e n t a r i s t ( v g l . 1*1 , S . 9 ) ; 1Q s e i e i n I n d e x v o n g
Q 

Es g i l t a l s o 

Ρ α + 1 ( χ ) - j £ ( 0 

E i n α+1 - I n d e x v o n F^ . i s t demnach ( v g l . 2 . 2 , S . 2 6 ) 

+ ι 

S b J ( < 0 , 2 , 1 > , S b J ( i 0 , < 2 , 1 , i > , < 1 , 1 , 1 » , < 2 , 1 , < 1 » ) 

= i h Q ( i ) . 
D a m i t i s t e i n e s u b e l e m e n t a r e P u n k t i o n h ^ m i t d e r b e h a u p t e t e n 

E i g e n s c h a f t g e f u n d e n . 

S c h l u ß v o n n - 1 a u f n : i s e i e i n ω
η

α - I n d e x v o n Ρ . Zu 
η 

ω α 

be s t i m m e n i s t e i n ω α + ω - I n d e x v o n Ρ . Man b e a c h t e 
η η 

ω α+ω 

Ρ (χ) » Ρ , (χ) . 
η η

ν 7

 η η-1 ν ' 
ω α+ω ω α+ω χ 

Z u n ä c h s t l ä ß t s i c h e i n e e l e m e n t a r e F u n k t i o n g ^ so a n g e b e n , d a ß f ü r 

a l l e χ g ( i , x ) e i n ω
η

α + ω
η

~
1

χ - I n d e x v o n λν Ρ
 Λ

 (ν) 
°η

Ν 7

 '
 J

 η η-1 w / 

• ι η ω α+ω χ 
i s t , a l s o 

P

n n - 1 ^ ) *
 E

 n n - 1 (e
n
(±,x),<J>) · 

ω α+ω χ ω α+ω x+ 1 

D e f i n i t i o n : 

g
n
( i , 0 ) = i 

g
n
( i , x + l ) = h n - 1 ( g

n
( i

f
x ) ) 

Nach I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g l e i s t e t g ^ das V e r l a n g t e ; g^ i s t 

e l e m e n t a r , da h ^ ^ s u b e l e m e n t a r i s t . Es g i ^ . t a l s o 
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Ρ 
η 

ω α + π­
ω 

1
 ( y ) 
Χ 

= Ε 

+ ω
η

~ 
-ι ( s

n
( i > x ) > < y > ) 

χ + 1 

= Ε 
ω

η

α + ω
η

" 
1
 « i , g

n
( i , x ) > , < y » 

χ + ω 

- Ε 

ω
η

α + 
ι

 n - 1
( e

n

"
1

( «
n
( i »

x

) ) i < y » 
χ + ω 

m i t g ( u ) ·.= <1 ,u>, g e Τ 

= Ε
 n

« x
+
i , g

n

-
1

( g ( i , x ) ) > , < y » 
ω α + ω 

un d d a m i t 

F _
 n

( x ) = Ε
 n

( < x
+
1 , g

n

"
1

( g
n
( i , x ) ) > , < x » . 

ω α + ω ω α + ω 

E i n ω
η

α + ω
η

 - I n d e x v o n Ρ i s t demnach 
, ,η η 
ω α + ω 

S b 2 ( < 0 , 2
f
 1 > , S b 2 ( ^ x y < x , y > l , U x x + 1 I , S b ] ( ! g

n

~
1

 I , 

Sbg ( I g I , I λχί I , I λχχ I ) ) ) , I λχ(χ> i ) . 

v a h l t man Ιλχϋ = < ( 2 , 1 , i ) und d i e anderen I n d i z e s b e l i e b i g , so 

d e f i n i e r t d i e s e r Term i n A b h ä n g i g k e i t von i e i n e s u b e l e m e n t a r e 

P u n k t i o n h ^ m i t d e r b e h a u p t e t e n E i g e n s c h a f t » 

z u 3 ) Zu z e i g e n i s t 3? f ü r α < u/
J

 . 7 i r b e w e i s e n z u n ä c h s t 

z w e i v o r b e r e i t e n d e Lemmata. - F ü r α < ω
ω

 s e i m a x c o e f f ( a ) : = 

/ \ ~» i k 
max(aQ,. · .

 f
 a ) , f a l l s oc = Σ ω a. . H i t f b e z e i c h n e n w i r d i e 

k - t e I t e r i e r t e e i n e r e i n s t e l l i g e n F u n k t i o n f , a l s o f (χ) = χ , 

f
k + 1

( x ) = f ( f
k

( x ) ) . 

Lemma 1: ( E i n f a c h e E i g e n s c h a f t e n d e r F u n k t i o n e n F ^ ) 

( 1 ) F
a
( 0 ) = 1 , F

a
( l ) = 2 , F

a
( 2 ) = 4 

( 2 ) χ < F
a
( x ) 

( 3 ) F ^ w ä c h s t e c h t m o n o t o n . 

( 4 ) P
a
( x ) s F

a + 1
( x ) 5 < g i l t f ü r χ ä 3 , 

( 5 ) F
a
( x ) ̂

 F

ß (
x

)
 f ü r α

 - ß >
 x y

 n a x c o e f f ( a ) . 
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( 6 ) Ρ (χ) < Ρ ίχ)
 1 ) 

α α# β 

(7) Ρ
 i
 (χ) < F . .(χ) f ü r j < i . 

ω γ + 1 ω γ + ω 

( 8 ) Ρ^
+ 1

(χ) <
 F

^
+ 1

(
x

)
 f ü r χ

 - 4 , k > 1 

B e w e i s : ( l ) b i s ( 4 ) w u r d e n i n 2 .3? S . 3 3 b e w i e s e n . Zum Beweis v o n 

( 5 ) b i s ( 8 ) n ü t z e n w i r a u s , d a ß j e t z t g e w i s s e " n a t ü r l i c h e " Pundamen­

t a l f o l g e n f e s t g e w ä h l t s i n d . 

z u ( 5 ) I n d u k t i o n ü b e r β . P a l l 1 : ß = 0 . T r i v i a l . F a l l 2z β i s t 

N a c h f o l g e r z a h l . T r i v i a l wegen ( 4 ) . F a l l 3' β i s t L i m e s z a h l . OBdA 

s e i α < β . α und β l a s s e n s i c h d a r s t e l l e n i n d e r Form 

m n+ 1 η 
α = ω a + . .. + ω a , + ω a + . . . + coa. + a,. 

m n+ 1 η 1 0 

β = ( Λ + + u )
n + 1

b
 Λ

 , b
 Λ

> 0 . K

 m n+ 1
 7

 n+ 1 

Nach B e f i n i t o n g i l t d ann 

3 [ x ] = ιΛ> + . . . + o >
n + 1

( b
 Λ

 · - 1 )+ ω
η

χ . 
' m

 v

 n+1 7 

V/egen α < β u n d χ > m a x c o e f f ( a ) f o l g t α < β [χ] und d a r a u s n a c h 

I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g ^ ( x ) ^ "^ß [ x ] ^
x

^ ~ ^ ß ^
x

^
 e 

z u ( 6 ) Es g e n ü g t z u z e i g e n 

(*) F ( x ) ^ F ( x ) f ü r γ < ω
η

 . 
ω

η

β + γ ω
η

(β+ΐ) + γ 

W i r f ü h r e n d e n Beweis d u r c h I n d u k t i o n ü b e r γ . F a l l 1 : Y=0« 

B e w i e s e n w i r d F ( x ) ^ F ^ ( x ) d u r c h I n d u k t i o n ü b e r η , 

ω
η

β ω
η

β + ω
11 

n = 0 : s . ( 4 ) . n - 1 = » η: Ρ (χ) < F (χ) = 
ω

η

β ω
η

~
1

(ωβ) + ω
1 1

"
1 

F (χ) ^ Ρ (χ) . P a l l 2 : Angenommen, (*) g i l t 

(ω
η

β + ω
η

)[ΐ] ω
η

β + ω
η 

f ü r Υ . W i r b e w e i s e n Ρ^
+
^(χ) ^ F

£ + 1
( x ) , ό := ω β + γ , 

ε := ω
η

(β+ΐ) + γ d u r c h I n d u k t i o n ü b e r χ . χ=0: t r i v i a l , χ = ^ χ+1 

α# β i s t d i e " n a t ü r l i c h e Summe
1

' ( H e s s e n b e r g ) v o n α und β . 

I s t α = Σ und β = Σ ω
χ

\>^ , so i s t α 4Φβ = Σ ω
1

(α^ + b ^ ) * 

i < n i < n i < n 
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F a l l 3 : γ i s t e i n e L i m e s z a h l . Wegen γ < ω
η

 i s t (ω
η

α + γ) [χ] = 

ω
η

α + Y [ x ] > a l s o F (χ) = max F (χ) ^ 
ω

η

α + γ y< x ω
η

β + y [ y ] 

max F (χ) = F (χ) . 

y* x ω
η

(β+ΐ) + y [ y ] ω
η

(β+ΐ) + γ 

zu ( 7 ) I n d u k t i o n ü b e r j . j = 0 : t r i v i a l - j F . . . ( x ) 
ω

1

γ + ω^+' 

= F . . (χ) 2s F . .(χ) s p . ( x ) . 
ω γ + ω

ϋ

χ ω
χ

γ + ω° ω γ + 1 

ζ u (θ) I n d u k t i o n ü b e r k . k = 1 : I n d u k t i o n ü b e r χ . x = 4 : ^α+ - | ( 4 ) 

F 4 ( 1 ) = P
2

( F 2 ( 1 ) ) = P 2 ( 4 ) . χ x+1s F , ( X + 1 ) = F (P , ( x ) ) > 

F ( F
2

( x ) ) * F
2

( x + 1 ) . k = * k + 1 i F
k + 2

( x ) = Ρ ( F
k + 1

( x ) ) < F ( F * , ( x ) ) 

Das z w e i t e Lemma macht Aussagen d a r ü b e r , w i e s t a r k d i e e l e m e n t a r e n 

O p e r a t i o n e n das Wachstum v o n F u n k t i o n e n h ö c h s t e n s v e r g r ö ß e r n k ö n n e n . 

W i r n e n n e n e i n e n - s t e l l i g e F u n k t i o n f a b s c h ä t z b a r d u r c h e i n e 

I t e r i e r t e e i n e r e i n s t e l l i g e n F u n k t i o n f ^ , wenn es e i n e Z a h l k 

g i b t , so d a ß f ü r a l l e % g i l t f ( # ) < f
k

( m a x ^ ) -

Lemma 2 : ( l ) Zu jedem e l e m e n t a r e n F u n k t i o n a l F g i b t es e i n e Z a h l t , 

so d a ß g i l t : I s t f e i n e e i n s t e l l i g e , s chwach m o n o t o n wachsende 

F u n k t i o n m i t £ Q (
X

) - 2 X >
 u n d

 s i n d g^
9
 · · ·

 9
g d u r c h f

k

 , k > 1 , 

a b s c h ä t z b a r e F u n k t i o n e n p a s s e n d e r S t e l l e n z a h l , so i s t 

t k 
F(g^ ,...,g y%) a b s c h ä t z b a r d u r c h f ^ 

( 2 ) f ^ s e i e i n e e i n s t e l l i g e , schwach m o n o t o n wachsende F u n k t i o n 

m i t ^ Q (
X

) - 2 X . I s t dann f e l e m e n t a r i n g^>··· $g und k ö n n e n 

S^f***fS
T
 d u r c h I t e r i e r t e v o n f ^ a b g e s c h ä t z t w e r d e n , so a u c h f « 

( 3 ) Jede F u n k t i o n aus £ i s t a b s c h ä t z b a r d u r c h e i n e F^ - I t e r i e r t e , 

B e w e i s : ( 3 ) f o l g t t r i v i a l aus ( 2 ) . ( 2 ) f o l g t aus ( 1 ) , denn i s t f 

e l e m e n t a r i n g^
9
»

9
*

9
g , so l ä ß t s i c h f m i t e i n e m e l e m e n t a r e n 

F u n k t i o n a l F d a r s t e l l e n a l s λ$ F ( g ^ , . · · , g 3%) . ( 1 ) beweisen 

w i r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r den A u f b a u d e r e l e m e n t a r e n F u n k t i o n a l e . 

F a l l 1 : A u s g a n g s f u n k t i o n a l e . 

g
i
( x

1
 ,. . . ,x ) ^ f

Q
( m a x ( x . , . . . , χ ^ ) ) 

x
±
 * f°(max£ ) 
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i < f j ( m a x f ) 

x + y < f
Q
( m a x ( x , y ) ) 

x * y <; f
Q
( m a x ( x , y ) ) 

F a l l 2: I s t F ( ^ ; J = G ^ i ^ ( ^ 5 s ) > · · · $ %
T
( * i % ) ) t

 u n d s i n d

 G,H
1 ?
,.

e 3
E

2

d i e Z a h l e n t , t ^ , . . * , t z u g e o r d n e t , so k a n n f ü r F d i e Z a h l 

t + m a x ( t ^ , . . . , t ) g e w ä h l t w e r d e n , denn s i n d g^f · · >g
T
 a b s c h ä t z b a r

k 
d u r c h Ρ

α
 , so f o l g t 

G ( ^ ; H
1
( ^ 5 i , ) , . . . , H

r
( g ; , 5 ) ) 

< f *
k

( m a x ( f J 1

 k

(max*),. . . , f J
r k

(maxtf))) 

s f
( t + m « ( t , , . . . , t

r
) ) k

( m a 3 C Ä ) > 

F a l l 3: I s t rf,y) = Σ G ( ^ ; f , i ) ( b z w . Π G ( ? ; « , i ) ) , und i s t 

i <y i <y 
G d i e Z a h l t z u g e o r d n e t , so k a n n f ü r F d i e Z a h l t + 2 (bzw., t+3) 

g e w ä h l t w e r d e n , denn s i n d g ^ , . . . » g a b s c h ä t z b a r d u r c h f
Q
 , so 

f o l g t 

2 G ( ^ / ; , i ) ^ Σ f j
k

( m a x ( s , i ) ) 

i <y i <y 

s y f *
k

( m a x ( ;:.,y)) 

s ( f *
k

( m a x ( ^ y ) ) )
2 

. t k + 2/ / \ \ Λ 2 ^ „ 2 * „ 2 , 
s f J

K +

 ^ ( m a x ( ^ y ) ) , da x< =s 2* s f j ( x ) 

^ f (
t + 2

)
k

( m a x U , y ) ) 

Π G ( *
5
£ , i ) s Π f *

k

( m a x ( f , i ) ) 

i < y i < y 

s ( f j
k

( m a x ( , i , y ) ) )
y 

s f 0 (yf* k (max(g,y))) , da x y s 2
Χ * 

f ( 4 t + 2 ) k ( m a x ( ^ , y ) ) ) 
•o

v

"o 

* f ( t + 3 > k ( m a x U y ) ) . 

Zu z e i g e n i s t a l s o ^
a
^ ^

a
 f ü r et < ω . v / i

r
 d e f i n i e r e n n o c h 

<*
α
 { f I V V A

 S f
( « ) * F ^ ( m a x f ) } 

s
f
 k # 

= { f I Es g i b t e i n s" i n £ } ( n a c h Lemma 2 ) 
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u n d b e w e i s e n £ -
 0x

 2 $ . Der Beweis v o n £ ^ c/i macht k e i n e 
α α α α α 

S c h w i e r i g k e i t e n , d e n n j e d e s f e l ä ß t s i c h m i t g e e i g n e t e n Z a h l e n 

p,k d a r s t e l l e n i n d e r Form f ( z) = D ( K ( p , ( ' ^ ) , F ^ ( m a x ^ ) ) ) ( v g l . 1.3? 

S . 1 7 ) u n d d a r a u s f o l g t f e g . Zu z e i g e n b l e i b t 

S a t z : (h^ ®
a 

Den B e w e i s f ü h r e n w i r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r den ( s i m u l t a n e n ) A u f b a u 

d e r K l a s s e n . B e a c h t e t man, d a ß aus den i n Lemma 1 zusammen-
α

 7 

g e s t e l l t e n M o n o t o n i e - E i g e n s c h a f t e n d e r F u n k t i o n e n F ^ f o l g t 

c?i^c oi f ü r α < β , so g e n ü g t es zu z e i g e n 

B e h a u p t u n g : 

a ) I s t f e l e m e n t a r i n g
i >
. . *

)
g ( r > 0 ) , u n d s i n d g

i
? « . . ? g

 6 

ι r ι r 
so i s t f e o\ . 

b ) I s t f d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus 

β-|>···>β
Γ
 (

r

 - 0 ) , u n d s i n d g - , , . . . ^ ^ ck , so i s t 

f e CR 
n - 1 

α + ω 

Bewei s z u a ) I s t f e l e m e n t a r i n g
1
> . » . , g , u n d s i n d s s 
1 r

 g i g r 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n z u g - j > « « . > g
r
 > so g i b t es e i n e S c h r i t t z a h l ­

f u n k t i o n s « , d i e e l e m e n t a r i s t i n s ,...,s ; d i e s f o l g t 

f g l g
r 

u n m i t t e l b a r aus den i n 1 .3 b e w i e s e n e n S ä t z e n ü b e r S c h r i t t z a h l f u n k ­

t i o n e n . N
a
c h V o r a u s s e t z u n g k ö n n e n s

p
 ,...,s so g e w ä h l t w e r d e n , 

S< g r 

d a ß s i e i n χ, m a j o r i s i e r b a r s i n d . Nach Lemma 2 i s t dann a u c h c
r 

i n £
α
 m a j o r i s i e r b a r . D a r a u s f o l g t f e oi , 

z u b ) Es g e n ü g t , d i e f o l g e n d e n b e i d e n H i l f s s ä t z e zu b e w e i s e n : 

H i l f s s a t z 1: I s t f d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e 

b a r aus €Μ>···>6> ?
 u n d

 s i n d s ,...,s S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n z u 

»
 r

 g l gp 
£ - ! > · · - > S

r
 ?

 s o

 g i b t es e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , d i e d u r c h e i n e 

n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n aus s ,...,s d e f i n i e r t w e r d e n kann* 
Si g

r 

H i l f s s a t z 2: I s t f d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e 

b a r aus g-j > u n d s i n d g ^ ? . . . > g
r
 i n m a j o r i s i e r b a r , 

so i s t f i n £ . m a j o r i s i e r b a r * 
α + ω

η

~ 
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Denn i s t f d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus 

9 u n d s i n d s , ...,s S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n z u β-,#··.·Α » 
' r ' g-i g r

 1 r

so g i b t es n a c h H i l f s s a t z 1 e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , d i e 

d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n aus s , ...,s d e f i n i e r t 
«1 ST 

w e r d e n k a n n . Nach V o r a u s e t z u n g k ö n n e n s , ...,s so g e w ä h l t w e r d e n , 
gl g r 

d a ß s i e i n ^ m a j o r i s i e r b a r s i n d . Nach H i l f s s a t z 2 i s t dann s « 

i n £
 4

 m a j o r i s i e r b a r . D a r a u s f o l g t f e öl
 Λ 0 ι»η-1 η-ι 

α + ω α + ω 

Bew e i s zu H i l f s s a t z 2: W i r b e w e i s e n d u r c h I n d u k t i o n ü b e r η d i e 

f o l g e n d e , e t w a s s t ä r k e r e Behauptung? f s e i d u r c h e i n e n - f a c h e 

e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus g^?»»«jg > d . h . es gebe e i n 

e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l F , so d a ß f ü r a l l e g i l t 

f ($,·>") = F ( f , 

w o b e i i n P ( f f n u r an S t e l l e n -u , m i t ü <Ή g e b r a u c h t 

k 

w i r d ( v g l . S#37)« g - j > * « « > g
r
 s e i e n a b s c h ä t z b a r d u r c h F

a
 m i t k ^ 1 , 

t s e i z u F w i e i n Lemma 2 , ( l ) g e w ä h l t u n d a^ s e i d e r K o e f f i z i e n t 

v o n
 ω 1

 i n d e r D a r s t e l l u n g α = Σ u)
1

a . . Dann g i l t m i t 
i-m 

1 := m a x ( k , t + n , 5 ja^ a^) f ü r a l l e 

f ( t f , * ) * F
l n

 (max( . 
α + ω 

I : n = 1 . Z u n ä c h s t b e w e i s e n w i r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r χ 

, x+ 1 
f ( x , * ) *

 K

( m a x ( x , 1 > ) ) . 

x = 0 : f ( 0 , 1 ? ) = F ( * u W 0 , ^ $ 0 , 1 ? ) ^ F *
k

( m a x i ? ) ( n a c h Lemma 2 , ( 1 ) ) , 

0 , 1 , . . . , x - 1 = > χ: 

(f(0;w) f a l l s u= 0 

f ( x
9
' f ) = F(A

u
>t> i 

f ( x - 1 , t * ) f a l l s u - x - 1 > *
i x

> * ) 

0 s o n s t 

χ 
^ F

t # t k

( m a x ( x , f ) ) 

( n a c h I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g u n d Lemma 2 , ( 1 ) ) . D a m i t i s t d i e 

I n d u k t i o n ü b e r χ b e e n d e t . Aus d e r b e w i e s e n e n U n g l e i c h u n g f o l g t 

u n m i t t e l b a r 

,x+2 

f ( x , ^ ) ^ F ^ ( m a x ( x , f ) ) . 

3s g e n ü g t a l s o zu z e i g e n 



- 51 -

m+2 

F^ ( m ) * F ^ + 1 ( m ) f ü r 1 > 5 . 

..m+2 , m+2 
- o g e n F^ (m) s F^ ( ^ ( m ) ) = P

a + 1
( m + 1 ) f o l g t d i e s a u

£ 

m + l
m + 2

 * F?J'
1

(m) f ü r 1 * 5 -

D i e s e U n g l e i c h u n g b e w e i s e n w i r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r m . m=0: 

I n d u k t i o n ü b e r 1 . 1 = 5 : P | ( 0 ) = F 1 ( 4 ) = 2 1 6 > 5 2 . 1 = > 1 + 1 : 

( l + l )
2

 s 2 - 1 2 < F ^ l
2

) < F ^ F ^ - ^ O ) ) . m m+1 : m + 1 + l
m + 5

 : 

(m + l
m + 2

)
2

 s F
0
(F]-\m)) = F^F., ( F ^

2

( m ) ) ) = F ^ F ^ m ) + 1) s 

1 - · 2 1 — 1 
F ^ F ^ ( m+ 1 ) ) = (m+1) . D a m i t i s t d i e B e h a u p t u n g f ü r n=1 
b e w i e s e n . 

I I S c h l u ß v o n η a u f n+1ι W i r s e t z e n f ( x
0
, . . . . x := 

Χ ι \ 2
7 7

 η
7 / y 

f ( x ^ J ^ 2 7 * · · >
x

n
>'#)

 u n <

^ b e w e i s e n d u r c h I n d u k t i o n ü b e r x^ u n t e r 

V e r w e n d u n g d e r V o r a u s s e t z u n g d e r I n d u k t i o n ü b e r η z u n ä c h s t d i e 

A b s c h ä t z u n g 

f ( x
2
, . . .

?
x

n
, ^ ) < F

l n

 n
_

2
 ( m a x ( x

2
, . . . , x , # ) ) * 

1 α + ω (x-j + Ό 

Der I n d u k . t i o n s b e g i n n u n d d e r I n d u k t i o n s s c h r i t t l a s s e n s i c h gemeinsam 

b e h a n d e l n . S e i a l s o x ^ 0 . Nach V o r a u s s e t z u n g g i l t 

r

f
0
( u

2 >
. . , u

n
, t f ) f a l l s u 1 = 0 

. . . 

f
x
 ( u

2
, . . , u

n
, v ) f a l l s u

1 = X l
^

X

1 " " V
f ) f

x
 (x

2
,...,x

n
,^) = F(XÜw { 

s o n s t 

' 7 i r d e f i n i e r e n e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l G d u r c h 

%
(

ν * · · ' \ + Γ + 1 5 Χ 2 ' · · · ' ν ^ 

X 1 

p i
0
( u

2
, . . . ,u

n
,lP) f a l l s u 1 = 0 

F ( * * W
h
 ( ^

 f a l l s
 ,h

 + 1
- - - h

x + r
> h

x r +
 ( x

2
, . , 

x j 2 η ' 1 1 1 1 1 
0 s o n s t 

Es g i l t dann 

f

x 1 ^ X 2 ' * · * '
Χ

η ' ^
 = G

x ^ f 0 » * *'
 , f

x >^
λλΧ

2
'"

u

n
i0x

'\ ' x2> " '
 >Χ

η>^ 

und i n G
x
 ( f

Q
, . . . , f

x
 , ¥ »

λ

«
2
· · ' V ^ X 1 ' X 2 ' ' * *

 > X

n ' ^ ^
 w i r d f

x
 n u r 
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an S t e l l e n u
2
, . . . , u

n
, t P m i t ( u

2
, . . . , u ^ ) <

nm
^(x^, •. . >

x

n
) g e b r a u c h t , 

f i s t a l s o d u r c h e i n e n-1 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r 
x

1 
aus f

n
, . . . , f

 Λ
 ,ψ und X u

o
. . . u i 0 x , . A l l e d i e s e P u n k t i o n e n s i n d 

u x*| — ι 1 η Ί 

nun a b s c h ä t z b a r d u r c h Ρ
 N

 , denn f
n Λ

 s i n d n a c h 
t
 n - 2 ' 0 ' ' x « - 1 

α # ω χ
1 1 

V o r a u s s e t z u n g ( d e r I n d u k t i o n ü b e r x ^ ) a b s c h ä t z b a r d u r c h Ρ
 N 

k
 α + ω " x-j 

ff* »···*€> d u r c h Ρ und es g i l t nach Lemma 1 χ. < Ρ ( 4 ) ^ 
°1

 7

 °r α ° 1 x<j
v

 ' 

F
 N - 2

 ( 4 ) = Ρ
 n
^

2
 ( F Q ( 0 ) ) < F

L N

 ^
2
 ( 0 ) . W e i t e r f o l g t aus d e r 

ω ~ χ̂  ω ~ x-j α # ω Xf 

D e f i n i t i o n v o n G , d a ß λχ„...χ»» G ( h ^ , , , . , h , ; x
n
, . « . , x ,M) 

X i ' 2 n
/

 x-j 0 ' ' x
1
+ r + 1 ' 2 ' ' n

, / x 

d u r c h F ^
4

* ' ' ) - ' - a b g e s c h ä t z t werden k a n n , f a l l s 1ΐφ,..·,]ι
χ + r +

- j 

a b s c h ä t z b a r s i n d d u r c h F ^ . Wendet man j e t z t d i e V o r a u s s e t z u n g d e r 

I n d u k t i o n ü b e r η a n , so e r h ä l t man 

m a x ( l
n
, t + 1 + n - 1 , 5 ^ n , a

Q
) 

f (χ
2 >
· · . ,χ ,4) - F

 2 2
 " ( m a x ( x ,...,x , ^ ) ) 

1 (α # ω χ ) + ω 

1 

- Ρ
 Η

 (max(x ,...,χ ,^ ; ) ) * 

α 4- ω
η

-
2

(χ
1 +
ΐ )

 2 η 

D a m i t i s t d i e I n d u k t i o n ü b e r x^ b e e n d e t . Aus d e r b e w i e s e n e n 

U n g l e i c h u n g e r g i b t s i c h w i e f o l g t d i e g e w ü n s c h t e A b s c h ä t z u n g : 

f (x,j * · * ·
 9

^n
j/r

^ 

1 

- F
 n

 „ ? (m) m i t m := m a x ( x . , x
p
, . . . ,x 

α + ÜJ ^ ( m + l ) 

1 
= F

 n - 1 n - 2 '
ß d e f

*
 d u r c h α = ω Π

" ß +
 2

 ω
3 

ω ~ β + ω ( a
 0

+rn+ 1) i < n - 2 v

 n - 2 ' 

ω β + ω ( 1 +m+1) 

1 

-
 P

 n-1 n - 1
( m ) ( n a c h (

*>
 } 

ω β + ω 
1 F Π

 n
_ - | (

m a x 

α + ω 

Zu z e i g e n i s t a l s o n u r n o c h 

(*) F
C

.
+ 1
 ( x ) s F

c

i + 1
 .

+ 1
( x ) f ü r c , 5 

γ + ω ( x + c + 1 ; ω γ + ω ω 

W i r b e w e i s e n z u n ä c h s t 

ω " γ + ω
χ

(χ+ο+ΐ) ω γ + ω" 
χ 
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P

°l
+
1 i

 ( χ

) 
ω γ + ω ( x + c + l ) 

^ F (χ) ( d a χ > 4 ) 
ω γ + ω (x + c + 1 ) +C-1 

^ F . -, . ( Χ ) 

ω γ + ω (x + 2 c ) 

1 + 1 ι+1
χ

 ' 
ω γ + ω 

s F , , . , ( F°
_ 4

( x ) ) 

ω ι + 1
γ +

 ω
1 + 1 0 

c - 3 s ρ ° - - > (χ) 

Hegen F^. . .
 1

( x ) ̂  4 e r h ä l t man d a r a u s f ü r c > 5 
ω

1

 γ + ω
1 

F ° .
 1

 . (x) 
ω

1 + Ί

γ + ω
χ

(χ+
0
+ΐ) 

i + 1 
ω 

( F . , . ,(χ)) 
ν 1+1 ι+1

ν J / 

Υ + ω
1

(
χ + 0

+ ΐ ) ω
1

 γ + ω' 

* , . ,(χ) · 

D a m i t i s t d e r B e w e i s v o n H i l f s s a t z 2 beendet,. 

F ü r d e n B e w e i s v o n H i l f s s a t z 1 i s t es e r f o r d e r l i c h , z u e i n e r n - f a c h e n 

e l e m e n t a r e n R e k u r s i o n , d i e e i n e F u n k t i o n f aus F u n k t i o n e n g-|>»»«>g 

d e f i n i e r t , u n d z u R e g i s t e r m a s c h i n e n ,.. . ,H , d i e d i e F u n k t i o n e n 

g , . . . , g m i t S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n s , *.*,s b e r e c h n e n , e i n e 

'
 r

 Si 8χ 
R e g i s t e r m a s c h i n e Μ z u k o n s t r u i e r e n , d e r f b e r e c h n e t , und zwar s o , 

d a ß d i e z u g e h ö r i g e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n d u r c h e i n e n - f a c h e 

e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r i s t aus s , ...,s · E i n e d i r e k t e 

gl ST 

K o n s t r u k t i o n e i n e r s o l c h e n M a s c h i n e w ä r e s e h r m ü h s a m . V7ir w e r d e n 

h i e r v o r g e h e n w i e K l e e n e b e i m Beweis s e i n e s R e k u r s i o n s t h e o r e m s 

( i n [ 6 ] , S . 3 5 2 ) u n d v/erden z e i g e n , d a ß d i e e n t s p r e c h e n d k o n s t r u i e r t e 

R e g i s t e r m a s c h i n e Μ z u r B e r e c h n u n g v o n f e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n 

s^ m i t d e r g e w ü n s c h t e n E i g e n s c h a f t b e s i t z t . B e i d i e s e r B e w e i s m e t h o d e 

a r b e i t e t man m i t p a r t i e l l r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n . Zur V o r b e r e i t u n g 

s t e l l e n w i r j e t z t e i n i g e R e d e w e i s e n und d i e b e n ö t i g t e n Lemmata ü b e r 

p a r t i e l l r e k u r s i v e F u n k t i o n e n zusammen. 
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I m Zusammenhang m i t p a r t i e l l e n , d . h . n i c h t n o t w e n d i g a u f a l l e n 

A r g u m e n t e t u p e l n d e f i n i e r t e n F u n k t i o n e n v e r w e n d e n w i r d i e f o l g e n d e n 

K o n v e n t i o n e n ' \ g ( h ^ (•#) , .. · ,h (·#)) s o l l g e nau dann d e f i n i e r t s e i n ,

wenn h^ , . . . ,h an d e r S t e l l e u n d g an d e r S t e l l e h^ (-f) > · · · 

• • > k (-g) d e f i n i e r t s i n d . Z.B. i s t O - h ( x ) U n d e f i n i e r t , f a l l s h ( x )

U n d e f i n i e r t i s t . Σ g ( g , i ) , Π g ( $
5
i ) s o l l e n g enau dann d e f i n i e r t 

i < y i < y fg-ji«) f a l l s h ( f ) = 0

s e i n , wenn g(>£,0) , . . . , g ( f , y - 1 ) d e f i n i e r t s i n d . |
g
 ^ s o n s t 

s o l l genau dann d e f i n i e r t s e i n , wenn g^('&) d e f i n i e r t und h ( - f ) 

d e f i n i e r t und =0 i s t , o d e r wenn g
2
0#) d e f i n i e r t u n d h(-#) 

d e f i n i e r t u n d ^0 o d e r U n d e f i n i e r t i s t . ^ y [ g ( ^
5
y ) =

5

0 ] s o l l genau 

dann d e f i n i e r t s e i n , wenn es e i n y g i b t , so d a ß g ( & > 0 ) , . . . , g ( $ , y ) 

d e f i n i e r t s i n d u n d g ( # , y ) = 0 i s t . W i r s c h r e i b e n f ( # ) ̂  g ( ' f ) > um 

a u s z u d r ü c k e n , d a ß f an d e r S t e l l e % genau dann d e f i n i e r t i s t , 

wenn g d o r t d e f i n i e r t i s t , u n d d a ß , f a l l s f und g b e i d e an d e r 

S t e l l e % d e f i n i e r t s i n d , s i e d o r t d e n s e l b e n W e r t annehmen. 

E n t s p r e c h e n d d i e s e n K o n v e n t i o n e n k a n n man den B e g r i f f des e l e m e n t a r e n 

F u n k t i o n a i s so e r w e i t e r n , d a ß a u c h p a r t i e l l e F u n k t i o n e n a l s A r g u m e n t e 

z u g e l a s s e n s i n d ; w i r s p r e c h e n dann v o n e l e m e n t a r e n F u n k t i o n a l e n i m 

w e i t e r e n S i n n e ( i . w . S . ) . Z u r genauen D e f i n i t i o n i n t e r p r e t i e r e man 

i n d e r a u f S e i t e 36 gegebenen D e f i n i t i o n e l e m e n t a r e r F u n k t i o n a l e 

f ^ , , . . , f a l s p a r t i e l l e F u n k t i o n e n , e r s e t z e " = " d u r c h , 

' ' F u n k t i o n a l '
1

 d u r c h " F u n k t i o n a l i.w.S.'
1

 u n d f ü g e h i n z u : S i n d ΰ^,ΰ^,Η 

e l e m e n t a r e F u n k t i o n a l e i . w . S . , und i s t F d e f i n i e r t d u r c h 

' G ^ f HO f a l l s H ( £ ; f ) = 0 

Hii'2) 
G

2
( f \ 4 ) s o n s t , 

so i s t auch F e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i.w.S. . F a l l u n t e r s c h e i d u n ­

gen m ü s s e n b e s o n d e r s a u f g e f ü h r t v/erden, denn w ü r d e man 

'g-,0«) f a l l s h ( g ) = 0 

ß2(%) s o n s t 

w i e ü b l i c h e r k l ä r e n d u r c h g^ (%) · s g ( h ( % ) ) + g
2
( t ) ( l ~ , so 

w i d e r s p r ä c h e d i e s d e n K o n v e n t i o n e n ( i s t z.B. h(-#)=0 , g ^ ( % ) 

d e f i n i e r t und g
2
( ^ ) U n d e f i n i e r t , so i s t d e r e r s t e Term d e f i n i e r t 

u n d d e r z v / e i t e U n d e f i n i e r t ) . Genau w i e f ü r e l e m e n t a r e F u n k t i o n a l e 

1

) V g l . K l e e n e [ 6 ] , S.237-239-
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b e w e i s t man, d a ß m i t G,H.,...,H s t e t s auch 

G

^ J
1
 · · - y

n

 H

1
 ( f »y-| $ · · » y

n - t
 ) > · · · >^y

1
. * . y

n
 H

r
( f ; y

1
, · . , y ) i-g) e i n 

e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i . w . S . i s t .
 T

7 i r v erwenden a u c h f ü r e l e m e n t a r e 

F u n k t i o n a l e i . w . S . d i e R edeweise
 H

f w i r d i n F ( f , ^ ; ^ ) n u r g e b r a u c h t 

an S t e l l e n ue M"; das s o l l b e s a g e n , daß f ü r b e l i e b i g e p a r t i e l l e 

F u n k t i o n e n f
1

 m i t d e r s e l b e n S t e l l e n z a h l w i e f g i l t 

Λ f ( Ä ) * f ' ( f i ) - P ( f , ^ f ) ^ ( f
,

, t
f
^ ) . 

V* e Μ 

E i n e n - s t e i l i g e p a r t i e l l e F u n k t i o n f h e i ß t RII - b e r e c h e n b a r , 

wenn es e i n e R e g i s t e r m a s c h i n e g i b t , d i e , a n g e s e t z t a u f d i e R e g i s t e r ­

i n h a l t e x . j , . . . ,x , 0 , 0 , . . . genau dann s t o p p t , wenn f ( x ^ , . . . , x ^ ) 

d e f i n i e r t i s t , und zwar dann m i t den R e g i s t e r i n h a l t e n 

f ( x ,...>x ) > 0 , 0 , . . . . H i t den ü b l i c h e n Methoden b e w e i s t man, d a ß 

d i e K l a s s e d e r p a r t i e l l e n RM - b e r e c h e n b a r e n F u n k t i o n e n m i t d e r 

K l a s s e d e r p a r t i e l l r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n z u s a m m e n f ä l l t . Zu j e d e r 

RM z u r B e r e c h n u n g e i n e r p a r t i e l l e n F u n k t i o n f g e h ö r t e i n e e b e n f a l l s 

p a r t i e l l e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ m i t demselben D e f i n i t i o n s b e r e i c h 

w i e f . Das Z e i c h e n "s^" v e r w e n d e n w i r w i e d e r a l s V a r i a b l e f ü r 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n v o n f . - Beim Beweis v o n H i l f s s a t z 1 w e r d e n 

w i r d i e f o l g e n d e n b e i d e n Lemmata ü b e r p a r t i e l l e S o h r i t t z a h l f u n k t i o n e n 

b e n ü t z e n : 

Lemma 3* ( l ) I s t e i n e p a r t i e l l e F u n k t i o n f d e f i n i e r t d u r c h 

°* 0#) 5 · · · >
h

r
( ^ 0 ) > und s i n d h ^ , . , . ,h_^ p a r t i e l l e , m i t 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n s ,. .. , s. Ri.I - b e r e c h e n b a r e F u n k t i o n e n , 
η^ η ρ 

so i s t a u c h f RM - b e r e c h e n b a r m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , 

d i e s i c h d e f i n i e r e n l ä ß t i n d e r Form 

s
f
( i O « f

Q
( ^ , s

h
^ ( ^ ) , . . . , s

h
 ( f ) , s

g
( h

1
( ^ ) , . . - , h

r
( ^ ) ) , f ( ^ ) ) , 

e l e m e n t a r , 

( 2 ) I s t e i n e p a r t i e l l e F u n k t i o n f d e f i n i e r t d u r c h f ( ^ , y ) — Σ g ( ^ , i 

i < y 

( b z w . f ( i ? > y ) — Π g ( ^ , i ) ) , und i s t g e i n e p a r t i e l l e , m i t e i n e r 
i < y 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s RM - b e r e c h e n b a r e F u n k t i o n , so i s t a u c h f 
g 

RM - b e r e c h e n b a r m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , d i e s i c h 

d e f i n i e r e n l a ß t i n d e r Form 

s
f
( * ? ) ^ f

0
( - g , y , Σ ί^δ',ι,ε ( v ; , i ) , g ( ^ , i ) , f (

f
, i ) ) , f ( ^ , y ) ) , 

i < y 

f , f e l e m e n t a r . 
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( 3 ) I s t e i n e p a r t i e l l e P u n k t i o n f d e f i n i e r t d u r c h 

(gA-%) f a l l s h ( # ) = 0 

[ g
2
( f ) s o n s t , 

u n d s i n d g
1 ?

g p » h p a r t i e l l e , m i t S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n s ,s ,s, 
ι c. gjy g^ η 

RM - b e r e c h e n b a r e P u n k t i o n e n , so i s t auch f RM - b e r e c h e n b a r m i t 

e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , d i e s i c h d e f i n i e r e n l ä ß t i n d e r Form 

fs (if) f a l l s h ( ^ ) = 0 
s

f
0 f ) « f

0
( ^ s

h
( « ) , h ( « ) t <

 g l

 ) , 
s^ s o n s t 

f ^ e l e m e n t a r , 

( 4 ) I s t e i n e p a r t i e l l e P u n k t i o n f d e f i n i e r t d u r c h f ( f ) ^ μy[g(f >y ) = 0 ]

u n d i s t g e i n e p a r t i e l l e , m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s 

RM - b e r e c h e n b a r e P u n k t i o n , so i s t auch f Rii - b e r e c h e n b a r m i t 

e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s ^, d i e s i c h d e f i n i e r e n l ä ß t i n d e r Form 

s (•£) * f A ü , Σ f (#,y,sJ«,y),g(«,y)),f(«)) , 

f ^ , f ^ e l e m e n t a r . 

B e w e i s : ( l ) , ( 2 ) und ( 4 ) b e w e i s t man w ö r t l i c h w i e i n 1 .3 · ( 3 ) e r g i b t 

s i c h w i e f o l g t : Z u r V e r e i n f a c h u n g nehmen w i r a n , d a ß f e i n s t e l l i g 

i s t ; d i e a l l g e m e i n e B e h a u p t u n g b e w e i s t man e n t s p r e c h e n d . I i
1

, U
n

 , U 

s e i e n R e g i s t e r m a s c h i n e n z u r B e r e c h n u n g von g ^ g ^ h m i t S c h r i t t z a h l ­

f u n k t i o n e n s ,s ,h * f ( x ) k a n n dann nach dem f o l g e n d e m Diagramm 
g i g2 

b e r e c h n e t w e r d e n : 

K
1 2
 M

2
 L

2
 I L 

-» L „ I i " 

S c h r i t t z a h l : 

f^,f
2
 e l e m e n t a r . 

Φο 2 

(χ) f a l l s h ( x ) = 0 
f ^ x ) + 8 (

X
) + f

2
( h ( x ) )

 + 

| s^ ( x ) s o n s t 

Lemma 4* ( l ) I s t F e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i . w . S . , s i n d g 

p a r t i e l l e , m i t S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n s ,...,s RH - b e r e c h e n b a r e 

g<i gx 
F u n k t i o n e n , u n d i s t f d e f i n i e r t d u r c h f ( ^ ) es- F ( g , j > . . . , g ^ , 

so i s t auch f RM - b e r e c h e n b a r m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ < 
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d i e s i c h s c h r e i b e n l ä ß t i n d e r Form s „ ( ^ ) G(s , ...,S 5^) , 

G e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i .w.S. . 

( 2 ) G i l t z u s ä t z l i c h f ü r 1 < i < r : g ^ w i r d i n P ( g ^ , • . . , g ; 

n u r g e b r a u c h t an S t e l l e n y-|»«.»>y m i t h . ( y ^ , * . . , y ) = 0 , 

hu e l e m e n t a r , so k a n n G so g e w ä h l t w e r d e n , d a ß f ü r 1 < i < r 

g i l t : s w i r d i n G(s , . * ., S } a u c h n u r g e b r a u c h t an S t e l l e n 
gl g-l g r 

B e w e i s : ( l ) e r g i b t s i c h d u r c h I n d u k t i o n ü b e r den A u f b a u d e r e l e m e n t a r e n 

F u n k t i o n a l e i . w . S . u n m i t t e l b a r aus Lemma 3? ( Ο h i s ( 3 ) « Zu ( 2 ) : 

Z u r V e r e i n f a c h u n g d e r S c h r e i b w e i s e nehmen w i r r = 1 an3 d i e a l l g e ­

m eine B e h a u p t u n g b e w e i s t man e n t s p r e c h e n d . Nach V o r a u s s e t z u n g i s t 

(gM) f a l l s h ( ^ ) = 0 

[θ s o n s t 

Nach ( 1 ) u n d Lemma 3> ( 3 ) l ä ß t s i c h dann e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ 

zu f s c h r e i b e n i n d e r Form 

f s ( ? ) f a l l s h ( ^ ) = 0 

s
f
( * ) * f U

}
,

 g

i 

G e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i .w.S., t^t^ e l e m e n t a r . 

D e f i n i e r t man 

f h ( ^ ) f a l l s h 

G ' ( h
5
i ? ) G(Vy f Λ*, i ) ; - ) , 

! f ^ { ψ ) s o n s t 

so g i l t 

s ( g ) ̂  G' ( s , 
1 g 1 

und i n G
f

( s w i r d s n u r an S t e l l e n ψ m i t h . ( ^ ) = 0 
g^ g^ ' 

g e b r a u c h t . Da G
1

 n a c h D e f i n i t i o n e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i.w.S* 

i s t , i s t d a m i t Lemma 4 b e w i e s e n . 

B eweis zu H i l f s s a t z 1s W i r d e f i n i e r e n z u n ä c h s t m i t den i n 1.3 

e i n g e f ü h r t e n F u n k t i o n e n D und Κ f ü r η > 0 

Π
η
(ρ,*) D ( K ( p , < ^ > ^ t [ K ( p , < ^ > , t ) = K ( p , < ^ > , t + l ) ] ) ) 

(-# s t e h t f ü r x ^ , . . . , x ^ ) . Jede n - s t e l l i g e p a r t i e l l r e k u r s i v e 

F u n k t i o n f l ä ß t s i c h dann m i t e i n e r g e e i g n e t e n Z a h l f d a r s t e l l e n 
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i n d e r Form f ( - # )
 u

n
 • ^

a u

n
 s e l b s t p a r t i e l l r e k u r s i v i s t , 

d u r c h l a u f e n d i e F u n k t i o n e n U (p,^g) , p= 0,1,2,... , g e n au d i e 

n - s t e l l i g e n p a r t i e l l r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n ( m i t W i e d e r h o l u n g e n ) . 

W e i t e r b r a u c h e n w i r n o c h e l e m e n t a r e F u n k t i o n e n S
m

 (n,m > θ) , d i e 
1)

 n 

f o l g e n d e s l e i s t e n ' ι I s t £ d i e G ö d e l n u m m e r e i n e r R e g i s t e r m a s c h i n e 

Μ z u r B e r e c h n u n g v o n \ y , . . j r χ^,,χ g ( y
1
, · . . > y

m
>

x

1
 > · • · >

x

n
) > 

so i s t S ^ ( g , y . j , . . . >y ) d i e G ö d e l n u m m e r e i n e r R e g i s t e r m a s c h i n e , d i e 

d i e F u n k t i o n λχ^.,.χ^ g ( y ^ , . . . >y
m
>

x

-| > · · · >
x

n
) b e r e c h n e t , u n d zwar 

n a c h dem Diagramm 

φ φ Λ ^ Λ Μ 

η m+n 1 m+1 1 m 

( v g l . 1.3? Α?* s t e h t f ü r Α^Α^..·Α^ , y-mal h i n t e r e i n a n d e r g e s c h r i e b e n 

V e r w e n d e t man e i n e d e r ü b l i c h e n G ö d e l i s i e r u n g e n v o n P r o g r a m m t a f e l n 

f ü r R e g i s t e r m a s c h i n e n , so l a s s e n s i c h s o l c h e F u n k t i o n e n S^ ohne 

S c h w i e r i g k e i t e n k o n s t r u i e r e n ; w i r v e r z i c h t e n h i e r a u f d i e A u s f ü h r u n g 

d e r ( t r i v i a l e n u n d l a n g w i e r i g e n ) E i n z e l h e i t e n . 

f s e i a l s o d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus 

g-l * · · · *έ>
Γ
 ?

 u n (

i δ^*···*β
Γ
 s e i e n RLI - b e r e c h e n b a r m i t S c h r i t t z a h l ­

f u n k t i o n e n s ,...,s . Zu z e i g e n i s t , d a ß es dann e i n e S c h r i t t z a h l -

gi ' g
r 

f u n k t i o n s^ v o n f g i b t , d i e d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e 

R e k u r s i o n aus s ,...,s d e f i n i e r t w erden k a n n . - Nach V o r a u s s e t z u n 
g l g

r 

g i b t es e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l Ρ , so d a ß f ü r a l l e χ^,.*·,χ , 

y

1
, # # ,

'
y

m (
k u r z :

 Ή**®) ^
i l b 

w o b e i f i n F ( f > y - 5 S y 9 ) n u r g e b r a u c h t w i r d an S t e l l e n "Λ >V0 m i t 

Η , d . h . w o b e i f ü r e i n e b e l i e b i g e ( ü b e r a l l d e f i n i e r t e ) F u n k t i o n 

f
f

 m i t d e r s e l b e n S t e l l e n z a h l w i e f g i l t 

Λ Λ f(*t,«0) - f
f

( ^ V i D ) F ( f , ^ ; ^ , ^ ) e F ( f
l

, ^ ; f , i ? ) . 

F l ä ß t s i c h ( u n t e r R ü c k g r i f f a u f den i n d u k t i v e n A u f b a u ) a u f f a s s e n 

a l s e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i . w . S . . D e f i n i e r t man d a nn 

P
i

( h
0
, h

1
, . . . , h

r
? ^ , ^ ) 

f h
n
( v L , l f ' ) f a l l s 'Λ'-Λ 

!0 s o n s t 

1

) V g l . K l e e n e [ 6 ] , S .342 -
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so i s t a u c h F
f

 e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i.w.S» , u n d es g i l t f ü r 

a l l e <$,<9 

f U v ? ) ( f & t i g , < 9 ) , 

w o b e i f i n F
f

 ( f ,<£Γέ%^) ^
u r

 g e b r a u c h t w i r d an S t e l l e n ii,ip m i t 

14 *<
η
-$ , d . h . w o b e i f ü r b e l i e b i g e p a r t i e l l e F u n k t i o n e n f

1

 m i t d e r ­

s e l b e n S t e l l e n z a h l w i e f g i l t 

Λ Λ f ( i * , V ) * f
1

 (£,10) - F ' ( f , ^ ; ^ ) « P ' ( f » , ^ 5 ^ ) · 

D u r c h t r a n s f i n i t e I n d u k t i o n ü b e r ( l ä n g s ·< ) e r g i b t s i c h d a r a u s , 

d a ß e i n e b e l i e b i g e p a r t i e l l e F u n k t i o n f
!

 , d i e f ü r a l l e - f , ^ d i e 

B e d i n g u n g f
1

 (β,Ίϊ) * F' ( f
!

& γ $ & ) e r f ü l l t , m i t f i d e n t i s c h i s t . -

W i r d e f i n i e r e n j e t z t e i n e p a r t i e l l e F u n k t i o n h d u r c h 

h ( i , f , ^ ) : Ä W^&m^^ 

^ ^ ( ü
n + i n

, ^ ; i , S , ^ ) , 

w o b e i F e i n d u r c h F ( h
Q
, h

1
, . . . ,h^\± :o: F ' ( A - i t 1 0 h

o
( S

n + m
( i , i ) , 

, h ^ , · · · , h ^ 5 %/Ψ) d e f i n i e r t e s e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i.w.S. i s t . 

h s e i d i e G ö d e l n u m m e r e i n e r RH z u r B e r e c h n u n g v o n h . S e t z t man 

dann 

f := S
1

i
 ( h , h ) , 

so g i l t f ü r a l l e ^
 u

n + m
U > W # ) - h ( h , « , ^ ) « F

1

 ( ^ A l O U
n + m

( f
 f
ti,ie) 

• i , ^ ) u n d d a m i t f ( i & y # ) =
 U

n + m ^ -
,

^
/

^ * —
 i s t a l s 0 d i e

 G ö d e l n u m m e r 

e i n e r RM z u r B e r e c h n u n g v o n f . Zu z e i g e n i s t , d a ß d i e z u g e h ö r i g e 

S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s ^ d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n 

aus s , . . . , s _ d e f i n i e r t w e r d e n k a n n . Z u n ä c h s t f o l g t u n m i t t e l b a r 
gl £χ 

aus d e r D e f i n i t i o n v o n f , d a ß s i c h s^ m i t e i n e r e l e m e n t a r e n 

F u n k t i o n f ^ s c h r e i b e n l ä ß t i n d e r Form 

s
f
UViO = f

0
( s

h
( h , f , ^ ) , f , ^ ) , 

w o b e i s, d i e zu h g e h ö r i g e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n i s t . W e i t e r g i b t 

es n a c h Lemma 4>0) © i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l G i.w.S,, m i t dem 

s i c h s, s c h r e i b e n l ä ß t i n d e r Form 
h 

s
h
(i,'£ViO - G ( s

n
 ,β ^ ; ! , · ^ ) 
n+m 

( s _ s t e h t f ü r s ,...,s ) . S c h l i e ß l i c h f o l g t aus d e r D e f i n i t i o n 
* gi g

r 

v o n TT u n d aus Lemma 3^ d a ß s i c h s
T T
 m i t e i n e r e l e m e n t a r e n 

n+m
 y

 U
n + 1 E 

F u n k t i o n f ^ s c h r e i b e n l ä ß t i n d e r Form 
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8 Π (jfÄfto) * f ^ t [ K ( o , < * , t l ? > , ^ ^ . 
n+m 

S e t z t man n u n e i n , so e r g i b t s i c h z u n ä c h s t 

-κ* 
s

f
( ^ , ^ ) » f

0
( G ( s u , s ^ $ h , ^ , ^ ) , ^ , ^ ) · 

n+m ^ 

Man b e a c h t e j e t z t , d a ß ^
n + m

 ^
n

 ^ (TT
 +
 ,^-;!!,^,^) n u r g e b r a u c h t 

w i r d an S t e l l e n 3 M.W m i t j = S
1

 ( h , h ) = f u n d · Nach u 7

 * ^
u

 n+m — —
/

 —
 n 

Lemma 4 > ( 2 ) k a n n man dann G so w ä h l e n , d a ß s
T T
 i n 

*
 u

n+m 
G ( s

T T
 j S ^ j h , ^ , ^ ) a u c h n u r an d i e s e n S t e l l e n g e b r a u c h t w i r d . Nun u

n+m ν 
g i l t ( v g l . 1 . 3 ) 

μ t [ K ( f , <&,'J?> , t ) = K ( f , <K ,l4>, t + 1 ) ] = s
f
 (*( ,10) 

und d a m i t 

s
n
 (f,£,ip) = f 1 ( s f ( « , t o ) , f , i i , T O ) . 
n+m 

s
T T
 u n d λjüjaf ( s

f
 ( i l , t 0 ) , f ,i4

3
1ü) s t i m m e n demnach a u f a l l e n f r a g -u

n+m
 1 1 

l i e h e n S t e l l e n ü b e r e i n u n d man e r h ä l t 

s
f
Uv?) = f

Q
( G * ( ^ j t i w f 1 ( s

f
( i 4 , t » ) , f , Ä , W ) , s ; h , ^ ) , ^ ) · 

D e f i n i e r t man a l s o e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l G d u r c h 

G ( h
Q
, h

1
, . . . , h

r
; f , i ; ) := f

Q
( G (λ j * * f

 1
 ( h

Q
( ^ , i p ) , f ,£,to) , h

1
, . . . , h

r
 ;h,«,<*) 

, so f o l g t 

s f ( * V * ) = G ( s f , s j ^ , ^ ) , 

und da i n 0*(λ jüw f
 1
 ( s

f
 (4,<0) ,14,1P), s ; h , f , ^ ) d i e F u n k t i o n 

* j # t 0 f ( s
f
 (ii,10) , f n u r an S t e l l e n j m i t j = f und Ifi \<% 

g e b r a u c h t w i r d , w i r d auch s^ i n G ( s ^ , s Y^J^) n u r g e b r a u c h t an 

S t e l l e n 'K m i t w # ·
 s

f i s * a l s o d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e 

R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus s . . . ο . s α D a m i t i s t a u c h H i l f s s a t z 1 

b e w i e s e n . 
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3.3 M o d i f i k a t i o n e n 

W i r u n t e r s u c h e n j e t z t , w i e s i d h e i n i g e M o d i f i k a t i o n e n d e r D e f i n i t i o n e n 

d e r K l a s s e n 32 und £ a u s w i r k e n . U n t e r Verwendung d e r i m v o r a n -
α α 

gehenden A b s c h n i t t b e w i e s e n e n G l e i c h h e i t von 32^ u n d ^ e r g i b t 

s i c h , d a ß b e i e i n e r R e i h e s o l c h e r M o d i f i k a t i o n e n d i e d e f i n i e r t e n 

F u n k t i o n c n k l a s s e n u n v e r ä n d e r t b l e i b e n . N e g a t i v f ä l l t n u r d e r V e r s u c h 

a u s , d i e K l a s s e n £ d u r c h A b s c h l u ß m i t b e s c h r ä n k t e n m e h r f a c h e n 

e l e m e n t a r e n R e k u r s i o n e n zu d e f i n i e r e n . Es z e i g t s i c h , d a ß s c h o n 

1 - f a c h e b e s c h r ä n k t e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n e n aus j e d e r d e r K l a s s e n Ψ 

h i n a u s f ü h r e n . 

W i r b e g i n n e n m i t z w e i M o d i f i k a t i o n e n i n d e r D e f i n i t i o n d e r K l a s s e n 

32^ 5 s i e l a u t e t e 

D e f i n i t i o n : a ) I s t f e l e m e n t a r i n g ^ , - - . ^ ( r > 0 ) , u n d g i l t 

g.e 32 f ü r 1 < i < r , so i s t f e 3 2 / \ . 

b ) I s t f d u r c h e i n e n - f a c h e e l e m e n t a r e R§kurs i o n d e f i n i e r b a r aus 

g - j > « * » > g
r
 (

R

 - °) >
 u n d

 g i l t f ür 1 < i < r , so i s t 

f e 52
 f

 ν τι 1 r.
 1 

max(oc
1
 , . . , ,α ) + ω

η

* ' 

Z u n ä c h s t z e i g e n w i r , d a ß d i e K l a s s e n 3?^ , d i e man e r h ä l t , wenn man 

i m T e i l b ) d i e s e r D e f i n i t i o n a n s t e l l e d e r g e w ö h n l i c h e n O r d i n a l z a h l ­

a d d i t i o n d i e n a t ü r l i c h e Summe # v e r w e n d e t , m i t den K l a s s e n 32 

z u s a m m e n f a l l e n . ( V g l . d i e Bemerkung i n A n s c h l u ß an d i e D e f i n i t i o n 

d e r K l a s s e n ®
a
 a u f S.40 ) . 

S a t z : 32 = 32* f ü r α < ω
ω

 . 
α α 

B e w e i s : 32
!

 c 32 e r g i b t s i c h u n m i t t e l b a r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r den 
α α 

s i m u l t a n e n A u f b a u d e r K l a s s e n 32' . Zum Beweis v o n 32 c 32* g e n ü g t 

α α- α ° 

es zu z e i g e n F e 32
1

 , denn wegen 32 = = *'(? ) f o l g t d a r a u s d i e 

B e h a u p t u n g , F^e 3?^ b e w e i s e n w i r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r α . F ü r cc=0 

i s t d i e B e h a u p t u n g t r i v i a l . Aus F e 3?' f o l g t F .e 3?' .= 32
 A

 . 

^ & α α α + 1 α # 1 α+1 ' 
denn F

 Λ
 i s t aus F „ d u r c h e i n e 1 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n 

α+1 a 
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d e f i n i e r b a r . Es s e i nun λ e i n e L i m e s z a h l und F^e <R̂  f ü r α < λ « 

λ l ä ß t s i c h d a r s t e l l e n i n d e r Porm λ = ω
η +

^(β+ΐ) und es g i l t 

n a c h D e f i n i t i o n 

F , ( x ) = Ρ
 Λ

 (χ) . 
ω β + ω χ 

Zum B eweis v o n P^e g e n ü g t es zu z e i g e n , d a ß d i e d u r c h 

f ( x ,...,χ
Λ
,χ) s= Ρ

 Λ
 (χ) 

η ' Ο
7

 '
 f l

n + 1
0
 ,,η ,

4

 χ

 ' 
ω β + ω χ + .. . + ωχ + χ 

η 1 0 

d e f i n i e r t e P u n k t i o n f i n föj^ l i e g t . Nun g i l t 

f ( 0 , . . • ,Ο,χ 

f ( x , . v

 η
7 . . , x

Q 

f ( x , . 
•' '

χ

0 

f ( x 
••'

x

m 

ω
η+1

β 

η Ο
7 χ

 η
7 ' Ο 

η
7 7

 m
3 

f i s t a l s o d u r c h e i n e n+2 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r 

n + 1
n
 ^ n+1 n + 1

n
 n+1 . _ - , , 

aus Ρ . . Wegen ω β # ω = ω β + ω « λ f o l g t d a r a u s 
ω

 ß 

W e i t e r b e w e i s e n w i r , d a ß man auch dann n o c h d i e s e l b e n P u n k t i o n e n ­

k l a s s e n e r h ä l t , wenn man i n d e r o b i g e n D e f i n i t i o n a n s t e l l e v o n 

m e h r f a c h e n e l e m e n t a r e n R e k u r s i o n e n e i n e n s e h r s p e z i e l l e n Typ mehr­

f a c h e r R e k u r s i o n e n v e r w e n d e t , n ä m l i c h s o g . m e h r f a c h e I t e r a t i o n e n ^ ^ j 

w i r n e nnen e i n e n+1 - s t e l l i g e P u n k t i o n f d u r c h n+1 - f a c h e I t e r a t i o n 

d e f i n i e r b a r aus e i n e r e i n s t e l l i g e n P u n k t i o n g , wenn g i l t 

f ( 0 , . . . , 0 , x ) = g ( x ) 

Γ

(
χ

η
_ 1 » · · · >

χ

1 >
χ

0
+ 1

'° )
 = 1 

f ( x ^ ^ ^ , • . . ,x.j ,χ^+1 ,x+1) = f ( x ^ , e.. , X Q , f (x ^ , · . · ,XQ+1 , x ) ) 

f ( x χ +1,0,...,Ο,χ) = f ( x χ , x , 0 , . . . , 0 , x ) . 
n-1

 7

 m * * /
 x

 n-1
 7

 m > * / 

D i e B e z e i c h n u n g "n+1 - f a c h e I t e r a t i o n " l ä ß t s i c h w i e f o l g t m o t i v i e r e n : 

S e t z t man 

i *
n
1 (

x

)
 1

 - ^ (
x

n
 > · · · >

x

i 9
X

Q*
X

) > 
ω

 "
 x

n - 1
 +

· · '
+ U X

1
 + X

0 

so g i l t f ü r α < ω
11 

E i n g e f ü h r t v o n R o b b i n i n [ 13]? S . 8 6 . 
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f
Q
( x ) = g ( x ) 

f „ ( x ) = f
X

( l ) ( x - t e I t e r i e r t e v o n f , angewandt a u f 1 ) 

w o b e i f ü r λ == ω
η +

\β + ΐ) g i l t λ [χ] = ω
Π+1

β + ω
η

χ , D i e F u n k t i o n e n 

f s i n d a l s o aus g genauso d e f i n i e r t wie d i e F u n k t i o n e n F aus 
α α 

λχ 2 X . 

fö
n

 , α < ω
ω

 , s e i e n d i e F u n k t i o n e n k l a s s e n , d i e man e r h ä l t , wenn man 
α

 7 7 

i m T e i l b ) d e r oben angegebenen D e f i n i t i o n d e r K l a s s e n $ s t a t t 
α 

" n - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n " s c h r e i b t " n - f a c h e I t e r a t i o n " . 

S a t z : m = W" f ü r α < ω
ω 1

\ 
α α 

B e w e i s : fä
M

c 1Ά e r g i b t s i c h w i e d e r u n m i t t e l b a r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r 

den s i m u l t a n e n A u f b a u d e r K l a s s e n $
n

 . Φ c #
n

 f o l g t aus F e fö
n

 : 
α α~ α α α 

F e <R" b e w e i s e n w i r d u r c h I n d u k t i o n ü b e r a . F ü r a=0 i s t d i e 
α α 

B e h a u p t u n g t r i v i a l . Aus F e f o l g t F .e fö" denn F
 4

 i s t 
*

 ö

 α α α+1 α+1
 7

 α+1 

aus F
a
 d u r c h e i n e 1 - f a c h e I t e r a t i o n d e f i n i e r b a r . I m L i m e s f a l l 

s c h l i e ß t s c h l i e ß t man genauso wie beim Beweis v o n ; man h a t 

n u r zu b e a c h t e n , d a ß d i e d o r t a u f t r e t e n d e F u n k t i o n f d u r c h e i n e 

n+2 - f a c h e I t e r a t i o n aus F
 A

 d e f i n i e r t i s t . 

ω
η+1

β 

Im f o l g e n d e n b e t r a c h t e n w i r e i n i g e M o d i f i k a t i o n e n i n d e r D e f i n i t i o n 

d e r K l a s s e n i? j s i e l a u t e t e SP := S?(F ) . Z u n ä c h s t k a n n man d a z u 
α ^α ^ or 

d i e i n 3 · 2 ( S . 4 8 ) gegebene D e f i n i t i o n d e r K l a s s e n <Ä r e c h n e n , 

d e n n auch i n d i e s e r D e f i n i t i o n o r i e n t i e r t man s i c h an den F u n k t i o n e n 

F
a
 , α < ω : 

Λ ·= { f I V V Λ s
f
U) s F ^ ( m a x ^ ) } 

S a t z : Λ s g f ü r α < ω
ω 2

) . 
α ^α 

Der Beweis wurde i n 3 · 2 g e f ü h r t . 

" ^ R o b b i n b e v / e i s t i n [ 1 3 ] , S .87 U & = L J W" . 
. η α Τη a 

g\ α<ω α<ω 

' R o b b i n h a t i n [ 1 3 ] d i e n - f a c h r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n i n ä h n l i c h e r 

Weise u n t e r Verwendung v o n S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n b z g l . T u r i n g m a s c h i n e n 

c h a r a k t e r i s i e r t . 
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I n d e r D e f i n i t i o n d e r K l a s s e n & t r e t e n S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n a u f } 

es w i r d a l s o Bezug genommen a u f e i n e n b e s t i m m t e n " M a s c h i n e n t y p
1 1

, 

u n d zwar h i e r a u f R e g i s t e r m a s c h i n e n . Wir w o l l e n j e t z t z e i g e n , d a ß 

d i e s e D e f i n i t i o n w e i t g e h e n d u n a b h ä n g i g davom i s t , w e l c h e n M a s c h i n e n t y p

man z u g r u n d e l e g t . Dazu d e f i n i e r e n w i r zun.ä«clhst den B e g r i f f e i n e s 

" z u l ä s s i g e n M a s c h i n e n k o n z e p t s
1 1

. 

D e f i n i t i o n : E i n M a s c h i n e n k o n z e p t i s t gegebe:n d u r c h e i n e r e k u r s i v e 

K o n f i g u r a t i o n s f u n k t i o n K* ( d r e i s t e l l i g ) un.d e i n e r e k u r s i v e D e k o d i e r ­

f u n k t i o n D
!

 ( e i n s t e l l i g ) m i t f o l g e n d e r E i g e n s c h a f t : Zu j e d e r p a r t i e l l

r e k u r s i v e n P u n k t i o n f g i b t es e i n e Zahl f , so d a ß m i t 

s £ ( f ) Vt[K* ,t)=lV (f,(w
y
t+l)]

 1 ) 

f ü r a l l e M a j o r a n t e n s^ v o n s£ ( d . h . f ü r a l l e p a r t i e l l e n F u n k t i o n e n 

s £ , d i e genau an den S t e l l e n d e f i n i e r t sinid., an denen s £ d e f i n i e r t 

i s t , u n d d i e an d i e s e n S t e l l e n n i c h t k l e i n e r s i n d a l s ) g i l t 

f ( t f ) * D
f

 ( K « ( f , < ^ >
f
5 J U ) ) ) . 

W i r nennen s£ e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n vom f b z g l . K
!

,D
!

 . 

D e f i n i t i o n : E i n d u r c h K
f

 ,D
f

 gegebenes Masscshinenkonzept h e i ß t 

z u l ä s s i g , wenn g i l t 

1) K
1

,D
f

 s i n d e l e m e n t a r . 

2) I s t F e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i.w.S* (s.S . 5 4 ) > s i n d g^,··· yg^ 

( r ^ θ) p a r t i e l l e , m i t S c h r i t t z a h l f u n k t i o n c e n s' , . . . , s
f

 b z g l . 
gi S

r 

K ' j D
1

 b e r e c h e n b a r e F u n k t i o n e n und i s t f d e f i n i e r t d u r c h 

f('%) — F ( g ^ , . . . ,g , so i s t auch f b z ^ g l . K
f

 ,D
f

 b e r e c h e n b a r m i t 

e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s£ , d i e s i c h s<clhreiben l ä ß t i n d e r Form 

s ~ ( ^ )
 r

~ G ( s
f

 , . . . , S
!

 y%) , G e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i.w.S» . 
1

 &1 g? 
G i l t z u s ä t z l i c h f ü r 1 < i < r : g^ w i r d i:n F ( g ^ , . . .

 9
g ffl) n u r 

g e b r a u c h t an S t e l l e n y
1
, . . « > y

n
 m i t h^(yA , . . . , y

n >
 ) = 0 (s.S.5 5 ) ? 

hu e l e m e n t a r , so k a n n G so g e w ä h l t werd.e.n, d a ß f ü r 1 < i < r 

g i l t : s w i r d i n G(s ,...,S y%) auch n u r g e b r a u c h t an S t e l l e n 
g &i Sv 

y 1
, # # # , y

n
i

 m i t h

i ^ y 1
7

*
# # , y

n
t
^

 =

 ° * 

3) I s t e i n e p a r t i e l l e F u n k t i o n f d e f i n i e r t d u r c h f (n) e* μy [ g ( ^ , y ) = 0 ] , 

u n d i s t g e i n e p a r t i e l l e , m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s
f

 b z g l . 
g 

T) 
> Ζ:Λ fi*- v g l . S . 5 4 . 
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K
f

,D
l

 b e r e c h e n b a r e F u n k t i o n , so i s t auch f b z g l . K
!

,D' b e r e c h e n b a r 

m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s£ , d i e s i c h s c h r e i b e n l a ß t i n d e r 

Form s L ( ^ ) ^ G ( s
f

, f ; - $ ) , G e i n e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l i . w . S . , 
i g 

w o b e i G so g e w ä h l t w e r d e n k a n n , daß i n
 !

3((s
f

 , ^ 5 ^ ) f
 n u r a n

 ^ e r 

S t e l l e ^ g e b r a u c h t w i r d , und s
!

 ü b e r h a u p t n u r g e b r a u c h t w i r d , 

wenn f ( & ) d e f i n i e r t i s t , und dann nur an S t e l l e n ΐΛ,ν m i t v\ 

und ν ^ f {<%) . 

D i e i n 1.3 f ü r R e g i s t e r m a s c h i n e n d e f i n i e r t e n F u n k t i o n e n K,D b i l d e n 

e i n z u l ä s s i g e s M a s c h i n e n k o n z e p t ; d i e s f o l g t aus dem D a r s t e l l u n g s s a t z 

i n 1.3 und aus den Lemmata 3 und 4 i n 3.2, S.55 u# 56 . E n t s p r e c h e n d 

k a n n man z e i g e n , d a ß s i c h auch v i e l e andere g e b r ä u c h l i c h e ' M a s c h i n e n ­

t y p e n
1 1

 a l s z u l ä s s i g e M a s c h i n e n k o n z e p t e a u f f a s s e n l a s s e n , z.B. 

T u r i n g m a s c h i n e n m i t e i n e m o d e r mehreren Ban.dern, e i n - o d e r mehr-

e l e m e n t i g e n A l p h a b e t e n und v e r s c h i e d e n e n K o n v e n t i o n e n ü b e r d i e 

D a r s t e l l u n g v o n Z a h l e n . 

7 i r b e w e i s e n j e t z t , d a ß d i e oben d e f i n i e r t e m K l a s s e n di u n a b h ä n g i g 

s i n d v o n d e r Wahl des z u g r u n d e l i e g e n d e n z u l ä s s i g e n M a s c h i n e n k o n z e p t s . 

V o r g e l e g t s e i a l s o e i n z u l ä s s i g e s I l a s c h i n e n i k o n z e p t K' ,D
f

 . W i r 

v e r a b r e d e n , das Z e i c h e n s^ a l s Variäfel§ f ü r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n 

v o n f b z g l . K
f

 ,D
f

 zu v e r w e n d e n , und d e f i n i e r e n 

A\ { f I V V A s'(<jf) < F
k

(max<g))} . 
α

 s< k * 

S a t z ; <k = <Ä
!

 f ü r α < ω . 
α α 

Beweiss Aus S y m m e t r i e g r ü n d e n g e n ü g t es, & c <fi^ z u b e w e i s e n . S e i a l s o 

f e Λ . Nach D e f i n i t i o n g i b t es dann e i n e S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s „ , 

d i e d u r c h e i n e F^ - I t e r i e r t e a b g e s c h ä t z t w e r d e n k a n n , d . h . f ü r d i e 

es e i n k g i b t , so d a ß f ü r a l l e $ g i l t s^( g) < F ^ ( m a x ^ ) . S e t z t man 

h(p,*) ι* μΐ[κ(
Ρ
,(

1?
),ΐ)=ΐ((ρ,<̂ ,·̂ ι) ] 

\ ( l > r t ) D( K ( p , < ^ > , h ( p , ^ ) ) ) 

( v g l . S. 57 5 η i s t d i e S t e l l e n z a h l von :f , ^ s t e h t f ü r χ ,...,x ) , 

so l a s s e n s i c h s^, und f m i t e i n e r g e e i g n e t e n Z a h l f d a r s t e l l e n 

i n d e r Form 
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s
f
( g ) - h ( f ,

Y
) 

Aus d e r D e f i n i t i o n e i n e s z u l ä s s i g e n M a s c h i n e n k o n z e p t s e r g i b t s i c h n u n , 

d a ß k » ^
n
 b z g l . K

?

,D
f

 b e r e c h e n b a r s i n d m i t S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n 

» sJL , d i e s i c h s c h r e i b e n l a s s e n i n der Form h u

n 

s £ ( p , ^ ) * H ( h j p ^ ) 

s £ ( p r f ? ) ^ G ( s ^ p , ^ ) 
'n 

H,G e l e m e n t a r e F u n k t i o n a l e i.w.S., wobei z u s ä t z l i c h g i l t , d a ß h i n 

H(h;p,^g) n u r g e b r a u c h t w i r d an der S t e l l e p,g u n d s ^ i n 

G(s j ^ $ p , # ) auch n u r g e b r a u c h t w i r d an d e r S t e l l e p,-# . W ä h l t man 

j e t z t s* ( f 1%) a l s s* , so f o l g t u

n
 1 

s £ ( « ) » G ( s ^ ; f > % ) 

^ G ( A q u H(h$q,i4) j f 

^ G ( A q i * H ( h ; f 

^ ( λ ^ Η ( λ ρ £ h ( f ^ ) 5 f , V i ) } f , ^ ) 

« G ( \ q - Ä H ( \ p « s
f
( ^ ) $ f , u ) ; f ,^$) -

S e t z t man F ( g } ^ ) := G(Xqi4,H(Ap$ g ( ^ ) 5 f ,4) } f , so i s t F e i n 

e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l u n d es g i l t 

Nach dem Lemma 2 , ( 1 ) i n 3 . 2 , S . 4 7 f o l g t d a r a u s , d a ß a u c h s£ d u r c h 

e i n e F - I t e r i e r t e a b s c h ä t z b a r i s t . A l s o i s t f
 e

 <&
x

 . 
α α 

A l s n ä c h s t e s b e w e i s e n w i r , d a ß j e d e s f e g aus F u n d den 

e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n a l l e i n d u r c h E i n s e t z u n g e n d e f i n i e r b a r ist« 

I s t a l s o £|, d i e k l e i n s t e F u n k t i o n e n k l a s s e , d i e £ u n d F e n t h ä l t 

u n d a b g e s c h l o s s e n i s t gegen E i n s e t z u n g e n , so g i l t 

S a t z ; £
a
= t

x

a
 f ü r α < ω

ω

 . 

B e w e i s : £ ' c V i s t t r i v i a l . £ c f o l g t aus Λ und dem 
oc oc oc oc oc oc 

D a r s t e l l u n g s s a t z i n 1.3> denn nach d i e s e n S ä t z e n l ä ß t s i c h j e d e s 

^
 G m

^** S
e e

i g
n e

^
e n

 Z a h l e n f , k d a r s t e l l e n i n d e r Form 

f(ü) = D ( K ( f , < ^ > , F ^ ( m a x g ) ) . ) . 
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S c h l i e ß l i c h z e i g e n w i r n o c h , daß d i e K l a s s e n £ a u c h d u r c h A b s c h l u ß 

m i t b e s c h r ä n k t e n p r i m i t i v e n R e k u r s i o n e n d e f i n i e r t w e r d e n k ö n n e n : 

I s t d i e k l e i n s t e F u n k t i o n e n k l a s s e d i e U
1

 , C
1

 , λχν x + y u n d F 

e n t h ä l t u n d a b g e s c h l o s s e n i s t gegen E i n s e t z u n g e n u n d b e s c h r ä n k t e 

p r i m i t i v e R e k u r s i o n e n ( s . S . 7 ) * so g i l t 

S a t z * f ü r α < ω
ω

 . 
cx ot 

CO 

B e w e i s : F ü r a=0 wurde d i e s i n 1 . 1 b e w i e s e n . F ü r b e l i e b i g e s α < ω 

k a n n man genauso s c h l i e ß e n , wenn man b e a c h t e t , d a ß j e d e F u n k t i o n aus 

^
a
 d u r c h e i n e F

a
 - I t e r i e r t e a b s c h ä t z b a r i s t ( s . Lemma 2 , ( 3 ) i n 3 · 2 

S . 47 ) . 

Es l i e g t j e t z t n a h e , d a ß man v e r s u c h t , d i e K l a s s e n $
a
 a u c h d u r c h 

A b s c h l u ß m i t b e s c h r ä n k t e n m e h r f a c h e n e l e m e n t a r e n R e k u r s i o n e n z u 

d e f i n i e r e n ; w i r nennen f d u r c h e i n e b e s c h r ä n k t e n - f a c h e e l e m e n t a r e 

R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus g^t···*S
T
 > wenn f d u r c h e i n e n - f a c h e 

e l e m e n t a r e R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r i s t aus g ^ > » » « , g
r
 u n d wenn f 

d u r c h e i n g^ b e s c h r ä n k t werden kann i n d e r Form f ( - $ ) ̂  g^(max^) . 

Es z e i g t s i c h a b e r , d a ß a l l e K l a s s e n schon gegen b e s c h r ä n k t e 

1 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n e n n i c h t mehr a b g e s c h l o s s e n s i n d . 

S a t z : K e i n e d e r K l a s s e n £ , α < ω
ω

 i s t a b g e s c h l o s s e n g e g e n 

b e s c h r ä n k t e 1 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n e n . 

B e w e i s : S e i h ( p , x , y , k ) := s g ( D ( K ( p , < x ) , F ^ ( y ) ) ) ) . W i r z e i g e n 

1) h 4 ^ a

 u n c * 2) h i s t d u r c h e i n e b e s c h r ä n k t e 1 - f a c h e e l e m e n t a r e 

R e k u r s i o n d e f i n i e r b a r aus F . Zu 1): S e t z t man g ( c , x ) : = 
α 

h ( ( c ) ^ , x , x , ( c ) ^ ) , so d u r c h l a u f e n wegen (k^ d i e F u n k t i o n e n 

λχ g ( c , x ) f ü r c = 0 , 1 , 2 , . . . genau d i e 1 - s t e l l i g e n 0 - 1 - F u n k t i o n e n 

i n £ . V/äre n un h e g , so läge auch λχ 1-^-g(x,x) i n £ und 

es g ä b e e i n c , so d a ß f ü r a l l e χ g i l t 1 - g ( x , x ) = g ( c , x ) . 

F ü r x=c e r h ä l t man e i n e n W i d e r s p r u c h . Zu 2 ) : O f f e n b a r g i l t 

h ( p , x , y , 0 ) = s g ( D ( K (
P
, < x > , y ) ) ) 

h ( p , x , y , k + l ) = h ( p , x , F
a
( y ) , k ) 

h ( p , x , y , k ) ^ 1 . 

h i s t a l s o d u r c h e i n e 1 - f a c h e b e s c h r ä n k t e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n 

d e f i n i e r b a r aus F^ . 
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3*4 Z w i s c h e n k l a s s e n 

W i r b e f a s s e n uns j e t z t m i t d e r P r ä g e , ob d i e e r h a l t e n e K l a s s i f i k a t i o n 

d e r m e h r f a c h - r e k u r s i v e n P u n k t i o n e n i m E i n k l a n g m i t den A n s ä t z e n 

z u i h r e r D e f i n i t i o n n o c h v e r f e i n e r t w erden k a n n . Im F a l l d e r D e f i n i ­

t i o n d u r c h R e k u r s i o n s z a h l e n i s t das o f f e n b a r n i c h t m ö g l i c h . F ü r d i e 

a n d e r e n b e i d e n A n s ä t z e k a n n man d i e F r a g e e t w a w i e f o l g t f o r m u l i e r e n ? 

1) L ä ß t s i c h e c h t z w i s c h e n i° u n d SP
 Λ

 e i n e F u n k t i o n e n k l a s s e 
'

 w

oc a + 1 

d e r Form € ( f ) e i n s c h i e b e n , w o b e i f ä h n l i c h e E i g e n s c h a f t e n w i e 

d i e F u n k t i o n e n F
a
 h a t , e t w a : f e i n s t e l l i g , s t r e n g monoton 

w a c h s e n d , f ( x ) - 2 X , f RM - b e r e c h e n b a r m i t e i n e r S c h r i t t z a h l ­

f u n k t i o n s~ , d i e d u r c h e i n e I t e r i e r t e v o n f m a j o r i s i e r t 

1) 
w e r d e n k a n n ' ? 

2 ) L ä ß t s i c h e c h t z w i s c h e n und £
 Λ

 e i n e F u n k t i o n e n k l a s s e 
α α+1 \ 

d e r Form £ ( E ) e i n s c h i e b e n , w o b e i Ε e i n e A u f z ä h l u n g s f u n k t i o n ' 

f ü r £ i s t ? 
α 

Es z e i g t s i c h , d a ß man i n b e i d e n F ä l l e n e i n e u n e n d l i c h e , s o g a r d i c h t e 

S c h a r d e r a r t i g e r Z w i s c h e n k l a s s e n f i n d e n k a n n . 

Z u n ä c h s t f ü h r e n w i r e i n e k u r z e B e z e i c h n u n g f ü r F u n k t i o n e n m i t den 

i n 1) a u f g e z ä h l t e n E i g e n s c h a f t e n e i n . 

D e f i n i t i o n : E i n e e i n s t e l l i g e F u n k t i o n f h e i ß e e c h t , wenn s i e s t r e n g 

m o n o t o n w ä c h s t , wenn g i l t f ( x ) ̂  2 X und wenn f RIA - b e r e c h e n b a r 

i s t m i t e i n e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n s^ , d i e d u r c h e i n e I t e r i e r t e 

v o n f m a j o r i s i e r t w e r d e n k a n n , d.h. wenn es e i n s^ und e i n k 

g i b t , so d a ß f ü r a l l e χ g i l t 

s
f
( x ) s f

k

( x ) . 

1

)
 T

7egen F e <k = { f | V y Λ aJ*) < F
k

( m a x # ) } h a t j e d e d e r 
° α α

 1

 s
f
 k ^ f

V 5 & /

 α > 

F u n k t i o n e n F d i e s e E i g e n s c h a f t e n . 
2) α 

' D e r B e g r i f f d e r A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n wurde i n 2 . 2 , S . 2 6 d e f i n i e r t « . 



- 69 -

S o l c h e F u n k t i o n e n s i n d " e c h t " i n dem S i n n e , d a ß i h r "Wachstum" schon 

χ 

i h r e ganze " K o m p l i z i e r t h e i t " w i d e r s p i e g e l t . A d d i e r t man z.B. z u 2 

e i n e k o m p l i z i e r t e , e t w a n i c h t e l e m e n t a r e 0 - 1 - F u n k t i o n , so i s t d i e 

entstehende F u n k t i o n unecht. 

Las Z i e l d i e s e s A b s c h n i t t s i s t n un d e r B e w e i s des folgenden S a t z e s s 

S a t z * D i e K l a s s e n i? , α < ω
ω

 , l a s s e n s i c h e i n b e t t e n i n e i n b z g l . 

c v o l l s t ä n d i g g e o r d n e t e s , d i c h t e s S y s t e m v o n F u n k t i o n e n k l a s s e n ^ ( f ) > 

f e c h t , so d a ß f ü r j e z w e i d i e s e r F u n k t i o n e n k l a s s e n d i e größere e i n e 

A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r d i e k l e i n e r e e n t h ä l t . 

B e w e i s g a n g : W i r geben e i n V e r f a h r e n a n , w i e man zwischen gewisse, 

e c h t i n e i n a n d e r e n t h a l t e n e F u n k t i o n e n k l a s s e n d e r Form % ( f ^ )
9
 £ ( f

2
) , 

f „ , f ^ e c h t , e i n e F u n k t i o n e n k l a s s e ^ ( f , ) » f - , e c h t , so e i n s c h i e b e n 
1 7 2 3 3 

k a n n , d a ß g ( f j ) e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r $(f^) und £ ( f
2
) 

e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r £ ( f
7
) e n t h ä l t . Es z e i g t s i c h d a n n , 

5

 • ω 
d a ß d i e s e s V e r f a h r e n i t e r i e r t w e r d e n k a n n , und d a ß f ü r j e d e s α \ ω 

t ? ( F
a
) u n d ^ ( ^

a +
> | ) c l i e V o r a u s s e t z u n g e n e r f ü l l e n . Ü b e r l e g t man s i c h 

n o c h , d a ß d i e R e l a t i o n " ^ ( f g ) enthält e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r 

£ ( f ^ )
M

 t r a n s i t i v i s t , so e r g i b t s i c h d i e B e h a u p t u n g . 

Beweiss Der Be w e i s b e s t e h t aus s i e b e n Lemmata. Lemma 1 e n t h ä l t e i n e 

e i n f a c h e M e t h o d e , z u F u n k t i o n e n k l a s s e n d e r Form %(f)$ f e c h t , 

A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n e n zu k o n s t r u i e r e n , ( i n 2 . 2 , S .26 wurde e i n e 

a n d e r e , a l l g e m e i n e r e Methode z u r K o n s t r u k t i o n v o n A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n e n 

f ü r b e l i e b i g e F u n k t i o n e n k l a s s e n d e r Form £ ( h ^ , . . . * h ) a n g e g e b e n ) . 

Lemma 1: f s e i e i n e e c h t e F u n k t i o n . 

( 1 ) F ü r j e d e s η > 0 d u r c h l a u f e n d i e F u n k t i o n e n 

\ % D ( K ( p , < - f > , f
k

( m a x - f ) ) ) ( ^ s t e h t f ü r χ^.,.,χ ) f ü r p,k=0 , 1 , 2 , . . . 

g e n a u d i e n - s t e l l i g e n F u n k t i o n e n aus £(f)« 

( 2 ) I s t g e i n e e i n s t e l l i g e , u n b e s c h r ä n k t e F u n k t i o n , so i s t 

Aix D ( K ( ( i )
0
, x , f

g

^
1

^ ^ ( x ) ) ) e i n e A u f Zählungsfunktion f ü r £ ( f ) . 

Be w e i s z u ( 1 ) : Zu j e d e r F u n k t i o n g e £ ( f ) g i b t es e i n e S c h r i t t z a h l ­

f u n k t i o n s , d i e d u r c h e i n e I t e r i e r t e v o n f a b s c h ä t z b a r i s t ( d . h . 

k
 g 

s (ü) ^ f (max-g) ) } dies e r g i b t s i c h durch I n d u k t i o n ü b e r den A u f b a u 
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v o n £ ( f ) l e i c h t aus d e r V o r a u s s e t z u n g ü b e r f , den i n 1.3 b e w i e ­

senen S ä t z e n ü b e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n u nd dem Lemma 2 , ( 2 ) i n 3 · 2 , 

S . 4 7 - Nach dem D a r s t e l l u n g s s a t z i n 1.3 l ä ß t s i c h a l s o j e d e F u n k t i o n 

aus £ ( f ) i n d e r angegebenen Weise d a r s t e l l e n . U m g e k e h r t l i e g t 

n a t ü r l i c h j e d e F u n k t i o n d e r Form \-% D ( K ( p , ( ^ ) , f ^ ( m a x ^ ) ) ) i n £ ( f ) »

zu (2)s Nach d e r D e f i n i t i o n v o n A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n e n ( s . 2 . 2 , S t 2 6 ) 

f o l g t d i e B e h a u p t u n g u n m i t t e l b a r aus ( 1 ) « 

W e i t e r w e r d e n w i r h ä u f i g b r a u c h e n 

Lemma 2s ( l ) I s t f e i n e e c h t e F u n k t i o n , u n d g i l t f ( x ) ^ g ( x ) f ü r 

a l l e χ , so i s t f e l e m e n t a r i n g . 

( 2 ) f s e i e i n e e i n s t e l l i g e , schwach monoton v/achsende F u n k t i o n . 

Dann i s t d i e R e l a t i o n X x y z f
y

( x ) = z e l e m e n t a r i n f . 

Bew e i s zu ( l ) : Nach V o r a u s s e t z u n g g i b t es e i n s ^ u n d e i n k , so d a ß 

f ü r a l l e χ g i l t s ^ ( x ) ^ ί^(χ) · f l ä ß t s i c h d ann d a r s t e l l e n i n 

d e r Form f ( x ) = D ( K ( p , ( x ) , g ^ ( x ) ) ) ; d a r a u s f o l g t d i e B e h a u p t u n g . 

zu ( 2 ) : f
y

( x ) = z «- V
 0

( ( u )
A
= o c Λ Λ ( u ) . , = f ( ( u ) . ) Λ ( u ) = z )

 1 

^ΎΥ( . \ 2 y + 2 v v ' 0 . y

 x

 Ί + 1 x x yxy
 v 7

y ' 
u^ 3

t /

(z+ 1 )
 J

 i < y
 J 

W i r b e t r a c h t e n j e t z t F u n k t i o n e n k l a s s e n d e r Form % ( f ^ ) i ^ ( i ^ ) > w o b e i 

w i r v o r a u s s e t z e n , d a ß f ^ und f ^ e c h t s i n d , u nd d a ß es e i n e 

e i n s t e l l i g e , n i c h t v e r s c h w i n d e n d e , schwach m o n o t o n v/achsende, u n b e ­

s c h r ä n k t e und i n f . e l e m e n t a r e F u n k t i o n g g i b t , so d a ß f ü r a l l e 

χ g i l t f ^ p
X

' ( x ) ^ ^ 2 ^ X ^ '
 a

l l
e

 d i e s e F o r d e r u n g e n an ΐ^,ϊ^ k ü r z e n 

w i r i m f o l g e n d e n ab d u r c h R ( f ^ , f ^ ) · Z u n ä c h s t b e w e i s e n w i r , d a ß 

£
a
 u n d £

a +
- j s o l c h e F u n k t i o n e n k l a s s e n s i n d , a l s o d a ß g i l t 

Lemma 3? R ( F
a
, F

a + 1
) f ü r α < ω

ω

 • 

B e w e i s : Wegen F e (k = { f | V V A s < F
k

( m a x ^ ) } i s t j e d e d e r 
oc oc s ^ i c ^ x oc 

F u n k t i o n e n F^ e c h t . Zu z e i g e n b l e i b t d i e E x i s t e n z e i n e r F u n k t i o n g 

m i t d e n o b i g e n E i g e n s c h a f t e n . E i n e s o l c h e F u n k t i o n i s t g ( x ) * = 

m a x ( [ ^ ] , l ) . Zum Bew e i s g e n ü g t es zu z e i g e n F ^ ( x ) ^ F
a +

^ ( x ) f ü r 

χ ^ 2k . S e t z t man χ = 2k+y u nd b e a c h t e t man F
 4

( x ) = F
X

( l ) « 
J

 oc + 1 v ' oc
v

 '
 9 

T) 
' Z u r A b s c h ä t z u n g v o n u v g l . 1 .2 . 
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so f o l g t d i e s aus 2k+y ^ F
k + y

( l ) für y > 0 . D i e s e l e t z t e U n g l e i ­

c h u n g e r g i b t s i c h d u r c h I n d u k t i o n ü b e r y . y = 0 : 2k ^ 2
k

 < F ^ ( k ) 

=
 F

a (
1

)
 e y

 ^
 t r i v i a l # 

A l l g e m e i n e r h ä l t man aus Lemma 1 ; 

Lemma 4 : S i n d f - ^ f g F u n k t i o n e n mit R ( f
1 f

f ) , so g i l t g ( f
1
) c ^ ( f

2
) 

und ^ ( f g ) enthält eine A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n für %(f^) ο 

B e w e i s : g s e i die i n der D e f i n i t i o n von B.(f^9f^) auftretende 

F u n k t i o n g · Nach Lemma 1 , ( 2 ) i s t λίχ D( K ( ( i )
Q
, x , f

g

^
1

^ ^ (χ))) 

eine A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n für £ ( f „ ) - Es genügt a l s o z u z e i g e n , daß 
λχ

Υ f ^ ( x ) elementar i n f ^ i s t , denn dann enthält £ ( f
2
) 

A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n für ^ ( f ^ ) > und daraus e r g i b t s i c h mit einem 

D i a g o n a l s c h l u ß ^ ( f ^ c g ( f ) ( v g l . 2.2, S.28 ) . Nun g i l t 

e i n e 

f f - μ [ f ^ ( x ) = z ] 

z < f
2
( m a x ( x , y ) ) 

M i t Lemma 2, ( l ) u n d ( 2 ) f o l g t d a r a u s , d a ß λxy f
g

^ ( x ) e l e m e n t a r 

f
2
 i s t . (Denn g i s t e l e m e n t a r i n f ^ , a l s o λχνζ f

g

^
y

^ ( x ) = z 

l e m e n t a r i n f ^ , u n d wegen f ^ ( x ) ̂  ^ 2 ^
X

^ ^1
 e

^
e m e n

' t 3 '
r 

m 

e 

i n f
2
 ) . 

W i r w o l l e n j e t z t z e i g e n , d a ß s i c h z w i s c h e n j e z w e i F u n k t i o n e n k l a s s e n 

£ ( ^ ) , g ( f
2
) m i t R C f ^ f g ) e i n e F u n k t i o n e n k l a s s e £ ( f j ) e i n s c h i e b e n 

l ä ß t , u n d zwar s o , d a ß g i l t R ( f , j , f ^ ) u n d R ( f ^ , f
2
) . D a r a u s f o l g t 

d ann m i t den Lemmata 3 u n d 4> d a ß s i c h d i e F u n k t i o n e n k l a s s e n £ , 
ω 

oc < ω j e i n b e t t e n l a s s e n i n e i n b z g l . c v o l l s t ä n d i g g e o r d n e t e s , 

d i c h t e s S ystem v o n F u n k t i o n e n k l a s s e n d e r Form £ ( f ) , f e c h t , und 

es b l e i b t n u r n o c h z u z e i g e n (Lemma 7)5 d a ß d i e R e l a t i o n
 n

£ ( h
2
) 

e n t h ä l t e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r ^ ( h ^ )
f t

 t r a n s i t i v i s t . -

Es s e i e n a l s o f^9f^ z w e i F u n k t i o n e n m i t R ( f ^ , f
2
) , und g s e i d i e 

i n d e r D e f i n i t i o n v o n R ( f ^ , f ) a u f t r e t e n d e F u n k t i o n g
 α
 W i r 

d e f i n i e r e n 

h ( 0 ) := 1 

h(x+l) s= 
' h ( x ) + 1 f a l l s V x + i = f^(o) Λ ( h ( x ) + 1 )

2

^ g ( x + 1 ) 

, h ( x ) s o n s t 

f
3
( x )

 S
= f *

( x )

( x ) 

u n d b e w e i s e n z u n ä c h s t 
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Lemma 5· 

( 1 ) h ( f
k

( x ) ) s h ( x )
+
k 

( 2 ) f
k

( x ) s f (
2 k

-
1

)
h

^ ) ( x ) 

B e w e i s z u ( l ) : I n d u k t i o n ü b e r k . k = 0 : t r i v i a l » k = 1 : Es g i b t e i n 

1 > 1 m i t f * ~
1

( 0 ) s χ < f ^ ( 0 ) , a l s o a u c h f*(o) £ f ( χ ) < f i |
+ 1

( o ) .

Man e r h ä l t h ( f . . ( x ) ) = h ( f ^ ( o ) ) s h ( f ^ " 1 ( 0 ) ) + 1 = h ( x ) + 1 . k = » k + 1 s 

h ( f
k + 1

( x ) ) - h ( f . . ( f * ( x ) ) ) * h ( f
k

( x ) )
 +

 1 s h ( x )
+
k + 1 . 

z u ( 2 ) : I n d u k t i o n ü b e r k . k=Os t r i v i a l , k =Φ k + 1 : 

h ( f
k

( x ) ) 

f
k + 1

( x ) - f.,
 5

 ( f
k

( x ) ) 

s f
h ( x ) + l - h ( x )

 +
 l ' h ( x )

( x ) n a c h ( 1 ) 

M i t Lemma 5 e r g i b t s i c h j e t z t l e i c h t 

Lemma 6 : R ( f
1 f

f ) , R ( f ^ , f
2
) . 

B e w e i s z u R ( f ^ , f ^ ) : h i s t e i n e n i c h t v e r s c h w i n d e n d e , schwach m o n o t o n 

wachsende P u n k t i o n , d i e o f f e n b a r b e l i e b i g g r o ß e W e r t e a n n i m m t . W e i t e r 

i s t h d u r c h e i n e b e s c h r ä n k t e ( h ( x ) ̂  x+1 ) p r i m i t i v e R e k u r s i o n 

aus i n f ^ e l e m e n t a r e n F u n k t i o n e n d e f i n i e r b a r | g e n a u w i e i n 1 . 1 , 

S .7 f o l g t d a r a u s h e g ( f ^ ) . Zu z e i g e n b l e i b t , d a ß f ^ e c h t i s t . 

f j l ä ß t s i c h d a r s t e l l e n i n d e r Form 

f (χ) = μζ[ V ( z « f j ( x ) Λ y = h ( x ) ) ] 
0

 y^x+1 

= M-z [ g ( x , z ) = 0 ] , g e l e m e n t a r i n f ^ . 

Nach den i n 1.3 b e w i e s e n e n S ä t z e n ü b e r S c h r i t t z a h l f u n k t i o n e n l ä ß t 

s i c h z u e i n e m b e l i e b i g e n s « e i n i n s^ e l e m e n t a r e s s f i n d e n , 

u n d w e i t e r k a n n man m i t e i n e m b e l i e b i g e n s e i n i n f
v
. g u n d s 

g 3 g 
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e l e m e n t a r e s s ^ k o n s t r u i e r e n ; es g i b t a l s o e i n i n , u n d s ^ 

e l e m e n t a r e s s « . Da n u n n a c h V o r a u s s e t z u n g i \ e c h t i s t , k a n n man 

so w ä h l e n , d a ß es d u r c h e i n e I t e r i e r t e v o n , a l s o e r s t r e c h t 

v o n f « , a b s c h ä t z b a r i s t . s „ i s t a l s o e l e m e n t a r i n F u n k t i o n e n , 

3 I 3 
d i e a l l e d u r c h I t e r i e r t e v o n f ^ m a j o r i s i e r t w e r d e n k ö n n e n , u n d 

d e s h a l b n a c h dem Lemma 2 , ( 2 ) aus 3 « 2 , S .47 s e l b s t m a j o r i s i e r b a r d u r c h 

e i n e I t e r i e r t e v o n f ^ . F o l g l i c h i s t f ^ e i n e e c h t e F u n k t i o n . 

z u R ( f , f g ) : Zu z e i g e n i s t n u r n o c h , d a ß es e i n e e i n s t e l l i g e , n i c h t 

v e r s c h w i n d e n d e , u n b e s c h r ä n k t e , i n f _ e l e m e n t a r e F u n k t i o n g
0
 g i b t , 

so d a ß f ü r a l l e χ g i l t f f *
w

 < f
0
( x ) . E i n e s o l c h e F u n k t i o n i s t 

3 2 
gJx) μ [ 2

Y

- 1 s h ( x ) < 2
y + 1

- l ] , 

y ^ h ( x ) 

denn da h e l e m e n t a r i n f . , a l s o a u c h e l e m e n t a r i n f - i s t , i s t g, 

2 

e l e m e n t a r i n f ^ , u n d wegen ( h ( x ) ) ^ g ( x ) u n d Lemma 5 > ( 2 ) g i l t 

f | ^
x )

( x ) s f h (
x

) *
h

(
x

) (
x
) s f f W ( x ) < f

2
( x ) . 

Zum A b s c h l u ß des B e w e i s e s i s t n u r n o c h zu z e i g e n 

Lemma 7* E n t h ä l t
 J

o(h^) e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n E^ f ü r %(h^) , 

u n d e n t h ä l t £ ( h ^ ) e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r ^ ( h g ) > so 

e n t h ä l t £ ( h ^ ) a u c h e i n e A u f Z ä h l u n g s f u n k t i o n f ü r $(h^) . 

B e w e i s : Es g i b t e i n i ^ , so d a ß f ü r a l l e i , x g i l t E ^ ( i , x ) « 

E
2
( i

Q
, < i , x » . λίχ Ε 

f u n k t i o n f ü r %(h^) . 

E
2
( i

Q
, ( i , x ) ) • λίχ E

2
( i

Q
, ( i , x ) ) e g ( h ^ ) i s t a l s o e i n e A u f z ä h l u n g s 

3*5 E l e m e n t a r e Systeme v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n 

I n d i e s e m l e t z t e n A b s c h n i t t gehen w i r v o n u n s e r e n s p e z i e l l g e w ä h l t e n 

F u n d a m e n t a l f o l g e n w i e d e r ab u n d b e t r a c h t e n s t a t t d e s s e n e i n b e l i e b i g e s 

e l e m e n t a r e s S y s t e m W v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n b z g l . e i n e r g e w i s s e n 

" n a t ü r l i c h e n " ^ o h l o r d n u n g < vom Typ ω
ω

 #
 W i r b e w e i s e n , d a ß d i e 

z u g e h ö r i g e n K l a s s e n g
 w

 und £
 t w

 i n $ , a l s o n a c h 3 · 2 
<

0
, w , α - x ^ . , w , α α 

a u c h i n 2? = £ e n t h a l t e n s i n d ; e i n K o l l a p s t r i t t a l s o n i c h t mehr a u f 
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D e f i n i t i o n : 

x \ y - Σ ω
ί

(χ) < Σ
 W

i

( y )
 1 ) 

κι(χ)
 1

 i < i ( y )
 1 

< i s t o f f e n b a r e i n e W o h l o r d n u n g d e r n a t ü r l i c h e n Z a h l e n vom Typ ω
ω

 , 

i n d e r d e r O r d i n a l z a h l ω
η

χ + . . . + ω
1

χ„ + χ. d i e Z a h l (χ^,.,.,χ ) 
η 1 0 x 0 ' η 

e n t s p r i c h t . W e i t e r e r f ü l l t <
0
 d i e i n 2 . 2 , S « 2 8 a u f g e f ü h r t e n 

B e d i n g u n g e n 1) b i s 3 ) · W s e i n u n i r g e n d e i n z u g e h ö r i g e s e l e m e n t a r e s 

S y s t e m v o n F u n d a m e n t a l f o l g e n , a l s o e i n e z w e i s t e l l i g e e l e m e n t a r e 

F u n k t i o n , d i e d i e B e d i n g u n g 4 ) i n 2.2, S.29 e r f ü l l t . W i r b e t r a c h t e n 

dann d i e i n 2.2 und 2 . 3 d e f i n i e r t e n F u n k t i o n e n k l a s s e n £
 w

 = 

£ (
E

^ W J
 u n d

 ^ W α
 =

 ^ (
F

^ W J '
 α < ω 1 Z u r A b k ü r z u n

S 

s c h r e i b e n w i r f ü r
 v

 ,~ „ , f ü r Ε
 m

 „ usw. G e z e i g t 

v/erden s o l l 

S a t z : a ) £ * £ ^ f ü r α < ω
ω

 . 

b ) «C* £ ^
a
 f ü r α < ω

ω

 # 

B e w e i s z u a ) Wegen £ * « € ( F * ) u n d & c £ g e n ü g t es z u z e i g e n F «TR · ^ i r 

b e w e i s e n d u r c h I n d u k t i o n ü b e r α : I s t a=0 o d e r α=β+1, so i s t ?
α

€ 3 ί

α
? 

i s t α =ω
η + 1

(β
+
ΐ ) , so i s t λχ

η
. . x

0
x * > 1

ß
^ n

 + X f l
( * ) ^

a
. F ü r « - 0 i s t 

wegen F
n
( x ) = 2 d i e B e h a u p t u n g t r i v i a l . Aus F e <R f o l g t 

/ \ X / \ 
F
 Λ

 e m wegen F „ ( x ) = F ( 1 ) . Es s e i n u n α e i n e L i m e s z a h l 
α+1 ^ a+1

 &

 a+ 1 v
 7

 a
 v y 

— F y c VI — i ö a e — γ < α. . α l ä ß t s i c h d a r s t e l l e n i n d e r Form 

α = ω
η + 1

(β + ΐ) =
 W

r

a
r
 + . . . + ω

η + 1

(
& η + 1

+ ΐ ) , a ^ O . M i t c
a k

( x ) 

b e z e i c h n e n w i r den K o e f f i z i e n t e n v o n i m x - t e n G l i e d d e r z u α 

g e h ö r e n d e n F u n d a m e n t a l f o l g e , a l s o 

° a k ^
 ί = =

 (
w

( (
0

> - ' - >° >
a

n
+ i

 + 1

> - " >
a

r
) >

x

) )
k
 · 

Da d i e G l i e d e r d e r gegen α k o n v e r g e n t e n F u n d a m e n t a l f o l g e s c h l i e ß l i c h 

g r ö ß e r a l s ω
η4

^β w e r d e n , g i l t m i t e i n e m g e e i g n e t e n c 

F ( x ) = F . ( x ) f ü r χ > c c 

a
v 7

 , >n+1 n , n / \ / χ ' 
ω β + ω c (χ) + . . . + c Αχ) r

 αη
ν y

 αΟ
ν J 

S e t z t man j e t z t 

f (
x

r
 J · · · >

X

N +
« ) >

X

N
> · · · >

X

Q >
X

) 

·= F ( x ) > - r
 #l

n+1
 / t

n \ / > 

r n+1 η 0 

"Π 
l ( x ) i s t d i e i n 1 . 2 , S.11 d e f m i o r - t ü

 r

JLänge v o n χ , 



- 75 -

= < 

so g e n ü g t es a l s o z u z e i g e n , d a ß λχ^.-.χ^χ f ( a
 f

 · · ,a «j ,x , . · , X Q , X ) 

i n $>
a
 l i e g t . Nun g i l t 

f ( a , . . , a 1 f 0 , . . , 0 , x ) = Ρ ^ ( x ) 
ω β 

f ( a r , . . , a n + 1 , x n , . . , x
0
+ 1 , 0 ) = 1 

f ( a r , . . , a n + 1 , x n , . . , x
Q
+ 1 , X + 1 ) 

— f ( a ,. · . a ^ «χ ,·.· Χ
Λ
 · f ( a , « # , a „ , χ , . . , x~ + 1 , χ ) ) 

Ν Γ
 9

 η+ν η' ' Cr
 ν

 Γ ' ' η+1
7

 η
 7 7

 0
 7 /y 

f ( a
r
, . . , a

n + 1
, x

n
, . . , x

n
+ 1 , 0 , . . , Ο ,χ ) 

ί(ο,ο
ξΓΑ ΐ

(χ),..,ο
ξ 0
(χ),χ) f a l l s ο

ζΓ
(χ)=ο ( 0 < c < a

r
) 

f ( a
r
, c , C £

r
_

2
( x ) , . . ,ο

ζ 0
(χ ) ,χ )

 Γ

·°ζ
Γ
(

χ

)
= α

Γ

 Λ

 °ζ
Γ
^ΐ(

χ

)
= 5 0

 ( 0 < c < a
r Ä l 

f ( a
r >

. · ,ο,ο
ζη

(χ),. . ,ο
ζ0
(χ) ,χ) f . c

? r
( x ) « a

r
A . .Λο

ξ η + 1
(χ ) =ο (0<sc<a

n + 1 

, f ( a
p
, . · >

a

n + 1
 ^ ζ η ^ ' *

 # , ο

ξ 0 ^
, χ

)
 f

 ·°ζ
Γ
(

χ

)
=α

Γ
Λ

· *
 Λο

ξη+1 ^
χ

^
α

η + 1 

m i t o
5 k

( x ) : = ( W ( < 0 , . . , 0 , x
m
+ 1 , . . , x

n
, a

n + 1
, . . , a

r
) , x ) )

k
 . 

B e a c h t e t man, d a ß W e l e m e n t a r i s t , u n d v e r w e n d e t man d i e I n d u k t i o n s ­

v o r a u s s e t z u n g , so e r g i b t s i c h d a r a u s , d a ß 

λχ . ..χ,,χ f ( a , » « « a .,χ ,...χ^,χ) d u r c h e i n e n+2 - f a c h e e l e m e n t a r e 
η 0 τ

7 7

 n + 1
7

 η
7 7

 0
7

 ' 

R e k u r s i o n aus F u n k t i o n e n aus TR , d e f i n i e r t w e r d e n k a n n u n d 
n+1 

f o l g l i c h i n » l i e g t .
 ω p 

z u b ) Wegen ^ ^ ( E * ) g e n ü g t es z u z e i g e n
 Ε

*
€

^
α
· b e w e i s e n d u r c h 

I n d u k t i o n ü b e r α ; I s t oc=0 o d e r o c = ß + 1 , so i s t E*e#
a
 ? i s t α=ω

η + 1

 ( ß + 1 ) , 

so i s t λχ .
e
x i x Ε*

Η
+1- η ^ ^

v
 ( i , x ) e R . Der F a l l a=0 i s t t r i v i a l * 

η υ u) b +u) Χ γ \ + . . +Xo oc 

Aus Ε e W f o l g t Ε . e W , denn n a c h 3 . 1 , S.38 f . k a n n 

Ε
 Α

 = e l
 α

 d u r c h e i n e 1 - f a c h e e l e m e n t a r e R e k u r s i o n aus Ε d e f i n i e r t 
oc+1 ^ α 

w e r d e n . Es s e i nun α e i n e L i m e s z a h l — E ^ c —£äa?—γ < a \ * 

Man k a n n j e t z t genau w i e i n a) v o r g e h e n : S e t z t man w i e d e r 

oc =
 ω

η + 1

( β + ΐ ) = cü ra r + ... +
 ω Π + 1

(
&

η + 1
+ ΐ ) , a ^ O , u n d 

Ccck(Z) ί

=

 (
w

( ^
0

> * - » ° >
a

n +
i

 + 1

» *
e

»
a

r
) »

z

) ) k > 

so g i l t m i t e i n e m g e e i g n e t e n c 

E * ( i , x ) = Ε*
 Λ

 ( ( i ) - i >x) 

f ü r χ > c , 

und d e f i n i e r t man dann 



- 76 -

f (
 X

r
 f · · f

 X

n
+ -| >

 X

n
 * · * 9

 X

Q * '
 X

 ) 

Ε . ( i , x ) , 
r n+1 η \ > / > 

ωχ + ..+ ω χ . + ω χ +..+ χ_ 
r n+1 η Ο 

so g e n ü g t es w i e d e r z u z e i g e n , d a ß
 λ χ

Η
· » X Q I X f ( ^

r
> · · » a ^ ^ ^ ,χ^ , . . ,χ^ , ί ,χ)

i n $
a
 l i e g t . Es g i l t j e t z t 

, 0 , . . , 0 , i , x ) = Ε
 n + 1

 ( i , x ) 
f

( a
T >

, . . , a + 
n

^ ω
11

 β 

^ (
 a

r
 > · · 1 -| 9

 X

N
 * · · >

 X

Q
+

 ^ > ^ >
X

) 
l

n + 1 

= e l 

}

2 

λίχ f ( a
r
, . . , a

n + 1
, x

n
, , . , x

Q
, i , x ) 

( i , x ) 

= G
2
( X i x f ( a

r
, . . , a

n + 1
, x

n
, . . , x

Q
+ 1 , i , x ) , 

f ( a
r
, . . , a

n + 1
, x

n
, . . , x

m
+ 1 , 0 , . . , Ο , ΐ , χ ) 

ί " (ο
>
ο

ξ Γ
_

1
( ( ΐ )

0
) , . . ,ο

ξ 0
( ( ί )

0
) , ( i )

1
 ,χ) 

f a l l s c ^
r
( ( i )

Q
) = c 

f ( a
r
, c , C £

r
_

2
( ( i )

0
) , . . , ο

ξ 0
( ( ί )

0
) , ( i )

1
, x ) 

λϊχ f ( a ^ , . . , &
n +
. j >

x

n
> · · »

x

Q > i >
x

) > i j
x

)

= < 

( 0 < c < a ) 
r ' 

f a l l s °ζ
Γ
( ( ϊ )

0
) =

&

Γ

 Λ

 ^ r - i ^ V " 0 (°̂ C<̂ T_̂ ) 
* « · 

f ( a
r
, . . ,ο ,ο

ζ η
( ( ϊ )

0
) , . .ι c

? 0
( ( i )

Q
) , ( i )

1
, x ) 

f a l l s c
5 r

( ( i )
0
) = a

r
 Λ . .

Α
ο

ζ η + 1
( ( i )

0
) - e ( 0 ^ c < a

n + 1
) 

f ( a
r
, . . , a

n + 1
 >°ξ

η
((ί)

0
)»· · »ο

ς ο
( ( ΐ )

0
) , x ) 

f a l l s c ^ ( ( i )
0
) = a

r
 Λ..Λ ο

ξ η + 1
( ( ί )

0
) = ; 

η+1 

m i t C £
k
( z ) := (W((o, . . , Ο , χ ^ + 1 , . . >

x

n
>

a

n
+ i > · · >

a

p
) >

z

) )
k
 * 

i s t e i n i n 3*1> 3.38 d e f i n i e r t e s e l e m e n t a r e s F u n k t i o n a l , aus 

d e s s e n D e f i n i t i o n s i c h e r g i b t , d a ß i n Q^(gjh}±
 9

x ) g n u r an S t e l l e n 

j , y m i t j < i g e b r a u c h t w i r d . B e a c h t e t man n o c h , d a ß W e l e m e n t a r 

i s t , so e r g i b t s i c h m i t d e r I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g , d a ß 

λχ .,.χ.ίχ f ( a ,..,a . ,x , . . , x ^ , i , x ) d u r c h e i n e n+2 - f a c h e ( χ i s t 
η 0 \

 T
> * n + 1 ' η ' Ο

7 7 J K 

" P a r a m e t e r " ) e l e m e n t a r e R e k u r s i o n aus F u n k t i o n e n aus „ d e f i n i e r t 
n+1 

w e r d e n k a n n und f o l g l i c h i n (R^ l i e g t .
 ω

 ^ 



- 77 -

L i t e r a t u r v e r z e i c h n i s 

[ 1 ] A x t , P.: E n u m e r a t i o n and t h e G r z e g o r c z y k H i e r a r c h y , Ζ, math* 

L o g i k G r ü n d l . M a t h . 9 ( 1 9 6 3 ) , 53 -65 

[ 2 ] F e f e r m a n , S.: C l a s s i f i c a t i o n s o f R e c u r s i v e F u n c t i o n s by Means o f 

H i e r a r c h i e s . T r a n s * Amer. M a t h . Soc. 104 ( 1 9 6 2 ) , 101-122 

[ 3 ] G r z e g o r c z y k , Α.: Some Cl3,sses o f R e c u r s i v e F u n c t i o n s . R ozprawy 

M a t e m a t y c z n e I V , Warszawa 1953 

[ 4 ] H e i n e r m a n n , Vi.: U n t e r s u c h u n g e n ü b e r d i e R e k u r s i o n s z a h l e n r e k u r ­

s i v e r F u n k t i o n e n . D i s s e r t a t i o n , M ü n s t e r 1961 

[ 5 ] Hermes, H.: A u f z ä h l b a r k e i t , E n t s c h e i d b a r k e i t , B e r e c h e n b a r k e i t . 

B e r l i n , G ö t t i n g e n , H e i d e l b e r g 1961 

[ 6 ] K l e e n e , S.C.: I n t r o d u c t i o n t o M e t a m a t h e m a t i c s . A m s t e r d a m , 

G r o n i n g e n 1964 

[ 7 ] K l e e n e , S.C.: E x t e n s i o n o f an E f f e c t i v e l y G e n e r a t e d C l a s s o f 

F u n c t i o n s by E n u m e r a t i o n . C o l l . M a t h . 6 ( 1 9 5 8 ) , 6 7 - 7 8 

[ 8 ] L i u , S.C.: Α Theorem on G e n e r a l R e c u r s i v e F u n c t i o n s . P r o c . i l m e r , 

M a t h . Soc. 11 ( i 9 6 0 ) , 184-187 

[ 9 ] M a r k w a l d , W.: Z u r T h e o r i e d e r k o n s t r u k t i v e n W o h l o r d n u n g e n . 

M a t h . Ann. 127 ( 1 9 5 4 ) , 1 3 5 - H 9 

[ 1 0 ] M i n s k y , M.L.: R e c u r s i v e U n s o l v a b i l i t y o f P o s t ' s P r o b l e m o f "Tag" 

and o t h e r T o p i c s i n t h e T h e o r y o f T u r i n g M a c h i n e s . 

Ann. o f M a t h . 74 ( 1 9 6 1 ) , 437-455 



~ 78 -

M y h i l l , J . : A S t u m b l i n g b l o c k i n C o n s t r u c t i v e M a t h e m a t i c s 

( a b s t r a c t ) . J * S y m b o l i c L o g i c 18 ( 1 9 5 3 ) , 190 

[ 1 2 ] P e t e r , R.: R e k u r s i v e P u n k t i o n e n . B e r l i n 1957 

[ 1 5 ] R o b b i n , JV-7.: S u b r e c u r s i v e H i e r a r c h i e s . D i s s e r t a t i o n , 

P r i n c e t o n 1965 

[ 1 4 ] R ö d d i n g , D.: K l a s s e n r e k u r s i v e r F u n k t i o n e n . E r s c h e i n t i n : 

P r o c e e d i n g s o f t h e Leeds Summer I n s t i t u t e i n L o g i c , 1967 

[ 1 5 ] R o u t l e d g e , N.A.: O r d i n a l R e c u r s i o n . P r o c * C a m b r i d g e P h i l . Soc. 

49 ( 1 9 5 3 ) , 175-182 

[ 1 6 ] S h e p h e r d s o n , J.C. and S t u r g i s , H.E.: C o m p u t a b i l i t y o f R e c u r s i v e 

F u n c t i o n s . J . A s s . C o m p u t i n g M a c h i n e r y 10 ( 1 9 ^ 3 ) , 217-255 

[ 1 7 ] S m u l l y a n , R.M.: T h e o r y o f F o r m a l S y s t e m s . P r i n c e t o n 1961 




