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REKURSIONSZAHLEN UND DIE GRZEGORCZYK-HIERARCHIE*

Von HELMUT SCHWICHTENBERG in Miinster/Westfalen

Grzegorczyk untersucht in [2] eine aufsteigende Folge (,,Hierarchie) €, €, &,, . ..
von Klassen primitiv-rekursiver Funktionen. Diese Klassen €, sind mit Hilfe
einer (etwas willkiirlich) vorgegebenen Folge von immer stirker wachsenden
primitiv-rekursiven Funktionen f, definiert, und zwar auf folgende Weise: €, ist
die kleinste Klasse, die f, und die tiblichen Ausgangsfunktionen enthilt und ab-
geschlossen ist gegen Einsetzungen und ,,beschrinkte Rekursionen® (das sind
solche primitiven Rekursionen, bei denen die definierte Funktion durch eine
schon vorher erzeugte Funktion beschrinkt ist). Grzegorezyk beweist dann unter
anderem :

1)€,C€,,firn= 0L

2) Lrg €, ist die Klasse P der primitiv-rekursiven Funktionen.

3) €; ist die Klasse € der elementaren Funktionen.
4) Firn = 0 gibt es in €, ,; eine Funktion, die alle einstelligen Funktionen aus €,
schlieflich majorisiert.
5) Firn = 3 gibt esin €, , eine ,,universelle Funktion fiir die einstelligen Funk-
tionen aus €,,.
Ein anderer, natiirlicher erscheinender Ansatz zur Klassifikation der primitiv-
rekursiven Funktionen wird von Heinermann in [3] und von Axt in [1] unter-
sucht. Die von ihnen eingefithrten Klassen R,, (bzw. K,,) sollen genau die primitiv-
rekursiven Funktionen enthalten, die sich aus den Ausgangsfunktionen durch
Einsetzungen und primitive Rekursionen so definieren lassen, daB dabei hochstens
n primitive Rekursionen ,,iibereinander liegen‘‘. Wir werden hier zeigen, daf} fiir
n=3 R, =€, ist? Dies ist eine leichte Verbesserung von Ergebnissen von
Meyer (angekiindigt in [4]) und D. M. Ritchie (angekiindigt in [5]), die diese
Ubereinstimmung fiir n = 6 bzw. fiir n = 4 erhalten haben. Ein Beweis fiir n = 5
wird von Roédding in [7] gegeben. AuBerdem betrachten wir noch Klassen R¢™,
die mit simultanen primitiven Rekursionen anstelle von primitiven Rekursionen
wie die R, definiert sind. Fiir diese Klassen ergibt sich R8™ = €, ,, schon fiir
n = 2; insbesondere ist also RI™ = €3,

* Eingegangen am 8. 11. 1967.

! Mit ,,C ‘‘ bezeichnen wir die echte Inklusion.

* Dem Verfasser ist nicht bekannt, ob auch R, = €; ist. R, und R, bestehen dagegen aus
einfach gebauten, leicht zu beschreibenden Funktionen; vgl. Heinermann [3].

8 RI™ und RY™ lassen sich noch direkt iibersehen; z. B. liegt die ,-Funktion lx[]/x] nicht
in RY™. Wir gehen auf diese Klassen nicht niher ein.
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1. Die Grzegorczyk-Huerarchie. In [6] zeigt R. W. Ritchie, dall man die Grzegorczyk-
Klassen €, auch erhélt, wenn man von den folgenden ,,Ackermannschen‘‘ Funk-
tionen 4, ausgeht:

Ayx,y)=2x+1
xz fir n=0
Apiq(2,0)=10 fir n=1
1 sonst
Ap i@y + 1) = A,(2, Apiqa(2, )

Es ist dann A,(z, y) =x + vy, 4,(x, y) =2 -y, Az(x, y) = a¥. Diese Ritchiesche
Definition der Grzegorczyk-Klassen wollen wir hier zugrunde legen. Also

Definition: €,(n = 0) sei die kleinste Klasse zahlentheoretischer Funktionen,

die

1) die Ausgangsfunktionen Azxz+ 1, Az, ...z,2;(1 <1< m), Az,...z,a
(m = 0, @ = 0) und A4, enthilt,

2) abgeschlossen ist gegen Einsetzungen, also mit g (r-stellig, » = 1) und 4,, . . ., &,
(m-stellig, m = 1) stets auch die durch

f(x) = g(kl(x): e e ey hr(r))
definierte Funktion f enthalt, und

3) abgeschlossen ist gegen beschréinkte Rekursionen, also mit g (m-stellig, m = 0),
h (m + 2-stellig) und j (m + 1-stellig) stets auch die durch

f(x, 0) = g(x)
fry+ 1) = Ay, {(x, y))
definierte Funktion f enthilt, falls sie durch § beschriankt ist, d. h. falls gilt
ey =iy .

Es sollen jetzt aus dieser Definition einige spéater benodtigte Eigenschaften der
Klassen €, abgeleitet werden. Dabei ist es niitzlich, genauere Kenntnisse tiber die
Funktionen A,, zu haben:

Lemma:

(1) 4p(x,1)=2 fir n=2,2=0.

(2) 4,0,y =1 fir n=3,y=0.

3) 4,(x,y)>y fir n=>3,2=22,y=0.

4) Az, y+1)>A,(x,y) fir n=21l,2=22,y=0.
b6) A,z+1,y)= A4, (x,y) fir n=0,z=0,y=0
6) Apii(z,y) = Ap(2,y) fir n=>2,2=2
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Die einfachen Induktionsbeweise wollen wir hier tibergehen.

Lemma:
(@) Ad,(A,(x, k), 1) < Ap(x, k1) fir n>2,2=2,k=0,1=0
by 4,14, (2, k), A (x, D) < A (x, k+1) fir n=2,2=2k=

’ = =

Wir beweisen die Konjunktion von (a) und (b) durch Induktion iiber n. Fir n = 2
sind (a) und (b) offenbar richtig. Schlufl von »n auf » + 1: Zunéchst beweisen wir
(b), und zwar durch Induktion tber k. Fiir ¥ = 0 und k = 1 ist die Behauptung
richtig. Schluf} von k auf & + 1:

An(Ap 1@, b+ 1), Ay y (@, ) = An(An(x’ Ay 1 (@, k), Ay iy (2, l))

S A, (@, Ay (@, 0) - Ay iy (@, 1))
= An(x: An(Ap (2, k), Ay iy (2, l)))
<A, (x, Ay (e, b+ l))
=A, (X E+1410).

Mit Hilfe von (b) 146t sich jetzt (a) durch Induktion iiber I beweisen. Fir I = 0

ist die Behauptung richtig. Schlufl von ! auf ! 4 1:

Ap i (A (@, k), 1+ 1) = An(An+1 (@, k), Api1(An i1 (, k), l))

< Ap(Anar (@, B), Ay (o & 1)
= Ay k(D).

Mit diesen Hilfsmitteln erhdlt man jetzt leicht die folgende Abschitzung der
Funktionen aus €,:

Satz: Zu jedem f € &,(n = 0) gibt es ein k, so daB mit := max (x,2) gilt
f) = Apia (1, F) -

Den Beweis fithren wir durch Induktion iiber den Aufbau von €,. Fiir die Aus-
gangsfunktionen Az x + 1, Ax z,, Ax @ ist die Behauptung in den Fillen » =0
und n =1 offenbar richtig; fir » = 2 folgt sie dann aus (6). Fir A4, ist der
Fall n =0 ebenfalls trivial; fir n = 1 ist A,(x;, 2) < 4, (%, %) < 4, (%, 1)
=A,(, A, ,1(%.1)) = A4,,,(%,2). Die Operation der beschrinkten Rekursion fiihrt
selbstverstandlich von Funktionen mit der behaupteten Eigenschaft zu eben-
solchen. DaB} dies auch fiir die Einsetzung gilt, 148t sich mit Hilfe von (a) leicht
beweisen :

Es sei

f(I) = g(hl(x), MR hr(l‘)) ’
hi(r) = Apia(r, k) fir 1siv=<7r,

gr) = Ap i (r. k).
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Wegen (4) kann man annehmen, da8 k und alle k¥, = 2 sind. Man erhilt
f(x) § An-{-l(ma’x(hl(x)! MR hr x) 2) k)

§ A’n+1(ma‘x(An+l(i: k1)9 .. n+1 )«', ) k)

= max(A,,H(AnH(i, ky), k): coos Ap (A a7, By, k))
= max (4, (8, kyk), - . o, Ay (8, b, K))

= Ay (8, max(ky, ..., k) k).

Korollar: €,C€,,, fir n=0.

Beweis: Man zeigt leicht 4, (x,y) < 4, + 1L, y+Diirn=20,2=20,y=0
und damit 4, € €, fir 0 < ¢ < n (durch Induktion iber ). Also ist €, C €, ;.
Daf} diese Inklusion echt ist, ergibt sich mit einem Diagonalschluf} aus dem vorigen
Satz: Zunichst ist Az 4, ., (x, x) + 1 € €, ;. Lage diese Funktion in €,, so gibe
esein k=2 mit 4, (v, z) + 1< 4,,,(, k) fir alle x = 2. Setzt man x = £,
so erhilt man einen Widerspruch.

Schlieflich beweisen wir noch zwei spiter bendtigte Lemmata iiber Abschluf3-
eigenschaften der Grzegorczyk-Klassen.

Lemma: Fir n = 2 ist €, abgeschlossen gegen simultane beschrinkte Rekursionen.
Das heilt:

Aus  f;(r, 0) = g,(x) fir 1=si=r,
fety+ 1) =k, 9 h(5y), ..o fr(ry) fir 1<i<r,
fi(x, ) = 5:(x, ) fir 1457,
gis his §i €€, fir 1157,
folgt f; €€, fir 1<si=<7r
Beweis: Zunichst gibt es in €, Funktionen oy, 0,,, . . ., 0, mit 0,5(0,(2y, . . ., 2,))
=z fir 1<i<rund o0,(2,...,2,) < 0,Z,...,%) falls 2 <%,...,2, = %,

(s. etwa Grzegorczyk [2], S. 4f. und S. 31{.). Wir setzen
fe,y) =0t 9), - fr(x,9) -
Entsprechend seien g, » und j definiert. Dann sind g, 4, j € €, und es gilt
f(x, 0) = g(x)
fry+1) =kt 9, 0n( @ 9), - - -, 0 (f(x9))
fxy) = i(x,9) .
Also ist f € €,. Mit f;(x, y) = 0,;(f(x, y)) folgt die Behauptung.

Lemma: Firn = 2 ist €, abgeschlossen gegen ,,beschrankte Summationen®. Das
heiBt: Aus f(x,y) = 3" g(x,4) und g € €, folgt f € E,,.

i<y
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Beweis: Offenbar geniigt es zu zeigen, dal f von einer €,-Funktion majorisiert
wird. Zunéchst gibt es ein & mit

g(x? i) é An+1(max(x, i) 2)7 k) .
Also:  f(r,y) = ¢ Anya(max(r, y, 2), k) .

Nun ist Az 4,,,(x, k) € €,, wie man durch Induktion iiber k leicht beweist.
Mit Azy max(z,y) €€, (Beweis: max(z, y) =z + (y - x)) folgt

ny Y- An+1 (max(l', Y, 2)’ k) e Cg'n'

2. Rekursionszahlen. In [3] definiert Heinermann die folgenden Klassen R,
primitiv-rekursiver Funktionen:

Definition: f € R, (n = 0) genau dann, wenn

1) f eine der Ausgangsfunktionen Az z + 1, Az, . . . 2,2, (L < ¢ < m), Azy ... 2, 0
(m = 0,a = 0) ist, oder

2) f durch eine Einsetzung aus bereits erhaltenen Funktionen aus R, definiert
ist, oder

3) n = 1 ist und f durch eine primitive Rekursion aus bereits erhaltenen Funk-
tionen aus R, _, definiert ist.

R, enthalt also genau die primitiv-rekursiven Funktionen, zu denen es eine Defi-
nition aus den Ausgangsfunktionen durch Einsetzungen und primitive Rekur-
sionen gibt, in der die Maximalzahl ,,iibereinander liegender‘‘ primitiver Rekur-
sionen oder kurz die ,,Rekursionszahl hochstens den Wert » hat. Die in [1] von
Axt eingefiihrten Klassen K, sind mit den R,, identisch.

Ganz dhnlich definieren wir noch Klassen 9{;’:’“ C B: Man ersetze in der vorstehen-
den Definition die Worter ,,primitive Rekursion durch ,,simultane primitive
Rekursion‘ und ,, R, durch ,,9{;‘“‘“. Unter einer simultanen primitiven Rekur-
sion verstehen wir eine Rekursion der Form

fi(x, 0) = g:(x) fir 1<i<r
fi(x’ y+ 1) = hz(x’ y, f1(7~’, y)’ .. -»fr()?, y)) fllI‘ 1 § 7/ é r.

Spater wird es darauf ankommen, von gewissen Funktionen nachzuweisen, dafl
sie kleine Rekursionszahlen haben. Fiir diese Beweise sollen jetzt einige Hilfs-
mittel bereitgestellt werden. Wir beginnen mit einer aus [3] ibernommenen Liste
von Funktionen aus R;, R, und R;. Links steht jeweils die Bezeichnung des Funk-
tionswerts an der Stelle  bzw. z, y und rechts eine Definition, aus der sich ab-
lesen 148t, daB die betreffende Funktion in R;, Ry bzw. in R, liegt:

Ry z+y x4+ 0=2x
r+@+)=(@+y+1
z=1 0=-1=0
x+1l)=-1=2x
- 8g(y) z-8g(0) ==

z gy +1)=0
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R,:

Rs:

max (z, ¥)
1
—2—x(x +1)

r(@, y)

maxpot, ()

eXpy (¥)
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z-0=0

v (y+)=2-y+=x
20=1
20+l — 9z | 9w
r=-0=x

T+ ) =@y -1
max (e, y) = (* - y) +y
%x(x+l)=1+2+---+x
Rest bei der Division von « durch y
Mit (0, y) =y~ 1

h(@+1,9) = (h(2,9) = 1)+ (y ~ 1) - 5g(h(2,9))
istr(@y) =@y ~1)=hy).
[%] = r(%x(z—i— 1),06) + r(%(x; 1)z, x - 1)
Grofite Zweierpotenz < x
Mit g(0) =0

gle+1)=(g) = 1)+ @+ 1)-sg(g(x) - 1)
ist maxpot,(z) = [_; (g(x) + x)] .
expy (¥) = yé:x y - sg((@—27) + (2V - 2))

y falls es ein y gibt mit x = 2v
~ |0 sonst

Weiter beweisen wir einige Lemmata iiber die zu den R, gehérenden Relationen-
klassen Rel(R,):

Definition: Rel(R,) sei die Klasse der Relationen, die sich in der Form Az, . . .z,

flay, ...

, ) = 0 (m = 0) mit f € R, darstellen lassen.

Lemma: Fir n = 1ist Rel(R,) abgeschlossen gegen die Operationen der Aussagen-

logik.

Beweis:

Lemma:

Beweis:

1 [f(x) = 0] &8g(f(x)) =0
[f(x) =0]1A[g(x) =0] & f(x) +g(x)=0

Avx =y € Rel(R,), Azy z = y € Rel(R,) .
r=yeor-y=0A(r+1)=-y+0.
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Lemma: Far n = 1 ist R, abgeschlossen gegen Definitionen durch Fallunterschei-
dung. Das heifit:

Aus g1(x) falls @ (x)

fR)=q...

9:(r) falls  Q(r),

auf jedes r trifft genau ein @, zu,

G oo > I ERpy @1, - - -, @ € Rel(R,,)
folgt fER,.
Beweis: Wegen @, . . ., @, € Rel(R,) gibt es Funktionen &, .. ., by € R,, so dall
fir 1 < ¢ < k gilt @;(x) < k;(x) = 0. Die Behauptung folgt aus

f() = g1(¥) - sg(ha (1)) + - . + 95 (x) - 58 (Rx(r)) -

SchlieBlich definieren wir noch Funktionen 7,,7,q, ..., 7, (r = 1) mit den fol-
genden, spiter bendtigten Eigenschaften:

Dz (t, (2, - 05 2) =2 fur 1<¢=7r.

2) T, €ERgy Tryy -+ o> Trr ERg -

3)AzT,;() =c €Rel(R,) fir 1<¢<r.

4) Es gibt Funktionen a,;, s,; € R, (1 < 7 < r) mit

ap(tr (2, o2 2)) =T (2 .2 1, 2)),

Si(tr(Zy, o 2o 2) =T (R - 21,0, 2,) .
Sei To(zy -y 2) =20 " HAa poat a4 9%y 00 zii=2z;+1,
t;(2) : = maxpot, (z - t,(z)) fir 1<¢<r+1,
i<i
Tp4(2) 1 = (expy(t; (2) ~ expy(fis1(2))) = 1 fir 1s¢<s7r.
Offenbar ist ¢;(t, (2, - - ., 2,)) der i-te Term der oben ausgeschriebenen Summe;

damit ergibt sich 1). 2) ist nach dem Vorherigen trivial, und 3), 4) folgen mit
t; €R, aus

1i®) = ¢ o (42) = 213 @) A 12) = 2) v (0 = 0 A ,(2) = 1)
api(2):=28(2) + 0+ 285,R) + bq(R) + 0 1 (2)

8,:(2): = [ 2 ]+ +[ 2 ]+tz+1(z)+ +t,+1(z) falls 7,:() =+ 0

2 sonst.
3. Die unbeschrinkte Register-Maschine (URM ). Shepherdson und Sturgis unter-

suchen in [8] eine gewisse idealisierte Rechenmaschine, die sie unbeschrinkte
Register-Maschine (URM) nennen. Gegeniiber Turingmaschinen hat die URM
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den Vorteil, daf sich der Ablauf von Rechnungen auf ihr durch relativ einfache
Funktionen beschreiben 148t ; insbesondere haben diese Funktionen kleine Rekur-
sionszahlen. Davon werden wir spiter Gebrauch machen. In diesem Abschnitt
geben wir eine kurze Beschreibung der URM und fithren einige Begriffe und Be-
zeichnungen ein.

Die URM verfiigt iiber unbeschrinkt viele Register R;, R,, . . ., von denen jedes
eine beliebig groBle natiirliche Zahl 0,1, 2, ... aufnehmen kann. Sie arbeitet
nach ,,Programmen‘‘. Unter einem Programm verstehen wir hier eine endliche
nummerierte Liste aus Elementarbefehlen der folgenden Form:

A;c ,,Addiere 1 zum Inhalt a; von R,;. Gehe iiber zum c-ten
Befehl®.
S;c ,,Subtrahiere 1 vom Inhalt a; von R, falls a; & 0. Sonst lasse

a; unverdndert. Gehe tiber zum c-ten Befehl‘.

E;coc,  ,,Prife den Inhalt a; von R;. Ist a; = 0(== 0), so gehe iiber
zum ¢, (c,)-ten Befehl®. (& erinnert an ,,Entscheiden‘).

S ,»Stoppe‘.

Gibt man der mit einem Programm versehenen URM irgendwelche Anfangsinhalte
@y, Qy, . . . ihrer Register vor, so rechnet sie in einer durch das Programm ein-
deutig bestimmten Weise, beginnend mit dem ersten Befehl. Es kann sein, da
sie nach endlich vielen Schritten stoppt, sie kann aber auch unbegrenzt weiter-
laufen. Man beachte, daB jedes Programm nur mit endlich vielen Registern arbei-
tet, ndmlich mit denen, auf die sich die Elementarbefehle beziehen. Die Inhalte
der anderen Register haben auf die Rechnung keinen Einflufl und sie werden im
Verlauf der Rechnung nicht verédndert.

Eine m-stellige zahlentheoretische Funktion f heilt URM-berechenbar, wenn es
ein Programm P gibt, das folgendes leistet: Setzt man die mit P programmierte
URM an auf die Registerinhalte 2y, . . ., 2,, 0,0, . . ., so stoppt sie nach endlich
vielen Schritten, und zwar mit den Registerinhalten z;, ..., %, f(2y, . . ., Zp),
0,0, ... Mit den iiblichen Methoden kann man zeigen, daB} genau die rekursiven
Funktionen URM-berechenbar sind (vgl. Shepherdson/Sturgis [8]).

Jeder abbrechenden Rechnung auf der URM kann man eine Schrittzahl zuordnen,
indem man jede Ausfithrung eines Elementarbefehls (auBler S) als einen Schritt
ansieht. Bei der Berechnung einer Funktion f héngt diese Schrittzahl i. a. vom
Argumentetupel ab. Man erhélt also eine Schrittzahlfunktion s, mit derselben
Stellenzahl wie f. Dieses s, ist durch f nicht eindeutig bestimmt, sondern erst durch
das gewahlte Programm zur Berechnung von f. Das Zeichen ,,s," wird hier als
Variable fiir derartige Schrittzahlfunktionen verwendet. Aufler exakten Schritt-
zahlfunktionen treten spiter noch Majoranten solcher Funktionen auf, also
Funktionen §,, zu denen es ein s, gibt mit s,(x) < 3,(x) fiir alle x. Als Variable
fiir solche Majoranten von Schrittzahlfunktionen verwenden wir das Zeichen ,,5,.
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Wir geben jetzt noch einige einfache, spiter verwendete Programme an:
(1) L; ,,Losche den Inhalt des Registers B,*:

¥ |
E i %0 S A
0
—_— S

Es ist klar, wie man aus einem solchen Diagramm ein exaktes Programm ge-
winnt. Ist a; der Inhalt von R;, so ist die bendtigte Schrittzahl 2a; + 1.

(2) T';; ,,Transportiere den Inhalt von E; nach R;*:

¥
Ei +=0 SzAi
(.)_) S

Schrittzahl: 3 a; + 1

(3) Kyj.1 »Kopiere den Inhalt von R; in R; unter Verwendung von R, als Hilfs-
register‘:

¥ I
Ei +0 SzAiAk

lo
—> Ty
Schrittzahl: 7 a; + 2 (falls R, zu Beginn der Rechnung leer ist).

4. Vergleich der Grzegorczyk-Klassen mit den Klassen R,, und ERsni“‘. Nach diesen
Vorbereitungen konnen wir jetzt beweisen, dafl die Klassen R, bzw. R>™ mit den
Grzegorezyk-Klassen €, ; schlieflich zusammenfallen. Die Beweisidee ist sehr
einfach (vgl. Meyer [4]): Sowohl die Funktionen aus R, bzw. RE™ als auch die
aus €, ,, lassen sich fiir geniigend grofie n dadurch charakterisieren, daf sie auf
der URM mit einer in €, ,, majorisierbaren Schrittzahlfunktion berechnet werden
konnen.

Satz: R = §,,, fir n=2,

R, =6€,,, fir n=3.

Den Beweis gliedern wir in drei Teile:
Hilfssatz 1: %g‘m G
i

RMCE

Rm ¢ §,,, fir n=2.
Hilfssatz 2: Fir n = 2 gibt es zu jedem f € €, ein s, € €,,.
Hilfssatz 3: a) Ist n = 2 und gibt es ein 5, € €, ,,, soist f € 9{;*“‘.

b) Ist » = 3 und gibt es ein 5, € €, 4, soist f ER,,.

Offenbar folgt aus diesen Hilfssitzen der Satz.
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Beweis zu Hilfssatz 1: 9{;‘"‘ C €, ist trivial. Zum Beweis von 9151‘“ C €, beachte
man zunéchst, daf} 9?2““ genau alle Funktionen der Form lxl X+ ke
(I = ¢ < m) und alle konstanten Funktionen enthélt. Daraus ergibt sich leicht,
dafl eine simultane primitive Rekursion, angewandt auf Funktionen aus ERS““
stets Funktionen aus € liefert. Also ist 915““ € €,. (Jedoch ist 925““ <G, Denn
zu jedem einstelligen f € €, gibt es ein k mlt flx) < ok fir x = 2. Zu Ax2® ¢ SRS““
gibt es aber kein solches k). Die allgemeine Behauptung beweisen wir durch In
duktion iiber n. Sei also n = 2 und 92;“31 € €,. Zu zeigen ist 92;“" C €, ;. Offenbar
geniigt es, folgendes zu beweisen: Aus

fi(x, 0) = g:(x) fir 1<si<r,

fet,y + 1) =kt y, Ary), - fr(ry) fir 1sisr
und gy, ..., G by, .. B €G, folgt fy, L. f €€, . Da €, abgeschlossen ist
gegen simultane beschrankte Rekursionen, geniigt es zu zeigen, daB f,, ..., f, in
€, 1 beschriankt sind. Zunéchst gibt es ein £ = 2 mit
hi(x,y,3) = Ay (max(x, 9,3, 2),k) fir 1=<i=r.

Wir beweisen durch Induktion tiber y

fok, y) < Appa(max(x, g (x), - . ., g, (x), 2), k¥) fiir 1=<i=<r
Fiir y = 0 ist das richtig. Schluf} von y auf y + 1:

fi(x’ ?/ + 1) é An+1(ma‘x(x’ y’ fl(x7 ?/), <oy fr(xi y)’ 2)’ k)
= An+1(An+1(ma'X(x, gl(x)7 LR gr(x): 2)’ ky)’ k)
= Ay y(max(r, g, (8), - - -, g, (x), 2), k¥ +Y).

Beweis zu Hilfssatz 2: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber den Aufbau
von €,. Fiir jedes n = 2 ist also zu zeigen:

Lemma 1: Die Ausgangsfunktionen von €, sind mit Schrittzahlfunktionen in €,
auf der URM berechenbar.

Lemma 2: Ist f durch eine Einsetzung aus Funktionen ¢, &, . . ., b, € €, definiert,
und sind g, &y, . . ., b, mit Schrittzahlfunktionen in €, URM-berechenbar, so gilt
dies auch fiir f.

Lemma 3: Ist f durch eine beschriankte Rekursion aus Funktionen g, ,j €€,
definiert, und sind g, & mit Schrittzahlfunktionen in €, URM-berechenbar, so
gilt dies auch fir f.

Beweis zu Lemma 1: Die Ausgangsfunktionen Az « + 1, Ax ;, Ax a und 4, = Azy
x + y sind offenbar mit linearen Schrittzahlfunktionen auf der URM berechenbar.
Zu zeigen bleibt, daf fir jedes n» = 2 auch 4, die verlangte Eigenschaft hat.
Dies folgt aber durch Induktion iiber # aus Lemma 3.

Vorbemerkung zum Beweis der Lemmata 2 und 3: P sei ein Programm zur Be-
rechnung einer m-stelligen Funktion f. Offenbar kann man durch Anderung der
Indizes der in P vorkommenden Elementarbefehle erreichen, daB die Berechnung
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nicht mehr beziiglich der Register R,, ..., R,,, R,, ,,, sondern beziiglich irgend-
welcher paarweise verschiedener Register E; ,..., R, , R;  geleistet wird.
Auch die eventuell verwendeten Hilfsregister konnen geeignet neu gewéhlt werden.
Das in dieser Weise gednderte Programm bezeichnen wir mit P; . ; . Es
sei darauf hingewiesen, dafl diese Bezeichnungsweise nicht eindeutig ist, da die
Hilfsregister nicht beriicksichtigt werden. Man denke sie sich jedesmal geeignet
gewéhlt.

Beweis zu Lemma 2: Wir behandeln den Fall f(z) = g (k, (), hy(x); die allgemeine
Behauptung beweist man entsprechend. P, P’, P’ seien Programme zur Berech-
nung von g, ky, by € €, mit Schrittzahlfunktionen s,, sy, s, € €,. f(x) kann dann
nach dem folgenden Diagramm berechnet werden:

P13 Pig Pygy Ly Ly T, -

Schrittzahl: s, (&) + s, (®) + 8, (ky (), by (x)) + L(hy (), ko (), f(2)).
L steht dabei fiir eine nicht niher interessierende lineare Funktion. Auf Grund
der Voraussetzungen liegt diese Schrittzahlfunktion in €,.

Beweis zu Lemma 3: Zur Vereinfachung nehmen wir an, dal} f zweistellig ist;
den allgemeinen Fall beweist man entsprechend. P, P’ seien Programme zur
Berechnung von ¢, & € €, mit Schrittzahlfunktionen s,, s, € €,. f(z, y) 1aBt sich
dann wie folgt berechnen:

T24P13149f]4 o> PiassLs T53AZAS|’4
L

Schrittzahl: s, (x) + L' (x) + 2 (s (@, 3, f (2, 9)) + L (f (, 9), f (%, ¢ + 1))

L’ und L' sind dabei Wiede; Tizrlleare Funktionen. Da nach den Voraussetzungen

auch f € €, ist, und da wegen n =2 €, abgeschlossen ist gegen beschrinkte Sum-
mationen, liegt auch diese Schrittzahlfunktion in €,.

Beweis zu Hilfssatz 3: Zunichst zeigen wir, daf fir n = 2 aus der Existenz eines
§;in €, die Existenz eines 5, in R, folgt. Es gilt namlich:
Lemma: Fir n = 2 gibt es zu jeder Funktion g € €, ,, eine sie majorisierende
Funktion h € R,,.
Beweis: Man betrachte die Funktionen

ZS (@, y) = 20y

Ay q(x,0)=1 fir n >3

Apr@y+1)=A,(x, Ay py (v, y)) fiir n=3.

Wegen Azy -y, Ax2® € R, ist Ay € R, und damit Ay 41 €R, fiir n = 2. Durch
Induktion beweist man leicht 4, (%, y) < 4, (@, y) firn =2, 2= 0,y = 0.
Esseinunn = 2 und g €€, ;. Dann gibt es ein k& mit

gr) = {n+2(i> k)
= An+2(i: k) .



96 Helmut Schwichtenberg

Mit Az A, . 5(, k) € R, (Beweis: Induktion iiber k) und Azy max(z, y) € R, folgt
die Behauptung.

Es sei jetzt eine Funktion f vorgelegt durch ein Programm P, nach dem sie auf
der URM berechnet werden kann. Die Schrittzahlfunktion s, werde durch ein
§; € R, majorisiert. Zu zeigen ist a) f € 9?5:“‘, fallsn = 2,und b) f € R,, fallsn = 3.
Zunichst beachte man, daf} sich das Programm nur auf endlich viele Register
beziehen kann. Sie mogen alle unter R,, . . ., R, vorkommen. Die ,,Konfiguration
der ganzen Apparatur vor Ausfithrung eines Rechenschritts ist also vollstdndig
beschrieben durch Angabe der Inhalte ay, . . ., a, der Register R, . . ., R, und der
Nummer ¢ der Programmzeile, die als nichste in Aktion treten wird. Genauer
sollen unter Konfigurationen der mit P programmierten URM r + 1-Tupel
(ay, . . ., a,, ¢) verstanden werden, wobei ¢ alle Zeilennummern von Punda,, ..., a,
alle natiirlichen Zahlen durchlaufen. Lafit man nun die URM nach dem Programm
P einen Funktionswert f(r) berechnen, so entspricht dieser Rechnung eine end-
liche Folge von Konfigurationen £, ..., #¢. Zur Vereinfachung denke man sich
diese Folge konstant fortgesetzt, also £, =8, =%, ,=""--. Die Komponenten
der y-ten Konfiguration bezeichnen wir der Reihe nach mit R, (¢, v), . . ., B, (¢, ¥),
Z(x, ).

Zum Beweis von a) genlgt es zu zeigen, dafl die Funktionen R,,..., R,, Z in
9(;““ liegen. Denn ist m die Stellenzahl von f, so gilt nach Definition der URM-
Berechenbarkeit

f(x) = By i1 (x, 34 (x)) -
Wir zeigen, daf sich R, ..., R,, Z durch eine simultane primitive Rekursion aus

R;-Funktionen definieren lassen. Zunichst ist R;(r,0) =2, fir 1< 1¢ < m,
Ri(x,0)=0firm+1<s=<rund Z(r,0) =1 Weiter gilt fir 1 < ¢ < r

R,(x,y) + 1 falls Z(x,y) Nummer eines 4;-Befehls ist
R;(x,y+1)=1{R;(x,y) — 1 falls Z(x, y) Nummer eines S;-Befehls ist
R;(x,v) sonst.

Z(x,y + 1) 1laBt sich wie folgt aus R,(x, y), ..., R, (%, ¥), Z(r, y) definieren: Man
unterscheide die Fille Z(x,y) =1, ...,Z(x, y) = 2, wobei 1, . . ., z die Nummern
der Befehle im Programm P sind. Ist ¢ Nummer eines Priifbefehls, etwa E;, so
unterscheide man zusétzlich Z (r, y) = ¢ A B;(x, y) = 0und Z (x, y) = c A R;(r,y) == 0.
In jedem dieser Fille sei dann Z(x, y + 1) die aus dem Programm abzulesende
Nummer des jeweils nichsten Befehls. Mit den in Abschnitt 2 bereitgestellten
Lemmata ergibt sich daraus R,, ..., R, Z € 9{;“". Damit ist a) bewiesen.

Zum Beweis von b) fassen wir die Funktionen R,, . .., R,, Z mit Hilfe von 7, ,
(8. Abschnitt 2) zu einer Funktion K zusammen:

K(xa y) L= Tr+1(R1(l‘; ?/); ceey RT(I: y), Z(l’, .7/))
f(x) 1aBt sich dann darstellen als

f(x)="7r s m+1(K(x’ 51(’3))) .
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Wegen T, ;41 € Ny geniigt es also, K € R, zu beweisen. Gezeigt wird, daBl K
durch eine primitive Rekursion aus R,-Funktionen definiert werden kann. Zu-
néchst ist K(r, 0) = 7,11 (%y, . . ., @, 0, . . ., 0, 1). Zur Definition von K (x, y + 1)
aus K (r, y) verwenden wir dieselbe Fallunterscheidung wie bei der Definition von
Z(x,y+1) aus Ry (x,y),...,R.(x,y), Z(x, y). Diese Fille kénnen in der Form
Q;(K(x, %), 1 = j = p, formuliert werden, wobei die @, aus Pradikaten Az 7, ,;(%)
= ¢ €Rel(R,) mit den Operationen der Aussagenlogik aufgebaut sind. In jedem die-
ser Falle erhalt man K (r,y + 1) aus K (r, y) durch Vergroern oder Verkleinern der
,,Komponenten um Konstante. Die entsprechenden Funktionen 4, ..., A,
kénnen also aus den Funktionen @, 14, 8p11; € Ry, 1 < ¢ < 7 4+ 1, (s. Abschnitt 2)
zusammengesetzt werden. Insgesamt ergibt sich

(K (r,y) falls QK (r, y)
Kmy+1) =1 -

hy(K(x, ) falls  Qu(K(x,y))
mit by, ..., hy €ERyund @, . . ., @, € Rel(R,). Damit ist auch b) bewiesen.
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