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Flir Diskussionen und niitzliche Hinweise zu Fragen im Zusammenhang
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1 Elimination hoherer Typenstufen in-Definitionen primitiv

rekursiver Funktionale mit Hilfe von transfiniten Rekursionen

Hilbert's Programm fragt nach finiten Widerspruchs- -
freiheitsbeweisen fiir formalisierte mathematische Theorien (vgl;
Problem 2 in Hilbert 1900). Noch naheliegender erscheint diese
Fragestellung, wenn man sie etwas erweitert (Kreisel 1965):

Kann man aus einem in formalisierter Fassung vorliegenden
abstrakten Beweis eines finiten Satzes (Beispiel: Beweis von
X+y=y+x, X,y Variable filir natiirliche Zahlen, in einer axioma-
tischen Mengenlehre) stets einen finiten Beweis desselben Satzes
konstruieren? Nach dem bekannten Ergebnis von Godel ist das
jedenfalls dann nicht mdglich, wenn man verlangt, daB die
zﬁgelassenen finiten Methoden in der betrachteten Theorie
formalisierbar sein sollen. Einen Ausweg aus dieser Schwierigkeit
hat schon Hilbert vorgeschlagen (in der Binleitung zu Hilbert/
Bernays 1934): Gédel's Ergebnis zeige nur, "daB man fir die
weitergehenden Widerspruchsfreiheitsbeweise den finiten Stand-
punkt in einer schirferen Weise ausnutzen muB, als dies bei der
Betrachtung der elementaren Formalismen erforderlich ist".

Die Bereitstellung und die Untersuchung immer stédrkerer, aber
noch als finit anzusehender Methoden ist deshalb ein zentrales

Thema der Beweistheorie.
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Fiir die Zahlentheorie Z erster Stufe ist Hilbert's
Programm zuerst von Gentzen 1936 ausgefiihrt worden (s.' auch
Gentzen 19%8): Gentzen ordnet jedem (formalen) Beweis b in " 2
eine Ordinalzahl u%< SO zu und definiert ein Reduktionsverfahren
fiir = Z-Beweise, so daB bei jedem Reduktionsschritt die Endformel - -
erhalten bleibt, aber die zugeordnete Ordinalzahl kleiner wird.

Da nun Z-Beweise mit zugeordneter Ordinalzahl O jedenfalls
keinen Widerspruch beweisen, ergibt sich durch transfinite
Induktion bis Ng , daB auch b keinen Widerspruch beweist.

Alles dies 148t sich formalisieren in der quantorenfreien

primitiv rekursiven Arithmetik PRA erweitert um transfinite
Induktionen bis zu beliebigen Ordinalzah}en <<EO° oder auch
(Kreisel 1959&) in der PRA erweitert um Definitionsschemata fiir

X -Rekursionen, X <€ |

0 ,VAus der Widerspruchsfreiheit dieser

letzten Theorie, etwa PRA< folgt also die Widerspruchs-

80 9
freiheit von Z. Auch umgékehrt folgt aus der Widerspruchsfreiheit
von Z die von PRA<€O , denn PRA<8O igst Teiltheorie der

konservativen (nach Hilbert/Bernays 1939) Erweiterung von Z um

& -Rekursionen, 0(<80 R

Ein anderer Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir Z 1ist von
Godel 1958 angegeben worden, in einer Arbeit mit dem Titel
"Uber eine noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten Standpunkts':
Godel zeiét dort, daB sich 2 interpretieren 148t ip einer

(natiirlich wieder quantorenfreien) Erweiterung T der primitiv



rekursiven Arithmetik auf Funktionale endlicher Typen. Aus der
Widerspruchsfreiheit von T folgt also ebenfalls die Widerspruchs--

freiheit von Z. Auch hier gilt die Umkehrung (Kreisel 1959b).

In den quantorenfreien Theorien PRA<£ und T ‘ist also
0

die beweistheoretische Starke von 72 auf verschiedene Weise duréh“

Definitionsschemata zum Ausdruck gebracht: In PRA(E durch
0
Zulassen von «&-Rekursionen, ¢x<£b , bei der Definition von

Funktionen, und in- T durch Erweiterung der 'in PRA zugelassenen -
Definitionsschemata der expliziten Definition und primitiven
Rekursion auch auf Funktionale endlicher Typen. Es liegt nun nahe,
beide Methoden zur Erweiterung einfachster Definitionsschemata
direkter und in allgemeinerer Form miteinander zu vergleichen.

DaB jede in PRA_ definierbare Funktion auch in T

£

definierbar ist, hat zuerst Kreisel 1959¢ (§3.4) unter Verwendung
von Gédel 1958 bewiesen. Allgemeiner zeigt Tait 1967, daB sich
eine ZN-Rekursion stets auf eine o« -Rekursion mit einer um 1
hoheren Typenstufe reduzieren 1ladB8t. In der anderen Richtung ist
nur der Spezialfall in der Literatur behandelt, daB jede in Té
definierbare Funktion auch in PRA<$O definiert werden kann:

In Tait 1965a wird bemerkt, daB dies aus Kreisel 1959b zusammen
mit Gentzen 1938 folgt. Tait skizziert in derselben Arbeit einen
1)

direkten Beweis . Hier soll mdglichst allgemein (insbesondere

1)Andere Beweise ergeben sich aus Howard 1970a , §5 und Parsons

1971.



fiir Funktionale anstelle von Funktionen) gezeigt werden, daB sich
"Umwege'" durch hohere Typenstufen stets mit Hilfe von transfiniten

Rekursionen eliminieren lassen.

Es ergibt sich folgendes Resultat (genauer in 3%.8): Ein
Funktionaﬁider Typenstufe n+1 sei definiert durch explizite
Definitionen und «-Rekursionen. Die durch Rekursion eingefiihrten
Hilfsfunktionale in dieser Definition mogen Typenstufen <n+m+1
(m21) besitzen. Dann kann man eine neue Definition desselben
Funktionals F finden, in der alle auftretenden Hilfsfunktionale

nur noch Typenstufen £n+1 Dbesitzen, in der aber anstelle der

x -Rekursionen eine f-Rekursion mit pB< 2m(o¢-w) (wobei 20(5)

 (§)

2
:=f, 2i+1(€):=2 1 7)) verwendet wird.

Hiervon beweisen wir noch eine etwas allgemeinere, formale
Version: Ty, sei die Theorie, die aus Godel's T (mit schwacher
Extensionalitdat, s. Spector 1962) 2) entsteht durch Hinzufligen
von &X-Rekursionen. Tg sei die Teiltheorie von T, , in der alle

durch Rekursion eingefiihrten Konstanten eine Typenstufe <=n+1

n+m
T

besitzen. Dann gibt es zu jeder Konstanten F in »

(m=1)
mit der Typenstufe n+1 eine Konstante F' in einem T; mit

ﬁ<<2m(N40) , so daB Fx ...x, = F'x ...x  in ?2+m beweisbar ist.

k k

Der Beweis verliuft wie folgt. Zundchst 148t sich wie in
2§Mir ist nicht bekannt, ob man ein entsprechendes Resultat auch

ohne Extensionalitdt bekommen kann.



Tait 1965a jedes x-rekursive Funktional F darstellen durch einen
i.a. unendlichen Term tF,'dsh. einen Term, der aus Variablen (mit"

Typen) und Ziffern aufgebaut ist durch Anwendungen, Abstraktionen

und dem Bilden von Folgen <ti>iehl vom Typ O0<0 aus Termen ti
vom Typ O . Ist z.B. F vom Typ O—=7T definiert durch eine

< -Rekursion

F(x) = G([F] ,,x)

( < Wohlordnung der natiirlichen Zahlen, [F]<x der Wertverlauf

von F unterhaldb x , also [Fl{x(y):= F(y) falls y<x , und

:=0, sonst), und ist G Ybereits dargestellt durch einen Term tG ’

so kann man rekursiv Darstellungen tx von F(x) definieren durch

b 12 bt D X

mit t_. =

tﬂ' falls 1i<x
xi

o sonst,

wobei - SL‘E Xx1...xk.0 . F 188t sich dann darstellen durch

<tx>xeh/' Dabei stehen Folgen <éi>i€ﬂd von Termen s; eines

o x
Typs L 740 als Abkurzung fir AXX,] o .X] <S . X1 ° 0 .X] ie (W °

Man sieht leicht, daB fiir jedes X-rekursive Funktional F die
Tiefe ItFl (definiert wie iiblich) des darstellenden Terms

< W igt.

3)

Auf diese Moglichkeit, in einem extensionalen Kontext Folgen-

terme aus Termen eines Typs %O zu eliminieren, hat mich Richard

Statman aufmerksam gemacht.



Der Rang R(t) “einés unendlichen Terms t sei definiert
als das Supremum der Typenstufen aller Teilterme der Form~ Axs
in einem Kontext (Axs)r . Sei nun F ein x-rekursives Funktional
der Typenstufe n+1 , in dessen Definition =alle durch Rekusion
eingefihrten Hilfsfunktionale Typenstufen <n+m+1 Dbesitzen.
Offenbar kann man die oben skizzierte Konstruktion eines F
darstellenden unendlichen Terms 'tF so festlegen, daB R(tF)é
n+m+1 ist. Wir definieren dann eine Reduktionsrelation (im
wesentlichen wie in Tait 1965a , jedoch nur unter Verwendung von
A,_Konversioneﬁ (Axs)r~e sx[f] ), so daB jeder unendliche Term
t vom Rang R(t)=k+1 reduzierbar ist auf ein t' mit R(t')<k

tl

und [t'] €2 . Also 148t sich das obige Funktional F der

*

Typenstufe n+1 darstellen durch einen unendlichen Term tF

. * R *
vom Rang R(tF)énH und mit der Tiefe ltF]< 2m(o('w) .

Als ndchstes fithren wir endliche Bezeichnungen oder
Nummern fiir unendliche Terme ein. Ihre Konstruktion ist problemlos
im Fall von Variablen, Ziffern, Anwendungen und Abstraktionen.
Im Fall eines Folgenterms <ti>i€W enthdlt die Nummer unter
anderem einen Index e einer primitiv rekursiven Funktion, die
angewandt auf 1 eine Nummer fiir ti liefert, und eine Schranke

fiir die Tiefe von <t »

. . Wir definieren dann Wertfunktionale
i” iewNv
ot

T

, die folgendes leisten. Ist Tt? Nummer eines abgeschlossenen
unendlichen Terms t vom Typ T der Tiefe [tl<o&x , dessen

sdmtliche Teilterme Typen aus einer endlichen Menge M besitzen,

so stellt W;’Mr$t1 dasselbe mengentheoretische Funktional dar



wie t%. Die Definition der W:’M , T€M, erfolgt durch simultane

4)

& -Rekursion

Sei nun F ein &-rekursives Funktional der Typenstufe
n+1 , in dessen Definition alle durch Rekursion eingefiihrten

Hilfsfunktionale Typenstufen =<n+m+1 (m~21)'besitzen.‘Wir‘erhalten'

rJ
tp
tF , S0 daB F = W:k’M'%F1 fiir geeignetes k 'und M . Entsprechend

der Reduktion des Terms tp mit R(tF) £ n+m+1  und ltFl < oo

¥* * *
auf einen Term tp mit R(tF):£n+1 und ltFl< 2m@xu») konstruieren

»*
wir eine Funktion Red so dafBd

zundchst eine Nummer eines unendlichen F darstellenden Terms

M
_ouk, M o4 fs n+1 *r o+
F =W tp = W_ (Red ta )

fiir ein /$<2mA(oow) und eine Menge M__, von Typen, die nur

*
Typenstufen <n+1 Dbesitzen., Es zeigt sich, daB die Funktion Red

5) M

primitiv rekursiv gewdhlt werden kann . Da Wty mit Hilfe

einer /5 -Rekursion, aber ohne Hilfsfunktionale von Typenstufen

> n+1 definiert ist, ergibt sich das gewiinschte Resultat.

4)

Mit etwas mehr Aufwand kann man entsprechende Wertfunktionale
definieren, in denen anstelle der endlichen Menge M von Typen

die unendliche Menge aller Typen einer Stufe <n 2ugelassen ist.

S)K

hnlich ist es bei Kleene's Ordinalzahlbezeichnungen, wo etwa
die der Ordinalzahladdition entsprechende Funktion +5 primitiv

rekursiv gewdhlt werden kann; s. Kleene 1958.
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Um die oben erwidhnte formale Version zu erhalten, miissen

. . . . . . n+m.
wir diesen Beweis in einem T

[

Die dadurch notwedig gemachten Anderungen behandeln wir in §4.

, B< 2m(0('u>) , formalisieren.

. . . . n+m .

So ist es z.B. in der quantorenfreien Theorie qﬁ nicht ohne
weiteres zuldssig, das 771 -Pradikat " u ist Termnummer" in der
Pramisse einer durch Induktion zu beweisenden Formel zu verwenden.

Ein Ausweg aus dieser Schwierigkeit ergibt sich mit Hilfe des

Herbrand'schen Satzes (vgl. Kreisel 1958 und Shepherdson 1965).

§1 Durch transfinite Rekursion definierte Funktionale

1.1 Typen sind O und mit o,T auch (6~7T). Die Klassen 3;

der mengentheoretischen Funktionale vom Typ T werden induktiv

3:
.. T - o o-2T T
definiert durch d'oz=17\/ , d-a'-n-c t= Ic 1= {F | F : :‘Fv."’ 3’1-:} .

Mehrstellige Funktionale konnen wie iblich auf einstellige zurick-
gefithrt werden; z.B. 148t sich eine zweistellige Funktion auffassen

als Funktional vom Typ O0-(0-0). Wir schreiben T, 2T, ...t T

fir T, (t‘2~9...(z-n_1

darstellbar als T = T}-éfé*9e..fh-ao , wie man durch Induktion

—4'tn)...). Jeder Typ T ist eindeutig

uber T leicht beweist; t},..,,th nennen wir Argumenttypen von
Tﬁ—’...rh—at' 13 th
T . Wir schreiben F (Gi yeoesG ) flr
T2,.,T=-T T T n

F 1 n

(G11)...(Gnn) . Typenindizes, die sich aus dem
Zusammenhang ergeben oder unwichtig sind, werden im folgenden
hdufig weggelassen. Die Stufe S(tj eines Typs T wird definiert
durch $S(0)=0 , S(o=<7) = max(S(o)+1,8(T)) . Zum Beispiel ist
s(0—=0) = s(0~(0=0)) = 1, aber S((0—0)=0) = 2 . Allgemein

ist SCt1—9...Zh—ao) = max(S(t}),...,S(th))+1 .



1.2 Definition Die Klasse der primitiv rekursiven
Funktionale ist die kleinste Funktionalklasse, die
. . 0 . . 0—0 .
(1) die Zahl O und die Nachfolgerfunktion N enthidlt,
(ii) abgeschlossen ist gegen explizite Definitionen

T=-,,.T =20 ‘C1 T

1 " n n
F (X1 yeoesX ) = A,
wobei A aus den Variablen XggooesX und bereits definierten
Funktionalen G,,.0.,G mit Anwendungen aufgebaut ist, und
1 m

(iii) abgeschlossen ist gegen primitive Rekursionen

F(0) = G

F(x+1) = H(F(x),x) .

1.3 AuBler primitiven Rekursionen wollen wir auch
transfinite Rekursionen betrachten. =< sei eine beliebige Wohl-

ordnung der natiirlichen Zahlen.

Definition Die Klasse der < -rekursiven Funktionale
ist die kleinste Funktionalklasse mit den Eigenschaften (i) -
(iii), die noch

(iv) abgeschlossen ist gegen < -Rekursionen

F(X) = G([F]{X,X) ’

wobei [F]<x der Wertverlauf von F unterhalb von x 1ist,

also [F]ﬁx(Y) := F(y) falls y=<x , und :=Q sonst.
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1.4 Bemerkung Es ist bekannt, daB innerhalb der Kjlasse
der rekursiven Funktionen die Reichweite des Schemas der = -Rekursion
weder durch den Ordnungstyp noch durch die rekursionstheoretische
Komplizirtheit der Relation < festgelegt ist: Myhill 1953 und
Routledge 1953 haben bewiesen, daBl jede rekursive Funktion-durch
primitiv rekursive Operationen und nur eine Rekursion lidngs einer
primitiv rekursiven Wohlordnung vom Ordnungstyp W definiert
werden kann. Eine Abhidngigkeit der Stidrke der < -Rekursion’ vom
Ordnungstyp von < (und nur davon) ergibt sich, wenn man sich
auf Standard-Wohlordnungen <« Dbeschridnkt; dieser Begriff steht
aber nur fiir konkrete Ordnungstypen (etwa 80, Fb) zur Verfiigung.
Ist < eine Standard-Wohlordnung vom Ordnungstyp & , so spricht

man statt von < -Rekursion auch von & -Rekursion.

1.5 Bemerkung Der Einfachheit halber betrachten wir
hier nur Funktionale, in deren Definitionsbdumen transfinite
Rekursionen nur langs einer einzigen Wohlordnung <« vorkommen.
Alles folgende 148t sich entsprechend auch dann durchfiihren,

wenn Rekursionen ldngs verschiedener Wohlordnungen zugelassen sind.

1.6 Wir wollen die Definition der < -rekursiven Funktio-
nale noch etwas vereinfachen. Dazu zeigen wir, daB sich unter

einfachen Annsghmen lber < das Schema der primitiven Rekursion

F(0) = G

F(x+1) = H(F(x),x)
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reduzieren 188t auf das der =< -Rekursion., Gegeben seien also G,H.
Mit Hilfe einer = -Rekursion soll eine Losung F der obigen
Gleichungen definiert werden. Wir nehmen an, daB primitiv rekursive

Funktionen h,h' existieren so daB

(1) x<y —  h(x) < h(y)

(2) nh'(h(x)) = x .
Setzt man dann

F(x) = F,(n(x))
F,(v) = 6, (7L oy)

6 (2.9) {G falls y=h(0)
1 2,y) =

H(z(h(x)),x) mit x:=h'(y}-1 sonst ,

so rechnet man leicht nach, da8 F das Verlangte leistet.

Unter den Annahmen (1),(2) (die wir ab jetzt voraus-
setzen wollen, wenn von < -rekursiven Funktiondmadie Rede ist),
ist also die oben angegebene Definition der < -rekursiven
Funktionale zu der folgenden &dquivalent: Die Klasse der = -
rekursiven Funktionale ist die kleinste Funktionalklasse, die
die Zahl O wund alle primitiv rekursiven Funktionen enthdlt
und abgeschlossen ist gegen explizite Definitionen und < -

Rekursionen.



- 12 -

§2 Unendliche Terme Wir definieren unendliche Terme und

konstruieren zu jeder Definition eines < -rekursiven Funktionals F
in kanonischer Weise einen F darstellenden unendlichen Term tF'

Weiter geben wir ein Verfahren an, mit dem tF reduziert werden

*
kann auf einen Term tF , in dem die Typenstufen der Teilterme

nicht groBer sind als die Typenstufe des Gesamtterms.

Die Beweise verlaufen weitgehend parallel zu Tait 1965a.
Wir fihren sie aus, da einerseits einige Ab&nderungen zweckmidBig
sind, andererseits spdter auf Einzelheiten der Konstruktionen

Bezug genommen wird.

2.1 Fir jeden Typ T mdgen abzdhlbar unendlich viele
T _Variable (d.h. Variable des Typs T ) X sy 42 se.. 2ur

Verfiigung stehen.

Definition von (unendlichen) T -Termen
(1) Jede T-Variable x° 1ist ein <©-Term.
(ii) Fiir jede natiirliche Zahl n20 ist n ein O-Term.
(iii) Ist t ein (o—=z)-Term und s ein o -Term, so ist (ts)
ein T-Term.
(iv) Ist t ein T-Term, so ist Ax”.t ein (o—7)-Tern.
(v) sind t, O-Terme fir ie# , so ist die Folge (ti>i€W
ein (0-0)-Tern.

(vi) t ist T-Term nur gemia8 (i)-(v).



Unendliche Terme bezeichnen wir im folgenden mit +t,s,r .
‘Die Typenstufe S(T) eines T-Terms t bezeichnen wir kurz mit
S(t) . Wir schreiben fiir (ts) auch t(s) und fir t(s1)...(sn)
auch t(s1,;..,sn) oder ts

1008, ¢ Fir Ax1.Ax2.‘.;.Axn.t

schreiben wir Ax1x2...xn.t . Die Terme n nennen wir Ziffern.
Letzten Endes interessieren wir uns nur fiir abgeschlossene
Terme, aber wir miissen auch Teilterme von ihnen betrachten. Nun
sieht man leicht aus der Yefinition , daB jeder Teilterm eines
abgeschlossenen unendlichen Terms hdchstens endlich viele Variable
frei enthdlt. Also geniigt es, unendliche Terme mit nur endlich
vielen freien Variablen zu betrachten, und das wollen wir von

jetzt ab tun.

2.2 Fir jeden unendlichen Term t kann man seinen Vert
Wgt unter einer Belegung der Variablen ¥ = XgyeensX, mit den
Funktionalen o = Bgyeeerd definieren, vorausgesetzt daB alle
in t freien Variablen in 4 vorkommen. W:t ist ein Funktional
des Typs T , falls t ein T -Term ist.

w
Definition von Wzt

w®

; W —
(i) WX, = ay
@
(ii) W = n

(1i1) W:(ts) = (w,':t)(w:s)

(iv) (wf(xxt))a - Wait
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ru L‘w
(v) (we<ti>)n = Wt
2.3 Definition von [t| (Tiefe von t )
(1) Ix] =1
(i1) |l =1
(iii)  Itsl = max(ltl,Is] )+1
(iv)  IAxtl = [t]+1
(v) <t 01 = snilp(ltilﬂ)

2.4 2Zu jedem < -rekursiven Funktional F kann man nun
wie folgt einen F darstellenden abgeschlossenen unendlichen
Term t konstruieren (also F = Wt ), dessen Tiefe Itl<ecw ist,

& Ordnungstyp von <

0 wird dargestellt durch 0 und eine etwa 2-stellige

primitiv rekursive Funktion f durch Axy<<ffi,j5>jem,x>eﬂv X .
(3
Sei F aus Funktionalen G1,o..,Gm explizit definiert in der
Form F(x1,...,xn) = A, SqsecesS, seien Terme mit lsil<<X4a ,
die G,,...,G darstellen. t sei aus S,5004,48 in derselben
1 m 1 m

Weise mit Anwendungen aufgebaut wie A aus G1,o..,Gm . Dann
wird F dargestellt durch Ax1...xn.t und es ist le1...xn.tl <

&X'w . Sei schlieBlich F durch eine < -Rekursion aus G definiert:

P(x) = 6([Fl,,,x) -

s sei ein Term mit |s)<&w , der G darstellt. Dann kann man

rekursiv Darstellungen tn von F(n) definieren durch
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n
t. falls i<n
mit ot . = ¢
0 sonst
: = r ) s .
und F darstellen durch t := <%n>nebv . Die Abschidtzung

ltl < ¢+ ergibt sich wie folgt. Sei etwa |sl'€ «k . Durch
< -Tnduktion iber n zeigt man leicht Itnls ok + 1+(o (n)+1)
mit 1< , o<(n) Ordnungstyp von {m] m<n} . Daraus ergibt
sich unmittelbar [t| <o&¢w (ist o Limeszahl, so hat man

Jtl < oe(k+1) ).

2.5 Der so zu einem <4 -rekursiven Funktional F der
Typenstufe n+1 konstruierte F darstellende Term t enth&lt
i.a. Teilterme einer Typenstufe >n+1 § offenbar ist das Supremum
der Typenstufen aller Teilterme gleich der maximalen Typenstufe
eines in der Definition von F auftretenden Hilfsfunktionals.
Wir zeigen jetzt, daB man einen F darstellenden Term auch so
wihlen kann, daB fiir seine "innere Typenstufe" nur die durch

Rekursion eingefiihrten Hilfsfunktionale eine Rolle spielen.

Lemma Gegeben sei eine Definition eines <« -rekursiven
NAAAAA,
Funktionals ¥ der Typenstufe n+1 , in der alle durch Rekursion
eingefithrten Hilfsfunktionale Typenstufen <n+m+1 Dbesitzen.

7

Zu Termen <s~)

i’ien mit <r%0 s. die Einleitung und FuBlnote 3 .
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Dann kann man einen abgeschlossenen unendlichen Term tF

konstruieren mit F = Wt, und ItFl-<OOco ( &« Ordnungstyp

von < ), dessen Teilterme alle eine Typenstufe < n+m+1 besitzen.

Der Beweis ergibt sich durch eine einfache Modifikation
der obigen Konstruktion. Dabei verwenden wir das Normalformen-
theorem fiir endliche Terme (also Terme,die ohne Verwendung von
Folgen <ti>iem/ aufgebaut sind): Jeder endliche Term A 1&B8%t
sich durch A -Konversionen (AxB)C —® Bx[C] von Teiltermen
reduzieren auf einen endlichen Term A* vom Rang RA*= 0
(einen Beweis dafiir erhdlt man z.B. durch Spezialisierung
von 2.10). Die Pdlle F=0 und F primitiv rekursive Funktion

)

sind trivial. Sei F explizit definiert in der Form F(x1,...,xn
= A[k1,...,xn,G1,...,Gk] . Wir kénnen annehmen, daB G,,...,G
durch <« -Rekursionen eingefiihrt sind, wenn wir in A auch
Abstraktionen zulassen. Ist A* die Normalform von A , so hat

*
t,, = Ax1...x <A [k1’°°"xn’tG yeresty ] die verlangten Eigen-

F n 1 k

schaften. Sei schlieBlich F durch eine < -Rekursion definiert,
etwa in der Form F(x) = A[ﬁﬂ<x,x,G1,...,Gp] mit einem endlichen
Term A und durch < -Rekursion eingefihrten G1,...,Gp° A* sei
die Normalform von A. Terme tn zur Darstellung von F(n)

definieren wir jetzt durch

»* —
b i= A[<tni>iew,n,tG veeesty ]

1 P
ti falls i< n
mit tniE
0 sonst

AA~



und wir setzen wieder tF := <tﬂ>n€%/° Offenbar hat tF die
verlangten Eigenschaften., (Die Abschitzung (tFl<:&“&> ergibt
sich genau wie in 2.4 ; s. auch 3.3 ). Damit ist das Lemma

bewiesen.

2.6 Wie iiblich kann man die Substitution tx[s]
erkldren., Durch Induktion iiber t =zeigt man leicht

«

a.Wfs

wn
W, ty[s] =W, v t

ltx[s]l < Jsl+ 6] .

2,7 Definition von t s (t ist reduzierbar auf s )
(1) (Mxt)s = txfs]
(ii) =4 ist reflexiv und transitiv.
(iii) Wenn t =l t' und s =s' , so ts = t's' .
(iv) Wenn t=t' , so At = X&xt' .
(v) Wenn t,=t! fir alle i€M , so <t 0= (t'i> .

(vi) t=s nur gemiB (i) - (v).

Offenbar bleibt der Wert eines Terms beim Reduzieren
w w
unverdndert, d.h. aus t = t' folgt Wet = W t' .
2.8 Den Rang Rt eines Terms t definieren wir als
das Supremum der Typenstufen aller Teilterme der Form Axs in

einem Kontext (Axs)r .
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2.9 Lemma R(txfs]) < max(Rt,Rs,Ss) .

Der Beweis ergibt sich leicht durch Induktion iiber +t .

2,10 Lemma 2Zu jedem t mit Rt<k+1 gibt es ein t!

mit t=H1t' , Rt'£k und It'l£2lt‘;

Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber ‘'t . Fall 1:
tE<ti>° Man setze t'5<t'i> mit nach Induktionsvoraussetzung
gewdhlten ti . Pall 2: t= Axs . Man setze t'= Axs' . Fall 3
t=rs . Man wdhle 1r',s' mnach Ind.vor.. Hat =r' die Form Axr1
und ist Sr = k+1 , so setze man t'= Cr1)x[s'] ; es folgt

t=t' , Rt' £ max(Rr1,Rs',Ss')£k und

It' =« Is'l +ir'|
< sl ,irl
< 2max(lsl,(rl)+1
. oltlh
Andernfalls setze man t'=r's' ; es folgt t= t' , It'l <
max(ZIr‘,leI)+1 < 2lt| und mit einer einfachen Uberlegung

Rt'=k .

2.11 Bemerkung In der angegebenen Konstruktion von t!
aus t treten bei Substitutionen i.a. auch gebundene Umbenennungen
auf. Mir ist nicht bekannt, ob man erreichen kann, daB die Anzahl
der gebundenen Variablen in t' endlich bleibt, falls sie in t
endlich war. Wenn das der Fall ist, kann man im §3 eine

einfachere Version der Wertfunktionale verwenden.,
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2,12 Betrachten wir eine Definition eines <-rekursiven
Funktionals F der Typenstufe n+1 , in der alle durch Rekursion
eingefihrten Hilfsfunktionale Typenstufen <n+m+1 besitzen.

Nach 2.5 1&aBt sich F darstellen in der Form F ='WtF mit

einem tF der Tiefe ftF1< [5]'w und vom Rang RtFén+m+1 .

*
Aus tF kann man durch m-fache Anwendung von 2.10 ein tF

* * *
o . é E .
konstruieren mit tF=# tF , RtF n+1 und ltFI< 2m0<4 w) ,

*
so daB also auch gilt F = WtF . Unser Ziel im n&chsten Abschnitt

*

F von F eine Definition

ist es, entsprechend der Darstellung Wt
von F zu finden, in der keine "Umwege'" durch hdhere Typenstufen
mehr auftreten, stattdessen aber eine Rekursion ldngs einer

aus < kanonisch konstruierten Wohlordnung vom Typ ﬁ< 2m(l<l-w).

§3 Termnummern und Wertfunktionale 3.1  Wir definieren

induktiv Nummern oder Bezeichnungen fiir gewisse unendliche

Terme, dhnlich der Church/Kleene'schen Definition von Ordinalzahl-
bezeichnungen. Die Definition ist trivial im Fall von Variablen,
Ziffern, Anwendungen oder Abstraktionen. Im Fall eines Folgenterms
verwenden wir eine primitiv rekursive Funktion zur Aufzidhlung

der Nummern der Folgenglieder, damit beim Auswerten einer
Termnummer nicht beliebig komplizierte rekursive Funktionen
erforderlich werden, Unsere Definition von Termnummern enth&dlt
folgende Parameter: (1) eine Relation < , die dazu dienen soll,
Schranken fiir die Tiefe der bezeichneten Terme bereit zu stellen.
Die Auswertung einer Termnummer kann dann durch < -Rekursion

erfolgen. (2) eine Menge M von Typen.
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Gegeben sei eine Indizierung der primitiv rekursiven
Funktionen, etwa wie in Kleene 1958. Die primitiv rekursive
Funktion mit Index e bezeichnen wir mit [e] . =< sei eine
2-stellige Relation und a, € Feld(< ) (in einer Wohlordnung
< wird a, als die der Ordinalzahl 1 entsprechende Zahl
gewdihlt). M sei eine Menge von Typen. Alle in der folgenden
Definition auftretenden Typen seien aus M .

Definition von u € Num = Num<’M ( u ist Termnummer)
(i) <1,rt’,a1,i> = rX§7 € Num

(11) (2,707,a,,i) = T7 € Num

(iii) Wenn wu,v € Num , Typ(u) = o=t , Typ(v) = ‘e’ und
lul, lvl<€a , so ist '<3,rt7,a,u,v> € Num .

(iv) Wenn u € Num , Typ(u) == und ful<a , so ist

r oot
{4, 0t ,a, xio- ,uy € Nunm .

(v) Wenn fiir alle i [eI(i) =: u, € Num , Typ(ui) = FOW,
#
lu,) <a , R(ui)'ék und FV(ui) € b, so ist
(5,r0-’0’,a,k,b,e> € Num .
(vi) u€Num nur gemiB (i) - (v).
Hierbei ist Typ(u) := (u)1 , lul:= (u)2 und R, FV

(die Bezeichnungen erinnern an Rang, freie Variable) sind

definiert durch

#o
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[ O falls (u)o=1,2
maX(R((u)B),R((u)4)) falls (u),=3, (“)3,0%4
R(u) = { max(R((u)5),R((u),),8((w)5)) falls (u)y=3, (u); =4
R((u)4) falls (u)y=4
L (u)3 sonst e
(" {u}# falls (u)0=1
¢# falls (u)o=2

FV(u) = { 7V ((u) ;) u*’pv((u)4) falls (u),=3
Fv((w),) -#‘{<u)3}”: falls () -4

\ (u)4 sonst

wobei die mit # versehenen mengentheoretischen Zeichen unter
einer (trivial zu wihlenden) Kodierung der endlichen Variablen-
mengen den genauso bezeichneten Mengenoperationen entsprechen
sollen. T’ bezeichnet wie iiblich eine Godelnummer von T ,

und S(u) liest aus u die Stufe des Typs T mit (u)1="'L'7 ab.

3,2 Jede Termnummer u bestimmt eindeutig einen unend-

lichen Term tu , und zwar wie folgt:

(i) Ist u = (1,rr1,a1,i>€Num , SO ist tusx; .
(ii) Ist u = <2,r01,a1,i>€Num , so ist tui--f .
(iii) Ist w =<3,"t',a,v,w>€Num , so ist b = tt,

C ")
(iv) Ist u =<4,"oa<" ,a, xg ,v)€Num , so ist t, = /\x;.tv .

(v) Ist u = <5,r0—90",a,k,b,e>€Num , S0 ist tu§<tu>

ieN
mit U, t= fe1(i) .

e
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Umgekehrt braucht flir einen unendlichen Term offenbar
keine Nummer zu existieren, und wenn eine existiert, so ist
sie i.a. nicht eindeutig bestimmt. Wir verwenden Tt als Variable

fir Nummern von t . Die Verwendung der Schreibweise rt’ setzt

voraus, daB eine Nummer von t existiert.

3.3 2Zu jedem < -rekursiven Funktional F hatten wir
in 2.5 ‘einen F darstellenden unendlichen Term tF'

konstruiert. Wir wollen jetzt eine Termnummer r}F? fir tF in

kanonischer Weise festlegen.

<4 sei also die zur Definition des < -rekursiven
Funktionals F verwendete Wohlordnung von N ., & gei der
Ordnungstyp von < . Aus < erhdlt man in kanonischer Weise

eine Wohlordnung = vom Ordnungstyp oW (etwa durch

0

n <, m e (773n-< mm A 'rr2n=77ém) v mon<w,m ; dabei sind T,7,
primitiv rekursive Umkehrfunktionen einer surjektiven
Paarfunktion ™ ). Wir nehmen an, daB < und die den Ordinal-
zahlfunktionen ME.§+1 , M.t in <« entsprechenden Funktionen
primitiv rekursiv sind. M sei die Menge aller in der Definition
von F auftretenden Typen, soweit sie eine Stufe < der
maximalen Typenstufe 1 eines durch < -Rekursion eingefiihrten
Hilfsfunktionals besitzen.

-<’M

Wir definieren r£é1€ Num 0 durch Induktion {iber F .

Dabei beschrédnken wir uns auf den Fall, daB F durch eine
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< -Rekursion eingefiihrt wurde; die restlichen Fidlle sind einfacher

bzw., trivial.

Sei also F definiert in der Form F(x) =
Af[F1<X,x,G1,,..,Gp] mit durch =< -Rekursion eingefiihrten

¥*
G1,...,Gp_. A sei die Normalform von A . t war aus Termen

F
= 2 [< D, .5
tn=A tni iGN’n’tG1’...’tGp]
té falls i=n
mit tniE
il sonst

definiert durch tp= <tn>n€N . Die Abschitzung ItF}< o
ergab sich wie folgt: Seien ltGl yosey ltG €k und 1Q]+1<k .
1Y
*
Dann ist ltnlé ok + (1A1+1)(o (n)+1)  (man beweist dies
>

Induktion iiber n ; o.(n) ist die der Zahl n in < entspre-

I< ,, ( . 1) 4() 1
< . i
und tni L xk + (|JA)J+1)o_(n) + gemeinsam durch

chende Ordinalzahl).

Fir G1,...,Gp seien nun Termnummern r-tG-' ,...,rtG K
r g o9 1 p
mit Tiefenschranken | tg l-0 ok schon konstruiert. Wir

i
definieren mit Hilfe des Rekursionstheorems fir & (Kleene

1958 ,p.75) eine primitiv rekursive Funktion mit Index e ,
so daB [e](n) =: u eine Termnummer fir t ist mit einer

*
Tiefenschranke |u | 50 "ok + (fa l+1)(o4(n)+1)ﬂ (aufgrund

r A
der Annahmen iiber < ist coeNoene eine primitiv rekursive

r A
Funktion von n j esoNoce meint natirlich die der Ordinalzahl

eeeNess in <O entsprechende Zahl). Nehmen wir an, ein solches
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e liegt bereits vor. Dann erh&dlt man eine Nummer uh fir

-
<tov in der Form <5, 020 ,a,l, $ﬁe'> wobei e' = e'(e,n)
ni’ €N

so gewdhlt ist, daB

[el(1) falls i<n
[e'](1) = {r .
9o sonst ,

r * 7
und a = a(n) = &k + (A} +1)o<(n) +1 . e'(eyn) und a(n)
sind primitiv rekursiv. Entsprechend dem Aufbau von tn aus

r. o7 roo.
'

<tn£>i€md ’ tG1,...,tGp kann man nun aus u! tG1 geooy tGp
eine Nummer fir th konstruieren, mit einer Tiefenschranke

r * =
ﬁ() ok + (A 1+1)(o (n)+1) . Eine Anwendung des Rekursions-

theorems fir (2 liefert jetzt das gewlinschte e . Aus e

r"

erhalt man unmittelbar eine Nummer tF fir t, .

{
3.4 Wir wollen jetzt Wertfunktionale W._ = W.'M

- = , T €N,

alial

mit Typ(u) = <

.. v . . <,M
definieren. Sei u eine Termnummer € Num ’

und FV(u) = ¢4?. Wir hitten gerne, daB W, u den Wert des durch
u bezeichneten abgeschlossenen Terms tu angibt. Fir die
rekursive Definition der W. ist es jedoch notig, auch freie
Variable in tu zuzulassen. Wir filhren deshalb ein zusdtzliches
Argument ein, von dem wir spdter annehmen, daB es eine Belegung

- dieser Variablen kodiert. Es soll also gelten (Typenindizes

sind weggelassen)

ar 9

W rxi eou' = a8,
[ i -

Wi ®¥-owr = j
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Wts oo = (Wt em ) (Ws gm0

Wkt e—o a = Wt e, xo w8
W'Y e n = W(e] (n) e — w0
e der aus r<ti; ablesbare primitiv
rekursive Index der Folge der rt;' .
Wir setzen M als endliche Menge von Typen und <« als
Wohlordnung der natiirlichen Zahlen voraus, damit wir die W,

TEM , durch simultane < -Rekursion definieren konnen.

Um die W_. genau zu definieren, missen wir uns zunéchst

mit Kodierungen von Belegungen befassen. Sei "n+1 := max; St .

ze M
Da wir uns letzten Endes nur fir abgeschlossene Terme interessieren
und freie Variable nur fiir den induktiven Aufbau betrachten

miissen, geniigt es, sich auf freie Variable mit Typenstufen € n

zu beschridnken. Gegeben sei also eine Belegung von Variablen
XypeeosX durch Funktionale Bysecesd jeweils von den Typen
Tyreeor T mit Stufen Stié n . Als erstes transformiere man alle

a; auf einen gemeinsamen Standardtyp n der Stufe n ; dazu

. . . 8 n .
verwenden wir Transformationsfunktionale ) Trt mit Inversen

T3 Ty n i n

Tr -~ , so daB gilt Tr (Tr_a.) = a., . Aus diesen Tr_ a. bilde
n n T, 1 i T, 1

man ein Tupel M o= {..O,Trz ai,...,Q?,o.,> der Lénge

1
r_ =

r "7 r
max( Xq geses X ) , das an der

x ' -ten Stelle gerade Tr a,
i T, 1
8) Solche Transformationsfunktionale lassen sich leicht explizit

definieren; s. Gandy 1967 &
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(fir i=1,...,m) und an allen anderen Stellen Aq_n' enthdlt.
Dieses Tupel = eow’  sei die Kodierung der gegebenen
Belegung. Aus ¢ 148t sich dann das der Variablen’ Xy unter der
Belegung zugeordnete Funktional a; zuriickgewinnen in der Form.
a, = Tr:i(c),-x'-, . Erweitert (bzw. &dndert) man die gegebene
Belegung durchldie Forderung,daB die Variable 'x° mit dem

Funktional a%

belegt werden soll, so entspricht dem fiir
Kodierungen der Ubergang von ¢ 2zu Erw c"x’(Tr_?a) mit einem
Funktional Erw = F_‘.rwn , das leicht aus primitiv rekursiven
Funktionen explizit zu definieren ist.

<
Definition der W_ = W' el :

. On T
(i) falls (u)0=1 : Wuc = Trn(c)u

(ii) falls (u)o=2 ,T=0 : W_uc = (u)3

(iii) falls (u)o=3 , Typ((u)3)='~<r—vt'7 mit o—T,c € M :
Wouc = (Wcr-,-r: (u)Bc)(Wv(u)llc)

(iv) falls (u)o=4 , T von der Form ¢—wo mit ¢,7€M :
W uc = /\a?.Wcr(u)‘t(Erw c (u)3 (Trsr,la))

(v) falls (u)0=5 , T= 0-0
W_uc = Aal. WO([(u)4](a)) c

. T
(vi) sonst: W_uc = 0 .
Hierin sind noch alle Vorkommen von W auf der rechten Seite

der Definitionsgleichungen zu ersetzen durch [W](-l < lul
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also durch ein Funktional, das an der Stelle v den Wert Wv

hat, falls [v| < lul, und =0 ist sonst.

DaB diese Definition auf eine < -Rekursion reduzierbar
ist, sieht man leicht forlgendermaBen ein. Zundchst 148t sie sich

reduzieren auf eine simultane = -fekursion

* - 1 =
(%) F.v = Gi[F11<V..,[Fk]<vv i=1,.00,k ,

indem man ansetzt Wruc = Wéluluc und dier W'vuc in naheliegender
durch simultane < -Rekursion definiert, also etwa im Fall (iii)

durch W'vue = ([w' ] ‘(u)a((u)BC)(EWQJ<V l(u)4l(u)4c) .

O T <4V

(*) kann man dann wie iiblich mit dem Ansatz

Fv = <Tr2f1(Fiv)>i

A =1,.00.,k

9)

auf eine gewdhnliche <« -Rekursion reduzieren .

Insgesamt ergibt sich also, daB Wertfunktionale Wt =

W:’M , TEM , mit den in der Yefinition angegebenen Eigenschaften

(1) - (vi) definiert werden konnen durch explizite Definitionen
und eine < -Rekursion, in der alle verwendeten Hilfsfunktionale

explizit aus primitiv rekursiven Funktionen definiert sind.

9)

Auch ohne Voraussetzungen iiber die Extensionalitdt ist eine
Reduktion simultaner Rekursionen auf gewdhnliche mdglich, wie
Diller und Schiitte 1971 gezeigt haben. Dabei treten jedoch
durch Rekursion definierte Hilfsfunktionale hdherer Typenstufen

auf.
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3.5 Aus der Defimition der Wr ist klar, daB

rt‘!

W_ t “w @' gstets dasselbe mengentheoretische Funktional

[

w
darstellt wie tt- unter der Belegung ¥— oz, nadmlich Wett .

3,6 Sei < eine Wohlordnung von & mit kleinsten.
Element © . Aus < erhdlt man wie folgt (nach Tait 1967 ) eine

I
% an

Wohlordnung <' von /M mit dem Ordnungstyp |<'l
geht aus von einer (wie iiblich leicht zu definierenden) eineindeu-

tigen Beziehung

a = <8.O’ooo,a[a|_1>

zwischen Zahlen und endlichen Zahlenfolgen mit

a, > a, > eee > ala]-1

Wir nehmen an, daB Jal=0 genau dann wenn a=0 . Ist dann
& &

0

2 Y4 .42 B

o
eine Ordinalzahl <2 mit &> 0(0> ...>°(n , und

sind agsecesd, die den Ordinalzahlen “0,...,0% in =

entsprechenden Zahlen, so sei <ao,..b,an> die der Ordinalzahl
x &
0 in «' entsprechende Zahl. Es gilt also

' 3 -
a<'v o Tl oy (Vi a5=b; A aghy )

v(lal<lbl A Vii<)al a =b, ) .

Ist < primitiv rekursiv, so offenbar auch <«

3.7 Wir zeigen jetzt, daB den im §2 angegebenen

Operationen an Termen - 2z.B. Substitution tx[s] oder Reduktion
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t = t' des Rangs von t um 1 - primitiv rekursive Funktionen
zwischen Termnummern entsprechen. Insbesondere gibt es also
auch fir den in 2,12 aus t durch mehrfaches Reduzieren

F
. * . r 1
konstruierten Term t eine Termnummer t .

F F
< sei eine primitiv rekursive Wohlordnung von N mit
kleinstem Element O , und <' sei die in 3.6 aus =< konstru-
1<)
ierte Wohlordnung vom Ordnungstyp |<'[ = 2 » Die den Ordinal-
zahlfuntkionen max, + in < entsprechenden Funktionen bezeichnen

wir mit omax, @ ; sie seien primitiv rekursiv. M sei eine Menge

von Typen.

Wir konstruieren zundchst eine primitiv rekursive Funktion

Red = Red~ , so daB fiir beliebige 't € Num M mit R < ke

]
folgendes gilt: (1) Red( "t ,k) =: Redkr{1€ Num™®' '™ st eine
Nummer des in 2.10 aus t wund k konstrierten reduzierten Terms
o 177
tr o, (2) 041Re<itkrt“féz‘q , (3) R(Redkrt")sk und (4)

#
FV(Redkrt’) €" FVt' . Dabei setzen wir voraus, dafl eine primitiv

<
rekursive Funktion Sub = Sub bereits konstruiert ist, so daB fiir

<,M

beliebige t', %, s  evum>™ gitt (1) sun(%, %, ") € Num
ist eine Nummer des Terms tX[s] , (2) Jsub(t,%"," ") =
["s*l@!l™t , (3) R(sub("t',"x,"s")) < max(th1,Rr§1,Srsﬁ und

- a o 1#
(4) Fv(sub(t™, %, ) e (Fv7t -#{’x§ )u#FV“s’ .

Nach dem Rekursionstheorem fiir 79 gibt es eine primitiv

rekursive Funktion Redk mit Index e , so daB fir alle u
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fclgendes gilt 10)

r Q<(Iul)7
2 ,k,FV(u),e') , wobei e' = e'(e,u) ein primitiv rekursiver

. Falls (u)0=5 : Redk(u) =<5,Typ(u),

Index von Redk([(u)s](h)) als Funktion von' n ist; e' ist
als Funktion von e und u primitiv rekursiv. Falls (u)o=4

Redk(u) = <45Typ(u),Ivl@rﬁj,(u)B,v> mit v = Redk((u)4) .

I
=

Falls (u)o=3 : Wir setzen Redk((u)B) = v und Redk((u)4)

Ist die Typenstufe S(v)=k+1 und (v)o=4 , so sei Redk(u)
Sub<'((v)4,(v)3,w) . Ist jedoch S(v)#k+1 oder (v)o¥4 , so sei
Redk(u) =<3, Typ(u), omax(|vl,I|w))®@ 1" ,v,w) . Sonst: Redk(u) =u .
Durch Vergleich mit 2.10 macht man sich leicht klar, daB Redk

das Verlangte leistet.

Als ndchstes konstruieren wir eine Funktion Sub = Sub-<
mit den oben angegebenen Eigenschaften. Dabei setzen wir diesmal

voraus, daB eine primitiv rekursive Funktion TUmb (von

r,1r"1

Umbenennung) bereits konstruiert ist, so daB fiir alle t,x €

<, M

{
Num gilt (1) Umb("t',"x") € Num M i gt Nummer eines Terms

t1 , der aus t durch gebundene Umbenennung hervorgeht und kein
gebundenes Vorkommen von x mehr enthdlt. (2) |lUmb("t',"x )| =

7l und (3) FV(Umb("t7,"x7)) = FV LT .

Wir definieren Sub(u,v,w) in der Form
* *
Sub1(Umb (u,FV(w)),v,w) , wobei Umb eine einfache Variante
von Umb ist, in der ein Kodifikat einer endlichen Variablenmenge

10)Vg1. die Definition von +6 in Kleene 1958 , p.75 .
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statt einer einzelnen Variablen auftritt (also Umb*(u,ffx{’,...
...,rxnf}#d = Umb(...Umb(u,rx11),...;rxnv) ). BEine primitiv
rekursive Funktion Sub1 mit Index e konstruieren wir wieder
nach dem Rekursionstheorem fir ® als Losung der folgenden
Gleichungen. Falls (u)o=5 : Sub1(u,v,w) =<5, Typ(u), Ilwle h/,
max(R(u),R(w),S(w)), (FV(u)-F&I*)FFv(w), ') , wobei e' =
e'(eyu,v,w) ein primitiv rekursiver Index von
Sub1([(u)4](n),v,w) als Funktion von n ist. Falls (u)0=4 :
Sub1(u,v,W) =<4, Typ(u), lu4l$rf1, (u)j, u4>* mit u, =
Sub1((u)4,v,w) . Palls (u)o=3 : Subj(u,v,w) =<3, Typ(u),
omax(lual, {u4l)@'3’, U, u4> mit u, = Sub1((u)i,v,w) fiir
i=3,4 . Falls (u)0=1 , V=u @ Sub1(u,v,w) = w . Sonst:

Sub1(u,v,w) = u . - Man macht sich wieder leicht klar, daB Sub

die verlangten Eigenschaften hat.

Zur Konstruktion von Umb verwenden wir eine primitiv

rekursive Funktion Ers (von Ersetzung), die folgendes leistet:

Fgl g7 <
Fiir alle rt-', x° , y¥ "€ Num Mgt (1) Ers(™t7, %, Y) €
<
Num M eine Nummer eines Terms, der aus t hervorgeht durch

Ersetzen aller (freien und gebundenen) Vorkommen von x durch y ,
(2) 1 Ers( %7, %,y = 177 una  (3) FV(Ers("t", %, y"))

= (rv't’ ¥ {rx’f#) v#{"y"}# . Die Definition von Umb aus Ers
und die Definition von Ers lassen sich wie in den vorangehenden

Fdllen mit dem Rekursionstheorem fiir ?9 durchfihren; wir

iibergehen die Einzelheiten.
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3,8 Sei < eine primitiv rekursive Wohlordnung von N mit
kleinstem Element O , so daB den Ordinalzahlfunktionen +, °
primtiv rekursive Funktionen entsprechen. Der Einfachheit halber
(um primitive Rekursionen auf =< -Rekursionen reduzieren zu konnen)

setzen wir wieder (1),(2) aus 1.6 voraus.

Satz 1 Ein Funktional F der Typenstufe n+1 sei
definiert durch explizite Definitionen und <« -Rekursionen.
Die Typenstufen der durch Rekursion eingefilhrten Hilfsfunktionale
seien 4n+m+1 (m=1). Dann kann man eine neue Definition von F
angeben, in der alle durch Rekursion eingefiihrten Hilfsfunktio-
nale Typenstufen <n+1 Dbesitzen, in der aber anstelle der
< -Rekursionen eine —<* -Rekursion verwendet wird mit einer

*
kanonisch aus < konstruierten Wohlordnung =< von einem

2,(€)
(€)=2 ).

Ordnungstyp l-<*l < 2m(l-<l-w) (wobei 20(5)-—-?, 241

Beweis: Mit M bezeichnen wir die Menge der in der

k
Definition von F auftretenden Typen mit Stufen <k . In 3.3
r, <O’Mn+m+1
hatten wir eine Nummer t, € Num fiir einen F

F

darstellenden unendlichen Term tF festgelegt. Dabei war -<O

eine kanonisch aus =< konstruierte Wohlordnung vom Ordnungstyp
l*‘<o| = |4l’w . Offenbar kann man bei festem F anstelle von <5

auch eine kanonisch aus =< konstruierte Wohlordnung = vom

1
Ordnungstyp l-<1| = J<l-1 (mit passendem 1 ) verwenden, so

<. ,M
daB also rtF1 € Num 17 n+m+1 . Weiter war thF-’ < n+m+1 und

#
FVrtF" = ¢ . Wendet man jetzt die in 3.7 konstruierte
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Redunktionsfunktion m-mal an, so erhdlt man eine Nummer

o
r,o *ro9 *
Redn+1(Redn+2...(Redn+m to Yeu.)) =: Red tp =t tp
<*M
*Tn+m+1 . . * .. *
€ Num © des in 2.12 konstruierten tF'. Dabei ist =
die Wohlordnung, die aus = durch m-fache Anwendung der

1
<
2 l

'-Operation aus 3.6 entsteht (es-war |<'| = ) und

*
folglich einen Ordnungstyp I’{l < 2m( [€l-«0) besitzt. Aufgrund

| i |
der Eigenschaften der Reduktionsfunktion ist R t_, =n+1 und

* F
LI 2 | * 7 <’Mn+1

# r
FV tp = @ . Also gilt auch tp € Num . Als neue

Definition von F wihlen wir

o e
dies ist mdglich, da ja (vgl. 3.5) W tp dasselbe

*
mengentheoretische Funktional darstellt wie tF s ndmlich F .
Die verlangten Eigenschaften dieser neuen Definition ergeben sich

unmittelbar aus der Definition der Wertfunktionale in 3.4 .

Bemerkung Man kann leicht erreichen, daB in der neuen
Definition von F sidmtliche Hilfsfunktionale (also nicht nur die
durch Rekursion eingefilhrten) eine Typenstufe <n+1 besitzen,
wenn man den Begriff der < -Rekursion etwas abdndert, namlich zu
F(x) = A[[F]<x,x] mit einem endlichen Term A . Der Beweis ergibt
sich unmittelbar aus dem Normalformentheorem fiir endliche Terme.
Eine Abidnderung des Rekursionsschemas ist notig, da in F(x) =

G([F]<X,x) G notwendig eine hohere Typenstufe als F besitzt.
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§4 Formalisierung in Erweiterungen von Godel's T Wir

wollen Satz 1 verallgemeinern, indem wir von der Auffassung
abgehen, iber ‘alle Funktionale im mengentheoretischen Sinn zu -
reden. Stattdessen betrachten wir beliebige Modelle der Theorie T
primitiv rekursiver Funktionale von Goddel 1958 in der extensionalen
Version von Spector 1962 , erweitert um < -Rekursionen und-

<« ~-Induktionen. Wir zeigen, daB Satz 1 auch in diesem allgemeineren
Kontext gilt, und daB der Beweis quantorenfrei, genauer in der

betrachteten Erweiterung von T gefiihrt werden kann.

4.1 Wir gehen also aus von der extensionalen Version von
Godel's T , wie sie etwa in Spector 1962 angegeben ist. Fiir
eine Wohlordnung =< von N sei ‘T4 die Erweiterung von T

um < -Rekursionen F(x) = G(fF]<x,x) und =< -Induktionen

1

x) i=1,2

]

P (x)

P, (x)

G([Fi

F,(x)

<x’

Dabei steht [F1<x fiir ny{ . v also fir Ay D(Fytg,c<(y,x))
mit D(xr,yt,zo) = x , falls 2=0 , und =y sonst. Aus der
gewdhlten Form der < -Induktion erhdlt man leicht andere Formen,

etwa die folgende:

P(O’y)
n
4(} P(Egixny, hxy) — P(x,y)
1=

P(X9Y)

Hier steht fgixy]{x fiir D(gixy,O,c<(gixy,x)) , und es ist 0<x

fir alle x#0 angenommen.
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iber < machen wir wieder die Annahmen (1),(2) aus 1.6 .
Die in 1.6 angegebene Reduktion von primitiven Rekursionen auf
< -Rekursionen 148t sich dann auch in T, durchfiilhren. Wir konnen

also in T auf primitive Rekursionen verzichten.

Mit TE bezeichnen wir die Teiltheorie von T, , in der
alle durch Rekursion eingefithrten Konstanten Typenstufen < n+1
besitzen. T2'+ PL (bzw. HAg ) sei die Erweiterung von Tﬁ
um die mehrsortige intuitionistische Praddikatenlogik ohne
(bzw. mit) Induktionsregel fiir die erweiterte Sprache. T2 + PL
ist eine konservative Erweiterung von TE , Wie man mit Hilfe der
Godel - Interpretation (s. etwa Spector 1962 ) leicht beweist.
Man hat dabei 2zu beachten, daBR die auftretenden Hilfsfunktionale
von Typenstufen >n+1 alle explizit definiert sind (fﬁrb HAg

ist das nicht mehr der Fall).

4.2 Unter denselben Voraussetzungen iber < wie in 3.8

gilt

n+m (

Satz 2 Zu jeder Konstanten F in T, m=21) mit der
Ve

Typenstufe n+1 gibt es eine Konstante F' in j:* mit einer

*
kanonisch aus <« konstruierten Wohlordnung < von einem

¥*
. - 1
Ordnungstyp |< | < 2m(l4lco) » 50 daB Fxj...x, = F'x ...x

n+m
%

£

in T beweisbar ist.
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¥*
Zum Beweis seien <1 y £ 5 die M und ein rtﬁ1e

<. ,M k #*
9
Num 1M mis BTt = nemet , FVe) - g7 wie in 3.8
gewdhlt. Wir zeigen in 4.3
n+m 1’ "n4m+1 r =
T F F=wW tp O

und in 4.4 das folgende Reduktionslemma: M sei eine endliche

Menge von Typen mit Stufen <i+1 , und T€ M . Dann ist in

Tl

<t PL ableitbar

<,M

u € Num A R(u)€k+1 A Typlu)="c"

<',M

- Redk(u) € Num™ .
o (lul)

A IRedk(u)l <'

(Red) A R(Redk(u)) <k
A FV(Redk(u)) g# FV(u)
 Typ(Red, (u)) = =

<M <" M
va.- uo= W_ (Redku)

Weiter zeigen wir in 4.4 , daB unter denselben Voraussetzungen

k

iiber M in Ti + PL ableitbar ist
%
< §
veNum M A R(u)<k A Vve#FV(u):f Typ(v) € M
M .

(*) r_- <,M <’k
A Typ(u)="r — Wt’ us=W u

mit einer beliebigen Menge MkQ‘M von Typen einér Stufe <k .-

Daraus ergibt sich Satz 2 , denn in Tn:m hat man dann
4 1
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<. .M
F o= W 1 n+m+1l% 70
* FM
’Mn+1 o
=W (Redn+1(Redn+2.o.(Redn+m to )eed)) O

und damit eine Darstellung von F durch eine Konstante von Tn* .

M

b

4.3 Beweis von $?+m  F =W 1 n+m+1r%étgl. Wir
1

verwenden einige einfache Eigenschaften der Wertfunktionale, die
#ir zundchst zusammenstellen. A Dbezeichne dabei einen endlichen

Term (also aufgebaut aus Variablen und Ziffern mit Anwendungen

und  Abstraktionen), und w:h steht fiir

W u Erw....(Erw 0% (o™ ™2 )y %7 (22" e ) (die Parameter
~ zﬁ 1 D Tb ho

*1, M .., bei W sind weggelassen).

(1> Waab@,—-y _ aba@rv

Xy - W—eyx'tg
(2) Wwa@dtr v wfdz ry?
XWX} X3
Rar,? _ o%r.q . R
(%) Wex A=W A falls x nicht frei in A
W =
W, 't
ur N e r o2
(4) W, Axft] =W,

R q . . . "
(5) W, A = &?BRJ falls 4 alle in A freien Variablen enthidlt.

(1) - (5) ergeben sich unmittelbar durch Induktion iiber A .

Zum Beweis von F = Wr}Fﬂ in T2+m beschrianken wir uns
1

auf den Fall, daB8 F durch = -Rekursion eingefiihrt wurde; die

restlichen Fdlle sind einfacher bzw. trivial. F erfiillt dann

eine Rekursionsgleichung (s. 3.3)
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P(x) = &[G %600 000, 1.

| -
Es geniigt zu zeigen, daB W tF dieselbe Rekursionsgleichung

erfillt, also

Wy x=A[[Wt] 1,,“,G]

denn durch =< -ITnduktion folgt daraus die Behauptung. Man erhdlt

zundchst W'%é’x = W(@](x» mit e wie in 3.3 , so daB also

*
(v . o hond . .
fé]\A eine Nummer fiir A [<%xi>i€a/’x’tG1’°°°’tG ] ist, die
r i
aus den Termnummern tG ,e,o,%G‘T fir tG ,..o,tG und
1 1 P
e' = e'(e,x) (s. 3.3) fur <% .> aufgebaut ist. Mit (4)

iewn
und (5) ergibt sich

B}
w"t;x.—.A*[w( (eyx)) Wty e, W ]
¢ p

Nach Voraussetzung der Induktion iiber F hat man bereits

ercﬁ = Gi . Es geniligt also zu zeigen
i

[ g |
Wie'(e,x))y = Wty ], v .
Dies beweist man unmittelbar durch Unterscheiden der Fdlle y=<x
und y-ﬁx .

4.4 Wir bendtigen zunichst eine Darstellung von Num{’M

in TT? -Form, die man folgendermaBen erhalten kann. Unendliche
Terme lassen sich auffassen als wohlfundierte Baume, an deren

Spitzen Variablen oder Ziffern angeheftet sind, und fiir die jeder

Knoten entweder 2-fach verzweigt ist (das entspricht der
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Anwendung), oder einfach verzweigt ist und eine Variable angeheftet
hat {das entspricht der A-Abstraktion mit dieser Variablen), oder
¢ -fach verzweigt ist (das entspricht der Folgenbildung). Jede

Termnummer 't ' kann man sich dann induktiv entlang-dem als Baum
aufgefalten Term t entstanden denken, indem man an Jjeden Knoten
eine Nummer des entsprechenden Teilterms anheftet. Die Eigenschaft

<
u € Num 1

ist also dquivalent damit, daB uw einen solchen
wohlfundierten Stammbaum besitzt. Letzteres 148t sich aber leicht
in 77? -Form darstellen: Man hat auszudriicken, daB an jeder Stelle
(= Folgennummer) u der Baum lokal korrekt ist, d.h. daB die dort
angeheftete Termnummer u (leicht durch primitive Rekursion

nach n 2zu definieren) mit i.a. allen ihren Vorgidngern U gid> 9
i=0,1,2... , entsprechend der Definition der Termnummern zusammen-
hdngt. Die Wohlfundiertheit ist dann automatisch erfiillt, da

insbesondere lu <l verlangt wird und < eine Wohl-
n*{i> n

..<
ordnung ist. - Die so gewonnene Darstellung von u € Num M

hat
die Form VxP(x,u) mit einem Prddikat P . das primitiv rekursiv

ist in der Aufzshlungsfunktion Aab.(a](b) von @ .

Als erstes erhalten wir jetzt, daBl sich die im Reduktions-
lemma auftretende Formel (Red) und die Formel (*) unter den
in 4.2 formulierten Voraussetzungen in HAi ableiten lassen.
Beide Male ergibt sich die Ableitung leicht mit =< -Induktion

nach ful , falls man (im Fall (Red) ) voraussetzt (vgl. 3.7)
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u,v,weNum‘<’M A Var(v) =~ FV(u)n#FV(w)=¢#

A Typ(u)="7 A Typ(v)=Typ(w)= "o

- Sub1(u,v,w)€Num<’M
(Sub) A qsub, (u,v,0)] £ Twl @l
A R(Sub1(u,v,w)) < max(Ru,Rw,Sw)
~ FV(suv, (u,v,w)) €7 (P (w) Fur®) Frv ()

7
T

A Typ(Sub1(u,v,w)) =

<, M I8 i N |
Wr (Sub1uvw)c = Wt u(Erw ¢ v (WG we))

Auch dies erhdlt man leicht durch < -Induktion nach Jul , wenn
man eine’ entsprechende Formel (Umb) fiir die Funktion Umb zur
Verfiigung hat (s. %.7), und (Umb) wiederum ergibt sich durch

<4 -Induktion nach lul aus einer entsprechenden Formel (Ers) fir
die Funktion Ers (s. %.7), die sich dann schlieBlich direkt

durch <« -Induktion nach (u] beweisen 1l&4B8t.

Aus den skizzierten Ableitungen von (Red) wund (*) in
HAi konstruieren wir nun mit Hilfe des Herbrand'schen Satzes die
gesuchten Ableitungen in Ti + PL (vgl. Kreisel 1958 wund
Shepherdson 1965 ). Dazu beachte man zunichst, daB alle durch

4 -Induktion hergeleiteten Formeln mit Quantoren, also (¥),

(Red), (Sub), (Umb) und (Ers), die Gestalt
VxP(x,u) — Q(u,#)

haben mit quantorenfreien P,Q . Die Beweise erschlieBen dies

jeweils mit den Mitteln der intuitionistischen Prddikatenlogik aus
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v‘ﬁv"zvl < lul[vXP(x’V) - Q(V”ﬂ)]’

aus Allabschliissen quantorenfreier Formeln und aus bereits abgelei-

teten Exemplaren der Formeln (Sub), (Umb), (Ers). Wir wollen
jedesmal eine Funktion

f konstruieren, so da8 P(f(u,¥),u) —

Q(u,4) in 7 ableitbar ist. Dazu kdnnen wir ausgehen von einer
" < .

Ableitung in der intuitionistischen Pradikatenlogik fiir die Formel

V3R(3) A Vag,vIx] Wit a B(x,v) = o(v,») ]

A VxP(x,u) —  Qlum)

in der Sprache von Ti , mit quantorenfreiem R . Zur Verein-
fachung lassen wir die Parameter 1) weg und nehmen q=2

an.
Nach dem Herbrand'schen Satz gibt es Terme

s, = si(u,x1,n..,xi_1) fir i=1,...,n
tj = tj(u,x1,.o.,xn) fir Jj=1,...,m
r, = rk(u,x1,.o.,xn) flir k=1,...,1

vom Typ O , so daB in der Aussageniogik ableitbar ist

Ai\ R(rk) A ‘4K\[-lsil<lu) A P(xi,si)-a Q(si)]
A AR oA

In Ti ist also ableitbar

(1) AL el a plxpe) > als)] = Der,,w)-aw].
i J

Man definiere nun eine Funktion

f durch die folgende < -Rekursion
nach lul
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f(u) = min{tj(u,x1,...,xn), P(tj(u,x1,..,Xn),u)—aQ(u)} ,

wobel gesetzt ist

. { f(sl(u,x1,..,xi_1)) fallsIsz(u,x1,..,xi_1)ﬁ4lul
.

0 sonst .

Aus (1) erhdlt man dann in Ti

AN s[4l A B(£(s,),5,) — os)] = [P(£(a),u) = Q)]

und damit die Prdmisse einer < -Induktion nach Jul , die sich
leicht auf die in 4.1 angegebene Form bringen 1ld8t. Also ist

P(f(u),u) — @qu) in T} ableitbar.
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IT Charakterisierung einer erweiterten Grzegorczyk-Hierarchie

unter Verwendung unendlicher Terme

Wir betrachten die folgende Erweiterung der Grzegorczyk-

Hierarchie (nach Robbin 1965 ): Fiir 00<Eb sei F_ definiert

[2 8
durch Fo(x) = o* , Ex+1(x) = Eix)(x) ’ FA(X) = A[X](x)

(3£X) x-te Iterierte von F, , A[x] =x-tes Glied einer

kanonischen Fundamentalfolge fiir A ) und €:==gXEx) (elemen-
tarer AbschluB von F, ). Fir L{x«:z %; und fir die einzelnen

g; sind eine Reihe von Charakterisierungen bekannt. Wir fiigen

hier zwei weitere hinzu.

F
Jedes primitiv rekursive Funktiona%Akann man nach Tait

1965a (ausgehend von einer Definition von F ) kanonisch

2
darstellen durch einen unendlichen Term tF der Tiefe ltFl<'af )

und tF 158t sich mit Hilfe von A-Konversionen reduzieren auf

* L3
einen unendlichen Ternm tp der Tiefe ltFI<'EO , in dem die

Tvpenstufen der Teilterme nicht grodBer sind als die Typenstufe

des Gesamtterms (s. I2). In I% haben wir gesehen, daB mit einem

¥*

geeigneten Konzept von Termnummern dem Ubergang von t zu tF

F
¥*
eine primitiv rekursive Funktion Red entspricht. Aus einer

kanonisch zu wdhlenden (s. 13.3) Nummer '}Fﬂ von tF erhédlt

*
man also in primitiv rekursiver Weise eine Nummer Red "t_' von

F
*
tF und damit insbesondere eine Ordinalzahl 11) araF+k-<£ als

0

11)Da wir hier primitiv rekursive (und nicht wie in I -<—rekursive)
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F

wir als KompliziertheitsmaB fir die gegebene Definition des

. | ,
Schranke fiir die Tiefe von +t_ . Die Ordinalzahl eXF<<Eb wollen

i
primitiv rekursiven Funktionals ¥ auffassen.

Sei nun insbesondere f ein primitiv rekursives Funktional

‘der Typenstufe 1 , also eine Funktion. Nach I3.8 1&dB%t sich f
w-le+k+1 Meyq

darstellen in der Form f = W tf mit einer Menge M

von Typen der Stufen 0,1 . Also kann man f durch eine
&YO% -Rekursion und primitiv rekursive Operationen definieren,
ohne daB dabei Hilfsfunktionale von Typenstufen >1 auftreten.

Mit der Darstellung g;==7£x fir «< & aus Schwichtenberg 1971

0

folgt fz-:?o(f , falls .20 .

Ist m+1 (m=21) die groBte Typenstufe eines durch
Rekursion eingefiihrten Hilfsfunktionals in der gegebenen Definition
von f - kurz: hat (die Definition von) f den Rang m+1 - ,

so erhdlt man aus der Konstruktion von X leicht &>éo%<:2m(w2)
Q.

. i
= wm+1 (mit w0.=1, (")i+1‘= w ), also f€ UO(<¢4 gx =
) m+1

) R y, dohe £ ist Cdm -rekursiv 12 . Umgekehrt folgt

X< W [ +1
m+1

Funktionale betrachten, bendtigen wir filir die Tiefenschranken
nicht mehr geeignet zu konstruierende Wohlordnungen, sondern wir
kdnnen eine feste Standard-Wohlordnung vom Ordnungstyp EO
zugrunde legen. Entsprechend verwenden wir Wertfunktionale W:’M ,
die analog zu I3.4 durch simultane o&-Rekursion (s. I1.4)

definiert sind.

2)

Dies folgt auch aus Howard 1970a,§5. S. auch Parsons 1971,
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aus Tait 1967 , daB jede A%+1—rekursive Funktion auch definierbar
ist als primitiv rekursives Funktional vom Rang m+1 . Insbesondere
ergibt sich, daB das oben definierte KompliziertheitsmaB unter
Erhalt der Eigenschaft fé€ g;F nicht so verkleinert werden kann,
daf3 fir eine Definition vom Rang m+1 einer aﬁwﬂ - , aber nicht

c% -rekursiven Funktion f das neue KompliziertheitsmaB <fah wird.
Wir definieren hier eine einfache Normalform fiir die
Darstellung der 'EO ~rekursiven Funktionen als primitiv rekursive
Funktionale und zeigen, daB fiir solche Normalformen das oben
definierte KompliziertheitsmaB unter Erhalt der Eigenschaft
fe %; iiberhaupt nicht mehr verkleinert werden kann. Mit anderen
Wortei‘ Definiert man d§< 1= {f, f definierbar als primitiv
rekursives Funktional mit KompliziertheitsmaB éo<} , S0 hat man
eine Charakterisierung der erweiterten Grzegorczyk-Hierarchie

in der Form é:(: &-o( fir wéo(<80 .

Mit im wesentlichen demselben Beweis ergibt sich noch eine
andere, eng verwandte Charakterisierung der g; , die vielleicht
von Interesse igt. Dabei geht man aus vom Begriff einer préddikativen
Termnummer, d.h. einer Termnummer, bei deren Aufbauvkeine Typen
von hoheren Stufen verwendet werden als es die Typenétufe der
gesamten Termnummer angibt. Flir die Tiefenschranken sei wieder
eine feste Standard-Wohlordnung vom Ordnungstyp 80 zugrunde

13)

gelegt . Definiert man dann 2€a= if | £ definierbar durch

13)

Man konnte versucht sein, hier die Bezugnahme auf eine Standard-
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eine prddikative Termnummer mit Tiefenschranke <LrQK+1)} , S0 ist

£ - % rur wex<e .

§1 Eine Normalform der primitiv rekursiven Funktionale

14)

der Typenstufe 1 Wir gehen aus von 'der schon mehrfach erwdhnten

Tatsache, daB jedes primitiv rekursive Funktional der Typenstufe 1

eine 80'-rekursive Funktion ist, also 15)

aus primitiv. rekursiven Funktionen und einer der folgenden

‘durch Einsetzungen

Funktionen F, , X<& s erhalten werden kann:

X
Fo(x) =2
_ p(x) (x) .
Qx+1(x) = F, (x) (Ex x-te Iterierte von F,)
F(x) =F xX) .
Dabei ist ‘)[k] fiir Limeszahlen A< 80 wie folgt definiert:
Jede solche Limeszahl 148t sich eindeutig darstellen in der Form
&
A=to M4l v 0w 0 mit /\>0<n> ..,>0(O>() . Bs sei dann
& 041 D(O-'I
Lo n+...+ca + W *X falls ab Nachfolgerzahl
>\[X] = «n «1 “OEX] .
W T+t 0+ falls %, Limeszahl .

Wohlordnung wegzulassen und etwa Termnummern ganz ohne Tiefen-
schranken zu definieren. Dann kollabiert jedoch die entstehende
Hierarchie: ﬁnter Verwendung von Feferman 1962 zeigt man leicht,
daB es zu jeder rekursiven Funktion einen Term der Tiefe $w4+co2

gibt, der eine solche Termnummer besitzt.

14) 15)

. Binleitung zu I , 5.3 . . Schwichtenberg 1971



- 47 -

Die gesuchte Normalform der primitiv rekursiven Funktionale der
Typenstufe 1 erhalten wir, indem wir die Funktionen F, in

einfacher Weise als primitiv rekursive Funktionale darstellen.

Dazu erweitern wir die eben angegebene Definition der

Funktionen ¥y 2zu einer Definition von Funktionalen Fn+1

oc b
X< &, , von Standardtypen n+l (mit n+1 := n—-n ):
X '
2 falls n=0
n+1
Py X eeeXgi= x(XO)X i tonst
n n-1°°"°""0
n+1 _ (Fn+1)(xo)x <
«x+1"n""""o0 T Ve« 0
n+1 n+1
EX xn. 'XO : gkfxo]x . XO

Dabei ist Xy eine Variable des Standerdtyns 1 , urd 2z.B.
(xo)
X X

OOOX
n n-1

steht fir IX X o0.X mit einem Iterations-
0 0'n 0

funktional I vonm Typ O,nyn-1,...,0—=0 , definiert durch

I0yz = z , I(x+1)yz = y(Ixyz) .
n+1_n —n [24 &
Lemma B Fg = falls f+w = f#Fo |

B+

x «
Die Bedingung f+w =ﬁ#c~> driickt aus, daB in der

Cantor'schen Normalform von ;ﬂ der letzte Summand 0 einen

Exponenten /SOZN besitzt., - Wir beweisen das Lemma durch

Induktion nach X , X=0 :
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n+1_n n
L %&Xn-1'°'xo = (F,) X LeeeX

o Nachfolgerzahl:

n+1.n n+1
x Fﬁxn-‘l'“xo ( )

1]
=

X Limeszahl:

n+1_n n+1 n
Ex Fﬁxn-1"°x0 = a[xO]Fkxn-1"'xO

N[}(O]xn—1 .. oXO

ﬂ-;-(.\)

= F axn 1..,.x
f+u 7

Aus dem Lemma folgt, daB jedes Ff(” , X<, , also

insbesondere auch jede der Funktionen F, , aus den sehr einfachen

Funktionalen Fg+1 (im wesentlichen sind das Iterationsfunktionale)

allein durch Anwendungen aufgebaut werden kann, wobei sich der

Aufbau an der Cantor'schen Normalform der Ordinalzahl “‘580

orientiert. Man beachte, daB in diese Darstellung der Funktionen

F

X y X<E

o @ die Fundamentalfolgen MA[x] nicht mehr eingehen.
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§2 Charakterisierung der erweiterten Grzegorczyk-Hierarchie

‘Wir wollen jetzt die in der Einleitung angegebénen Charakterisie-

rungen der g&. beweisen, also
ﬁ fir WeX<&

Beweis: R <®

% « &ilt aufgrund der Definitionen. Die

Inklusion /’;9 g:x fiir wex<E& ergibt sich mit demselben

0
Beweis, mit dem wir in der Einleitung f€ g; fir a%aca gezeigt
hatten. Zum Beweis von g“c_: &; beachte man, daB jede éZ-Funktion
sich aus Fy wund primitiv rekursiven Funktionen durch Einset-
zungen definieren 1dB8t. Da offenbar jedes Ai‘ alle primitiv
rekursiven Funktionen enthdlt und abgeschlossen ist gegen

Einsetzungen, geniigt es zu zeigen F, € d& . Dazu gehen wir aus

von der in §1 angegebenen Darstellung der Funktionen F, ,

n+1
F0

einander. Wir haben zu zeigen, daB filir diese Darstellung von F,

ndmlich durch geeignete Anwendungen der Funktionale auf-
das in der Einleitung definierte KompliziertheitsmaB =& ist.
Es ist fir das folgende bequem und wohl auch ohne MiBverstidnd-
nisse moglich, Termnummern durch Angabe der zugehdrigen Terme
oder auch Funktionale mitzuteilen. Zu zeigen ist also, daB (die
Termnummer fiir) F, nach Reduktion auf den Rang 1 (mit dem
in I13.7 angegebenen Reduktionsverfahren) eine Tiefenschranke

<t (+1) erhdlt. Dazu zeigen wir allgemeiner
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Behauptung: E£+1 hat im Fall n=0 nach Reduktion auf

den Rang 1 eine Tiefenschranke W&tk , und im Fall n =1
nach Reduktion auf den Rang n+1 die Gestalt Axn...xo.<:..>x0

und eine Tiefenschranke w-(1+0)+k .

Der Beweis erfolgt durch Induktion iliber & , Fir &=0

ergibt sich die Behauptung leicht aus der Konstruktion von ‘%F7
3 u

in I3.,3 . Sei nun )6+co =ﬁ#‘—~> . Wir miissen untersuchen, wie
sich

s _ Fn+1F“

ﬁ+¢»“ x p
bei Reduktion auf den Rang n verhidlt, wobei wir uns an der
Definition der Funktion Red in I3.7 2u orientieren haben.
Zundchst erfolgt die Reduktion auf den Rang n+1 in Ez+1 und
n n+1 .. .
Eﬁ getrennt. F, erhdlt nach Ind.vor, die Gestalt

Axn...xo.<...>xo und eine Tiefenschranke w-(1+6)+k . Die
Reduktion auf den Rang n {berfiihrt diese Termnummer in eine
andere derselben Gestalt, aber mit einer Tiefenschranke
2w(1+u)+k = uﬂ+u;k . Die Reduktion auf den Rang n iiberfiihrt
weiter %? nach Induktionsvor. in eine Termnummer mit einer
Tiefenschranke W-(sg(n)+B)+1 mit sg(n):=1:(12n) , also
schlieBlich F" . in Ax ..oxoo<—-->xo mit einer Tiefen-

,6+w 4+n-1

schranke - (sg(n)+g)+1+w “+k'=ub(sg(n)+ﬁ+a5)+k'. Damit ist die

Behauptung und also auch der Satz bewiesen.



Bemerkung: Genau wie /JZ < g;< fir w$O<<£O beweist

man auch Ua<oo K < U“<Qg;<= /2 (Klasse der primitiv rekusiven

Funktionen). Da andererseits pg&o ist, hat man

) d§(=u Y . P

K< X< X ¢
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III Bar Rekursion der Typen O wund 1 fihrt nicht aus den’

primitiv rekursiven Funktionalenhinaus

Kleene 1959 wund Kreisel 1959c¢c haben unabhiangig
voneinander den Begriff des stetigen (Kleene: countable) Funktionals
eingefiihrt. Fir die Typen (0-»T)—=0 mit T=0 wund T=1 (:=0-0)

- mit denen wir uns hier hauptsdchlich befassen - stimmt dieser
Begriff mit dem iiblichen (topologischen) iiberein, wenn man N
mit der diskreten Topologie und ﬁV”V, QW“SM/ mit den entsprechenden

16).

Produkttopologien versieht Allgemein gilt fiir ein stetiges
Funktional Y vom Typ (0—=%)—=0 , daB Ya nur voe einem
endlichen Anfangsstiick der Argumentfolge a vom Typ 0= 7

abhangt, also
(1) VadImVb( Vn< mian=bn — Ya=Yb) .

Nach Kleene 1959 ist jedes rekursive, insbesondere also jedes

primitiv rekursive Funktional stetig.

Wir zeigen in §1 , daB zu gegebenem primitiv rekursiven

17)

Funktional Y wvom Typ (0—=T)= 0 mit —=0,1 ein primitiv

16)Das ist z.B. fiir den Typ 3 = ((0=0)—>0)= 0 nicht mehr der
Fall, wie zuerst Kreisel bemerkt hat (in Vorlesungen 1958/59,

Lecture 26)

17)

Fiir Typen <T einer Stufe 22 1ist die entsprechende Aussage
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rekursiver Stetigkeitsmodul MY konstruiert werden kann, der
jedem a ein m mit der in (1) formulierten Eigenschaft

zuordnet, d.h. so daB gilt

(2) Va,b( Vn<M

Ya:an=bn — Ya=Yb) .

Den Beweis fihren wir mit Hilfe der Technik von Kap. I (unendliche
Terme und Wertfunktionale); er 1&8t sich in (der extensionalen
Version von Gédel's) T formalisieren. - Dieses Resultat wurde

zuerst von Kreisel in Vorlesungen 1971/72 bewiesen.

Eine endliche Folge a0,...,a(n-1) von Funktionalen
des Typs T heiBt gesichert (bzgl. Y vom Typ (0-2T)-0 ),
wenn Y auf allen Fortsetzungen davon denselben Wert hat,

d.h. wenn gilt
Vb(Vmn< n:am=bm — Ya=Y¥b) .

Fiir stetiges Y bilden also wegen (1) die ungesicherten Folgen
einen wohlfundierten Baum. Wir zeigen in §2 , daB fiir primitiv

rekursives Y und T=0,1 dieser Baum eine Tiefe <&, besitzt,

Dies gilt in dem scharfen Sinn, daB man eine in T definierbare

Einbettung des Baumes in eine Standardwohlordnung eines Ordnungs-

nicht mehr richtig. Auch gibt es fiir kein =T einen primitiv
rekursiven gleichmiBigen Stetigkeitsmodul M , so daB also (2)
mit MYa statt MYa gilt. Beides folgt aus einer (unveréffent-
lichen) Arbeit von Howard " Hereditarily majorizable functionals

of finite type", 1972 .
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typs '<£.O finden kann. Daraus folgt dann leicht, daB die Regel

der) Bar Rekursion der Typen O wund 1 ‘nicht aus den primitiv
rekursiven Funktionalen hinausfiihrt 18). Die Beweise verwenden
wieder die Technik aus Kapo I ; sie lassen sich in T formali-
sieren. - Fiir T=0 folgt dies auch aus Tait ~1965b zusammen

mit dem Resutat aus Kap. I (briefliche Mitteilungen von -~ -

W. Howard und G. Kreisel) 19). Mit der Reduktion der Bar Rekursion
vom Typ 1 auf den Typ O in Howard 1963 kann man die
Abgeschlossenheit von T gegen Bar Rekursion vom Typ T=1 auch

aus der fir 7T=0 Dbeweisen; man braucht dazu die Existenz eines

primitiv rekursiven Stetigkeitsmoduls MY (s. §1).

§1 Stetigkeitsmoduln fiir primitiv rekursive Funktionale

Sei Y ein primitiv rekursives Funktional vom Typ (0-7T)—0 .
Wir behandeln zundchst den Fallw=0 ; die fiir f=1 notwendigen
Anderungen diskutieren wir am SchluB dieses Paragraphen. Y
148t sich (ausgehend von einer Definition von Y) kanonisch
darstellen durch einen unendlichen Term t, (s. 1§2 ).

Sei x eine Variable vom Typ 0—-T , also 0—-0 . Dann hat

tox = 0t X den Typ O . th kann man mit A-Konversionen auf

18>Da.gegen fiihren die Regel der Bar Rekursion eines Typs der

Stufe 22 und auch der Operator der Bar Rekursion vom Typ O
aus den primitiv rekursiven Funktionalen hinaus. Dies folgt aus

Kreisel's Anhang zu Spector 1962 und aus Howard 1968 .

19)Vgl. auch Diller 1968 und Howard 1970b .
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* * *
eine Normalform t mit Rt =0 und ’t '< S reduzieren
Yx Yx Yx 0
*
fach Tait 1965a ; s. I 2.10 ). Offenbar enthdlt ¢ héchstens

Yx

die Variable x frei.

Wir betrachten jetzt allgemein Terme vom Typ O in
Normalform (also Rt=0 ), die hdchstens die Variable x frei
enthalten; sie werden im folgenden mit t (evtl. mit Indizes)
bezeichnet. Solche Terme haben einen besonders einfachen Aufbau:

sie kOnnen nur von der Gestalt xt oder <%i>t oder gleich

einer Ziffer N sein. Zu jedem solchen t definieren wir
induktiv ein ? durch

N A

xt := max(t, t+1)

—~

<ti)t := max (%, (?;)t)

p -

k = k .

Dabei sind max, +1 aufzufassen als unendliche Terme, die die
entsprechenden primitiv rekursiven Funktionen darstellen (s. 12.4).
T hat dann folgende Eigenschaft.

Lemma Vn< Wa%: an=bon —> Wat = Wbt

Beweis durch Induktion iiber t . Im Fall einer Ziffer k
. . a
ist die Behauptung trivial. PFall xt : Gelte Vn<W> xt: an=bn .
P e X

/\ Pa)
Wegen xt = max(t, t+1) folgt daraus

(1) \/n-<Wi?: an=bn

(2) a(W2t) = v(W>t) .
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Zu zeigen ist Wi(xt) = WZ(xt) , also a(Wit) = b(W;t) . aus (1)

erhdlt man mit der Ind.vor. Wit = W:t , und daraus mit (2) die
RN

Behauptung. Fall <ti>t : Gelte Vn<Wx<ti>t: an=bn . Wegen

ot = max(?, (?;)t) folgt daraus (1) und
(3) '\/nJ<(Wi<£;>)(Wit): an=bn .

Zu zeigen ist Wi({ti>t) = WE((ti>t) , also (Wi(ti>)(wit) =

(Wz<t1>)(W2t) . Aus (1) erhalt man wieder mit der Ind.vor.

Wit = Wzt =: j . (3) besagt dann also
. ~
(3) Vn<Ww?%t.: an=bn .
x ]
Daraus folgt mit der Ind.vor. Witj = Wztj , und das war zu zeigen.
a‘/‘,(_\
Setzt man nun MYa t= Wx th , so folgt aus
a, * b, *
\fn«:MYa. an=bn nach dem Lemma WxtYX = thYx , also auch
Wt = Wbt und damit Ya = Yb , d.h. M ist ein Stetigkeits-
x Yx x Yx Y

modul fir Y .

Um zu zeigen, daf} MY ein primitiv rekursives Funktional
ist, gehen wir jetzt zu Termnummern iiber. Dabei kdnnen wir die

Tiefenschranken aus einer festen Standardwohlordnung vom Typ &

20)

0

wdhlen fir die bendotigten

. Hinreichend groBe Schranken «<f80

Tiefenschranken und M fiir die Menge der auftretenden Typen
seien fir das folgende fest gewdhlt. - In I3.7 hatten wir

20)s. FuBnote 11 .
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gesehen, daB dem Ubergang von einem Term zu seiner Normalform eine

¥*
primitiv rekursive Funktion Red entspricht. Aus einer kanonisch

*
zu wdhlenden Nummer IEY¥1 erhdlt man also eine Nummer Red rth1
F x " * . *
=2 th von th . Aus den Eigenschaften der Funktion Ied
r x> r o1 I
ergibt sich R th =0 und FV th < fx} . Man kann nun wie in

I%.7 mit dem Rekursionstheorem fiir '79 eine primitiv rekursive

. A . . ra .
Funktion konstruieren, so daB fir Termnummern t mit

= # I -

Rt =0 und FV't < §x} stets 't' eine Nummer des oben

A 21 ) . r‘/*} r/*\_‘ .
konstruierten Terms t 1ist . Also ist t =: t eine

Yx Yx
*
Nummer von th . Damit ergibt sich eine Darstellung MYa =
L r =

WO th X—>a von MY mit einem durch o -Rekursion definierten

Wertfunktional WO . Also ist MY ein primitiv rekursives

Funktional, denn nach Tait 1967 1lassen sich «&-Rekursionen

mit x-(io unter Erhchung der Typenstufe auf primitive Rekursionen

reduzieren.

Wir zeigen jetzt, daB sich der eben gefiihrte Beweis von

Vn<MYa: an=bn —» Ya=Yb

auch in T formalisieren 148t. Dazu verwenden wir das Reduktions-

lemma aus I4.2 , wobei hier die Ableitbarkeit der Formel (Red)

. w 1 . s .
in HA, (:= kéBAa.’ s. I4.1 ) geniigt. Weiter bendtigen wir

eine Formalisierung des obigen Lemmas, die sich in der folgenden

21)Die dabei anzugebenden Tiefenschranken ergeben sich aus der

Bemerkung 1t 1<kitl (mit geeignetem k ).
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[5XY
Form unmittelbar durch o« -Induktion nach (u] in HAN beweisen

laBt:

uelNum A R(u)=0 A FV(u)Q#{x}# A Typ(u)="0"
—  UeNum

A o(IQ]) £x+o(ul)

AR(Q) =0

A FV(R) * {x]#

[}

A Typ(d) = "0

A[Vn<woarx—,a~': an=bn - Wourx-aa-'= Wourx—sb"] .

Nach Definition von MY ergibt sich daraus und aus '(Red) die
Ableitbarkeit von Vn< MYa: an=bn — Ya=Yb in HA: . Da nun

[N
HA, eine konservative Erweiterung von T ist (s. Tait 1967) ,

folgt die Behauptung.

Im Fall T =1 verwendet man eine Variable x vom Typ

0-1 (statt 0-0 ) und definiert entsprechend ‘% durch

8 = max(t, 5, t+1, s+1)
S

<&i>t = max(%, <€;>t)

) —

k = k.

Das obige Lemma erhdlt dann die Form

Vn,m<W3%: anmbnm — Wt = W't
X X X

und 148t sich genau wie vorher durch Induktion idiber t Dbeweisen.

Die weiteren Anderungen der obigen Uberlegung sind offensichtlich;
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insbesondere erhdlt man die Behauptung in der leicht verstarkten

Form

Vh,m‘<MYa: anm=bnm ~>» Ya=YDb

§2 Zur Bar Rekursion der Typen O und 1 Sei Y ein

stetiges Funktional vom Typ (0—=T)—0 . Unter (der Regel der)
Bar Rekursion vom Typ T versteht man (s. Spector 1962 )
die Definition eines PFunktionals F vom Typ 0—9(0—417—90' aus Y

und Punktionalen G,H passender Typen durch die Gleichungen

G(n,a) falls Ya_<n
(BR_) F(n,a) = { n

H(Az.F(n+1, alﬁ), n, a) sonst .

s p . "
Dabei ist a]nm := am fir mfn und :=z fiir m=n , und a m

:= am fiir m<n und m& fir m=2n .

Um einzusehen, daB (BRr) eine Losung F Dbestimmt,
fassen wir sowohl das Paar (n,a) als auch a, als Kodifikat
der endlichen Folge a0,...,a(n-1) auf (der Unterschied
zwischen beiden Kodifikaten besteht darin, daB (n,a) auch eine
Information iiber die Linge der kodierten Folge enthilt). In (BRt)
wird also F an der Stelle ‘(n,a) definiert unter Riickgriff
auf F én Stellen (n+1, ali). DaB diese Rickgriffe wohlfundiert
sind, ergibt sich aus der Stetigkeit von Y . Denn fiir hinreichend
grofles n ist Yan = Ya , und damit fiir noch etwas groBleres n

Yan< n .
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Wir wollen zeigen, daB (BR_) fir ©=0,1 nicht aus den
primitiv rekursiven Funktionalen hinausfihrt. Zunichst behandeln

wir den Fall T =0 .

Sei also Y ein primitiv rekursives Funktional vom Typ
*
(020)=0 . Wie in §1 bilden wir den Term ty, - Wir betrachten
wieder allgemein Terme t 1in Normalform, die hdchstens x frei

enthalten. Zu jedem solchen t definieren wir induktiv ein

Pradikat S (S erinnert an gesichert) durch

t
a
Sxt(n,a) 1 ‘St(n,a) A n>W_t
-}
S<t.>t(n,a) 16 St(n,a) A St‘(n,a) , J=W_t
1 J
Si(n,a) ¢ 0=0 .
Lemma 1 S.(n,a) A Vm<n: am=bm — Wit = Wbt .
A t b'e X
Beweis durch Induktion iber t . Fall xt : Gelte

Sxt(n,a) und  Vm< n: am=bm . Zu zeigen ist a(W:t) = b(W;t) .
Aus St(n,a) folgt nach Ind.vor. Wit = WZt , und damit wegen
n> W3t die Behauptung. Fall <t.”2t : Gelte S (n,a)

x PSSR <ti>t

. . a ) _ b b
und Vm<n: am=bm . Zu zeigen ist (Wx<%i>)(th) = (Wx<}i>)(th)
a b

Aus St(n,a) folgt nach Ind.vor. Wxt = Wxt =t j . Zu zeigen ist

also W;tj = W;tj . Das folgt aber nach Ind.vor. aus St (n,a) .
- J

Fall k& trivial,

AN\,

Lemma 2 St(n,a) A m>n — St(m,a) .
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Beweis durch Induktion liber t . Fall xt : Gelte S (n,a)
AR A xt
und m>n . Aus St(n,a) folgt nach Induktionsvor. St(m,a) .
Mit m>11>Wit folgt Sxt(m,a) . Fall <&t : Gelte
M
S<ii>t(n,a) und m>n . Aus St(n,a) und Stj(n,a) , J=W_t

folgt nach Ind.vor. St(m,a) und 8, (m,a) , also insgesamt

- J
S<%i>t(m,a) o all k : trivial.

U (U erinnert an ungesichert) sei das Komplement

von S, , also Ut(n,a) 16 ﬂSt(n,a) . Nach Lemma 2 ist U, ein

Baum, d.h. Ut(n,a) A m<n = Ut(m,a) . Wir definieren jetzt

eine ordnungserhaltende Einbettung ft von Ut in die Ordinal-

kl

zahlen <20¥ y und zwar wie folgt durch Induktion iiber t .

ft(n,a) := 0 falls ﬁUt(n,a) . Andernfalls

4 (w3) - n falls S,(n,a)
X t
fxt(n,a) =

: W+ ft(n,a) falls Ut(n,a)
£, (nya) mit j=w§t falls S,.(n,a) .
e j )

f(ti>t(n’a) = Wit ]
2 + ft(n,a) falls Ut(n,a)
weltl
Lemma 3 ft(n,a) < 2 .

Beweis durch Induktion dber t . Fall xt : Gilt S (n,a),
AAAA t

éadxtl

so ist fxt(n,a)<c4 < . Gilt Ut(n,a) , S0 hat man mit der

wlth 2w-ltl+1 < 2¢o‘lxtl

Ind.vor. f__(n,a) =tJ+ft(n,a)<:¢>+2

xt(

Fall <ii>t s Gilt St(n,a) , so folgt aus der Ind.vor.
/\W
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thjl wJ(Q?I
f{ti)t(n’a) = th(n,a) < 2 < 2 . Gilt Ut(n,a) , SO
erhdlt man wieder mit der Ind.vor. f<% t(n,a) =
[ ° i .

A) Kti>| w Kti>l olyl L w+(max( Kti>l , [t1)+1)
2 + ft(n,a)< 2 + 2 < 2 =
<> ¢l _
2 . Fall k : trivial.

Lemma 4 Ut(n,a) And>n —» ft(n,a) < ft(m,a) .

Beweis durch Induktion tber t . Fall xt : Gelte

PNAA S~

Uxt(n,a) und n>m . Gilt St(m,a) , so folgt nach Lemma 2
St(n,a) und daraus wegen n>m die Behauptung fxt(n,a)<’fxt(m,a).

Gilt Ut(m,a) und St(n,a) , so ergibt sich f_ (n,a) < w =

t
fxt(m,a) . Gilt Ut(m,a) und Ut(n,a) , 80 ist nach Ind.vor.

ft(n,a) < ft(m,a) und damit fxt(n,a) < fxt(m,a) . Fall <ti>t :

NS Aty

Gelte U<ti>t(n,a) ‘und n>m . Gilt St(m,a) , so folgt wieder
nach Lemma 2 St(n,a) - Also hat man U, (n,a) mit j = Wzt

und damit nach Ind.vor. f, (n,a) < £, (m,a) , also nach

J J
Definition von f<t >t die Behauptung. Gilt Ut(m,a) und
b

Celt |

J

St(n,a), so ist nach Lemma 3 f<ti>t(n,a) = ft.(n,a) < 2 <

J
s e > el

2 2 + ft(m,a) = f<ti>t(m,a) . Gilt Ut(h,a) , 80

ist nach Ind.vor. ft(n,a) < ft(m,a) und damit f (n,a) <

<t ot
f<ti>t(m,a) . Fall k : trivial.

Aus Ut definieren wir einen etwas grdBeren Baum ﬁt
durch ﬁt(n,a) ted Ut(n,a) v W:tz n . AuBerhalb von Et , d.h.
fiir n,a mit 'ﬂﬁt(n,a) , 811t also Wit < n . DaB ﬁt ein
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Baum ist, d.h. U_(n,a) A m<n — Et(m,a) , folgt aus Lemma 2 .

t
Weiter 148t sich Et mit folgendem ?t ordnungserhaltend
IAY) —

cinbetten in die Ordinalzahlen < co+2™ Mt £ (n,a) t= 0
falls -ﬂﬁt(n,a) . Andernfalls

— (w?t) - n falls S,(n,a)

X t
ft(n,a) t=
L+ ft(n,a) falls Ut(n,a) .

Aus Lemma 3 wund 4 ergibt sich dann unmittelbar

W It

_f-t(n,a)< W+ 2 und ﬁt(n,a) A m<n — ?t(m,a)< ?t(n,a) .

* —
Betrachten wir jetzt wieder th . AuBerhalb von U , ,
th
' . - a *
d.h. im Fall =U , (n,a) , gilt dann Wty <mn und S, (n,a)
t t
Yx Yx
it L | folgt WitY - W Nt L g® “n
Mit Lemma olgt xth =W th =W th = Wx (th) = Yan ,

also Yan< n , d.h. auBerhalb von U « 1liegt der Anfangsfall
FYx
von (BRO) vor. Wir konnen also (BRO) als Rekursion iiber den

Baum U * auffassen, und wegen der Einbettung T x von U *

th th* ‘ th th
in die Ordinalzahlen < W+ 2 Tx <<£o auch als Rekursion iiber

einen Abschnitt <20 der Ordinalzahlen.

Es geniigt also, in T definierbare Analoga zu U , und
t
_ R Yx
f . zu finden. Dazu gehen wir wie in §1 2zu Termnummern iiber.
t
Yx i
Hinreichend groBe Schranken &< fiir die in den Termnummern

0

vorkommenden Tiefenschranken und M filir die Menge der auftretenden
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t’ ft

etc. ergibt sich unmittelbar, wie man entsprechend )una.Su(n,a) s

Typen seien wieder fest gewdhlt. Aus den Definitionen von S

Auna.fu(n,a) etc. in T, , also auch in T defienieren kann.
Mit denselben Beweisen erhdlt man dann Analoga zu den bewiesenen

Eigenschaften von St R ft etc., also z.B., zu Lemma 3 : u €Nun

-
—5 fu(n,a) = 2“'0(111‘)"

. Daraus folgt aber, daB sich (BRO) auf
eine «-Rekursion in T reduzieren 148t und folglich nicht aus

T hinausfiihrt.

[5N)
Die Formalisierbarkeit des gefilhrten Beweises in HA,
ist unmittelbar klar. Damit hat man aber auch die Formalisierbarkeit
w
in T , da ja HA, eine konservative Erweiterung von T ist

(s. Tait 1967 ).

Die fiir den Fall <T=1 erforderlichen Anderungen sind
minimal: In den Definitionen und Beweisen durch Induktion iiber t

ersetze man xt durch xts . Alles andere bleibt unverandert.
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