
Ein einfaches Verfahren zur Normalisierung unendlicher 

Herleitungen. 

H. Schwichtenberg 

Mathematisches Institut der Universit~t M~nchen, 
TheresienstraSe 39, D-8000 M~nchen 2 

Betrachtet werden zahlentheoretische Systeme erster Stufe mit 

w-Regel und natOrlichen Schlu~regeln im Sinne von Gentzen. Es 

wird ein primitiv rekursiver Operator N angegeben, der jede Her- 

leitung in eine Normalform (unter EinschluB permutativer Konver- 

sionen) 9berf[hrt. Dieser Operator N bearbeitet Herleitungs- 

b~ume "vonder Wurzel zu den Spitzen" und bestimmt for jeden 

Knoten a der Normalform explizit eine endliche Menge von Knoten 

der gegebenen Herleitung, von deren Beschriftung die Beschriftung 

von a allein abh[ngt; insbesondere ist N stetig bez~glich der 

unten angegebenen Metrik auf der Menge der Herleitungen. Ein 

~hnliches Verfahren f~r ein anderes formales System (ohne per- 

mutative Konversionen) wurde von Mints in [2] angegeben. 

Es stellt sich die Fragel warum man neben dem ~b!ichen durch 

transfinite Rekursion (also "von den Spitzen zur Wurzel") defi- 

nierten Normalisierungsoperator den hier betrachteten Operator N 

untersuchen soll. Folgende Gr~nde lassen sich angeben: 

I. N ist ohne weiteres auch auf nicht-fundierte Herleitungen 

anwendbar. Nicht-fundierte Herleitungen k~nnen auftreten, 

wenn man G~itigkeit bez~glich Modellen von beschrinkter Kom- 

plexit~t betrachtet° (Unter Komplexit~t eines Modells ver- 

steht man dabei die Komplexit~t der Menge aller im Modell 

g~Itigen Formelnl nicht nur der Primformeln.) Bezogen auf 

diese Model!e sind n~mlich auch solehe nicht-fundierte Her- 

leitungen korrekt, deren unendliche Pfade simtlich eine 

gr~Bere als die vorgegebene Komplexit~t haben. Wir wollen 

jedoch diesen Aspekt hier nicht welter verfolgen; mehr da- 

r~ber findet man in [I]. 



335 

2. N ist durch besonders einfache primitive Rekursionen zu de- 

finieren; eine transfinite Rekursion ist nicht erforderlich. 

3. Bei der tats~chlichen Herstellung der Normalform einer Her- 

leitung (etwa auf einem Rechner) scheint die der Definition 

von N zugrunde liegende Strategie besonders naheliegend und 

vorteilhaft zu sein. 

Zu beachten ist, dab es zur DurchfNhrung dieses Programms er- 

forderlich ist, den Herleitungsbegriff zu ver~ndern und etwa zu 

den Herleitungsregeln eine sogenannte Wiederholungsregel Rep 

hinzuzunehmen, welche den Ubergang von einer Formel A zu dersel- 

ben Formel A gestattet; dies wurde zuerst in [I, S. 46] bemerkt. 

Zum Beweis betrachte man die folgenden Herleitungen dn(d): 

m 

~-~i 

T 

~- YA 

mit n Anwendungen des logischen Axioms T und einer normalen 

Teilherleitung d yon A. Die Normalform von dn(d) ist offenbar d. 

Nun tr~gt die Menge der Herleitungen in natNrlicher Weise eine 

Metrik: ist h die kleinste H~he, auf der sich zwei Herleitungen 
I 

erstmals unterscheiden, so sei ~ ihr Abstand. Ist jetzt d der 
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(yon d unabhingige) Grenzwert der dn(d) und d eine yon der Normal- 

form yon d verschiedene normale Herleitung, so strebt dn(d) 

gegen d ~ obwohl die Normalformen einen konstanten positiven Ab- 

stand behalten. Es kann also keinen stetigen und daher erst recht 

keinen primitiv rekursiven Normalisierungsoperator geben. - Die- 

ses Argument gilt offenbar nicht mehr, wenn die Wiederholungs- 

regel Rep zugelassen wird. Die Eindeutigkeit der Normalform hat 

man dann jedoch nut noch bis auf Anwendungen yon Rep. 

§ I HERLEITUNGEN 

Wie bereits erw~hnt, betrachten wir zahlentheoretische Systeme 

erster Stufe mit ~-Regel und nat~rlichen SchluBregeln im Sinne 

yon Gentzen° Herleitungen sehen wir als beschriftete B~ume an, 

wobei die Beschriftung der einzelnen Knoten mSglichst knapp ge- 

halten wird; dies ermSglicht eine einfache Definition des Nor- 

malisierungsoperators N (sowie eine einfache Darstellung solcher 

Herleitungen in einem Rechner) . Insbesondere schreiben wir nie- 

mals ganze Formeln (etwa bei Annahmen) oder Terme (etwa bei An- 

wendungen yon V ) an die Knoten, sondern stellen sie jeweils 

als Teilb~ume dar. 

Unsere Sprache sei durch Objektvariablen x y ..~ sowie Funktions- 

symbole f g ... und Pr~dikatensymbole p q ... jeweils fester 

endlicher Stellenzahl bestimmt. Terme und Formeln werden wie Ub- 

lich aufgebautr letztere aus Primformeln (einschlieBlich dem 

Falsum i) mittels A ~ Vx; qA wird wie Ublich durch A~± definiert. 

Eine Liste Ax O Ax I ... yon gegen Termsubstitution abgeschlosse- 

nen Axiomenschemata sei vorgegeben (etwa Gleichheitsaxiome, De- 

finitionsgleichungen fir einige primitiv rekursive Funktionen 

sowie das Schema ~qA ~ A fur Primformeln A). Annahmen im Sinne 

von Gentzens nat~rlichen SchluBregeln markieren wit dutch die 

Annahmevariable u v ...; es wird verlangt, dab in einer gegebe- 

nen Herleitung mehrere Vorkommen derselben Annahmenvariablen u 

stets dieselbe Formel markieren. Herleitungen sind dann mittels 

Einf~hrungs- und Beseitigungsregeln fur jedes der logischen 

Symbole A ~ V aufgebaut; dabei binden die EinfOhrungsregeln V + 
+ 

jeweils eine Objektvariable x bzw. ~ eine Annahmevariable u. 

Ferner haben wir die ~-Regel in der folgenden Form. Hauptpr[- 
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misse ist ein Term t; Nebenpr~missen sind Herleitungen d 
1 

(i = O,1,...) derselben Formel A aus (u.a.) Annahmen t = ~, die 

mit der Annahmenvariablen u. markiert seien. Die Konklusion ist 
i 

dann wieder die Formel A, und es werden alle Annahmenvariablen 

u i g e b u n d e n .  S c h ! i e g l i c h  l a s s e n  w i r  a u s  dem o b e n  a n g e g e b e n e n  

Grund noch die Wiederholungsregel Rep zu. 

Genauer ist eine Herleitung ein ~ ~-fach verzweigter fundierter 

Baum, der an j e d e m  K n o t e n  m i t  e i n e m  d e r  f o t g e n d e n  S y m b o l e  b e -  

schriftet ist 

xy... 

f g . . .  

p q . . .  

A 

Vx Vy ... 

HV... 

Ax o Ax 1 . . .  
+ 

A 

AO ^1 
+ + 

V+x V+y ... 

V- 

<U. >. 
1 l~ 

Rep 

und der g e w i s s e  n a h e l i e g e n d e  K o r r e k t h e i t s b e d i n g u n g e n  e r f ~ l l t ,  

die hier nicht explizit aufgeschrieben werden sollen; zur Formu- 

l i e r u n g  d i e s e r  B e d i n g u n g e n  i s t  e s  e r f o r d e r l i c h ,  d u r c h  I n d u k t i o n  

~ber die HShe eines Knotens aim Baum die folgenden Begriffe 

zu definieren 
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Formei(a) Der Term bzw. die Formel~ die bei der ~blichen Nota- 

tion am Knoten a der Herleitung stehen w~rde. 

Ann(a) Endliche Liste aller im Knoten a der Herleitung freien 

Annahmenvariablen. 

Zu beachten ist~ dab im Fall der Regel ~+ mit gebundener Annah- 

menvariable u die zugeh6rige Annahmeformel A in einer zus~tz- 

lichen Pr~misse aufgefHhrt werden muB, da sich sonst die Be- 

schriftung A~ B dieses Knotens i.a. nicht ablesen l~St. 

§ 2 ECHTE KONVERSIONEN 

Gegeben sei jetzt eine Herleitung d0 in der einige echt konver- 

tierbare Teilherleitungen markiert sind; echt konvertierbar 

heiBt dabei eine Herleitung, wenn sie mit einer Beseitigungsre- 

gel endet (also ^is ~ oder V ), deren Hauptpr~misse durch eine 
+ + 

Einf~hrungsregel gewonnen wurde (also A , ~ bzw. V+). Wir defi- 

nieren die reduzierte H erleitung Rd := d' schrittweise yon aus- 

sen nach innen. Gleichzeitig definieren wir f~r jeden Knoten 

(:= endliche Zahlenfolge) a in d' den Urbildknoten U(a) in d 

sowie die Sprunganweisungen . . . . . . . .  Sp(a) ; Sp(a) ist eine endliche Folge 

yon Paaren (u,b) oder (x,b). Die Wurzel s (:= leere Zahlenfolge) 

ist ein Knoten yon d'o Ferner sei U(m) = D und Sp(D) leer. Wit 

betrachten jetzt einen beliebigen Knoten a in d', fHr den U(a) 

und Sp(a) bereits definiert sind. 

Fall I U(a) beginnt in d eine markierte konvertierbare Teilher- 

leitung. Dann k6nnen folgende Situationen vorliegen: 

Unterfall I.I 

falls i = O 

A 
l 

i l 

Rep 
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Genauer: d(U(a)) = a 
1 

+ 
d(U(a)O) = a 

(Hier haben wit mit d(b) die Beschriftung des Knotens b in d be- 

zeichnet; ferner bezeichnen wir die Verl~ngerung eines Knotens 

(:= endliche Zahlenfolge) bum die Zahl j mit bj). 

Dann soll aO ein Knoten in d' sein, abet kein aj mit j > O; fer- 

net setzen wit 

d' (a) := Rep 

U(aO) := U(a)Oi 

Sp(aO) :: Sp(a) 

Unterfall 1.2 

f 
/ Forme 1 -~+U \ 

• .. (u,U(a) I) 

t 
! 

~ Rep . .. 

Genauer: d(U(a)) = ~- 

+ 
d(U(a)O) = ~ u 

Dann soll wieder aO ein Knoten in d' sein, abet kein ai mit i> O; 

ferner setzen wit 

d' (a) := Rep 

U(aO) := U(a) 0 0 

Sp(aO) := die endliche Folge, die aus Sp(a) dutch 

AnfOgen des Paares (u,U(a) I) entsteht. 
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Unterfal! t.3 

, .L  

v:~ 
Term "~ ~ .~ ~. 

I 
f 

~ Rep 

... (x,U(a) ]) 

wie U n t e r f a i !  1 .2 .  

Fall 2 U(a) ist in d mit einer Annahmenvariablen u (bzw. mit 

einer Objektvariablen x) beschriftet, ffir die ein Paar (u,b) 

(bzw. (x,b)) in Sp(a) vorkommt: 

Formel 

J 
i i 

u >< <~ Rep 
/ 
/ 
/ 
/ 

~ ! / Forme! 1 

~ + U  b 

Genauer: d(U(a)) = u~ und es qibt ein mit u beginnendes Paar in 

Sp(a) ; (u~b) sei das letzte derartige Paar. 

Dann soll aO ein Knoten in d' sein, aber kein ai mit i >0; 

ferner setzen wir 

d~ (a) := Rep 

U(aO) := b 

Sp(aO) := die endliche Folge~ die aus Sp(a) entsteht durch 

Streichen des letzten mit u beginnenden Paares 

(u,b) sowie s~mtlicher Paare (v,c) und (y,c), 
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deren Variabale v bzw. y nicht in einem Knoten 

echt unterhalb b gebunden ist. 

Den Fall einer Objektvariablen x behandelt man entsprechend. 

Fall 3 Sonst. 

Dann soll ai ein Knoten in d' sein genau dann, wenn U(a)i ein 

Knoten in d ist; ferner setzen wir 

d' (a) := d(U(a)) 

U(ai) := U(a)i 

Sp(ai) := Sp(a) . 

Zun~chst hat man sich zu ~berlegen, dab Rd wieder eine Herleitung 

ist, und zwar yon derselben Endformel und mit h~chstens weniger 

Annahmen. Zum Beweis ben~tigt man eine Bauminduktion in Rd; wir 

m~ssen also als erstes wissen, dab Rd fundiert ist. Dazu betrach- 

ten wir auf Herleitungen neben der ~blichen Baumordnung (erzeugt 

yon a < b : ~ der Knoten a ist eine Fortsetzung des Knotens b) 

eine partielle lexikographische Ordnung, die erzeugt wird vonder 

Baumordnung und von 

b : ~ a,b haben ein gemeinsames Anfangsst~ck c so 
a < lex 

dab b Fortsetzung von cO ist, a Fortsetzung 

yon ci ist und c mit einer der Regeln ~- oder 

V- beschriftet ist. 

Ma~ ~berlegt sich leicht, dab aus der Fundiertheit einer Her- 

!eitung bezdglich ihrer Baumordnung auch ihre Fundiertheit bez~g- 

lich der partiellen lexikographischen Ordnung folgt. Die Fundiert- 

heit yon Rd ergibt sich jetzt aus der Fundiertheit von d, da fur 

a,b 6Rd aus a< b stets U(a) <lex U(b) folgt. 

Dutch Bauminduktion ~ber Rd zeigt man jetzt, dab fur jeden Knoten 

a in Rd Formel(a) aus Formel(U(a)) durch Ausf0hrung der in Sp(a) 
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gespeicherten Substitutionen entsteht~ und dab Ann(a) enthalten 

ist in derjenigen Menge von Annahmenvariablen, die aus Ann(U(a)) 

entsteht durch "Ausffihrung" (in einem naheliegenden Sinn) der 

Sprunganweisungen in Sp(a). Daraus ergibt sich dann leicht, dab 

Rd eine Herleitung ist~ die dieselbe Endformel und h~chstens 

weniger Annahmen als d hat. 

Ferner kann man den obigen Fundiertheitsbeweis fur Rd zu einer 

H~henabschitzung verwenden: definiert man wie ~blich die H~he 

]aJ eines Elements in einer fundierten Ordnung durch 

ial := sup(Ibj + I)~ 
b<a 

falls a kein minimales Element ist~ und durch la! :: I sonst, 

so zeigt man leicht durch Bauminduktion ~ber Rd 

lal ~ iU(a) ile x 

fur alle a in Rd. Angewandt auf die Wurzel ergibt dies, dab sich 

die H~he IRdJ von Rd bzgl. der Baumordnung dureh die H~he IdJle x 

von d bzgl. de, partiellen lexikographischen Ordnung absch~tzen 

liBt. Separat ~berlegt man sich nun leicht, dab sich JdJle x 

stets abschitzen list durch 2 jdL - I, falls JdJ <~, bzw. durch 

2JdJ + r(!dl), falls Idl ~; hierbei ist r(a) der UberschuS yon 

fiber die letzte Limeszahl. 

Um schlieBlich die wesentlicheEigenschaft von Rd zu formulieren, 

ben0tigen wir den Begriff der Stufe SA einer Formel A: 

SA := O, falls A Primformel 

S(A~ B) := max(SA+ I, SB) 

S(AA B) := max(SA, SB) 

SVxA :: SA. 

Eine Herleitung d heist echt konvertierbar, wenn sie mit einer 

Beseitigungsregel endet, deren Hauptpr~misse durch eine Ein- 

f~hrungsregel gewonnen wurde. Ferner nennen wir eine Herleitung 

d permutativ konvertierbar, wenn sie mit einer Beseitigungsregel 

endet, deren Hauptprimisse durch die ~-Regel oder durch die Wie- 

derholungsregel Rep gewonnen wurde. Unter dem Grad Ged bzw. Gpd 
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yon d bzgl. echter (bzw. permutativer) Konversionen verstehen 

wir die kleinste Zahl, die gr~Ber ist als alle Stufen der Haupt- 

formeln der Beseitigungsregeln am Ende der echt (bzw. permutativ) 

konvertierbaren Teilherleitungen von d. Man beachte, dab gilt 

Ged, Gpd &~; ferner, dab Ged = 0 (bzw. Gpd =O) gerade bedeutet, 

dab in d keine echt (bzw. permutativ) konvertierbaren Teilher- 

leitungen vorkommen. Es gilt nun der folgende 

Satz Sei k< 0 und d eine Herleitung mit G d $ k, G d ~ k+ I. 
p e 

Markiere in d alle echt konvertierbaren Teilherleitungen mit 

Hauptformel der Stufe k. Dann ist Rd eine Herleitung derselben 

Endformel mit h@chstens weniger Annahmen, f~r die gilt G Rd, 
Idl P 

GeRd $ k sowie IRd[ < 2 + ~. F~r jeden Knoten a in Rd h~ngt die 

Beschriftung yon a nut ab von den Beschriftungen in d der end- 

lich vielen Knoten aus 

M~'d(a) := {U(b) i b Anfangsst0ck yon a]; 

dabei ist U(b) der oben definierte yon k und d abh~ngige Urbild- 

knoten von b. 

Zum Beweis haben wir uns nur noch zu 0berlegen, dab bei der 

Bildung von Rd neue echt oder permutativ konvertierbare Teilher- 

leitungen h~chstens mit Stufen <k der Hauptformel entstehen; dies 

ist aber unmittelbar aus der Konstruktion yon Rd zu ersehen. 

§ 3 PERMUTATIVE KONVERSIONEN 

Wir definieren jetzt einen primitiv rekursiven Operator P, der 

in einer Herleitung d alle Beseitigungsregeln [ber s~mtliche un- 

mittelbar dar~berstehenden ~- oder Rep-Regeln hin~berschiebt. Ge- 

nauer wird dies wie folgt erreicht: Wir durchlaufen d vonder 

Wurzel zu den Spitzen, zu Beginn in einem neutralen Zustand O, 

und ~bernehmen alle Regeln bis auf die Beseitigungsregeln. Stos- 

sen wir auf eine Beseitigungsregel, so ver~ndern wir unseren Zu- 

stand in I und verbleiben darin solange, wie wir auf ~- oder 

Rep-Regeln oder auf andere Beseitigungsregeln stoBen; nur die 

~- und Rep-Rege!n ~bernehmen wir in unsere zu konstruierende 

Herleitung Pd. Ferner speichern wir bei diesem ersten Durchlauf 

s~mtliche Knoten mit Beseitigungsregeln. Stolen wir dann auf eine 
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Einf~hrungsregel, eine Annahme ode, ein Axiom, so speichern wir 

den Knoten ebenfalls, ver~ndern unseren Zustand in 2 und beginnen 

einen zweiten Durchlauf dutch (einen Teil yon) d, indem wit der 

Reihe nach fdr alle gespeicherten Knoten die dort stehenden Be- 

seitigungsregeln ~bernehmen. Sind wir schlie~lich bis zu de, 

Einf~hrungsregel, de, Annahme bzw. zu dem Axiom gekommenv so 

Obernehmen wir sie ebenfalls, begeben uns wieder in den neutralen 

Zustand O und fahren fort wie oben. 

Genauer definieren wir zu einer gegebenen Herleitung d die daraus 

dutch permutative Konversionen entstehende Herleitung Pd =: d' 

schrittweise von auBen nach innen. Gleichzeitig definieren wir 

f0r jeden Konten a in d' den Urbildknoten V(a) in d, ferner ge- 

wisse Wegweiserangaben W(a) sowie einen Zustand Z(a) E {O,1,2}; 

W(a) ist eine endliche Folge yon Knoten in d. Die Wurzel o ist 

ein Knoten in d'. Ferner sei V(D) = o, W(m) leer und Z(o) = O. 

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Knoten a in d', f~r den 

V(a), W(a) und Z(a) bereits definiert sind. 

Fall I d(V(a)) ~ {AorAI,~ ,V }, Z(a) = O. 

\ .| \ I 

Dann soll ai ein Knoten in d' sein genau dann, wenn V(a) i ein 

Knoten in d ist; ferner setzen wir 

Fall 2 

d' {a) := d(V(a)) 

V(ai) := V(a)i 

W(ai) :: die leere Folge 

Z (ai) .-: O 

d(V(a)) E {^o,^i,~ ,V }, Z(a) : 0 

1 I 
o;  

Rep 

V(a) 
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Dann soll aO ein Knoten in d' sein, aber kein ai mit i > O; 

ferner setzen wir 

d'(a) := Rap 

V(aO) := V(a)O 

W(aO) := die eingliedrige Folge 

bestehend aus V(a) 

Z(aO) := I 

Fall 3 d(V(a)) 6 {~,Rep}, Z(a) = 1 

~k I \k I oder 

~ ~ w Rap 

. . . . .  1 ~  Rap 

I 

Dann soll ai ein Knoten in d' sein genau dann, wenn V(a)i ein 

Knoten in d ist; ferner setzen wir 

d' (a) := d(V(a)) 

V(ai) := V(a)i 

W(ai) := W(a) 
[O falls d(V(a)) =~ und i = O 

Z (ai) := ~1 sonst. 

Fall 4 d(V(a)) 6 {^o,^i,~ ,V }, Z(a) = I. 

I 

Rap 
I 

•..V(a) 

Dann soll aO ein Knoten in d' sein, aber kein af mit i > O; 

Ferner setzen wir 

d' (a) := Rap 

V(aO) := V(a)O 

W(aO) := W(a)V(a) 

Z (aO) := I 
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Fall 5 V(a) ¢ [^o,A!,,-* ,V ,co,Rep}, Z(a) = Io 

+~AX. oder Annk~ 
b c /  

/ t /2 
/ I 

," g 

Z...V(a) 

Rep b... 

Dann soil aO ein Knoten in d' sein~ abet kein ai mit i > O; 

ferner setzen wir 

d~ (a) .~= Rep 

V(a0) := erstes Glied der Folge W(a) 

W(aO) entsteht aus der Folge W(a), indem man deren 

erstes Glied entfernt und als letztes Glied 

V(a) anf~gt. 

Z (aO) := 2 

Fall 6 d(V(a)) 6 {^o,A1,~ ,V }, Z(a) = 2 

b o& ~f ~---- 

\ / 0 
\ / 

/ 

...... \ko/ - b... 

Dann sollen - etwa im Fall d(V(a)) : ~ - aO und al Knoten in 

d' sein, abet kein ai mit i > I; ferner setzen wir 

d' (a) := ~- 

V(aO) := erstes Glied der Folge W(a) 

V(al) := V(a) I 

W(a0) := der Rest der Folge W(a) nach Entfernung 

des ersten Gliedes 

W(al) := die leere Folge 

Z (aO) : = 2 

Z(al) := 0 
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d(V(a)) { {^O,AI ,-~ ,V ,~,Rep}, Z(a) : 2. 

+,Ax. 

O \ / O 
\\ // 

oder ~/ +,Ax. oder Ann. 

Dann soll ai ein Knoten in d' sein genau dann, wenn V(a)i ein 

Knoten in d ist; ferner setzen wir 

d' (a) := d(V(a)) 

V(ai) := V(a)i 

W(ai) := die leere Folge 

Z (ai) :: O 

zun~chst haben wir uns wieder zu Hberlegen, dab Pd eine Her- 

leitung ist, und zwar von derselben Endformel und mit h~chstens 

weniger Annahmen. Zum Beweis ben~tigen wir eine Bauminduktion 

in Pd; wir m~ssen also als erstes wissen, dab Pd fundiert ist. 

Dies ist sehr leicht zu sehen: Sei etwa (a n ) eine unendliche ab- 

steigende Folge in Pd. Nach Konstruktion von Pd gilt: Wenn 

Z(a n) = I und Z(an+ I) = 2 ist, so gibt es ein m mit n~m~ 2n 

derart, dab Z(a m) % 2 ist und deshalb V(an) echtes Anfangsst~ck 

yon V(a m) ist. In allen anderen F~llen ist V(a n) echtes Anfangs- 

st~ck von V(an+1). 

Durch Bauminduktion Nber Pd sieht man jetzt leicht, dab fdr 

jeden Knoten a in Pd im Fall Z(a) = 0,2 gilt Formel (a) = 

Formel (V(a)), und im Fall Z(a) = I gilt Formel (a) = Formel (b), 

wobei b das erste Glied der Folge W(a) ist. Ferner hat man 

- im Fall Z(a) = O: Ann (a) = Ann (V(a)) 

- im Fall Z(a) = I: Ann (a) entsteht aus Ann (V(a)) durch Hinzu- 

nahme der Annahmemengen bei Nebenpr~issen oder ~--Regeln, 

die unmittelbar vorher im Zustand I durchlaufen wurden 

- im Fall Z(a) = 2: Ann(a) = Ann(a'), wobei a' der Vorg~nger- 

knoten yon a ist, falls d(V(a)) = ~-; anderenfalls ist Ann(a) = 

Ann(a') ~Ann(V(a'O)). 
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Daraus ergibt sich dann leicht, daS Pd eine Herleitung ist~. die 

dieselbe Endformel und h~chstens weniger Annahmen als d hat. 

Eine H6henabschitzung f~r Pd ist recht leicht zu erha!ten: es 

ist IPd[ S Idl(Id~+ I). - Damit haben wit den 

Satz: Sei k <~ und d eine Herleitung mit Gpd, Ged Sk + I. Dann 

ist Pd eine Herleitung derselben Endformel mit h~chstens weni- 

ger Annahmen, fir die gilt G Pd = O, G Pd ~k+ I sowie 
p e 

IPdl ~ ~d!(!dl + I). F~r jeden Knoten a in Pd h~ngt die Beschrif- 

tung yon a nur ab yon den Beschriftungen in d der endlich vie- 

len Knoten aus 

Mk'd(a) := {V(b) I b Anfangsst~ck yon a}; 
P 

dabei ist V(b) der oben definierte yon k und d abh~ngige Urbild- 

knoten von b. 

Zum Beweis haben wir uns nur zu ~berlegenr daS die bei permuta- 

tiven Konversionen evtl. entstehenden neuen echt konvertierbaren 

Teilherleitungen einen Grand ~ k+ I habeno 

Setzt man Gd := max(Ged,Gpd), so haben wir damit insgesamt den 

Satz: Zu jeder Herleitung d mit Gd =: k + I < ~ findet man eine 

Herleitung d • derselben Endformel mit h~chstens weniger Annahmen, 

f~r die gilt Gd • = 0 sowie Id~l < ~(Id!) := kleinste ~-Zahl > rdl. 

d • ergibt sich als d • = PRP...RPd mit k Vorkommen von R. F~r jeden 

Knoten a in d • h~ngt die Beschriftung von a nur ab yon den Be- 

schriftungen in d der endlich vielen Knoten aus 

Md(a) : : MO, PRP- - ° RPdMO, RP - - • RPd . Mk- I, PRPdMk- I t RPdMk, PdMk, d .a , 
e p "" e p e p [ ); 

dabei ist M:'~N := bUN M~''(b) gesetzt. 
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