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Vorwort

Dieses Manuskript stiitzt sich hauptsdchlich auf eine zwei-
stiindige Vorlesung iliber "Vektoranalysis", die ich im Winterse-
mester 1964/65 an der Universitit des Saarlandes gehalten habe.
Die Grundlagen der Lebesgueschen Integrationstheorie (8§ 1-3)
wurden allexd ings in der Vorlesung nicht vorgetragen. Sie konnten
vorausgesetzt werden, da ich sie zwei Semester vorher in der Vor-
lesung "Analysis II" gebracht hatte. Auch einige andere Dinge
konnten aus Zeitgrinden nicht so ausfilhrlich behandelt werden,
wie sie jetzt in der Ausarbeitung zu finden sind.

Beim Aufbau der Lebesgueschen Integrationstheorie habe ich mich
an eine Vorlesung angelehnt, die M. Kneser im Sommersemester
1960 an der Universitdt Minchen gehalten hat. Im Zusammenhang mit
dem Minkowskischen MaB (§ 6) habe ich ein Manuskript von H. Kénig
benutzt. Unter Verwendung von Ideen aus dem Buch "Geometric
Integration Theory" von H. Whitney habe ich versucht, eine geo-
metrische Motivierung fiir die Einflihrung von alternierenden
Differentialformen und ihre Integration zu geben (§ 8). Nur fir
diesen Zweck wird in § 7 ein kurzer Abrif iiber den Satz von
Radon-Nikodym gegeben. In der Vorlesung hat ihn Herr Dr. H.-B.
Brinkmann vorgetragen. Fiir die Theorie der Differentialformen
und den Satz von Stokes habe ich einiges aus der Vorlesungsaus-
arbeitung "Vektoranalysis" von Dombrowski-Hirzebruch (Bonn 1962)
ubernommen.

Die vorliegende Ausarbeitung stammt von Herrn R. Fritsch. Wie
oben bereits erwdhnt, hat er viele Ergdnzungen zu dem von mir
vorgetragenen Stoff eingefiigt. Die Herren cand. math. M. Blachetta
und cand. math. H. Eichhorn haben je die Hg1fte des Manuskripts
nochmals genau durchgesehen sowie das Stichwortverzeichﬁis ange-
legt. Fir die Vervielfdltigung geschrieben wurde das Manuskript
von Fraulein Kurtzemann und Frau Jochem.

Ihnen allen danke ich fiir die geleistete Arbeit.

Saarbriicken, im Juni 1966

D. Puppe
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Einleitung

Die klassische Vektoranalysis befafite sich mit den

Beweisen der Integralsdtze von Gauf:

[T, n(e))a = [ aive () av
9B B

und Stokes:

T gy, t)y as = [[(rot ®(¢), nig)) dv.
oF P

sowie der Greeneschen Formeln. Man findet das in den bekann-
ten Lehrblichern der Differential- und Integralrechnung. Nun
hat sich herausgestellt, dap diese Sdtze und Formeln Spezial-
falle des ,allgemeinen Stokesschen Satzes" sind, der das
Hauptziel dieser Vorlesung bildet.

Jedoch hat sich der Stoff, der heute unter dem Begriff
nVektoranalysis" verstanden wifd, iber das urspﬁngliche Ge-
biet erweitert. Diese Vorlesung umfaft dazu auch die Inte-
gralrechnung mehrerer Variabler, die im I. Kapitel (8¢ 1;4)

-dargestellt ist; ferner die-Eiﬁfﬁhrung der differenzierbaren
Untermannigfaltigkeiten in Bn (s. § 5) und die Definition
eines niederdimensionalen MaBes; unter den vielen bekannten
Mdglichkeiten hierfiir konnte jedoch nur eine herausgegriffen
werden: das Minkowskische MaB, das in § 6 behandelt wird.

Ein zentraler Begriff der modernen Beweise des allge-
meinen Stokesschen Satzes ist die "éuBere (alternierende)
Differentialform" von E., Cartan. In den §§ 7. 8 wird ver-
sucht, eine anschauliche Motivétion fiir diesen Begriff zﬁ

geben, die §8 9 - 12 enthalten einevzusammengefaﬁte Theorie.



In § 13 wird dann schlieBlich der allgemeine Stokessche
Satz formuliert und bewiesen, Genauere Angaben iiber den In-
halt dieser Ausarbeitung sind dem Inhaltsvergzeichnis zu ent-

nehmen.

Literatur:

Im Text werden folgende Lehrblicher zitiert:

[B] R.C. Buck: ,Advanced Calculus".
McGraw-Hill Book Company. Inc.

New York., Toronto, London 1956,

LF] H. Flanders: ,Differential Forms with Applications
to the Physical Sciences",

Academic Press, New York and London, 1963,

(H] P.R. Halmos: ,Measure Theory". D. van Nostrand

Company, Inc., Toronto-New York-London 1950.

(HY] J.G. Hocking - G.S. Young: ,Topology".
Addison Wesley Publishing Company, Inc.,
Reading (Massachusetts)-London 1961.

[s] S. Sternberg: ,Lectures on Differential Geometry".

Prentice-Hall, Inc. Englewood Cliffs, New Jersey 1964.

AuBerdem wird einigemale aufvdie Vorlesungsausarbeitung

verwiesen:

[DH] ©P. Dombrowski - F. Hirzebruch: "VektofanéLysis"g
als Manuskript vervieLféLtigtkvom Mathematischen

Institut der Universitat Bonn 1962.



Zeitschriftenstellen sind im Text aufgefiihrt. Es sei nur

noch ergidnzt. daf sich ein ausfilhrliches Literaturverzeich-
nis zum ,Minkowski-Map" (§ 6) bei M. Kneser: ,Einige Bemer-
kungen lber das Minkowskische FléadchenmaB" im Archiv der Mathe-

matik, Band 6 (1955), S. 382 — 390, findet.



I. Kapitel: Pie Integralrechnung mehrerer Variabler.

Pie ersten dreil Paragraphen dieses Kapitels entsprechen
im Aufbau und vielen Einzelheiten einer Vorlesung. die
Professor Tr. M., Kneser im SS 1960 an der Universitdt Miinchen

gehalten hat.

§ 1 TDefinition des Lebesgueschen Integrals.

e aamr v — o ———— e e e 1. - eem— a———

1,17 Treppenfunktionen.

1.71,1 Definition: Ein offener Quader im En ist eine Punkt-

menge der Fcrm
Q = L(xy,.0nuux ) a; < x; < Dby firalle i = 1.....n},

wobei a,,b, € R feste Zahlen sind und a; < b, fir alle i,
Lie Menge

Q = {(x1g,gu.ggn)l a; S x; S by firalle i =1,...,n}

heiBt abgeschlossener Quader.

n

1.1.2 Definition: Eine Funktion ® : R" - ¢ heift Treppen-

@]

funktion, wenn gilt: | |
(a) Es gibt einen (offenen) Quader Q. so dap ®(x) = O fiir
alle x € Q. ' |
(b) Q 1apt sich durch:endlich viele Hyperebenen. defiﬁiert
durch eine Gleichung der Form X, = const., so in Teilquader

zerlegen, daf ® im Innern jedes Teilquaders konstant ist.

(c) » ist beschrinkt.

: R = ¢, definiert durch

1.1.3 Definition: Sei M < R"; 9y :

x) JJ . X €M
P (x) =
M LO_., X¢M

heift charakteristische4Euﬁktion von M,



1,4 Sa@gj fa) Jedg'Treppenfunktjon 1apt sich.gnmfoLgender

Form darstellen:

1 t
\ \
k=1 s=1
Tabei sind die 2 (k = 1,...,1) charakterlstlsche Funk-
ket deihhoalah N L IR - : o il

tionen von offenen (1) Quadern Qk mit Q n Qk = 0 fir j + k,

dle ay (k 1, L) 81nd kompLexe Konstanten] und Jedes

v 1st eine sp921911e lreppenfunktlon R - C namllch eine

soLche; dle hochstens auf der Hyperebene {x]x = Ty fur

- - Ceaw— eamne o cassessae o r———— e e ——_ b & ———- e s.m- oo —

lestes ls € {1,,,,;n} und T € R von NuL] verschledene ﬂefte

hat, L1°gen alle Funktnonswerte von ¢ in [O w[ so kanﬂ man

errelchen daB das g7e10he fur aLIe v glLt und daB aucn

& 6 [o w[ fur aLLe k

(b) Slna m,v : Rn = C Treppenfunktlonen und ist ¢ € C, so

sind auch © + ¥, @ * §, ¢ und |®| Treppenfunktionen.

1.2 Las LLementarlntegraL fir Treppenfunktlonen

1.2.7 Definition: Ist

- f < “..o . ! - .o : N .
Q {(x1( ..,xn)i a; < x; < by fir iw (Y
so heiBt

n

¥ - a.)

Inhalt von Q,

1.2,2 Hilfssatz: Sei » : R ~ C eine Treppenfunktion und
} T PF e e e
('7\‘) . ® = \,5 ak CPQ + ;; ‘:;S

e “k

k s=1

eine Dapstellung von @ gemaB 1.1, 4 Die Zahl




1

k=1 '

hangt nicht von der Wahl der Darstellung (x) ab.

Definition: S(9) heipt Elementarintegral von ¥.

Bevels"des HlLfssatzes Sei

1! t!
D =
J

\ AN

[ 8y Pt Vs

=1 . s=1

eine zweite Darstellung von ®gemdf 1.1.4 (a).

Dann ist zu zeigen:

-

1
\ | I _ \
L%k 1@ T

1olot!
. 23 195
k=1 ) J

1
0.B.d.A gilt a, + 0 (k =1,..., 1) und al 0 (3 = 1,00uylt).
Beachtet man, daf fiir die leere Menge gilt: |#]| = 0, so er-

Halt man zundchst:

"_,I

! _ N !

dl= ;e Ny una
j:'] .
o

eyl = ) fo n eyl

Sei nun ay der Funktionswert von @ auf Qk n Qﬁ, aLso

J g
ap = akj’— aJ, falls QN Q' + d; sonst akJ 0.
Dann folgt:
1 11! 1
T . T R U v
Lol = L L e e n el = ) |Q N Qy
k=1 k=1 j=1 j=1 k=1 9
1! 1 1!
_ v v A |
=, ab )l nayl = ) aglQllf.
i=1 k=1 j=1



1.2.3 Satz: Pir Treppenfunktionen @,§ : B" = ¢ und a €
gilt: ,
S +¥) = S(®) + S(¥)
S(a®) = a(se).

Beweis: Wir konnen fiir ® und y Darstellungen gemsf 1.1.4 (a)

wadhlen, so daf gilt: -

1
P = vaak ka + .
k=1
und
1
o= ) by 0. +
L k 'Qk *
k=1
Daraus erhalten wir:
y
P + ¥ = L~(ak + bk) ka + e
k=1
und _ ‘
' 1 1 1
\ A ;
S(o+y ) = L.(ak+bk)!Qk[ = L.akiQk’ + ) bk]Qk[ = s(e) + s(¥).
k=1 : k=1 - k=1

Der andere Fall ist trivial.

1.2.4 Zusatz: Fur alle Treppenfunktionen ¢ : gn - C gilt:

1s(e)] = s(iw]).

Beweis: Sei

1

Yal P4 o+ ...
LTk TQ
k=1 k

eine DarstéLLung von 9 gemdf 1.1.4. Dann folgt:



1 1
'S(q))i = ! . akiQkH s t\_, ryakt! * {Qki = S(!CP!)
wegen
1
lo! = ° la. !l +
i T 'S Qk
k=1

FoLgerung: Selen @® und v Treppenfunktlonen mlt reeLLen

Werten und ! x) < w(x) fiir alle x € R » S0 ist S(@) < S(v)

Beweis: S(y) - 8(9) = S(¥ - ) = s(|y -wl> > sy -q>>| = 0.

1.3 Die L,—Norm
Wir betrachten endllche oder unendliche Folgen von offenen
Quadern Q, und von Zahlen a, € [0,[ (k = 1,...,1 oder k

durchliuft alle natiirlichen Zahlen).

1.3.1 Definition: Fur f : Bn = C heift

Il pe= ot L) aplol |12l ) ay %0,
k

k
L1—Norm von f. (Zu jedem Paar von Folgen Q) ,a, mit
]f} < % 8yQ, wird der Wert 2‘ 2, |Q,| und von allen diesen

Werten die untere Grenze geblldet Einer divergenten Reihe
mit nicht-negativen reellen Gliedern wird dabei der Wert @
zugesprochen, Fiir jedes a € R und fiir a = ® wird a s
verabredet).
. . . ' ' . \

Flir jedes f glbt es FoLgen Qk_,ak mit ]f] < 4 ak @ka
man nehme z.B, irgendeine Folgefvon Quadern
Q1 c QQ c ... mit U Qk R und setze ay = 1 fir alle k.

k :
Es kann aber sein, daB.immer Z. 8, 1Q, | = = ist. Dann ist

k-
”flm = )



Fiir Funktionen f : R"

- [0.2[ bezeichnet man die L -
Norm Hf]i1 auch als ,oberes Lebesguesches Integral'. Falls

keine Verwechslung mit anderen Normen zu befiirchten ist,

schreiben wir auch || || fir [| [,.

13.2 Satz: Pir alle f; g : B = ¢ gilt:
tay £l = gl =o
(o) It + gl ; il + llgll (Dreiecksungleichung)
(c) et = Je| - lif]l fir alle ¢ ¢ ¢

(@) [f£] = lg; = |zl = lel.

Tabei wird vereinbart:

R o

a+®=® +a =+ @ =™ fir alle a € R
a " ® = fiir alle a € J0,=[
0. ® = 0.

Die Eigenschaften (1) - {3) besagen, daB | | ?iné Seméjd_

yorm auf dem Vektorraum aller Funktionen gn - g ist.

Trotz der Bezeichnung &LT—Norm" handelt es sich nicht um
eine Norm im strengen Sinne; bei der auferdem

£l < =
und

el =0 = £=0
gelten mipte.
Beweis: (a) trivial.
(b) sei |£| < % 2y 9, und lg| =

ay wQ geméﬁ der

W D

!
k
Definition der LT—Normo Dann ist

Zf+g.$'f+g5<ac.0‘ + ap @4,
| = 12l + el %('k Q Tk Qk)



Tie rechte Seite kann zu einer einzigen Reihe zusammenge-
fapt werden, in der alle Glieder a, @ und a) ¢4 vor-

k Qk k Qk
kommen; auf die Reihenfolge kommt es dabeil nicht an. Es

folgt:

It + el s ) adel + ) atlel
k %

und daraus die Behauptung, indem man von den beiden Summanden

auf der rechten Seite die untere Grenze bildet,

ol . | \ _
(c) Aus |fj < z;ak @Qk folgt fc| |[£] = ; jcla, ka
k
und daraus
\ H ' ‘ { \
I;Cf” s /. !Clak‘Qk[ =}C; L ak'QkI’
k k

also |lefll = |c| lifll, indem man rechts die untere Grenze
bildet. Fiir |c| = 0 ist daher und nach (a) |lcf| = 0, fir
fc| > 0 ergibt sich:

lellell =[] I3 1 ezl =
us | < \ g o | < ) a .,
(a) Aus |g| C K ka folgt |f] ). 2 ka

| £l ist also untere Grenze einer groferen Menge als gl .

-4 Dle LT—Norm elner Treppenfunktlon.

—— o

. =

14,1 Satz: Fur Jede Treppenfunktlon P Bn - C gilt

| ol - s(le]).
Zum Beweis dieses fundamentalen Satzes benétigen wir die
beiden folgenden Hilfssitze, die in 1.4.2 und 1.4.3 be-

wiesen werden:



HlLfssat (a): Fir JEdP charakterlstlsche Funktlonwﬂ&‘elnes

offenen Quaders Q © R glLt H$QH er \Df— s(w ))

Hilfssatz (b): Sei r € Rund i € {1,...,n}. Dann gilt
fir jede Funktion y : R™ —-C, die hdchstens auf der Hypeyf

ebene {x| x; = r} von O verschiedene Werte hat:

vl =

Beweis q§§‘8g§§§§5 Sei @ Bn - g eine Treppenfunktion;

wir haben gemdB ©.1.4 {a) eine Darstellung:

v
= Za'
k=1

so dap gilt: Zu jedem s € (1,...,t) existiert ein Paar

. 3 - - C N 3 .
rys ig (rs:t R, i ¢ {1,...,n}) mit:

¥ (x) # O hochstens fiir x € {x| x; =]},

Nach 1.3,2 folgt:

—

t
loli = 2 Tayl - HkaH A 'R F
k=1 _ s=1

Wegen der Hilssdtze (a) und (b) ist der Ausdruck auf der
rechten Seite gleich
v
v (a1
L fakl - 1Ql = s(je]).
k=1 '
Letzteres nach 1.2.2; denn fiir die Treppenfunktion |@| gilt:
-t
i | A .
fa. | o0 + 5 o ].
ki Qk L s[
1 s=1



Wir haben also erhalten:

ol = s(lw]).
Zum Beweis der umgekehften Ungleichung betrachten wir den
nach 1.1.2 {(a) existierenden Quader Q C gn, flir den gilt:
y € R - Q = o(x) = |9j(x) =0
und eine nach 1.1.2 (c) existierende Konstante a € [0,=(
; oh

mit: (9i{{x) < a flir alle x € R .

Pann ist auch

Awa = a,(‘pQ - ,m; (= M])
eine Treprenfunktion, und es folgt:

aiQl = Ha@QH nach 1,3.2 (c¢) und Hilfssatz (a)
< vl + ol nach 7.3.2 (a)
< 8(v) + S(|eo|) wie im ersten Teil gezeigt
=.s(an) nach 1,2.3
= alQ| nach 1.2.2,
Es muB also iliberall das Gleichheitszeichen stehen, und wir

erhalten insbesondere

loll + lloll = s(¥) + s(je]),

Da im ersten Teil U] < S(y) gezeigt wurde, folgt nun
loli = s(fw}).

1.4.2 Beweis des Hilfssatzes (a).

Trivial folgt aus der Definition 1.%.1

Zu zeigen ist noch:

S ~ PN '

09 T Lo O = Q] = ) alog.
K k K



1, FPall: Die Summation erstreckt sich iiber endlich vieLe k

{= 1....,1). Dann gilt:
L .
Qi = S(@Q) < 3( Z,ak ?q ) nach 1.2.4 Folg.
‘ k
k=1
1
- (& . 4
=, a3 Sy@Qk) nach 1.2.3
k=1
1 .
= Z akEQk} nach 1.2.2,
k=1

2. Fall: Tie Summation erstreckt sich liter alle natiirlichen
Zahlen k = 1.2,,.,

i .o . -
ZuQ={x ! a, <x <D, firi = T,...,n} und 0 < € < i
bilden wir den Quader:

! e €
Qe pe= 1xl a3 + z(bi-a;) < x5 < by - 5(b;y-a,)

fir i = 1,...,0)}
Dann ist Q€ © Q. € Q, Q. kompakt und ‘
n ' .
; , ' ' : n
Q.| = S0 e) (b - ay) = (1 -¢)" {qf.
Flir jedes x € Q_ gilt:

1 = mQ(x) < L 2y 90, (x).
k=1 K

Daher gibt es eine (von x abhingige) natiirliche Zahl Lx mit:

Rechts steht die Summe aller a,, fir die k = 1, und x € Q-



Wir definieren:
W = n Q
x ot kSLX k
XEQk

Wegen x < WX ist wx # @, auBerdem ist WX als Durchschnitt
endlich vieler offener Mengen selbst offen.
{Wx§ x £ Q. )} ist eine cffene Uberdeckung von Q.- Da Q

kompakt ist, geniigen endlich viele x,,...,x_  dazu, dap

"m
{WX-} j = 1,...,m} eine offene Uberdeckung vonQ_ ist
J ..
‘nach dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel). Sei
lpe = r-qaxuxqf,.a.;w,xm) und y < 'Qe, Tann gibt es ein j,
so daB v < WX ; und es folgt
J
1 v
] %3 U
4 .\\: \ \ \‘
k=1 _ - k=1 k=1 '
also 1 -
\ a,
o} < k 9. .
Q L === "Q
€ K= 1ve k
Im Fall 1 wurde gezeigt, dap hieraus folgt
L a
A k i
Q] =/ il
k=1
und wir erhalten:
I N ' .l' ©
o Qe | g \ g 19, ] 1 \
tQi — e T <o I L k k} < RS a SQ l R
P9 , A
{1_€)n (q_e)n+l =1 (1_€)n+1ﬁi1 k k

Weil € eine beliebig kleine positive Zahl sein darf, folgt

die Behauptung.
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S

Sei € > 0 und Q, C R" die Menge aller X = (X;,...,X;) mit:

i <g mir e {t,...n)und § b

(k = 1,2,...). Q) ist ein offener Quader mit:

Andererseits ist §¢j s ;9

. e
“‘1"” s 2‘“’2}{ = €,
k=1

Da das fir alle € > 0 gilt, folgt die Behauptung.

e wnmemia.

1.4.4 Satz: Fir jede Treppenfunktion ® : R" - C gilt:
[s(@)| = llel.
Beweis: is(e)} = s(]o]) ~ nach 1.2.4

= o]l i' . nach 1.4.1.

1.5 Definition des Lebesgueschen Integrals.

n

1.5.1 Definiticn: Eine Funktion f : R™ — C heift

integrierbar (im Sinne von Lebesgue), wenn es zu jedem

s L e

e > 0 eine Treppenfunktion ® : R - ¢ gibt. so dap

o - £} <e.’
Gleichwertig damit ist die Existenz einer Folge von

Treppenfunktionen'wj (j =1,25...) mit lim ij— fll = 0.

e



©.5.2 Satz: Seiw T : R" - ¢ eine beliebige Funktion,

wj : gn - C (j= 1,2ﬁ ) eine FoLge von Treppenfunktlonen;
mit ?Eé i@a— fh - 0. Damn konverglert die FoLge éa£~3~»~~—
—Tju;J?;2g—tj7.gegen einen endtlcher We;£wln C.

>

Beweis: Zu einem ¢ > O gibt es ein j_, so daf ij- f| < %

fur alle j = jo° Folglich ist
'S{w.) - S(o. )} Qo - !
)ukcoj/ w(mkj[ {S(¢j cpk)l naCh 102:3
_o |l
s Hcp'j C‘pkll I'IaCh 10404
< fog= fil+lif - ol nach 1.3.2 b
¢Sy S-e fiir alle j,k >
5t 5= ur alle J, Joe

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium folgt die Behaup-
tung.

Folgerung lim S(m ) ist durch f elndeutlg bestimmt.

J=e

Beweis: Sei 53 : En - C(j=1,2,...) eine weitere Folge

von Treppenfunktionen mit lim “53‘ f]l = 0. (Der Querstrich

S0

e bei"$j" bedeutet hier natiirlich nicht ,konjugiert

komplex"!) Dazu vetrachten wir die Folge

~
5
~
Il

235 = 1

\hk = “ - . ‘ (k = ’1325000)
(%5 *7 ™

Es gilt auch: lim hvk- fll = 0, und nach dem Satz konver-

giert (S(vk)) gegen einen endlichen Wert, Dann konvergieren
auch die Teilfolgen (S(mj)) und (S(ﬁj)) gegen den gleichen
Wert,

1,5.3 Definition: Ist f irtzgrierbar und erfiillt @, (j = 1.2:.%.)

J

die Voraussetzungen des Satzes 1.5.2, so heift

L(f) pe= vim S(m )

J-e



'Letesguesches) Integral ven £,

s —— oo memestat - iomess o seseearers

1,5.4 Bemerkung: Eine Treppenfunktion ¢ : Bn - C ist

natirlich integrierbtar, und es gilt:

L(w) = s(w),

1,5.5 Definition: Sei A€ B< R% und £ : B ~ C. Wir be-

trachten f, : R ~ G, definiert durch

Cflx), x €A

fA{x) =
(0 . x¢a4

f heift integriexrbar ilber A, wenn fA integrierbar ist

(im Sinne ven 1,5.7). und man definiert das Integral von f

uber A durch

f D= L(fA)a



% 2 Eigenschaften des Integrals.

Zur Abkiirzung der Schreibweise wird vereinbart: Die For-
mulierung: ,Pie Funktionen f. g seien lber A C Bn inte-
grierbar" schlieft ein, daB A in denvDefinitionsbereichen
der [komplexwertigen) Funktionen f und g enthaLten ist:
diese konnen aber grofer als A und ﬁberdieé voneinander
verschieden sein., Als Tefinitionsbereich von f + g bzw.

f - g ist der Durchschnitt dex Definitionsbereiche von

f und g zu betrachten,

2.1 Das Integral ist ein lineares Funkﬁ;oha} und additiv,

in Bgzugnauf den Integratlonsberelch Im einzelnen bedeutet

2.7 1 uatz Lle Funktlonen f, 8 selen uber A < R 1ntegrier—

- e————-.

er— e boaT eyt s § b b eae

bdro Dann gilt:

fa\ I+ g ist uber A integrierbar und

et

[t +e) =[t+]e
A A A

(b) Fiir jedes ¢ € ¢ ist cf iiber A 1ntegr1erbar und

[ (et) :‘.Off
A - A

Beweis: 0.B.d.A. Sei A = R,
(a) Seien (@-)« ($n) Folgen von Treppenfunktionen mit:

Lim hmJ_ £l = 0 bzw. lim [[y.- gl =

e joe .
dus flo 4y = (£ + @)l = llog= £l + v ;- el (nach 1.3.2)
folgt lim i(mj+ ¢j) - (f + g)l| = 0 und
J—-»co . .

L(f + g) = lim S(®j+ Qj) (nach 1.5.3)

j-—)@

= lim [s(wj) + S(Qj)] nach 1.2.3

j-—aco



= lim s(mj) + lim sgwj) = L(f) + L(g) nach 71.5.%

j-boo 3 j-—)co
(bj Analog.

2.1.2 Folgerung: Seien A, B C gng AN B =0 Istf iber A

und iber B 1ntegr1erbard s0 auch uber A J B, und es gJLt

Beweis: fAUB =1, B S-

2.2 Ordnungssatze,

2.2.1 Satz: Ist f Uber A integrierbar. so auch |f| und es

gilt:

IEIRENRES
A A

Beweis: 0.B.d.A sei A = R,

Sei (mj) eine Folge von Treppenfunktionen mit lim [jo.- £ =

Wegen le{ - ff} < ij— f| (Dreiecksungleichung) gilt nach
1,3.2 | |
P.| - < ~ £l =
Host - [2ll < oy~ 2l = |
also 1im “!m][ - |£l]l = 0 und
J-)m
LO|£]) = lim s(]mjL) nach 1.5.3
. J—DCD . e .
2 1im |S{®.)] nach 1.2.4
j-—-)oo ‘ J . '
= iL(f)L nach 1.5.3.

2:,2.2 Folgerungen: (a) Sind f, f.g tiber A integierbare reell-

e Ao e e sapow ¥

wertige Funktionen mit f(x) < gkx) fir alle x € A, so ist

ot e i B e Spe—— D L LRI

HESE -
A A

{(Monotonie).



‘b) Sind f, g lber A integrierbtare reellwertige Funk-

tlcnen und deflnlert man dle Funktlonen Mln\f .g) und Max ff%g)

durch
Min(f,g)(x) pe= Min(£{x). g(x))
Max(f.g){x) D= Max{f(x), g{x))

fUr jedes x flir das dne rechten Seiten erKLart s1nd so

sind auch Min( T, g) und Max{f.g) uber A 1ntegr1@rbar

e P —— h———m e e —————rey 1 14 b0 porman

{c) Ist f iiber A und B integrierbar. so ist f auch Uber

et - anaee EIRT TR —— [N 4

AU Bund AN B integrierbar; debei gilt:

J£ = e+ [s
B AUB ANB

Beweis: (1) [g - [f = [(g-1) = [lg - £ = |[{e-1)] = 0
A A A ' A A :

(2) Min(f,g)

1
(£ + g - |f - gl)

St + g+ |- gl

Max(f,g)

( P TR

() fyyg = Max(£f,. fp)
= Min(

finp = Min(f,. fB)o

Daraus folt nach (2) die Integrierbarkeit von f liber

AU Bund AN B, Die Gleichung folgt aus 2.1.7 wegen

+ fo =1

B + £

Bt fans

2.3 Ex}stenz des Intggqus;yon.Produkten

Satz: Sind f, g liber A integrierbare Funxktionen und ist

N o remeiae e 08T T—no 1 -

g beschrénkt in A'(dcho leg(x)] = c flir alle x € A und ein

geeignetes ¢ € ]0,2[), so ist auch f - g iiber A integrierbar,

e t—— e —— e L e ...‘ re s A s R A



Beweis: 0.B.d.A sei A = En, Zu € > 0 gibt es eine Treppen-
funktion ® : B" ~ ¢ mit |9 - £} < 5. © ist nach 1.1.2

beschrankt, also gibt es ein d € JO.»l. so dap |®|ix) = d

fir alle x € gn ist., Weiterhin gibt es eine Treppenfunktion
Yo gn - ¢ mit iy - gff < %E . Wir erhalten so nach 1.3.2
oy - fgli = lloy - vgli + [vg - fal
= iy - gl-lolll + fi]o el
s iy - gi-all + e - f"CP

noj ™

Ta ¥y nach 1.1.4 b Treprenfunkticn ist, ist f - g nach

i.5." integriertar.

2.4 L1—Norm und Integralo

2.4.1 Satz: £ : R - C integrierbar = [f] = L(|f]),

Beweis: Sei (mj) eine Folge von Treppenfunktlonen mit

1im Hmj - f|l = 0. Dann gilt

j—ooo
£ = vin llo, |l wegen |lw i < 2] = llo - s
- ‘
= lim s(!mj} nach 1.4.1
j—)a) '
= L{|£]) nach 1,5,3%

2.4,2 Satz: f : R - C. Hf“ = 0 = f integrierbar, L(f) = 0.
n

Beweis: Wir deflnlerenq)J durch $J(A) = 0 fiir alle x € R

und j = 1,2,... . Dann folgt:
vim Jlo. - £l = |-fi = 0  und S(v.) =
j—aoo J : J
d.h. auch L(f) = 1lim s(mj) = 0,



2.5 Maf von Mengen.

e RSN

ktar, wenn ihre charakteristische Funktion D, integrierbar
ist, Ist das der Fall, so heifit

m(A) pp= L(®,) = £1
das MEE von A,
Offenbar gilt: m(@) = 0 und m(A) 2 O fiir jedes integrierbare
A < B

2.5.2 Satz: Seien A und B integriertare Teilmengen in g?;

(a) Larn sind auch AU B und A N B integriertar, und es

gilt:

m(A U B) + m(AN B) = m(A) + m{B)

(b) B A= A - B integrierbar, m(B) < m(A)Q

Beweis: (a) ¥ Max (¥, ,05)

AUB

|

Panp = Min(e,,05)  (s. 2,2.2 (b))

Paus T Panp T Py T Ppe

Daraus folgt die behauptete Gleichung nach 2.1.1 (a).

(b) @y p =9, =~ ¥p

-0 “/\‘So 2«151)

2.5.3 Satz: Sei f eine iliber A integrierbare Funktion und

B eine integrierbare Menge. Dann ist f auch lber A N B

integrierbar.

Beweis: Wegen f = f, . 95 folgt die Behauptung aus 2.3.

ANB A

2.5.4 Definition: Eine Teilmenge A in Qn»heiﬁt_gglkggggfj

wenn eine der beiden folgenden gleichwertigen Aussagen gilt:
(a) A ist integrierbar und m(A) ; O; |
(o) e ll =0 |

(a) = (b) folgt aus 2.4.1. (b) = (a) aus 2.4.2,



2.5.5 Latz: *elen A und B Teleengen 1n R mlt A C B,

Ist B eine Nullmenge, so auch A,

Beweis: folgt unmitteltar aus der Definition 2.5.4& und
aus 1.3.2 wegen

o, i =9, o= o,

2.5.6 Weitere Eigenschaften des MaBes von Mengen finden

sich in 2.7, da sie jetzt noch nicht bewiesen werden konnen.

2.6 Grengwertsitze.

n

2.6,1 Satz: Seien f, fJ : RW~ C ! j = 132313“)3 fj 1ntegr1er—
kar fir e l”e j und lim L - fll = 0, Dann ist euch f inte-
-____-]q® A & nte-

grlprkar und es gil

L(f) = lim L(£,).

J—)d)

Beweis: Zu € > O gibt es ein j mit Hfjb— fll < % und eine
Treppenfunktion ¥ : En - g'mit:.ﬂm - fjﬁ < % , also

e - £l < e. Demnach ist f integrierbar. Ferner gilt:

1

3£ - (0] = |p0ey - )] nach 2.1.1 (a)

< I (lfj - £]) nach 2.2,
) = sz_-' - f” l’laCh 204‘01 2
J : - :
also - L(f) = lim L(fj)n

Folgerung: Sei A C Enu ﬂwAH < i £ A - C intégrierbar

o E 2 TN raveanen-to Cmmm—— e e e T T

tiber A fir j = 1,2,... und (f ) konverglere gLelcbmaﬁlg

gegen £ : A~ g ’ Dann 1st auch f 1ntegr1erbar uber A uﬂd

AT st ————— it 5 0 o J T

ff = le,ff
J—»m A
Beweis: Zu ¢ > 0 gibt es ein j . so dap ifj(x)»~ f(x)] = e

ist fiir alle j > j_ und x € A. Es folgt

(Bezeichnungen s. 1.5.5) und daraus



by, = £40l = dlewyll = e oyl fiie § = 3,
Wegen |jo,]] < » folgt: lim Hf - £ |l = 0 und die Behauptung
A o A"

ergibt sich aus dem Satz.

2.6.2 Die Unendlicheckungleichung.

Satz: Fur die Funktionenfolge fj : g - C sen dle Relhe

\

HfﬁH konvergent. Dann gilt:

L.
j=1 -
(a) Die Reihe L f konverglert "fast uberalL” in 3 , d.h.
. t = —— e B
die Wenge N auLer x < B fur dle Z fJ\x; nlcht kcnverglert
j:?

ist® elne Nullmenge.

(b) 1 Definiert man f : R™ - ¢ durch

T8

"
o’
[©)
c—i
}_i.
D
o o
]
(6]¢]
©
-
(0]
Q
i
M
=

Beweis: (b) Es sei zunichst dahingestellt, ob N eine Null-

menge ist oder nicht. Zu € > O wihlen wir nach 1.3.1

< ® ' ' n :
25 (0,20 und Quader ij C R, so dap
fr.} =< Ve o
~ : L k .
und _ ' o
\ z £
a . . < f.' e o
> el agd = gl v 5
k =
Es folgt: o
! i .\: " \v }.n
EARE ]fj} < ajk“pQ.k
j=1 . j.k I

und.



© ®

! ! Yo ) A ‘ -E-:--— = “ i ) €

llfl s [ d,]k‘Q'jk = i \Hfal:) 4 ?j) | /. ”fjﬂ/ + &,
ij Je=t - j="

Ta dies filir jedes € gilt, folgt die Behauptung.

(a) Sei e, € j0,°[. Wir wihlen f{x) fiir x < N so, dap

'fix)| = €, gilt. Dann ist e, - ¥ = |f]. also
lo ! < el = | -
61”@Nh = Afh s i “fj” < >

Da dies filir jedes (1€.iebig grope) €, gilt, folgt
H$NH = 0 und damit die RBehauptung.

2.6.3 Ter Satz von Beppo Levi,

Jatz: Seien fj Uter A integriertare Funktiogen (j = 1,2,0:4)

€.

und Jffjg konvergent. Taenn kcavergiert L fj fast ﬁberaLk
in A. Definiert man £ : A - C durch
L‘fﬁix)y ~_falls die Reihe konvergiert,
j=1 " |

f{xX)ne= ,
Df o
.1_ beliebig aus C, sonst,

@

so ist f iliber A integrierbar, die Reihe ;;jfj konvergiert,

-
und es gilt: - "
jf = L IfJ
j=1 A
Beweis: 0.B.d.A. sei A = R.
. A @— o ) e}
R . . \ » A s ) A
Wegen 2.4.1 gilt: « > f[fj] = L\ffji) =, el
P n . ) o
Jj=1 l:zi J:/' : JZI

und wir erhalten aus 2.6.2, dap vaj(x) fast ubegaLL kon-

vergiert., Sei N die Menge aller x ¢ R", so dap Z fj(x)'
A Pt



divergiert.

k
Wir definieren 8 Df~ L fi und erhalten:
led] J———Jl |
£(x) - g (x) = ; fj{x) fir x f N.
Jj=k+1

2.6.2 liefert damn fif - gll = £,

j=k+1
uncé es fclgt:
\ ! f
0 < lim ||f - < lim  ; {if.dl =0 .
Vi 1T - gl vim | 5
J:k+1
Nach 2.6.1 ist f also integrierbar und
k <)
R . / . \ : \ .
L(f) = lim Lkgk) = L}m / L(fj) = L‘L<fj)
Lo k- j::‘ ‘ =

t J

Folgerung: Sei 8y A = B* uber A 1ntegr1erbar

(gk(x)(k = 1,2, o) monoton falLend fiir Jedes % € A und .

Qfgk)-nach. Dann konverg: st iiberall

in A gegen'elne 1ntegf1erbare Punktlon f : A - R und es glLt:

oben beschrankt Dann konverglert gk fast uberaLL

e romvaaates

ff _'hnlfgk

A KT
Beweis: Wir setzen in dem Satz f, = g, und fj =85 7 85
fUr § = 2,3,0000 & L flfjf konvergiert, da die Folge
j=14

k

\ ! | : : " .
( < f}fjg) = (Iif1, - ff1 + ng) beschrankt ist.

j=1 A A

A A

Der Satz liefert die Behauptung.



Bemerkung: Ler Satz findet sich in der Arbeit von Beppo Levi:
+Sopra l'integrazione delle Serie" (Rendiconti del reale
istituto Lombardo di scienze e lettere. Serie II, Band 39,
1906, Seite 775 - 780). Henri Lebesgue hat dann in der

2. Auflage seiner ,Lecon sur l'integration et de la :echerche
des fonctions primitives" {Paris. Gauthier-Villars, 1927.
Neudruck 1950, Seite 13%2) unter Berufung auf die Arbeit von
Levi ausdriicklich cdie Folgerung formuliert. In der Literatur
tfindet man leider hidufig nur diese Folgerung. die dann manch-
mal nach Beppo Levi, manchmal aber auch nach Lebesgue benannt
wird.

@©

Q + Qe ' fa = :
2.6.4 Latz Nfi.A1 C A2 c o, A If U Aj c g‘ _n?,

- — e e e . o e -

f:rA-C elne runktlon mlt foLgenden ngénschaften

(1) £ ist iiber A

1,2,...) integrierbar,

(3
(2) Die Folge (J !fl ist beschrénkt.

5. S
J

Dann ist f iber A integrierbars und es gilt:

ff = lim ff

}

A T,
Beweis: Wir definieren B, p.= A, B, po= A; - A; (i =2, 3,...)
und wenden den Satz 2.6.3 auf fz an:
' ' i
ffB = [f existiert nach 2.5.3
A i B. : o
' i
J B J v v _
L Jleg t = ] l£l = [if] ist beschrinkt, also
'_-’ l '—4 -
i=1 A i=1 B, Aj E
konvergiert f]fB |. Wegen £, = z’fB"und nach 2,6.3
-1 7

. i1 b E
¢st £ iiber A 1ntegr1erbar und



® J
Je=Te =) Jtg =i, Jep = vim s
A A =7 A 97T 4 p Y A
J J
(weil | [eg =, [J£=[£)
i=1 1 4=% B. A.
i 7

2,7. Weitere Eigenschaften des Mafes von Mengen.

2.7.1 Satz: Eine Vereinigung von abz&hlbar vielen Null-

mengen {s. 2. 5.4) ist eine Nullmenge.,

Bewelis: Sei N =

N s

W, und oy =0 fur j = 1.2,...

-4
i

Wir definieren £ : R - [0,=[ durch

Z,QN {(x), fals die Reihe konvergiert
_ Loy
. J J
f(x) =
: 1 . sonst;
Wegen Z;H@N | = 0 sind die Voraussetzungen von 2.6.2 er-
. J
j=1
fillt, Ferner ist O < f, also folgt:
SRNTIRT 4 oall B
0= ”cpNh = iifh = I l[‘pN l[
_ R
und daraus H@Nﬂ_= 0.
) n _
2.7.2 Satz: Sei £ : R" ~ Q.
(a) Es ist genau [[f]l = 0, wenn £ fast uberalymyerschg%gggg_
d.h, W = {xlf(x) & 0} eine Nullmenge ist.

(b) Verschvindet £ fast tiberall, so ist f integrierbar und

L(f) =



~ 29 -

Beweis: (a) Sei N Nullmenge. Dann setzen wir in der Unend-

licheck-Ungleichung 2.6.2

fj = Py fir j = 1.2.,..
Fiir das dortige f konnen wir die gegebene Funktion nehmen,
und es folgt: o
0 = ”fH s s IICPN, = 0,
j=1
also |if}l = 0. /
Sei umgekehrt ||f| = 0. Vir setzen
= !l 1 s
N5 pp= (x| f(x)]| = j} fir j = ;,z,a,af
Dann ist
Py = df].
N. 3 L
J
also flog I = jligll = 0, d.n, fiir alle j = 1,2,... ist N
R | toe
Nullmenge. Nach 2,7.1 ist -dann auch N = U Nj Nullmenge.
j=1

(b) aus (a) folgt ||fil = 0, und deswegen liefert 2.4.2

die Behauptung.

2.7.% Kettensédtze:

n

(a) Aufsteigender Kettensatz: Sei A, C A2 C ... © R,
1.

r—ﬂ”-‘qw

.%D-: %l Ai und Ai integrier?ar.fur i =

e N

2 ses o Ist die

et ——— e e e s

Polge &m(A L) beschrankt SO 1st A 1ntegr1erbar und es

Vi —— ~_... ¢ smm s a1 Bt i e < et P .

m(dA) = lim m(A )

i—e

(Andernfatls ist A nicht integrierbar. )

e e ——

(b) Abstelgender Kettensatz Sei g = By 2 By ae

P

B pg= 1 By vnd B, integrierbar fir i = 1,2,... . Dann ist
B integrierbar, und es gilt:




- 30 -

m{B) = lim m(Bi)ﬁ

ime

Beweis: (a) Sei gm(Ai)) beschrankt. Die Behauptung folgt un-—

nittelbar aus Satz 2.6.4, indem f = v, gesetzt wird,
Sei nun (m(Ai)) nicht beschridnkt und angenommen., A ist inte-

grierbar. Aus Aj C A flir alle 1 folgt nach 2.5.2

m(Ai) < m{A) fir alle i,

d.h. m{A) widre eine Schranke fiir (m(Ai)) im Widerspruch zur

Voraussetzung.
(‘\S' . - P ./-: o). . ) .
(b) Sei AJ pe= B BJ (3 1,2;...). Dann ist AJ fir jedes
i =1.2.... integrierbtar, und es gilt:

A, < A2 c c A e i A, =B, - B

Pir alle j = 1,2,... ist m(Aj) < m(B,). Also ist A nach dem
aufsteigenden Kettensatz integrierbar und

m(A) = lim m(Aj) = m(B1) - lim m(Bj)°

j—-»oo j-—-co

Daraus ergibt sich nach 2.5.2

J7°

lim m(Bj) = m(B, - 4) = n(B).

2.7.4 Im folgenden benttigen wir den

Hilfssatz: Jede nicht-leere offene Menge A < En 188t sich

als abzéhlbare Vereinigung Vonugggpakten Mengen___Aj (3 = 1,2,%.

so darstellen, daB gilt:
(1) A

c .,..cA= U 4.,

c A
2 j=1 J

1

{o

N



(2 FPir allie j = 1.2..,. 1st A, eine endliche Vereinigung vcn

e d o 1 rae st b0e

nicht-lecre offene lenge 1@t sich als abzéhlbare Vernigung

ven abgeschlossenen Wirfeln darstellen.

Bewveils: Aj sei die Vereinigung aller Wiirfel, die ganz in A

€

liegen und durch Ungleichungen der Form

q. .o+ ]
{ % - X. = ?;l—'——'*— i=1.. -1
o 0 1 od ‘ '

definiert sind. wobei die qQ; sanze Zahlen mit }qii = j - 29

sind. VWegen der Bedingungen an die a; ist jJedes Aj Vereinigung
von hGchstens endlich vielen Wirfeln.

Aulevdem gilt:

A/! C A2 C o o o C .li’] Aj”
J_.
Wir haben also noch zu zeigen:
A= U A
=1 Y
Natiirlich ist U Aj c A. Sei andererseits x = (x19°°oyxn)6 A,
j=1 |

Da A offen ist, gibt es ein € > O, so dap gilt:

K (x) pe= ly € R™ | |y - x| < e} <A,

Flir geniligend grofes jo gibt es dann ganze Zahlen Qi mit

§qi{ < jOZjo (i =1,...,n), so daB der durch Ungleichungen
der Form (*) definierte Wirfel einserseits x umfapt, anderer-
seits aber ganz ig K (x) und damit auch in A liegt; daraus

folgt x ¢ Aj < 'Uq Aj’
o j=
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2.7.5 fatz: Jede beschrankte offene und jede beschrinkte

abgeschlossene (d.h. kcmpakte) Menge in En ist integrierbar,

AR ———— o 2 o i bt emmeromina

Bewelis: fei A < @n und A beschrankt. Tann gibt es einen
offenen Quader Q D A,
Sei A zundchst offen. Dann gibt es nach dem Hilfssatz

2.7.4 Mengen Aj mit:

[

A.-f c 2 3 > c A =- U A

wobel jedes Aj eine endliche Vereinigung von (abgeschlossenen3

Quadern ist, d.h. @ ist flr jedes j eine Treppenfunktion.

A
j o
Tie A. sind also alle integriertar, und die Folge Qm\Aj}} ist

durch miQ) = |Q, beschridnkt, Ter aufsteigende Kesttensatz

2.7.% {a) liefert dann die Behauptung fiir jede offene Menge

A < R,

Sei nun A abgeschlossen, Dann ist Q - A offen und nach

dem eben Bewiesenen integrierbar. Nach 2.5.2 (b) ist auch

A=0Q.-(Q-4)

integrierbar.

2.7.6 Satz: Seien Ajy 1 =1.2,.,. integrierbare Teilmengen

in R und Ay N Ay = 0; falls : k. Dann gilt:
_ \
mle_J_] Al) - a m\Al/ff
= i=1

falls dié Reihe auf der rechten Seite konygrg}erﬁi_aggonstgg_

[ee]

ist U

Ai nicht integriertar.
- i psg

Beweis: Konvergiert die Reilhe ij(Aj)y so folgt die Behauptung
i=1
aus dem Satz von Beppo Levi 2.6.3, -



@

Ist umgekehrt U Ai integrierktar, so folgt aus 2.5.2

i=1
3 -
, miAL) s m<j21 Ag) <o fir j o= 1.2
1= i
d, h. ®
' Z_m(Ai) konvergiert.
iz

2,8 Stetige Funkticnen auf kompakten Mengen,

. . . n . .
Satz: Ist A eine kompakte Teilmenge in R. so ist jede

stetige Funktion f : A - C iber A integrierbtar,

o me—— - « e rro—- st o —

Beweis: Ta A kompakt ist, ist eine stetige Funktion
f @A~ C sogar gleichmdfig stetig: zu jedem € > 0 gibt
es dann ein & > 0, so daB fir alle x. y < A mit Ex - yf <6
gilt

£(x) - £(y)] < e,
Wir wahlen einen offenen Quader Q, der A enthslt, - das ist
wegen der Kompéktheit von A immer moglich - zerlegen ihn

durch endlich viele Hyperebenen der Form

x; = const {4 = T.eese,n)
in offene Teilquader Qk (k = ?39;,3L)3 deren Durchmesser
Kleiner als 6 ist. Fir aLIe k mith N Qk % @ wihlen wir

ein Xy € AN Qk und definieren dann eine Treppenfunktion

® : R~ C durch:

f\xk>ﬁ wenn X € Qu und A N Q. T 0.
1
Aund x ¢ U Qp
k=1

7

o(x) =« flx), wenn X

: K‘O? . sonst

® ist als Treppenfunktion integrierbar; A ist als kompakte

Menge ebenfalls integrierbar (nach 2.7.5), also ist ® nach



2.5.3% auch iliber A integrierbar, und es gilt fiir alle x ¢ A:
o (x) - £ <,
' 1T .
Wihlt man der Reihe nach € = j (j = 1,2,...) und konstruiert
dazu wjg so erhdlt man eine Folge voxn iiber A integrierbaren

Funktionen, die in A gleichm&fig gegen f konvergieren. Nach

der Folgerung in 2.6.%7 ist f dann iiber A integrierbar.

2.9 Vergleich mit dem ELementarlntegraLA

S b . g 10 et

2.9.% Definition: Sei a, b ¢ R und a < b, Eine Funktion

f : la,b] = C heift elementar integrierbar, wenn es eine

Folge von Treppenfunkticnen &1 : R~ C mit @ R - ta,b] =0
{ =
\

i=1,2....) gibt, die gleichmiéBig gegen fL 0] kenvergiert.

{Zur Schreibweise vgl. 1.5.5)

e e e u-.-—.m~_ e

2.9.2 Satz: Ist f : la,b] - C elementar integrierbar und

(m.l j‘= 1325 000) elne FoLge von Treppenfunktlonen mit

NI LU AR At .

@.SB - [agbﬁ = 0, die gleichmépig gegen f[ konvergiert,

b]_

so ist f 1ntegr1erbar und es gilt:

P

g £ = lim S(m ).
[aﬁb_‘ J»»cn

Der Beweis ergibt sich aus 1.5.4 und der Folgerung in 2.6.7.

b -
Wir schreiben auch [f£(t) dt fir lim S{wj) und bezeichnen
a joe

diesen Ausdruck als ,eigentliches elementares Integral von f

von a bis b,"

Aus dem Satz erhalten wir unmitteLbar:

- Folgerung: Ist £ : La, b] - C elementar integrierbar. so ist
D . » R e vomm

das elgentllche ‘elementar Integral ff(t at unabhéngig von

der Auswahl der Folge von}Treppenfunktlonen7 dle gegen f fonver—

giert und zur Berechnung | de& Grenzwerts herangezogen erdo

e e e e————— ———— 11 s ROV SUSSUVIVRPROIISUINIE R IEVIREIS 4 4

H
cd




2.9.3 Tefinition: Sei M < R. Eine Funkticn £ : M - C heift

Regeilfunktion. wenn die einseitigen Limiten

1im £{x) una lim f{x)
X—’X’ X—)x?
x<x! xOX!
X< XeM

filr jedes x' ¢ I existieren.

2.9.4 Beispiele fiir Regelfunktionen bilden die Treppen-

funktionen und die stetigen Funktionen,

2.9.5 Satz: Ist M < R ein.abgeschlossenes Intervall; d. h.

M = la,b] flir geeignete a. b < R. so ist eine Funktion

f : M~ C genau dann Regelfunktion, wenn sie elementar inte-

grierbar ist.

Beweis: Sei f elementar integrierkar. Es gibt also eine

Folge von Treppenfunktionen.wj : R~ C . die gleichm&fig

gegen-f[asb] konvergiert. Sei x' ¢ M und ;ii: P.(x) = cy
xox!

Zu einem € > O gibt es ein j_. so dap iwj(x) - f(x)| < %

fir alle j = j  und x € la,b] gilt. Wir erhalten fir

3 k> jo: | ,

0,(0) = 2] = foy(x) = 200+ £(x) - w0 <5

Fur jedes feste Paar jgk gibt es andererseits ein z, > x'y

so daf

m

i oy L\ - € . . .
jC. - @jxx); < — und Ick - ¢k(x) | < 7 fir x' < x £ X .

J T

Die Zusammensetzung der verschiedenen Ausdriicke ergibt dann

fc < e fir j,k = jo’ und nach dem Cauchyschen Kcnver-—

.= Cy |
J k
genzkriterium folgt die Existenz des Limes
tim ¢, = 5o C-

J7°
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Wir wahlen nun ein j = j_. so dap icj - ¢c] = %1 Es gibt
. R ', ’ P _6_ . ' < .
ein x > x'. so dap l@jsx) Cyl < g fur x' < x < x . Fir
diese.x Tfolgt
f(x) - cl = [f(x) - wj(x)i +'}®j(x) - cji + Ecj - c
3
< 2 e
7 < €
also existiert
1im f{x) = c.
X x!
x>x!

Genauso schlieft man fir x-x'.
x<x!

(Ter Beweis in dieser Richtung funktioniert auch ohne Vor-
aussetzung lber M.
cei nun f Regelfunktion. Es genligt zu zeigen: Zu jedem

€ > 0 gibt es eine Treppenfunktion ® : R ~ C mit

@ yg - la.pj =0
und

[f(x) - woi(x)| <e fir alle x € [a,bl.

Sei € > 0, Dann existiert zu jedem x' € [a,b] ein 81> 0,

so daf
[f(x) - £(y)| < e fir x,y € Jx' - S s x'l  oder
) ‘ X,y € Ix', x' + 6X,[o
Die Menge der Intervalle ]x' - 6_,. X' + 5X,[ bildet eine

offene Uberdeckung von [a,bl. Da [a,b] kompaktviétg geniigen
nach dem Uverdeckungssatz Qon Heine-Borel endlich viele
dieser Intervalle zur ﬁberdeckung von [a,b]. Die zugehdrigen
endlich vielen Punkte der Form x' - 6x'3 x' oder x' + 6X,

ordnen wir der Grofe nach und bezeichnen sie mit CPEREEL



also

< a < a b.

& =rr %o o e n n+1 Df

Im Innern eires jeden dieser Intervalle {avﬁ a_ .

v+

(v = 0,....0) gilt: {f(x) - £{y)j < e (fir x,y < Ja,.a, 4 )

Die folgende TLefinition liefert deswegen eine Treppenfunktion

®» mit den gewlinschten Eigenschaften:

fi{x) x = a, (v =0 n+t )
a +a,
wix) = (e 2 i =
{x ) £{—; , x ¢ Ja av+.[ v 0 n)
\_ 0 , x € [a D]

2.9.6 Iefinition: {a) Sei f : [a.bl -

na
o
7y
=9
=’
N
jas}
(e
~
3
(O]
p—g

eine Regelfunktion, Ter Ausdruck

b x

[£(t) at = 1im [f£(t)dt
x~b a

x€la,bl

a

heiBt QELementares uneigentliches Integral von f von a bis Db".

Das elementare uneigentliche Integral ,existiert" oder ,Kon—

b ,
(b) Sei ff(t) dt eine elementares uneigentliches Integral
a
{konvergent oder nicht).
v b ‘
[£(t) at nKonvergiert absolut", wenn [|£(t)] at existiert.

a a , .
(Ist f Regelfunktion, so ist natiirlich auch | f| Regelfunktion!)
2.9.7 Wéhrend alle eLementar integrierbaren Funktionen

im Sinne von Lebesgue (1.5.5) integrierbar sind, gilt eine
ahnliche Aussage fiir: das eLementaré uneigentliche Integral

nicht allgemein.



Satz: Ist £ : [a,bl ~ C eine Regelfunktion, so sind die

folgenden Aussagen &dquivalent:

[

(a; f f existiert im Sinne von Lebesgue.
(a,bl

b ,
() [flt) dt konvergiert absolut.
) _

Gilt (a) und {(b), so ist

b
e = [f£(¢) at
La.bl a

(Aus der absoluten Kcnvergenz folgt die Kcnvergenz!)

Beweis: ‘a) = (b): Ia f iiber la.bl integrierbar sein soll,

ist nach 2.2.1 auch |f| iber [a,bl integrierbar. Satz 2.9.2

liefert x
Tlece)] at =f |g] = [ [£] <= gir =z ¢ (a,bl.
& la,x] [a,bl
. X |
Da die Punktion P(x)pp = [|£(t)] dat (x € Ja,bl) fir

a !

X = b monoton wichst und durch'[f Ef] nach oben beschrankt
a.b

ist, folgt die Existenz des Grenzwerts

. X b
lim F(x) = 1lim Jie(e)} at =p0 Jie(e)[at.
baadl¢ x~b ) a
x¢Jja, bl x<ja, bl

(b) = (a): Wir wollen Satz 2.6.4 anwenden und setzen dazu
- y _ ) . . z | ’ .

Ape= La,bl, Aj = [aybj;ﬁ wobei bj € Ja,bl eine monoton

* wachsende Folge sei, die gegen b konvergiert, f ist Regel-

funktion. also ist f nach den S&tzen 2.9.5 und 2.9.2 iiber

Aj integrierbar (fir j = 1,2,...), und das gleiche gilt



fiir |f|. Die monotcne wachsende Folge (f;fé} ist durch
A
b )

[1£(t) at beschrinkt, also ist(Satz 2.6.4) f iiber A
a

integrierbar (im Sinne vcn Lebesgue)y und es gilt:

X b
£ = vim[f = vim [f(t)dat = [£(t)dt
La,bl =e x"b .

J

2.9.8 Bemefkung: Aus der absoluten Kcnvergenz eines uneigent-

lichen elementaren Integrals folgt die Konvergenz. Die Um-
kehrung gilt jedcch nicht, was man an der Regelfunktion

f : [0,»l = ¢, die durch

£(t) = -
sin t +

gegeben ist, nachweisen kann. Es gibt also Funktionen, fir

aber nicht im Sinne ven Lebesgue integrierbar sind.




% 3. Der Satz von Fubini.

Berechnung von Integralen.

3.1 Bezeichnungen.

Wir betrachten Funktionen f : Bn+m - C und setzen zur
Avklirzung
X = (X, .,Xn} € En
y = (§ysnee0¥,) € BT
(x.y) = (x1,...,xn, y1,...,ym} € §n+m

Ferner wird fiur jedes x € Bn die Funktion

m
fx : R

e}

. . , . m o .
durch 1X(y} = fix.y) fiur alle y € R~ definiert. Fir das

' e n+m- , . .
(Levesguesche) Integral von f [iiber B] , schreiben wir

nun
.f f£(x,y) dxq...dx Ay ...dy ;0= L(T),
n-+m
R

wahrend

[ £0a,y) dyy...qy, pp= BOE)
m

R
das Integral der Funktion £ bei festem x € En bedeutet.
Letzteres ist dann noch -von x abhéngig; es wurde nur yiber y"
integriert.

Zur Abkiirzung setzen wir auch noch:

dx = dx .dx

1°° n
dy_ dy1...dy

m’

3.2 Der Satz von Fubini.

3.2.1 Satz: Sei f : Bn+m - C integrierbar, Dann existiert:




fl XY Tay

RIH

fast dberall in R, d.h. die Menge N aller x € R, fir die

f. : g™ - C nlpht 1ntegrlerbar 1st3 ist eine Nullmenge in

-:’\..4-,. =

g _Definiert man F : R" - ¢ durch
/ P . L
(1 flx,y)dy fiir x 7 N
) R"
Plx = l - |
beliebig flir x € N

80 1st F integrierbar (iber R} und es gilt:

 Fx) dx = @ f’x,y)dxdy.
X, | J

n+m

T Y
R

R

Etwas ungenau schreibt man fir die linke Seite dieserxr

Gleichung auch

Iv'ff(x,y)dy: ax
A J
R R

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

3.2.2 Hilfssatz: Sei Q ein Quader in R''", dann gibt

es Quader Q1 En und Q2 c Em’ so daf gilt:

[@QZ : fir x € Q,
Lo |

fir x § Q-

Deflnlert man 'K Bn - € durch

¥(x) = S(eg ),



Beweis: Q = {(x,y) | a; < xy < by, ¢ <y, < ad.,

i =100, J = 1,...Jﬂ

Wir definieren:

Q, = { x " a. <x, < b, i ', ...,n} und
1 - 1 1

I

Q, = {y ' c.<y. <a,,

3 3 3 1,...,m}.

.
1l

Dabei sind die ay b., c., d. € R fur alle 1i,j.

Nun gilt:
ng(y> fiir x € Q,

g

N (yv) = @ (C, =
Py x (¥ =0y (xy)

0 fir x 4 Q,
und daraus folgt:
s(mQ?; = fQ2§ fir x € Q,
(; Vo )
Sh,x T
0 : fiir x § Q
’___{ ! LR
also b= iQZ’ @Q1
und  S(¥) = S(]Q, %) =

= | Lo,
= Q] .S(wQ1> nach 1.2.3

3.2.% Hilfssatz: Der Satz von Fubini gilt fiir alle Treppen-

funktionen.

. o n+m
Beweis: Sei ¥

g

= C eine Treppenfunktion und N die
Menge aller x.€ gn,'fUr die Py nicht integrierbar ist. Wir

habeh fir ® nach 1.1.4.a eine Darstellung

t

4

k=1 s=1



Wir betrachten zunidchst die Funktionen #S?s = 1,...,57.
Fur alle s gilt dabei Lfy_ . = 3'y_1 = O.

7/

l.

Nach Konstruktion der y_ (vgl. 1.17.4) sind zweil Fdlle
fe)

zu unterscheiden:

1. ¢S(x,y} : 0 hochstens fir Yy = T Dann gilt
S
, Fy L .. i s _ )
VS,XxJ; = 0 hochstens fir yjo T also nach 1.4.1

Py

. ssat ( [y N (1 J
Hilfssatz (a) L‘Vs,x' S*”s.x’ 0.

2. 9y, lx,y, = O hochstens fiir x, = r . Dann is%
—~ (=}
O
| . I ' LS.
= = 0 und daher Lf ) = 0 fur x. + r_.
Ve, x = O Livg x 0 fu iy 7 7s

o { n ;
Pefiniert man YS : R =~ C durch

Yoo ) = ~ \
LY X)) 'L(VS."'

-
Pay

falls die rechte Seite existiert und sonst beliebig,
so ist wiederum nach 1.4.1 Hilfssatz (a) die Menge
aller x € En mit YS(X) + 0 eine Nullmenge in'gn, also

N
Lly ;) = 0.

Zusammenfassend erhalten wir:

P

Nach 3.2.2 existiert L(@Q ) = s(wQ ) fiir alle x und k,
1 k,x *k,Xx
also auch L( L8y @Qk X); und L<gs,x> existiert nach dem
k=1 ?

eben Bewiesenen fast liberall in @n fir alle x, also auch
.t .

L{ , ¥g ). Damit existiert auch L(v ) fast iberall in R,

- s=1
d.h., N ist eine Nullmenge.



Nun ist

1 t ,

Flx = L A S(ka X) + L(VS’X; fir x ¢ N
c k=1 ’ s=1
K~beLiebig fir x € N

Wir erhalten also wegen S(&Q ) o= ;Qk 2§'®Q {nach 3.2.2)
p ? k,1

k,x<
1 t
AT ! ! o Y o4
LF) = | a3 Q! - Biog . B
k=1 - g=1
1

= Q. = ’QE = (o
8y 1@y S Lie

[

k=1

w . . . n A o \
&S war nur auf einer Nullmenge in R von Null wverschieden).

5.2.4 Hilfssatz: Sei £ : R " ~ C eine TFunktion mit
IIfll < o. Dann ist N Df = {x | HfXH~= @} eine
Nullmenge in En; Flir die Funktion P : En - [0,=[ ,
die definiert ist durch
Clell , x &N
. } : X N
F(x) = % ,
' beliebig aus LO,»[, x € N
-
gilt: . |
T [N
. [ r ﬂ
Bewels: Sei !f§ = L %% @Qk
k
Dann folgt
le | _ el < % 4 " n
ifxi - Xfix < I ak @Qk « flir alle x € E
k ’

und



e r !o"' f" )
BELE S, Ay 3Qk’2g QQy 1 ‘nach 3.2.2)
-

k
sowie
) ! :
P, 2l 20" und damit
k,1
k
t ) - b | |
IPLo= el ol 19 g = L 3y Qg

k k

liFli ist also untere Grenze einer groperen Menge als

It Al

i fii und daraus folgt:
VFLo< fiEl

DaB N eine Nullmenge ist. zeigt man genauso wie im Bewels

zu 2.6.2.

3.2.5 Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Satzes
von Fubini:

n+m

Sei £ : R = C integrierbar. Dann gibt es eine Folge

von Treppenfunktionen @j’ so daf

Sei N.

gpp= Ix P lloy o - f [ = =}.

Nach 3.2.4 ist Nj filr jedes Jj eine Nullmenge in En.

Wir definieren G, : En - 0,2l durch

A
N

Gj(x) =3
k.beliebig aus [0,»[, x € N

Dann folgt aus 3.2.4

'

g ' o 1 -
I!Gj!i < Wj - £} 5-5—3— (3= 1,250004)

und



LGLoT

- J

j=1
Die Menge NO Df = {x ; Gj(x} = @) ist nun nach 2.6.2.a

n o J=
eine Nullmenge in R.
Pir x ¢t U N, ist G.(x) = llo. _ - f_|
'j:o J J JrX X

und  lim G.fx) = 0.

J=e

- . nooa C . .
Seil Mj die Menge aller x € R7, fur die @j % nicht inte-

grierbar ist. Da mj Treppenfunktion ist. ist Mj nach %.2.3

eine Nullmenge und damit nach 2.7.1 auch

@ , ™

No= U N)U(U .
\"j:O J j_':'] 3

Fiir alle x ¢ N ist nun f integrierbar (Satz in 2.6.1).

vDamit ist der 1. Teil des Satzes von Fubihi bewiesen,

Wir betrachten nun die Funktion F : gn - C, die defi-
niert ist durch:

L(fx) , wenn f_ integrierbar
F(x) = '
' beliebig aus C , sonst. o
Entsprechend gewinnen wir éj : R~ C éus P
Fir alle x ¢ N gilt:

V2SN |
;- (T o= (O - £
s X Lty ! L ' g

e () - Plx)l = 1L(o,

Das bedeutet:

L. n - <
§¢j - F; = Gj + Hj’ wobei Hj : R~ [0,=L

|
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gire geeignete Funktion ist, die aujerhalb der Null-

menge N verschwindet. Weiter folgt:

e, - Pl s G, + B s fell o+ taa o= el s

ti J i I J J!l ll Jll { ; 1| i J H 2J

also lim H@j - Fl! = 0. Nach %.2.% ist éj integrierbar
Joe

= Liv, ).
5/

Aus 2.6.17 folgt damit: F ist integrierbar und es gilt:

/- . - \ o . o/ an N S SRY
L(F) = lim L(®.}) = lim S{@.' = LT,
j-—-aco J j:ac: J

womit der ganze Satz bewiesen ist.

3.3 Berechnung von Integralen.

5.5.1  Satz: Sei A @ R ouna £ oeine Uber A integrier-

bare Funktion. Definiert man

A = A N(x xR = {yl(x,y) € &}

x Df

und

pr, A pe = {x | es gibt v mit (x,y) € A},

S0 giLtl(in‘deriungenauenv§ohreibweise):

Jflx,y) axay = [ [ f£lx,y)dy] dx.
A pr1A AX

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Satz von Fubini.

3.3.2 In den Anwendungen treten hiufig die folgenden
Spezialfalle von 3.3.1 auf:

Satz: (a) Sei m =1 u

s

- n . .
d X © R, auBerdem seien zweil

Funktionen o,3 : X - R mit a = 3 gegeben. Fir die Menge

n+1

A g =lxy) | x€X, a(x) =y= 3 (x)} <R gilt:
proA = X und A = la(x), B(x)J.

1
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Ist £ eine lber A integrierbare unktion, so gilt:

Tfrx.y dxdy = f[ Pofixy s dys dx
A X Laix),3 %/,

(b Sel m = 1 una X kompakt 1n R “u, 3+ X~ R SGWQH

stetlge Funktionen mit: a(x) < plx) flr LLewg;f X,

o ) , o -
Dann ist A . = {£§:y1_3vx € X, aix) £y gﬂ@;x)é
kKompakt, jede in A stetige Funition f ist 1ﬂtegrlerbar
Bix) ——"
3 ) ' ¢ '
uber A, und das Integral \x 2y )dy existiert im ele-

alx) T T

nentaren Sinne.

Beweis: ‘a)

trivial.

AY

‘bl 1. A ist kompaki: Sei (x.,yj, eine Punktfolge in A.

[}

K.
J

die gegen ein x € X konvergiert. Als stetige TFunktionen

Wegen §j€ X fiir alle j gibt es eine Teilfolge (%, .,

auf einer kompakten Menge haben a und B ein Minimum und
ein Maximum. Es gilt: |
Min a < a(xk.) Sy, = B(Xk.> < Max B;
J. J
Es gibt‘also eine Teilfolge {yL.) der Folge (yk.), die
gegen ein y € [Min «, Max 3., konvergiert. Dann konver-
giert (XL', yL‘} gegen (x,y). Ferner folgt aus der

Stetigkeit von « und 8

alx) =y = 3lx),
also (x,y, € A. Die Folge (xj,yj) hat also einen

Haufungspunkt in A, also ist A kompakt.

2. T integrierbar iliber A folgt aus 2.8.

5. f(x,y) als Funktion von y elementar integrierbar folgt

aus 2.9.4 und 2.9.5.



Unter Umstanden kann das Integral idber X in analoger
Weise durch ein eindimensionales und ein (n-1)dimensionales
Integral ausgedriickt werden, usw.

3.5.3 Beispiel: Wir wcllen das Volumen der Kugel in ED aus-—

4

rechnen, d. h. m{4A) bestimmen fiir

Aoo= Ux,y,2)] x° + 32+ 22 s 29} c B
Df =
fir ein beliebiges r € R. Wir erhalten:
‘/rz_xz_yz
mia) = [ dx dy dz = T (" 1 aziax @y =
A x2+y23r2 - rg—x‘~y2~
r /r?x®

=2 f‘/rZ_XQ_yd dx dy = 2}f L £;/}2—x2-y2 dyJdx.
x2+y2Sr2 -r ﬂ/rd—xg—

Dies kann weiter ausgerechnet werden. Linfacher ist

jedoch folgender Weg, wobel 3.3.1 mit n =1, m = 2 ange-

wandt wird:

r
m(A) = 1dxdy dz = [+ [ 1 dy dz) dx =

I
!
o

=

~-r Yy +z7srT-x

(Das innere .Integral im 3. Term bedeutet ja nichts anderes als

. . . o . o T
die Fliche eines Kreises vom Rad1us-/r2 - x7.)
3.4 Das Cavalierische Prinzip.
Dieses Prinzip wird hd&ufig zur Volumenberechnung herangezogen.

Es besagt anschsulich, daf zwei Kdrper gleicher HShe genau



dsnn gleiches Volumen haben, wenn die Schnittflachen beil
Schnitten in gleicher Hohe gleichen Flécheninhalt haben.
Die geneue Formulierung lautet:

. : . . a+m
Satz: Seien A und B 1ntegr1erbar M“ngen 1n R

o . n .
fir alle x € B sei 4y pr

B, pr = Iy | (x,y) € B} <

m. fast

=y | (x,y) €} < ,3 und
\

Ist m/A ) = m(

n

nw ?

ubezaLL ln

, so ist m(A) = m\B).

fAus dem Satz von Fubini folgt insbesondere. daf m(AX),

: . . n o
und m(BX) fast iiberall in R~ existieren.)

Beweis:
m{A) = f 1 dx dy = f L f 1 dy, dx = f m(A_ ) dx
n n
R Ay R
m(B) = 1axaday = [ [ [ 1ayl ax=[ m(B ) dx
B I:{lfl B 1=%1’1

3.5 Bemerkung zur Schreibweise

Bei mehrfachen Integralen werden wir hidufig die folgende

Schreibweise verwenden:

[ ax [ P(x,y) ay;

»J

das soLL.dasseLbe bedeufen wie:

I U] Plx,y)dys ax.



% 4. DTer Trancformationssatsz.

4.7 Volumen eines Parallelotops.

In der Analytischen Geometrie wird der Volumenbegriff
folgendermapgen eingefihrt:

.,XHE Rn. Piese Vektoren spannen das Parallelotop

Seien x1..

n

P = ( X ) = ‘ A . < <1
P = P(x],..,,xn) { L hi%s 0 Kl , g
i=1

auf. Es soll eine reelle Zahl V(Xi"“’xn> als Volumen von P
definiert werden. L&3t man flir das Volumen auch negative Werte
zu, wobel das Vorzeichen von der Orientierung von P abhungt,
so ergeben sich aus der intuitiven Vorstellung folgende Be-
dingungen an die Funktion V:

1 —

/ - - ’
\1) V(x1,...,x vEHY S Ky qaee X ) =

.,Xn) + V(x1,...,x. , V

1-1 ao,:{n>i:’i,ooo’j

L, X, .
i’ Ti41?

(2) V<X1,...,)\X.,...,X

A - S
i n/—-kV(X,l,...,)(i,..e,Xn),l-—",. o,ng

(3) W0y seney)

n -0 fiir linear abhidngige XqseeesX

(4) V(e1,.,°,en) 1 flir die Einheitsvektoren e, = (8
Die Eigenschaften (1) und {2) kann man unter dem Begriff
ymultilinear" gzusammenfassen, (%) bedeutet ,antisymmetrisch",
d.h. aus (3) folgt: Vertauscht man zwei Vektoren in der Folge
(XT,...,xn); so dndert die Funktion V ihr Vorzeichen. (4) stellt
eine Normierung dar. '

Es gilt dénn:

‘Satz 1: Hat V die Figenschaften (1) - (4), so ist




,' /E o . . . I_I/I\\‘

. n DRS¢ RN AN | P A
Satz 2. Sei u : IR -~ IR linear und ‘diii i,j=1,....1)
o . ey PR . 7. v A Y e ar = N ’1/ _ . . Ve N
die zugehdrige {(anxn)-Matrix, d.h. M\ej) s uiJ,f} ?%?fﬂ
e 1
gilt flr alle X,....,X ¢

7 P ae N A . I N \ I -
Viu(x, ey d‘hn’) = Tet \“ij’ VExyaoeenX )

Die Beweise werden in der Analytischen Geometric gefiihrt.
catz 2 besagt, dap sich das Volumen {(eines Parallelotops)
bei einer linearen Abbildung mit der Determinente multi-
pliéiert. Das erklart, warum im folgenden Transformations-
satz.fur Integrale die Funktionaldeterminante auftritt -
Jedenfalls dann, wenn man annimmt, daB der absolute Betrag

)

Ubereinstimmt. Es wird sich herausstellen, dap das tatsich-

von V(XT,...,Xn> mit dem Lebesgueschen MaB von P(X1,,,,,xn

lich der Fall ist (4.2.3, Folg. 3).

4.2 FPormulierung des Transformationssatzes

4.2.1 Definitionen: Sei A offen in R und t : & — "R'.

t heipt Cr—AbbiLdung, wenn.t in A r-mal stetig differenzier-

\Y2

bar ist. t heidt ¢'~Immersion (r 1), wenn auPerdem fir

jedes a € A das Differential d_t : R" -~ 'R injektiv ist,

d.h. wenn die Jacobische Funktionalmatrix Jt(a) den Rang n
hat. Das kann nur fiir n < m gelten. Ist sogar n = m, so ist
es mit Det Jt(a) % 0 gLeichbedeutend.tMan nennt dann.t auch

“regular.



Sei nun auch B offen in Bn. t : A~ B heifpt cT-Diffeomor-

phismus, wenn t bijektiv ist und sowohl t als auch seine
Unkehrung t~  C'-Abbildungen sind. Ist t eine bijektive
cT-Abbildung, so ist £ genau dann eine C'-Abbildung. venn

t regular ist.

4.,2.2 Transformationssatz.

Voraussetzung: A.B seien offen in .En, und t : A ~ B seil

. 1T i on .
ein C -Diffeomorphismus.

Behauptqui Ist T einqmupgg_B integrierbare‘{komplexwert}ge)

Funktion (insbesondere liegt also B im Tefinitionsbereich

von f). so gilt

d.h. in anderer Schreibweise

. , .
I t(y)ay = J f(t(x))!,a Ey1"°f°’yn} ldx mit y
B A . 0 \x1,.,o.,xn)

t(x).

Insbesondere wird damit behauptet, dap das Integral auf

der rechten Seite existiert.

4.2.3 Folgerung 1. Ist (unter der Vpréusseﬁgung des Transfor-

mationssatzes) X € A und f iiber tX integrierbar, so ist

e
tX X
Beweis: Man wendet den Transformationssatz auf die Funktion

g : B~ C an, wobei



C iy, y € tX

{ A
(_o .y € B - tX.

celi nun t : gn - ’Bn eine affine Abbildung. Dann gilt

t/x; = b + t'(x; mit b € gn und einer linearen Abbildung
t'. Fir jedes a € R ist d t = dt' = t', also Jtla) die
zu t' gehorige Matrix {unabhingig von a!). Fiir ihre Deter-
minante schreiben wir auch kurz Det t. EBs ist Det t + O
genau dann, wenn t bijektiv ist und daher eine affine Um-

kehrung hat. Wir nennen t dann affine Aquivalenz. Als

Spezialfall von Folgerung 1 haben wir:

. s n n . .y o
Folgerung 2. Sei t ¢+ R — . eine affine Aquivalenz.

((1)) Ist X c gn und f iiber tX integrierbar, so ist

[£ = |Det t] [ £t
tX

P

((2)) Ist X © "R"™ und X integrierbar, so ist

Insbesondere ist m(tX) = m(X), wenn |[Det t| = 1, also z. B.
wenn t eine Bewegung (= isometrische Abbildung)ist. Ist ¢t
affin mit Det t = 0, so ist tX in einem (n-1)-dimensionalen
affinen Unterraum von gn enthalten. Durch eine Bewegung
kann man erreichen, daf er achsenparallel wird. Daraus folgt

m(tX) = 0.

Folgerung 3. Fir jedes Parallelotop P(XT,.ao,xn) ist

mP(x1,.,.;x ) = |V(x

1 2,
n Xn>5 (vgl. 4.1).

,],.o.,



. . n no .. .. sriq A :
Beweis: fei t ¢+ R — R die linearc Abbildung mit
t(ei) = X Pann ist P(x1,...,xn) = tP{eq,...,,en)g also
N7 . o ~ | . - o | o ; !
megq,...,xn/ = ‘Det t. wPle,,....c =~ = Det &, = Vix,;,....x )i

nach 4.1 Satz 1 (oder 2).

4.3.,1 Der Bewels wird in mehreren Schritten gefilhrt und ent-
halt eine noch genauer zu erliduternde Induktion Uber n. Die
Voraussetzung. dag t : A » B ein CW—Diffeomorphismus ist,
wird von jetzt an generell gemacht. Unter einem Quader ver-

stehen wir im folgenden grundsatzlich eine Menge der Iorm

ix = a, $ x, £ b, fiir alle i = T..,,,n]ai,b. € 'R

{also einen ,achsenparallelen" kecmpakten Quader).

4.3,2 Hilfssatz: PFlir jeden Quader Q < A und jede auf tQ

stetige Tunktion f gilt

£ = [ (£t)iDet It
tQ Q

(also die Behauptung von 4.2.3 Folg. 1).

Bemerkung. Da es sich um stetige Funktionen auf kompakten

Mengen handelt, ist hier die Existenz der Integrale von

vornherein gesichert.

Folgerung 1. Hat Q kleinere Dimension als n (d.h. a. = bi

Tir mindestens ein i). so ist m{tQ) = 0.

Beweis des Hilfssatzes: Sei zundchst n = 1. Dann ist

Q = la,b]. Es ist t'(x) = Det Jt(x) + 0 fir alle x € A,

also entweder > O fiir alle x € Q oder < O fiir alle x € Q.

Im ersten Fall gilt



th
[f= | t(yyay = [ £(6(x)) t'(x)ax = [(ft) t°
£0) ta a Q

nach der Substitutionsregel fiir das Elementarintegral bei

einer Verdnderlichnen. Im zweiten Fall analog

ta a
[ o= [ flyyay = [ £t(x)) t'(x)dx = - [(f-t) ¢!
tQ th b Q

Sei also von jetzt an n > 1. Wir beweisen die Behauptung
zunichst fiir genligend kleine Quéder Q: |

Sei a € A. Wegen Det Jt(a) + O enthilt Jt(a) mindestens
ein von O verschiedenes Element. 0.B.d.A. konnen wir

Dntnfa) - 0 annehmen.

Ist nun b = (b1,...,bn) = t(a), so folgt. dap sich die

Gleichung

y

n = tn(x1,...,x

n)

auflosen lapt.

in einer Umgebung von x = a und Vy = bn nach X,

Genauer:

Wir betrachten die Abbildung u : A - ZEn, die gegeben ist

durch:

{ x. ‘ dr i
i fir i

)
uy (%) = ltn(x) fiir i

1
—
o

I
—_

i
s

Es ergibt sich:

und daher Det Ju = Dntn‘ Die AbbiLdungku ist also an der

Stelle a lokal umkehrbar, d. h. es gibt offene Umgebungen



U von a und V von (a1,...,a sb_). so dap

u: 0~V

ein 01—Diffeomorphismus ist. Es gibt also eine (mindestens
einmal) stetig differenzierbare Umkehrung u-1 : V~- U von u.

1

Sei v : = (t;U)u  : V — B, also t|U = veu (v 1&4Bt sich
auffassen als C1—Diffeomorphismus v : V- Wsz Bild v <€ B;
fir x € Uund y = t(x) gilt:

} .ou ‘ , ,
(x1,...,x ) > (x1,...,xn_1,yn)
t v

|

( o0
Ve SV

Ist nun Q € U, so gilt:

(f-t) |Det Jt| =

O “—

1.

[(feveu) (!Det Jvieu) |Det Juj

Q (Kettenregel = Jt = {(Jveu)-Ju)

= [(g-u) [Det Ju| (g D" (fev).|Det Jv|,
Q
g ist stetig auf u(Q))
= fg(x1, R ST tn(x))'fDntn(X)}dx1...dxn
5 .

-1, ]
Q=0Q, =0Q,; xQ, Q. ,< B ;0 R
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[ , “r .l \.;O . .
= | Gy .dx, g f g(ﬁ1,...,xn"1,tn(x)) 'Dntn(x" (Pubini)
Qn—1 Q1
- [
= [ ax,...ax f/g3x1,...,xn_1, ¥, )4y,
]
Qn—1 tnxx1""’xn—1’“1>

(Anwendung des Hilfssatzes im schon bewiesenen Fall n

[

ul(Q)

g(Xyyees

(nach Fubinii das

a

da g

I

ulQ) ulQ)

Um

Mc R

Ly = HE PRI

(,Schnitt in der Hohe y"). Der 01-Diffeomorphismus v o

hat die Eigenschaft vn(x1,...

bijektive Abbildung T

: V..—>
y

mit

/ 2 -
\Vy)i(X,] 9 0 00 ’4(1’1_1 )

- Daraus entnimmt man

s X g0 V) dxg...dx

J (fev):!Det Jv!

1) ! (x1,...,xn_1,y) € M} c .En—.

= vi(x1,..

1)

ay

n-1 n

Integral existiert,

stetig und u(Q) kompakt)

i
[ e

von hier aus weiter zu rechnen, definieren wir filir jedes

1

V- WCEZE

X y) =y, liefert also eine

W < 8B
y y



Jv.__
¥

also Det Jv = Det Jv, k 0. Daher ist v, ein ¢'-Diffeomor-

. . . <=1
phismus zwischen offenen Teilmengen von IR

Wir macnen
nun die Induktionsannahme, dag der Transformationssatz

fiir n-1 anstelle von n gilt. Dann gilt auch die Folgerung 1
aus 4.2 in dieser Dimension. Indem wir sie auf v_ anwenden,

erhalten wir

[ (fv)-iDet Jv| =

u(Q)

= [ f(vy(x1,...,xn_i);y)°§Det vai dx,...dx _.dy
u(Q) :

= [ay [ f(vy(xT,...,Xn“1),y)-!Det va; dx,...dx
R / )
R u\Q)y |

(Fubini)

= I ay f £fly., .,yn“1,y) dyy--.dy, 4 (Induktionsannah
B v, (uQ)) = (w(@))y |

= [
vu(Q)=t(Q) (Fubini).

Demit ist der Hilfssatz fiir alle Quader Q@ < U bewiesen. Sei

nun Q ein beliebiger Quader € A. Dann gibt es zu jedem a € Q



eine offene Umgebung Ua mit der Eigenschaft von U. Da Q
kompakt ist, gibt es eine Lebesguesche Zahl € > O fiir die
Uberdeckung (u, | a € Q) von Q. Durch achsenparallele
Hyperebenen zerlegt man Q so in endlich viele Teilquader
QT"""QL’ daf der Durchmesser von jedem Qj kleiner als €
ist, also Jjedes Qj in einem geeigneten Ua liegt. Ist nun f
stetig auf tQ. so folgt

1 1

J£= " [ £-= . [ (£et)-!Det gt = [(f-t)-| Det Jt|.

tQ =180, =1 0, Q

Dabei ist zu beachten: Qj n Qk ist zwar nicht immer leer,
aber es ist ein Quader von kleinerer Dimension als n, also
eine Nullmenge. Ferner liegt Qj‘ﬂ Qk ganz in einem Ua' Da
fur soLche Quader der Hilfssatz schon bewiesen ist, ist gem.
Folg. 1 auch t(Qj) n t(Qk) = t(Qj ﬂ»Qk) eine Nullmenge.
Damit ist die letzte Rechnung gerechtfertigt und der Beweis

des Hilfssatzes beendet. »

4.3.3 Von hier. .aus kann man ziemligﬁ schnell. zeigen, dap der
Transformationssatz und die Folg. 1 aus 4.2.% gelten, wenn f
auf gahz B stetig uhd X‘offeh oder abgeschlossen ist. Eine
cffene Menge stellt man dabei als Vereinigung von abzahlbar
vielen Quadern dar und eine abgeschlossene als Differenz von
zwei offenen. Damit der Induktionsbeweis4schLﬁssig wird, muf
man sich davon Uberzeugen, daf i@ Beﬁeis des Hilfssatzes auch
die Induktionéannahme in entsprechender Weise eingeschriankt
werden kann. Das ist tats&chlich der Fall; man braucht sie

sogar nur fur kompaktes X.



Viir gehen nicht nzher darauf ein, sondern filhren den all-
gemeinen Beweis zu Lnde. Dazu eine weitere Folgerung aus dem

Hilfssatz:

Folgerung 2. Flur jeden Quader Q < B und jede auf Q stetige

Funktion £ gilt

[t = g (£f2%)-!Det Jt|.
Q t Q

Beweis: Wir wenden den Hilfssatz auf ‘c“1 statt t und

g = (fot)-'Det Jt| statt £ an. Dann ist

Die letzte Gleichung gilt wegen

Jt(t7'y) gt (y) = J(+t7 ) (y) = Binheitsmatrix.

" 4.3.4 Um den Transformationssatz flir beliebige integrier-
bare Funktionen zu beweisen, benutzen wir Approximation durch

Treppenfunktionen. Dafiir ist eine abkiirzende Schreibweise

zweckm#Big: Fiir £ : 'R ~ C definierven wir Tf : R" ~ ¢

durch
}”f(t(x))-ibat Jt(x)!, x €A

(T£)(x) = Yo, x € R"
. R

Dann ist der Transformationssatz &dgquivalent mit der Aussage:

n

Fiur jede integrierbare Funktion f : R™ - g,’die auBerhalb

von B verschwindet, ist auch Tf integrierbar und L(Tf) = L(f).
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T kann man als Abbildﬁng P - P auffassen, wobei F der
Vektorraum aller Funktionen ign - g ist. T ist linear,
d.h.

(a) T(f +g) =Tf + Tg

T(cf) = cTf, c € C

und hat auferdem folgende Eigenschaften:
(b) o] = 7|f].
(¢c) Filir Funktionen f, £, f2’ ..... mit nicht-

negativen reellen Werten gilt

£f = ., £, = Tf < /. Tf

k =1 k=1
(wobei die unendlichen Summen den
Wert « haben diirfen).
Die Beweise fiir (a), (b) und (c) ergeben sich unmittelbar

aus der Definition von T.

4.3.5 Tur eine beliebige Funktion f : .gn - C versteht

‘man unter denm Trager von f die Menge

Tr £ = abgeschlossene Hiille von {x | £(x) % 0}.
Df |

Hilfssatz: Seien K © U < R", K kompakt, U offen in 'R".

Dann gilt:

(a) Jeder (kompakte achsenparallele) Quader Q LéBf sich

durchmachsenparaLLeLe Hyperebenen so in endLich, viele

{kompakte) Quader zerlegen, dap

.ﬂ.:IF’.CU
Q; N K 4»@ Q;

(b) Zu jeder Treppenfunktion @ : ign'* C gibt es eine

Y

-
-

Trepoenfunktion ¥, so daf




Tr v < U
w0ix) fir x € K

v(x) oder O sonst.

Beweis:

Zu (a): Man fasse U als offene Uberdeckung (bestehend aus
einer Menge) von K auf: dann gibt es zu dieser Uberdeckung
eine Lebesguesche Zahl € > O {(d.h. der Abstand von K und
gn—U ist 2 €. Nun widhle man die Zerlegung so, dapB der

Lurchmesser von Qj fir jedes j kleiner als € ist.

Zu {b): Wir wahlen einen Quader Q mit Tr ® € Q und zer-
legen ihn genmdp {(a). Sei K' die Vereinigung aller Qj mit

Qj N K + ¢. Dann ist K kompakt und K € K' © U. Die durch

“wlx), x €K'

[ o
¥(x) =
. ]~ o , x ¢ RU-x

definierte Funktion hat die gewlinschten Eigenschaften.

4.3.6 Jetzt konnen wir den Transformationssatz flr gewisse

Treppenfunktionen beweisen:

Hilfssatz: Sei ¥ _gn - 0 eine Treppenfunktion mit Tr ® < B.

Dann ist T integrierbar und L(T9) = L(®).

Beweis: Nach der Definition einer Treppenfunktion gibt es
'eineanuader Q, der Tr ® enthdlt, und dieser 14t sich in end—-
lich viele Teilquader Q' zerlegen, so daB @ im Inneren jedes Q
konstant ist. Da der Trager einer Treppenfunktion kompakt ist,
lassen sich diese Quader Q' nach 4.3.5 Hilfssatz (a) .noch

welter in Teilquader Q" zerlegen, so daB gilt:
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ay Q"N Trv & d= Q' < B.
Fir diese Q" gilt natiirlich auch:

b) ® ist im Inneren von Q" konstant.
Die endlich vielen Q" mit Q" N Tr 9 O werden mit Qq,...,Q
bezeichnet. Sei z, (j = 1,...,1) der fiir alle x aus dem Inneren

J
von Qj konstante Wert von ©(x); dann folgt:

1 1
L) = fzj =, fzj°§ Det Jt| (nach 4.3.3, Folg. 2)
. . -1
'—"-1 . :1 't 0 .
J QJ J <5
= [ f9et)-! Tet Jt| (weil sich der Integrand vom
s
J=1t Qj vorigen héchstens auf der Null-

menge t (Rand'Qj) unterschei-

det; s. 4.3.2, Folg. 1)

= _j (pot)|Det Jt| (weil t—1Qj ﬂ_t_1Qk = t"?(Qj n Qk) fi

CutT g, '
J J j ¥ k eine Nullmenge. ist)
= L(To) (wegen Tr TP C 7 or o t"TUQj»= U tf1Qj).
: J J

n

4.3.7. Hilfssatz. Sei £ : 'R" - C eine Funktion mit kpmggktem

in B enthaltenem Tpager,_Dann”§§FwH?ﬁH$HfH.

(Diesé Ungleichung gilt auch ohne Voraussetzung iiber Tr f, was

wir Jjedoch weder beweisen noch  benutzen werden. )

Beweis: Sei
k
a,. 2 0, Q offener (1) Quader, k durchlguft 1.2,...,1 oder

alle natirlichen Zahlen.



{Wir miissen hier offene Quader nehmen, um mit der Definition
der Lq—Norm in Einklang zu bleiben.) mQ ist eine Treppen-

k
funktion: nach 4.3.5 Hilfssatz (b) gibt es eine Treppenfunk-

tion Ok’ die nur die Werte 0,1 annimmt und fiir die gilt:

(x) fir z € Tr T

jof) = 1] =, T(a¥,) =, 8, (T,) (nach 4.3.4
k k (b), (c) bazw. (a)),

und daraus

Izeli= |, 2 (T |
k

A

2y HT@k I (nach der ,Unendlicheck-Ungleichung")

= ak L(Tﬂk) =, 2y L(Qk) (nach 4.3.6 und weil
k

ol e

¢k z O)

=

< akile (denn wegen (3) ist ka < Lka = }Qki)'
k

Weil || £ || nach Definition die untere Grenze dieser Zahlen ist,

folgt die Behauptung.

4.3.8., Dieses Ergebnis erlaubt es, den Hilfssatz in 4.3.6

durch Approximation auszudehnen:



.. . S N g
Hilfssatz., Sei £ ¢ R -~ C enne lqtegrjevqare Punktlon mit

cxaazer - e . - QT ST

Kompea kuem 1n B enthaltenem Tradger. lann ist Tf integrierbar

s e

und LITf, = L f,.

Beweis: LEs gibt eine Folge von Treppenfunktionen $j mit

Lim N wj i = 0.
J7e

Nach 4.3.5 Hilfssatz (b) gitt es fiir jedes j eine Treppen-

funktion Qj’ so dap

Try. © B
J
‘ ijXr fir x € Tr f
goix) =< ,
J i ®.ix) cder O sonst.
oo
Bs folgt 'f - ¢jf s i f - wjf und daher
hoe - my. =0 o(f - §.) |
it g’

< JIe - ¢jﬁ'(nach 4.3.7)

A

£ a,$j l—0 flir j - =.

Nach 4.%.6 ist T$j integrierbar, also ist Tf integrierbar
mit
L(Tf) = Li %)L(TQJ = Ll%}L(¢ ) = L(f).
J” : J7
4.3.9.'Nuh konnen wir den Beweis des Transformationssatzes
zu Ende fiihren. Sei f eine Funktion, die iiber B integrierbar

ist. Wir wdhlen eine Folge von kompakten Mengén Bj’ so dap

B, € B, < .... und B = UBj.
| J

Das ist nach 2.7.4 moglich.
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Ses n P \ ;
Sei f. : R — C definiert durch

0 , x € §n~Bj.
Dann ist
[t - iDet Jt! = L{Tijﬁ)
"} o
J = L0if,1) (nach 4.3.8, weil Tr f, < B
= ['ri = [ifl
B. B

t7'B, c t7'B,c .... und A = Ut~1Bj
| | j

folgt daraus

[(fot)-|Det It = Lim [(£-t).|Det Jt|
A e t“1Bj |

= lim L(Tfj) = lim L(fj) (nach 4.%.8)

Bk Jme
= lim [ £=[7¢
J

Damit ist der Transformationssatz bewiesen.

(Es sei noch einmal an den Gang der Induktion erinnert:

Fir n = 1 sind éLLe Beweisschritte ohne zusdtzliche Annahmen
durchgefﬁhrt worden. Flir n > 1 haben wir im Beweis des Hilfs-
satzes von 4.%.2 den Transformationssatz (4.2) in der Dimen-
sion n - 1 benutzt. Jetzt haben wir ihn in der Dimension n er-

halten. Der Induktionsschritt ist also durchgefiihrt.)
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4.4 Verallgemeinerung.

4.4.1 Hilfssatz (Satz von Sard): £ei A eine offene Teilmenge

in B, t = it,.....t,0 : 4~ " cine C'-Abbildung und
A pe= {x ' x € A und Det Jtix: = 0}. Dann ist tA_ eine Null-

vt

e e e e

menge.

Bewels: Nach 2.7.4 148t sich A als Vereinigung von abzdhlbar
vielen kompekten (achsenparalielen; Wirfeln W darstellen.
Nach 2.7.7 brauchen wir nur zu zeigen. dap t(AO N W) eine
Nullinenge ist.

Zu X = 1X1,....Xn) und y = (¥,,....Y ) aus W gibt es

n

nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung Punkte

1 S . - -
oA ,..,.zp auf der Verbindungsstrecke von X nach y. so daf
Zilt -
g _ . . 4 i\ g . . . —
ti(y) ti(x) = Djti(z ) (yj xj) firi=1,....,n
j=1

Da W kompakt und t C1—Abbildung ist, exisitert eine
Lipschitzkonstante a. filr t{W, d.h.

(x) | t(y) - t(x)| s a - |y - x| fir alle x,y € W,

(Man kann z.B.

L L
a = \/'\ Max (Djti(z>)2 |
1,3=1z€w

nehmen. )

Piir alle x € W bezeichne T° = (1.%,...,7. %) : g% - R"

Ji=d
!
g

1 n

die durch ‘

mX 7 _ ’ 3 .s - n
T{y) = t{x) + dXt(y—x, fiir alle y € R
gegebene Abbildung.

Daraus erhalten wir fir y € W
n .
Tt (y) - TlX(Y) = {D.t.(zi) - Dt (x)) (y. - x.)
1 1 ‘ J - J L 7 J

1

.

J



flir 1 = 1,...,n und schliegen zuf die Existenz einer

monoton wachsenden Funktion g : LO,L = [0,»L, fir die

gilt:
lim  glr) =0
r— 0
und
(sx) | tly) = 25yl <= E& - xi glly - xD)
Ist x € AO N W, so bildet ™ ‘den R in eine Hyperebene

H, < gn ab. Wahlen wir |y - x' < d. wobei d eine belie-

bige positive, redle Zanhl ist, so folgt aus der Gleichung

(%), dap tiy, 'y € W) in einem zu H_ parallelen Wirfel mit

(S

dem Mittelpunkt t{x) und der Kantenlinge 2ad liegt. Aus der
Gleichung (xx) folgt noch, dzp der Abstand des Punktes

t(y) von Hy kleiner gleich d-g(d) ist, also liegt t{y) in

einem zu H_ parallelen Quader um t(x) vom Inhalt ot gt an-1 géd
(Vgl. Pigur).
g>\\\ \\\\\\\
\\\j;
\ R"




Sei nun b die Kantenlidnge von W. Wir zerlegen W durch

achsenparallele Hyperebenen in kompakte Teilwlirfel

\

Wl g =12, s 1,...,29") der Kantenldnge b.27 9

(vgl. auch 2.7.4;. Ist fir ein i
(1= 1= 29 a4 nwd g, so ist
@] 1
m(twiJ)_s B QN1 /2 g omIn oy 507

(Ist namlich x € A_ N w9, so gilt fir alle y € W J

'y - x! = v J/u/2d ).

QA . .__‘f'! s < Jn ,j_‘!_(
Sei mun L, pe= {1 1 51 2°7 und A 0 W7 = %}

Fiir die Mengen Vj.(j =1,2,....), die definiert sind durch
_ J
vV DE™ U w.*<,

erhalten wir nun:

tVv

12 U, e 3 2 tV. = V> t(AO n w

und :
m(tv,) < ot g0V /24 a0y - o,
| jooo

Aus dem absteigenden Kettensatz (2.7.3) folgt:
m(V) = lim m (tV.) = O:
j-—»w J ) ‘
daher ist erst recht t(Ao N W) eine Nullmenge (s. 2.5.5).
(Eine Verallgemeinerung dieses Satzes und den gesamten

Beweis findet man in [S] 2. Kap. & 3).
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4.4.2 Hilfssatz: Ist A offen in R”, t : A — R" eine

: B

C -Abbildung und N < A eine Nullmenge, so ist auch tN

eine HWullmenge.

Beweis: Sei A_ pp= {x | x € A und Det Jt(x) = 0J}.

Dann ist t(A N N) nach 4.4.1 eine Nullmenge. Es geniigt

also zu zeigen, daB t(N —’AO) eine Nullmenge ist. Da

A - AO offen ist, 148t es sich als Vereinigung von abzéhlbar
vielen kompakten Mengen W darstellen (2.7.4). Nach 2.7.1
brauchen wir nur zu zeigen, daB t(N N W) eine Nullmenge ist.
Fir alle x € A - A ist Det Jt{x) § 0. es gibt also zu
jedem x € A - AO eine offene Umgebung Ux c A - AO, so daf
t?UX ein C1—Diffeomorphismus ist. Auferdem ist W& U U,
und da W kompekt ist. gibt es endlich viele AEA—AO

Punkte x 93X € A - Ao, so daf

120 ¥y
S
Wc U U
=1 %

Wir haben weiter:
S
WNnNc U (U, NN).

Es geniigt demnach, gzu zeigen, dap t(UX NN (L=1,...,8)
1

eine Nullmenge ist. Das folgt aber aus 4.2.3 Folgerung 1,

da wir auf tiUX (VL=1,....,8) den Transformationssatz

1
anwenden kénnen (s. auch 2.7.2).

4

e

.4.3 Wir konnen jetzt den Transformationssatz verallge-

meinern:

% ol abbildung.

Setz: Sei U offen in R und t : U =~ R
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Sci ferner A € U, B C Bn mit tA < B und m(B-tA) = O,

e PR B S —.* 4 Y o Cewmi ——- s v

Ay pe= {x IH; f.f-und De?"qt(x%“

Teilmenge in R mit: A' € A, $!A' injektiv und

0} und A' eine offene

Aamosmmase

[ S - 2

o e =

mA-{A" U AO)) = 0. Dann gilt die Behauptung von 4.2.2.

Bewels:

n - LI
AMoa= A - A

ist offen in A', und da A' offen in R" ist. auch offen in R".
Da th' injektiv ist,. ist auch th" injektiv. Auperdem gilt
Jtix’ # 0 fir alle x € A", Daraus folgt, daB t(A") offen ist
und t einen C1~Diffeomorphismus A" - t(A") induziert.

Ist T eine uber‘B integrierbare Funktion, so ist f nach

2.5.% und 2.7.5 auch iiber t{A") integrierbar. und der Trans-

formationssatz liefert.zunidchst:

(rot)-|Det Jt| ist liber A" integrierbar, und es gilt

f{fet)e|Det g8] = [ f.

A" —tA"
Zur Abkiirzung sei Fpe= (£o%)|Det Jt{. Der Definitionsbe-
reich von F umfafBt A. A 14B%t sich aLs'disjunkte Vereinigung

von AV, Ao und einer Nullmenge N schreihen:

. — " |
A= A"U A U,

weil nach Voraussetzung gilt:

C

m(A-(A" U A )) = m(A-(A' U Ao)) = 0.

o
Wegen FiAO = 0 ist F iiber A integrierbar, und es gilt:

JF=o.
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Weiterhin ist T lUber die Nullmenge N integrierbar mit:

f F =0 (2.7.2). und wir erhalten nach 2.1.2 die Integrier-

¥
barkeit von F iiber A und

[ rP=fFr+ [FP+[P= F
A

A A" N A"

O

Andererseits stellen wir B dar durch:

B =1tA UM

CtAT U tAolJ tN U M

mit

M DE B - tA.

M iét nach der Voraussetzung eine Nullmenge. Nach 4.4.2
ist tN, nach 4.4.1 tAO Nullmenge, also ist auch
tA, U tN U M und deswegen

3'

D= tAO Uty M <= tA"

Nullmenge. Nach 2.7.2.2 ist f iiber B' integrierbar mit
[ £ =0, und B 18pt sich als disjunkte Vereinigung
B | |

B = -tA" U B!

schreiben. 2.1.2 liefert nun

J£=J] ¢+ J£=[ £,

B tA" B! tA"

und nach dem oben Bewiesenen erhalten wir:

[ £= [ £= [(£t)|Det Jt|. = [(£-%) |Det Jt!
B TAY AT | A



1.5 Anwendungen

(Polarkoordinaten)

4.5.1 Polarkoordinaten in R

Wir setzen in 4.4.3

U=R" = {(ro){r,9 ¢ R}

t{r, ' = (x,y) = (r cos ¥, r sin @)
A={{ro 0<r, 0s® s 2 q}

B = R = tA

A' = {{r) 0< T, 0<® <2 7},
also
A" = 8% - {{x,y)|y = 0, x 2 0}.

Dann erhalten wir:

0 0 ; : »

_6_311: 6‘% cos o -7 'sin ¢
Jt (I‘,C,D) = - ’ =

0 0 ‘ ‘

'@%?- —3%; ‘ sin ® T cos ¥

und Det Jt(r,») = r £ 0 fir (r,») € 4.

[

t ist auf A' injektiv, und der Satz 4.4 liefert fiir

eine lber X C 52 integrierbarebFunktion f:

'f f{x,y)dxdy = f f(r cos ®, r sin ®)r dr Qv
X C(+7'x)nA, |

| | . 2 2.
4.5.2 Beispiel: Sei f(x,y)sz efCX +y7) und

Ay pe” l-3,3] x[=3,3]1 ¢ gg. Nach 2.8 ist f iber

Aj (3 =1.2,...) integrierbar, und es gilt:

2 2, | 2 2
{odxdy = f e Y dxdy =



= [ ax f e 7Y 4y (nach dem Satz von Fubini,
-J -J
vgl. 3.%.1 und 3.5)
S 2 402 I 2
= f e ax [ eV ay = ¢ f e X dx)2 <
-J —-J =J
s ([ ™ gn)f < = (das ist aus der Analysis bekannt).

Nach Satz 2.6.6 folgt daraus die Existenz des Integrals
- 5 . .
[ etX * 7 ) und die Gleichung

g ==

! §2 R 2
| f e—.’.xl = (I e X )n )
R R
o [ (X +¥) ‘
Den Wert des Integrals f e , Y wollen wir nun mit
BE
Hilfe der Polarkoordination berechnen. Nach 4.5.1 erhalten
wir:
2 2 v
[ e™ 7Y axdy = [ re 7% drdy =
B A
271 @ 5
= [ a [ re™ dr (nach dem Satz von Fubini 3.3.1)
0 0 2 .
2
R
= 271 ° L- 5 e jO =T



Damit haben wir auch

und

4.5.% Polarkoordinaten in 35

N 2
A
7
r/
/
/\ |
/ 6 . i N
X V]
¢ NS
Wir setzen in 4.4.3
U=8 ={(r,9,8)] v,9,6 ¢ R}
/x /1 cos ¢ \
t(r,@,e) = yj = r sin @
\z, r sin 6 /
A={(r,0,8)f 0<1r, 0% < 27, - sg}
B = 59 .
A= {(x,9,8)] 0<r, 0<w <2m, - 2 T,

also

¥



tA' = R° - {(x,y,2)|y = 0, x = 0}.

Dann erhalten wir:

/fcos vecos 8 -r sin ®*cos 6 -r cos-¥-sin
Jt{r,»,6) = k sin @-cos 6 T cos W.-cos 8 -r sin ¥-sin
\ sin 8 0 r cos 6
. R . 3 . 2 .
und Det Jt(r,»,6) = sin 8 r~ sin 8 cos 8 +
A 2 2 : | .: ’ o \ 1
+ rcos 8§ rcos 8 =1 cos O 3= O fiur (r,»,8) € A",

t ist auf A' injektiv und der Satz 4.4 liefert fir eine

uber X < BD intezrierbare Funktion f:

f f dx dy dz = f f(r cos ® cos 8,...)r2 cos 6 drdwds

X (t—1X)ﬂA

4.5.4 Beispiel: Volumen einer Kugel vom Radius a

m(Ka(O)) = [ 1 ax dy az = f r? cos 6 dr dp de =
Ka(o> r<a '
T
2
R 27 a 3 4
= j cos 6 d6 -] av f r’dr=2.2m ég =3 a’n
o 0 :
- I
2

4.6 Polarkoordinaten in gn, das Map der n-dimensionalen

Einheitskugel. ' ' d
1

4.6.1 Definition: Sei A © R 'xjo,=[c R", B < R" und

t ¢ A ~B eine bijexktive Abbildung. Die Zahlen x N S

120 n

heifen,Polarkoordinaten" des Punktes y = t(x;,..,x ) € B,

8
8



venn X _ den euklidischen Abstand r des Punktes
il

y = (y1,...,yn) vom Ursprung angibt, d.h. wenn gilt:

Bezeichnung: Wir schreiben im folgenden:

unad

x[ 0.

4.6.2 Konstruktion von PoLarkoqrdinaten: Anschaulich

konnen wir Polarkoordinaten fiir eine (spdter genauer zu
bestimmende) Punktmenge in gn'folgendermaﬁen erhalten:
sSei y € gn. Zunéchst‘schneiden wir die Halbgerade von.

0 durch y (in'gn) mit der(n—1)~dimensionalen Einheits-
_sphire SH"T n

in R%, d.h. dem Rand der n-dimensionalen
)

Einheits—-(Voll-)Kugel in gn, dann projezieren wir den

Schnittpunkt, den wir mit § bezeichnen wollen, vom Punkt

1

(0,0so..,o,1) aus in den Unterraum En_ X 0 von En und

n-1 Stellen

erhalten einen Punkt (x1,..,,x ,0).

n-1

Die Zahlen x

{reeesXy 4, T = |y| kbnnen dann als Polarkoordi-

naten fiir den Punkt y aufgefapt werden. Dieses Verfahren
konnen wir auf alle Punkte der Menge B' DE- {y!fy!%yn}‘
anwenden und erhalten durch die'Umkeh:ung die gewlinschte

Koordinaten ~transformation t. Genauer erhalten wir in

Formeln:



17 Zu gegebenem y € gn:

1

y =7y (r+o0 fir alley € B'!)
und
Y. v, _ - -
Xj. = l_ =-——--—-]-‘-_-_—- fir y = (Y1, °$yn)
1—yﬂ ¥, ,

undi ’!,o.oogn""‘

{Aus diesen TFormeln ersieht man, warum B' auf die Menge

- P . ! ! ..
der Punkte y mit: [y # Yn beschrankt werden muf.)

\ . n—1 - B
27 Um nun t{x.r) zu gegebenem x ¢ R und r €0, zu

erhalten, berechnen wir zunZchst:

r~1
\ 2
v
n-1 LY 2 .
2 . o im1 r? In Ty
e =Y, -y, -y,
und daraus
: L 12 _
y. = 1 o LK 1
n L2
lx| + 1
sowie -
2 X,
v, = Xi(r—yn) =7 — 1 fir-i=1,...,n-1
, (x| +

d.h. t(x,r) = (t1(x,r),..“;t (x,r)) ist gegeben durch

n N
e 2 X5 A
T é—7~—§——-fUr i =1,c¢.,n=1
( ) jx? +1
*)  t,(x,7) = ,
i ! _
T . (Xl =1 fir i = n
5 :



A

4.6.3. Wir wollen nun diese Abbildung t genauver unter-
suchen. Zunédchst erweitern wir den Definitionsbereich
noo. . e
von t auf den ganzen R, indem wir t fir r = O auch durch
die Formeln (x’ aus 4.6.2 definieren. t ist dann eine Ab-
- n n . o Lo .
bitdung R~ — R, allerdings nicht mehr injektiv.

Definieren wir nun eine Abbildung’
n-1 n

u = (u1(x),...,un(x)):3 - R~ durch:
2 Xy
fir 1 = 1. ,n-1
' 1 2
. x; +1 .
U. (X )ne=
it */DE
112
ix, -1
5 fir i = n
|
X+

s0 kOnnen wir schreiben:

o ~1
t(x,r) = reulx) fir alle (x,r) € En X

=y

(Die Abbildung u bildet den §n~1 bijektiv auf die Menge

st _ (0,...,0,1) c gn ab, d.h. u ist die Umkehrung der

(n-1 Stellen)
stereographischen Projektion von

s®1 - (0,...,0.1) aur B*).

Fiir die Funktionalmatrix Jt von t gilt:

Jt(x,r)Df= ((D1t>(xar)a°--a(Dnt)(Xﬁr)>

mit

=
—
w
e
=
]
N
H
<
=
’_I
1

. yn-1
h — -
<Dit>(Xv,I'j = 0

"
=
"
~
Hh

-t

at

l,_l

Il

(]



Tamit erhalten wir:

Det Jt(x,r)

= r Det{ (D -

1
H
RS

—~
"
~~

wobei » : R© ~ ~ R durch

@(x)sz Det({Dju}(x),;..,(Dn_qu)(x), u(x))

definiert ist.

Jan rechnet leicht nach. dap die Vektoren (D,u)(x

(v,,

1

Also ist ®(x) 4+ O fiir alle x € §n~ , und daraus folgt:

Jt(x,r) = v o(x) + 0 fir alle r 4 O.

4L.6.4., Wir setzen in 4.4.3%

A = R x [0,
B = B" =tAU {y[ly] =y,
A' = gn-T'x ]o,§[

also tA' = B'p.= {ylly| # v}

Det(r°(D1u)(x),..., r°(Dn_1u)(x), ul(x))

W), (D _ud (). u(x)

: n .. : e .
_1u)(x), u(x) € R linear unabhéngig sind.

I

..



Ist f iber Y C En integrierbar., so liefert der Trans-

formationssatz 4.4.

T £= [ (ft) |Det Jt|
Y

= f D=1 p(peu(x))e [9(x)]
(+7'yna (+7y

na

Im folgenden setzen wir nun voraus: Zu der gegebenen

Funktion £ : ¥ = C gibt es eine Funktion

Fo: Lol ~C .

H
f<‘

1"
3
~
<

so daf

und es ist Y = Kb(o) - K {(0).

(Dabei soll gelten: a, b € R U{=} und 0 < a < b,

= n =
sowie K (0) .= {x{x € R und |x| s a}.und K, (0) analog).
Dann ist (t—1Y)ﬂA = gn"1x[a,b], und wir erhalten:

Jo= [ Ve fex)] -
Y :n- A[a b] ‘
b ) .
= [ le(x)lax [ 1 p(r) ar.
n-1 ‘ -
R a

Wenn a = 0 und F(r) = 1 (fiir alle r € [O, w[), so ist f f das
Map der n-dimensionalen VoLLkugeL vom Radlus b, fir das wir

errechnen

Begzeichnen wir mit kn das MaB der n-dimensionalen Einheits-~

kugel in R", so gilt



4.6.5 Vir wollen nun den Wert: von kn bestimmen.
Aus den oben angegebenen Formeln erhalten wir, wenn wir

a =0und b =« setzen,

@

) f=mnk J Plr)r? ! ar .
R 0

Ist F(r) = e T , so haben wir nach 4.5.2

e = wa))"
En
 und damit:
n/2.
noek = —2 1
n T,

Zfe—rvrP—1dr
0

Aus der Funktion im Nenner des rechten Ausdrucks er-

halten wir durch die Substitution-s DE= r2

die aus der

Analysis bekannte Gaupsche u-Funktion

2 -1
i g _. = 2 =S
i (2 1)Df— f’s e - ds,
0

die der Funktionalgleichung

m i(m-1) = i(m) fiir alle m € R

geniigt.



gegeben ist.)

4,6.6 Zusammenfassend kdnnen wir feststellen:

a

2
‘n

() kn= { =
2

|9

fiilr alle natiirlichen Zahlen n. Speziell ergibt sich durch

Rekursion aus der Funktionalgleichung:
(1) fir gerade Dimensionen n = 2 1:
1
k =7 / V!
21 /

(2) fir ungerade Dimensionen n = 21 % 1:

-

k

2141 1
A 21L+ Uom /(214!

4.6.7 Bemerkung: Wir kdnnen die Formel (*) aus 4.6.6

geradezu als Definition fur .ie GroBen kn benutzeﬁ, wobeil
wir uns nicht auf natﬁrlicﬁe Zahlen n zu beschridnken brau-
chen. Im foLgeﬁdén kann z.B. oft der Wert n = O nicht aus-
geschLossen werden, dann bezeichngt eben ko die Zahl ,1",

wie sich aus der Formel ergibt.



Kapitel: DifferenzierbareﬁUntgrmannigfaltigkeiten

[
1=

in Bn und das Minkowskische Map

§5 Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten in En

.1 Einfilhrung und einfache Beispiele

5
5;1.1 Gewissen Teilmengen dés Bn.wird vei matnematischen
~und physikalischen Untersuchungen besondere Aufmerksamkeit
gewidmet. Es handelt sich dabei um Mengen mit folgenden
grob umrissenen Eigenschaftelf {die genaue Definition stellen
wir noch etwas, d.h. bis 5.3, zuriick):
Sie besitzen eine in verniinftiger Weise eindeutig
bestimmte Dimension o (O S p < n).
Bs treten keine Selbstdurchdringungen auf.
Ranapunkte gehdren nicht dazu.
Eine derartige Menge heipt "p-dimensionate Teil-ﬁ oder
pUntermannigfaltigkeit (kurz'auéh: Manﬁigfalfigkeit) in gn".
Wir behandeln hier nur den kLassischen'FaLL der ,Mannigfaltig-
keiten ohne Rand"; in der modernen mathematisChen Forschung'
werden auch Mannigfaltigkeiten ,mit Rand" ben’o’tigt, jedoch
kbnnen wir hier darauf nicht néhér eingehen.

Zuséatzlich verlangt mah?oft auch noch eine pdifferenzier-
bare"Struktur, was énschaulich bésagt; daB-keine yEcken" auf-
treten. Man spricht dann von wdifferenzierbaren", oder aﬁchf
p&latten" Mannigfaltigkeiten. | |
Beispiele dafiir sind:

5.1.2 im Falle p =1: .
unendlich Lange, glatte.Kurvén in En ohne Doppel-
»punkte, *
‘offene Teilstiicke von Sohchen,

topologische, glatte. Bilder einer Kreislinie.



Jedoch ist eine 8 oder eine einfache glatte Schlaufe -O
keine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
5.1.3 im Palle p = 2
unendlich ausgedehnte, glatte Flachen in gn
ohne Uberschneidungen,
offene Teilstiicke von solchen,
glatte Zylinderflachen (unendliche oder offene Stiicke),
offene Mobiusbéander,
topolocgische Bilder einer Kugeloberfliche,
Torusoberfliachen, |
4Brezel"-Fliachen {(zwei éneinandergesetzte Tori).
sowie alle diese Fldchen mit Lochern. d.h. unter

Abzug von abgeschlossenen Teilmengen.

5.17.4 im Palle p = 3: Hier sei nur ein triviales Beispiel

genannt: In Bj ist jede offene Menge eine 3-dimensionale

glatte Mannigfaltigkeit.

5.17.5 Wenn wir nun nach einervanalyfiSChen Beschreibung
dieser Mannigfalfigkeiten mit Eilfe des p—dimensionalen
,Grundraumes", des gp, sucpen, S0 SfeLLen wir zunschst
fest: Eine'gLobaLe Beschreibung,‘d.h. durch eine einzige"
surjektive, differenzierbare Abbildung des Ep auf die
Mannigfaltigkeit ist nur fiir i—dimensionale zusammenndngende
Mannigfaltigkéiten‘grundsétzlioh méglich. Schon im Falle

p = 2 besteht diese Méglichkeit nur fir die érsten vier
érwéhnten'BeispieLe. Man bemerkt aber als gemeinsame Eigen-
schaft aller angefﬁhrten Beispiele, daB jeder Punkt einer
p-daimensionalen Mannigfaltigkéit in dieser eine Umgebung
besitzt, die sich topoLogisch'auf eine offene Menge in Ep

abbilden l&EBt.
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Dieser Gedanke fiihrt uns nun zu den folgenden Definitionen.

5.2 Lokale Karten und andere lokale Beschreibungen von

Teilmengen in gn

Sei M eine Teilmenge in Bn, p eine’ nichtnegative ganze
Zahl kleiner oder gleich n, sowie r eine nicht negative gangze

»

Zahl oder unendlich.

5.2.1 Definition: Sei U' eine offene Menge in gp, V eine

offene lMenge in gn und a € V N M. Eine C'-Immersion
g + U~ En, die U' topologisch auf V N.M abbildet, heipt

+lokale Karte" oder ,lokale Parameterdarstellung" von I um a.

(Wir werden eine lokale Karte im folgenden oft kxurz - und
nicht ganz exakt - durch ,g : U' = M " oder auch aur durch

28" symbolisch bezeichnen. Im Fall r = 0 bedeutet

o)

WC” = Iﬁmersion" nichts anderes als ,stetige Abbildung".)

5.2.2 Bemerkung: Wir haben in 5.1.5 bemerkt, dap eine
globale Beschreibung‘fﬁr.ein—dimensionaLe'MannigfaLtigkeiten
mbgLich’iét. Aus der Definitioﬁ 5.2.17 kann man jedoch un-
mitteibar entnehmen, daf zur Beschreibuﬁg'einer Kreislinie
(vgl. 5.1.2) eine LokaLe Karte niqht ausreicht. Um das zu
erreichen, migte man in 5;2.1 die‘Eorderuhg "topoiogisch"
‘durqh die weit schwichere Bedingung ,surjektiv" ersetzeh.
,ES zeigt sich aber, dap man dann auph Gebilde durch solche
lokale Karten begch:eibeandﬁnte, die man nach unseren Be-
tfachtungen in 5.1.1 nicht:als Mannighltigkeiten bezeicnnen
machﬁe: Es sind dann némlich Selbstdurchdringungen nicht éus—'
geschlbséen. |

- BEin einfaches BeiSpiéL biLdet‘die‘HB", wie man sich
leicht ubertegen.kann. SeLbst'die'Abschwéchung auf ,bijektiv"

ist nicht moglich:



. ‘ 2 .. . C o a .. \ .
Feiogor o L-m, mLo0 RT die Abbildung. die durch glix') D=

o

sin w', sin x'ecos x') fur alle x' € U' .= ,-n., ©n L ge-
geben ist. Das Bild von g ist wieder eine 4, {Dabei handelt
¢s sicn wn eine Gex Lenmiskate thniiche Figur, jedoch nicht
uumodie Lemhiskate selbst. vas in _.DH, S. 193 behauptet wird.
uné g bilcéet S-m, ml bijektiv, aber nicht topologisch auf

gli-m.e moL ab!

5.2.3 fatz: Ist a ein beliebiger Punkt aus M und r > O,
50 sind die ;ouoenden Aucs agen ﬂqulw Lent:

G - N . n
a es Zibt 1iene ﬂllmen ‘en U' in R und V, in R,

——— L e e - P T DR PSS AR T e T—

Sainem s e an ~ =

sovie eine CF —Abbilaung g & Uf - Y, so dap g oy - H
[

G c e e s i . e mmamsl. R SEE e EU

elie Lokale Karte von i wn @ und D\U“ =V, i H ist.

N e IR o . n R 1 v
WL 23 yivt offene Teilrengen U, und Vo in R, sowie elnen
N e & SR — —

morpnlomub h : U2 - 2, S0 daB a € V2 und

e o

?QQC ﬁ{RJxo)) = V2 ﬂ M 1st O E Rﬂ D\ .

N T
&) Zs gl bt eine oflene lellmenge V, in R una eine ¢*-gub-

e A A B AT et AN ) eRmOeS?

\;\\\ ‘ N - . i P ' l e = meaes sissen v._.:.‘,, . - .,_.,V,,,.,,.... Crrsesemare o Y assamoven v-.-.....-:
&ﬁi;gn o VB - R (C ~Subme *sion oedeutet: neng

=N R To e e

RYIY ; . ~ A /
JLINL = n-y Sir QLLe x € V.), so 033 2 € vV, und .~

taws e e b A L)

oy ceveme i m—"

e TN
V= ao; ist {0 € R77Y).

RN sventueller Ve rtauscavng Ger fzicsoren in g gipt

R

Ve Tedvasngen V'oin 22 und

s07ie eine//

s N e N )
= — e« o s T casemmmaeiss s B————— e

. .
RS IO . - . N P U 5 7/
—\bhbiviung v 2 T - V? . SO aap g € 7! v VY ovnd 7

N C : Spmmese s e e ettt ea

N A - ca . vy f T & B

R — (Yqieay, Y- RV BN R LR R I ! O

w_x.\\j v U= Graph 9 opem clx L oix! ) T VL oo
N T S s—n:/—"

N X , i
2.3 TaY s RN = 5z 5 AN = e 5 o

2.2.2, (¢ = 1d) in 5.2.0 und (d; = fa) in 3.7.7.

N _ .

AN

- . N . 0

LA O _ ; R P - - .. - 7 /
5.Ivd far = {bY: Wir haben offene Mengen U! ir.LT,

IR B r o . - ST L AaBl
Vo in BY ung eine O -Immersion g : U! = 27, z0, 08B/

N U{ - M oeine vokale Xarte von M um & uvab &

)



Zundchst gilt:

Rang Jg(x') = p - flr alle x' € U]

Nach eventueller Vertauschung der Faktoren in En kSrnnen wir

Tet (Digi(e') | 1,5 = 1,...,0) § 0

annehmen (a! D= g {a)i). Wir betrachten dann die Cr—AbbiL—

dung ha : U{ x B - 5 , @*e durch

n (x',x") po= g(x') + (0,x") fir alle x'€U' ,x"€R" P

gegeben ist. PFlUr die Funktionalmatrix dieser Abbildung gilt:

//‘ I
, ' O\\

Jha(a',O} = Jg (a':‘, [..._._
1
) B / ’
also Det dn (a',0) = Det(Digj(a')) £ 0.
Daher induziert hOC einen Cr~Diffeomorﬁhismus hB : UB - VB

zwischen einer offenen Umgebung U, < U! X Rn—p von

g8 1
(a',0) € g (O € Rn Py und einer offenen Umgebung

VB von haCa',O\ =g {a')sza. Ist nun -

U!

5 Dr~ {x'ix' ¢ gpiund (x',0) Q U,},

B

so erhalten wir

h,(Ur x 0) = g(uy) MmN V

t
BrB B
Da g nach VorauSsétzung U topotOgisch auf v, N M abbildet,
- gibt es cine in Bn offene Menge Vy, so daf gilt:
v, nm= g(Uy) = n,(Ug o).

- ' -1 .

Wir setzen nun v2 Df™ vB n VY und Uy pe= hB ‘(V2>’
dann 1ndu21ert nB einen C —lefeomorphlsmvs

7



h we= h,:; 0, ¢+ U, =V,
: 2
der gewinscnten Art.

5.2.5 (b) = {(¢c): Wir haben offene Teilmengen U2 und

N

V7 in gn,'sowie einen Cr—Diffeomorphismus h : U?

so dap a € V, und n(U, N BY x 0) = v, 0 M ist. Sei nun

— V2,
2
pr" : R" = R"7P die Projektion von R auf R™7P, die durch

pr'{x',x") = x" fir alle x' € @p, x" € En—p
. . ; -1
2 A (=] + = o — (18
gegeben ist. Wir setzen VB.Df V2 and f pe= PT h .

Pann gilt:

AN

f{x) pr'"(x'.0) = 0 filr alle x = h (x'.0 ) €V

5 n M

unc

f(x)

pri'(x',x") = Xﬂ-# 0 fir alle x = h(x',x")vé v, - M

sowie
Jf = Jpr' - Jn

daher folgt aus Rang Jpr" - n-p und Rang Jn = n, daf

. r . . .
f eine C -Submersion ist.

n

5.2.6 (¢) = (d): Wir haben eine offené»TeiLmenge Vs in R

und eine CF-Submersion f : Vg gn-p,Aso daB a ¢ V., und

v, 0 M= £71(0) ist. Also ist-

Rang Jf = n-p,
und wir konnen nach eventueller Vertauschung der Faktoren

annehmen:

N s e b, o~ b.
Dgt(Dp+i-fj(a) F1,] = 1ygi°9ﬂ p) # 0.

Dann 1apt sich das{GLeichﬁngssystem

fix',x") -0
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in einer Umgebung von a nach x" aufldsen, d.h. es gibt
offene Mengen Vi in @p und VZ in gn—p sowie eine cT-Ab-
i ng O e 1 - n
bildung © V4 V4,
alle x' € V; gilt:

i by YN o . y
so daB a ¢ V4 X V4 V3 ist und fir

X" o= w(x') e (x" € V) und fix'.x") = C),
i s / \ . ' N
also auch 4 cxt,x", ¢ M ﬂ(’\];l X VZ,) .
Pamit ergibt sich

. P =M N (V' x VY
Graph ® = M N (V, x V)

5.2.7 (d) = {a): Wir haben offene TeiLmenger_‘x’ V; in 1;{p und

. . T <
sowie eine C -Atbildung ¥ : Vi - VZ , SO aaf

_ (At Diatd)y € v n 3 WA % "y — anh D gt
a =pp 2’ wiall ) g L4 X V4 una M M(V4_ X V4) Graph » 1isv.

v v, = V]

g0V =V Xy

Wir setzen U% 4 und definieren

DE-

g : Uy = V, durch

g(x') = (x',2(x")) fir alle x' € U! .

Es gilt dann

Jg (x') = . fiir alle x' € Ul ,

und damit ist alles bewiesen.

5.2.8 Wir entnehmen noch aus 5{2.4 als

Folgerung: Ist r > 0, 2 € Mund g : U' — M eine lokale Karte

von M um a, so gibt es offene Mengen U und_V‘in En und einen

Cr—Diffeomorphismus h : U~-17V, so daj




“ p 1-
UM /RP x 0} c U x 0  (0¢ Py

hix',0) = glx') fur alle ”x’ 0) € U n (R* X 0)
nun ‘R® x 0)Y = VN M und
a © Vv

I

5.2.9 Bemevkung: Im Fall r 0. bleibt der Satz 5.2.3

nicht richtig. Die Aussage (2) ist dann echt schiirfer als
Aussage (1,. Wir konnen hier darauf nicht nidher eingehen;
der interessierte Leser findet Reispiele und ins Linzelne

gehende Litersturhinweise z. B. in LHY,.

C

5.5 Lef 1n1ulon giner Tellman 1gLaLblck01f in

—— Py e v = S R N e B o remercw~ ——

p und r seien wie in 5.2 gewahlt.

5.3.1 Definition: (a) Eine Teilmenge M in R" neift

p-dimensionale C ~Mann1gfalt1gkelo, wenn zu jedem Punkt

a € M eine lokale Karte von M um a {(gemdp 5.2.1) existiert.

Eine CO—MannigfaLtigkeit heiﬁf auch fpolog}sche MannigfaLtig—

keit, eine C —Vannléfaltlgﬁelt mlt r > 0 ist eine differen-

zie rbare MannlgfaL igkeit.

e s

ip) Eine PFamilie von lokalen Karten (gi t Ul - M P i€ )

N

einer Mannigfaltigkeit M, wcbeli J irgendeine Indexmenge

baQeutet, heit ein Atlas fir M, wenn

ist.

5.2.2 Aus dieser Definition erbeben sich unmittelbar die



Tolgerungen: (a) Pur Jeden Punxt a LlﬂPr dlfieronéler baren

AT T MAEATRT TIBeS T S " s

Mannigfaltigkeit M gelten die Aussagen (a; - {d) von Satz

5.2.3.

'b; Jede offenc Teilmenge einer p- dlmpnglonalen C -Wannlg—

I Co no.o. . . . e s e

faltigkeit in R ist eine p-dimensionale C —MannlgialulgzeLt
ol

in R.

5.4 Die Ei“feomorpll aer Kartenwechsel

¢+ mwarsr P - o .

satz: Seiern g, : Ul » M und gr : UL~ M LokaLe Karten

B 1 s o
einer v- 01m6p31onaLen C —Nannl L&Ltléyplt M 1n R
Ist fiir 4 = 1. 2
\\ A - 3,"1 o (U N e (UL
S R A AR

MEITIIL e mrn

2t am T [

U
-
v

S0 inauczient g, S eine tonologische Abbilavng
d

A{ - A ie gegeben ist durca

il

\§.X4 = t{x") pe ° X C AL Y € Aé und g]QX'?M=Mi££z'>-

\\

lLl\“ > 0 ist % ein o8 —le eomorohlsmus.

e s ey Y Lo s

iws: Aus der Definition der Mannigfeitigkeiten folgt
\unmittelbar, Ga3 t eine topologiscne ALooildung i§t</Sel

AN

AN : . . N
also r > 0; dann naben wir nacn 4.2.1 aur nocn zu 4€1gen,
\\\ - .
. -1

L
Qapvf “alls A

>

N
P &g 4 Ay ist - aie Adoildungen ¥und
r s o
C™-\bbildungen sina.

AN
N ~ . \ e \ ,
Sel iun a < g, (U1 N gZ(U2/. Dann sind g, und g, lokale

Karten von M um a. Nach 5.2.8 giot es offene Mengen U,

-

u11d '\1 Sy n - . r . JNE P S 3 h . U V
in &7, sowie einen C -Diffeomorpaismu s Ug 0

o

SO d?G

fiir alle (y',0) € U, 1 (¥ z 0)

-
(3
-
e
O
R
i
03
N
e



- 94 -

n, (UNRY x 0)) = V, N W und
a ¢V,
ist. Sei
1 _ “—-‘! i ’ “ I N i
Bi pe 81 181U M gy tU NV,

B ist offen in Ep und enthilt g?W (a). g, induziert

eine Cr—AbbiLdung gy + By = V, , und wir erhalten:

2
8l

wobel pr' ¢ R = R¥ die natirliche Projektion bedeutet,

die aurch

: \ o ) S Y
pr'ix',x", = x' filr alle x' € RY, x" ¢ R ~

N . ' . . T .
gegeben ist. t;B{ ist damit Zusammensetzung von C -Abbildungen

und selbst auch Cr—AbbiLdung. Also ist t an der Stelle g;1 (a)

r-mal stetig differenzierbar. Da das filir alle a € g1(U{) n gg(Ué)

gilt, folgt, daB t CrwAbbiLdung ist; ganz analog ergibt sich
' 1

auch, dap t~  C'-Abbildung ist.

5.5 Tengentialvektoren, Tangential- und Normalraum

Ml sei eine p-dimensionale 01—Mannigfa1tigkeit in En und a
ein Punkt aus M.

5.5.1 Definition: (a) Ein Vektor v € R heipt

stangential an M in a, wenn es zu einem & > O eine

¢'-Abbildung w : 1-6. 60 ~ B" gibt, so daB gilt:

(1)) w (-8, 8L) € M
t(2)) w (0) = a
(30 w'(0) = v

(w' bedeutet die Ableitung der Funktion w!).



b Die Menge TaM aller Tangentialvektoren an M in a
neipt der ,Tangentialraum an M in a'.

‘c; TIie Menge NaM aller Vektoren aus Bn’ die senkrecht
aui jedem Vektor des Tangentialraumes an M in a stehen.

neijt der "Norndlfaum zu M in a'.

5.5.2 Bemerkung: Ist MO eine offene Menge {d.h. auch

C —Mannigfaltigkeit; vgl. 5.5.2 Folgerung (b)) in M und

C e s« s . . . . n
5.5.5 Batz: Sei V eine offene Menge in R, 2 € V und

S — T c e

kK + V=R LlnG C -Abblldung weiterhin sei L eine o' -
amigfaltigkeit in R'. so dwﬁ
N K(MN V) CL
ist., Dann ist
{ T
(4, k) TS Ty o)L
Ld ke @n - R bedeutet das 1fLereat1aL der Ab01Ldung
Nan der SteLLe a).
Beweis: Nach 5.5.2 ist
T - ( )
N _aM Ta‘M nwv).

. . . o

Sel nun v € Ta (M N V) und w ¢ ;=6, 6L ~ Rfl eine C —-Abbil-

X _ C : - S (R

dung gem. 5.5.1 (a). Dann gilt: kw : ;-6, 6L - R ist eine
—-Abbildung mit:

Y
1

) kw (1-8, &8L) © L

ot |
S E \ -

(KZ\)> kw (O/‘ = k(a)

1

((3)3 (lw)'(0) = (a_k)(w'(0)) = (d k)v;

5

also ist {uak)v € Tk(a)L’ und daraus ergibt sich die Behauptung.
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e s R Area i

5.5.4 Tolgerung: Ist in 5.5. =m, k ein C -Diffeomor-

s v.._,r".:--.: ST e e SR

phismus von V Quf elne ofiene Henge W in R und

k (MNV) =1L N W,
so 1ist
fd.%x: °.M="_ .L.
Q... Laa
. e = = .
Beweis: Man wende 5.5.3% auf kX und k = an.

(S|

5.

1

Satz: Der Tan enulaLraum T H an M in a ist ein

ez = B e o e+ e e ——

: 7
p-dlmen ﬂonglez Jpcervekuorr i von R™. B°1 Ve*wenauav

ool P - O— =

O e T

der lokalen Darstellungen von IM gemdp 5.2.3 gilt:

e Tt ¢ e o s e i e i | o A pgr e _.,_ -~

o WV o— Rild & — { A
tal T M= Bildd g la= gia' !
b TM=/d, , ~n) (R® x 0) {a=nla,0)!)
cl % v}, N O j =
LC T M= Xern d 1
(a) DM = Graph (da,m) (a = (a',0(a'))!)
i Is

Der Nolmalraum N M zZu M in a 1st ein (n p)- dlmen51ona1er

- — —— « ez sy

1nbelv ntorlaum Von R und zZwar das orthoﬁonale Komplement

v ™M
L qi.ln 5

.,

(Dex» ' " bedeutet hier keine Ableitung.)
BEKQW‘: {b) gilt nach 5.5.4 wegen

Tar,

O)(gp X 0) = gp % 0.

(Man setze in 5.5.4 Ep X O fir M und die gegebene Mannig-
raltigkeit M fir L ein sowie den Diffeomorpnismus i gemep
5.2.5 {b) flir k)
hieraus folgt nun auch; dag TaM ein p-dimensionaler Unter-
velktorraum von Bn is%t.

{a) und {c): Nach 5.2.3 (c) ist f{M) = 0, also eine O-dimensio-
nale C1~Mannigfabtigkeit in gn—p,und wir erhalten aus 5.5.3

,

(a,f) T, M < T 0 =0,



das bedeutet:

T M < Kern d_£f.
a a
Andererseits erhalten wir wiederum aus 5.5

Bild d_,8 = (d_,8) P c oM,

(o2 A
und wir haben

Bila da,g c TaM C Kern daf.

An beiden Enden dieser Kette stehen aber p-dimensionale
- " : n
Untervektorrdume von R, also muf gelten

Bild da,g = TiM = Kern d_1.

(9

(da' erhalten wir schlieBlich, indem wir in einer geeig-
*y
neten Umgekung U' © RY von a' eine lokale Karte

g :+ U' » M definieren durch

cglx') L= (x',9(x')) fir alle x' € U'.

Df

Wir haben dann fiir v' € Bp:

jon
Q .

S~
<
1

(v, (3, (7)),
also T_M = Graph (da,w).

Die Behauptung iiber den Normalraum ist trivial.

5.5.6 Folgerungen: (a) Ist'g E U' = M eine lokale Karte

von M um a und a' D _1(a) dann blLden dle Vekuoren

(D18)(a), .. (e (a)

eine Ba81s des Tangentlalraumes TaM an M in a.

7b Ist f : V3 - R -p eine C Submer81on gemap 5 2.3 (c),

so gilt:




P M= {v ((grad fj)fa) V) =0 fir j = 1....,n-p}.

W S s s Sees s - — . e S o N T A T e i

(g, (grad IJ/\d) v bedeutet dos innere ISkuLaqurodukt

der Vektoren {grad fj)(a) und v..

(c) Ist f wie in (b) bestimmt, dann bilden die Vektoren:

e

( grad f1}{a),.,.., grdd fn p"a)
2ine Basis ggﬁwf Lraume° ZU W in a.
Beveis: (a) Rang {CD1g}{a'),.on,{DDg}(a')) = D,

- . 1T - . . o e .
da g eine C -Immersion ist. Alsc sind die Vektoren

(D1g)(a‘},...,(D g)la') linear unabningig. Fur jedes

p
i=T.0..,0p giltt aupBerdenm:
"’ - .. s ' \I _ L \' ;. .
;ngj(a o= (da,g,(ej/.

WEI €44 v ..y € die natirliche Basis von Ep darstellt:
daraus folgt nach 5.5.5 (a)

D.g)la') € DM fUr § = 1,...,0,
und aus dim (TaM) = p folgt die Behauptung.
(b) Nach 5.5.5 (c) gilt:

v € TaM © (daf) v = 0.
Die rechte Seite ist aber &dquivalent zu
(dafj) v=0 fir j=1,...,n-p,
das ist aber wiederum gleichbedeutend mit:

((grad fj)(a),v) =0 fir j = 1,..0,0-0.

(¢c) Da f eine CT—Submersion sein soll, ist

Rang . = Rang . = n-p,
dafn_D {grad in_p)(aj

d.h. die {n-p)Vektoren (grad f1)(a),.o;,(grad fn_é)(a)

sind linear unabhéngig;'sié liegén nach (b) in NaM;
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da aus dim TaM = p folgt: dim NaM = n-p, bilden sie also
eine Basis von NaM'

0

-

5.0 Orientierung von Mannigfaltigkeiten

5.6.1 Orientierung von Vektorriumen

v1,...,vp und ww,;...,wp seien Basen eines p-dimensionalen
reellen Vektorraumes VP. Dann gibt es genau eine nicht singu-

liare (v X p)-Matrix T

{tij), so dap gilt:

€

D

FJ.

T. . .
“ S |
=1

Wir sagen. die Bascn vq,...,vp und wj,...,wp sind

quichorientiert, venn Det T > O ist. bhzw. sie sind ent-

—.cet LRI Tt mris sees——

segengesetst orientiert, wenn Det T < O ist. Da T nicht
singulér ist; ist Det T immer von Null verschieden, die
Relation pngleichorientiert" -ist eine Aquivalenzrelation,
und wir konnen sé@mtliche moglichen Basen von VP in zwei
fquivalenzklassen gleichorientierter»Basen einteillen.

Eine solche Aquivalenzklasse nennen wir Orienﬁierung_ygg_vp.

| S o' . . . . ' -
Ist V¥ = R¥ , so nennen wir die Orientierung [e1,..,,ep4

die natirliche Orientierung von Bpf

ct

(Is VeV eine Bagis von VP, so bezeichnen wir durch
[v1,...,vol die Orientierung von VP, d.h. die Lgquivalenz-
klasse gleichgerichteter Basen von Vp, die durch Vq,,.c,vp
repriisentiert werden kann. Wenn wir eine Orientierung onne
Angabe einer Basis symbolisch beschreiben woLLén, gebraucnen
wir den Buchstaben ,0" u.d.).

Ein orientierter p-dimensionaler, reeller Vektorraum ﬂv?loz

ist ein y-dimensionaler, reeller Vektorraum VP gusammen mit

einer Orientierung o von VP,
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oind (Vp,OV) und (WP,OW} orientierte p-dimensionale, reelle
Vektorradume, so hei3t ein Isomorphismus h : vP - WP
orientiqgggggg£@§ktend, wenn {oigendes gilt:
ist VT,...,Vp eine Basis von Vp, die OV reprasentiert,
SO0 ist

[th,.,.,hvp] = 0. .
(Ist diese Beziehung 1ir eine Basis richtig. so auch fir
jede andere Basis. die O repriasentiert. )
In diesem Fall sagen wir auch ,h fuhrt die Orientierung
OV von V¥ in aie Orientierung 0, von wP tiber.n
Man sieht nun unmittelbar ein, dap auch die Umkehrung eines
orientierungserhaltenden und die Zusammensetzung zweler

ovicentierungserhaltender Isomorphismen wieder einen crien-

tierungserhaltenden Isomorphismus liefert.

5.0.2 Nun konnen wir Orientierungen fiir eine Mannigfaltigkeit
erkléren:

Definition: (a) Sei M eine p-dimensionale Cj—MannigfaLtigkeit.

Eine Orientierung von M ist eine Familie 0 = (oa [ a € M) mit

Tfolgenden Eigenschaften:

((1)) Pir jedes a € M ist o, eine Orientierung von T M.

((2)) BEs gibt einen Atlas (gi P UL N | i€ J) fir M, so

-1, .
daf flr jedes 1 € J und x' = g (x) € Ul
. ) .
d_ &y : BRY - M

die natiirliche Orientierung von Bp in . berfihrt,

(b) Eine Mannigfaltigkeit, zu der es eine Orientierung

gibt, heipt orientierbar, sonst nicht orientierbar.
. T . . . . .
(c) Eine C ~Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer Orien-

tierung O heipt ,orientierte Mannigfaltigkeit (I1,0)".
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Bine lokale Karte g : U' —-M, so daB dx,g flir jedes x' € U
die natirliche Orientierung von Ep in Oy Uberfihrt, heift

dann orientierte Karte. Bin Atlas flr M gemag Bedingung

—oawe e LT

((2)) in {(a) heipt ,orientierter Atlas".

Ein orientierter Atlas enthilt also nur orientierte Karten!).

N

6.3 Satz: SGJen b1 : U' - M und g? : 5 - M orientierte

P RS e

Karten LLnPI b- dlmen°1onalen orlﬁntlerten C ~Hannléfalt1g-

e T T e T o T

Keit 'M,0). Ist fir i = 1,2

-1
oo 8 U0 gy(u) b8

NS PR SN S ———

se evhilt de Dleeomurphlsmas t DAy A beL 5.4)

= Cita mteeamestot s ad s el e siesaacmes - e N T i edme S © e maTe—

ife Orle tlerung d h es gilt f oLLe x' € L]

S o2 FRANAS \ I +\/ N T -
U ,)(\,e']\),ooo's‘\d. ll)\eoj_j - Le,lpooo,eoJo

L —- s - o~ P

wveils: Aus der Definition von t folgt unmittelbar

It
9}

\\\ 1 o /’ ’
N Y 1820 Ldy18q)-

Nach Voraussetzung sind at( ,302 una. o_,01 orientierungs-

Orhalcena {vgl. die Definition der orientierien Xartven in

\fl

.5.2 {c)j. Die Behauptung folgt dann aus den Bemerkungen

am Inde von 5.6.1.

5.6.4 Beisviel filir eine nicht orientierbare Mennigfaltigkeit.

Das offene MOobiusband {2-dimensionale Mannigfaltigkeit iw

> G e o - o en . . o
R ) L3g% sich folgenderma3en beschreiben: Es ist die Bild-

menge M der stetig differenzierbaren Abbildung -
g+ R X1 -1,11~78, die durch
s{x,v) = {1~y sin x/2) cos x, (1-y sin x/2) sin %, y cos x/2)
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(¢ ist keine lokale Karte. da die Abbildung auf M nur
surjektiv, aber nicht tcpologisch ist; vgl. 5.2.2).

Den Beweis, dap M eine nicht orientierbare differcnzierbare
Mannigfaltigkeit ist. missen wir hier Ubcrgehen. Zur Veran-
schavlichung sei noch eine andere Beschreibung des Mobius-

bandes gegeben. Ian nehme ein Rechteck

‘wasgerecht orlfen, senkrecht abgeschiossen! und verbiege
es im E) so, dap die beiden senkrechten Seiten mit gleicher
Pfeilrichtung zusammenfallen. Damit erhdlt men ein topolo-

gisches Bild des M&biusbandes.

5.6.5 Bemerkdng: Jede 1-dimensionale differenzierbare .

Mannigfaltigkeit ist jedoch orientierbar.

5.7 Randmannigfaltigkeiten

1 4
o . . b . L n

Sei M eine p-dimensionale (' -Mannigfaltigkeit in R (p = 1)

und L eine Teilmenge in M.

5.7.17 Definition: (a) Ein Punkt a € M ist ein Randpunkt

von L in M, wenn jede Umgebung von a mit L und mit M - L

e

einen nichtleeren Durchschnitt hat.

Die Menge aller Randpunkte von L in M heift Rand von L in M.

Wir schreiben dafiir auch RdMLo

in M, wenn es eine lokale Karte g : U' - M von M um a gibt;

so daB gilt:



g(U' (,-=,0lx R° "j) < L und

g(UN (50,x RPT)) <M -1

i
Yol
—~
o
b3
ES
wn
@
&
~

{In diesem Fall muB a

Line solche Karte heift ,Randkarte von L in M um a".

{c) Ein Randpunkt a von L in M ist singulirer Randpunst

von I, in M. wenn er nicht regulirer Randpunkt von L in M

i

ist.

J

T

t

ie Ilenge der reguldren Randpunkte von L in M bezeichinen
wir mit 8 L, die der singuldren mit GL. (0L U 6L = Ry,

0L N 61 = ¢).

s

U
N
N
Q
s
[

>

: . Fo AN A . 1 - :
L ist eine {n-7)-dimensionale C -Mannigfaltig-

e tlm R T L Tesee—a

Bewelis: Sei a € 9L und g : U' » M eine Randkarte von

L in M um a. Dann ist g(U' N{(0 X gp—1)} C 0L. Begeichnet
i : 8% - BP die natiirliche Tnklusion, die durch

i(x") = (o,x") fiir alle x" € 59_1 gegeben ist, und ist
LAY i—T{U'), SO induzier% gei|V' eine lokale Karte

h : V' = 93L von 0L um a.

h heipt die ,2u g gehorige Karte von 0L".

5.7.3 Bemerkung: Rd, I und 6L sind in M abgeschlossene Mengen.

M
Das sieht man folgendermafen ein:
Ryl = T - 2 =1In (M-LO), wobei I die abgeschlossene Hiille
und L° den offenen Kern von L in M bedeutet.
Also 1ist RdML aLs,Durchsohnitt zweier abgeschlossener
Mengen abgeschlossen in M,

Wir betrachten nun RdMi mit der induzierten Topologie.
Dann gibt es nach 5.7.1(b) zu jedem Punkt a € 0L eine offene

Ungebung in R4 L, die OL nicht trifft, ndmlich g(U' N o X'EP“1>



0L ist also offen in Rd”L, 6L ist damit als Komplement
von 0L abgeschlossen in RdML, und da Rde abgeschlossen

v M ist. auch abgeschlossen in M .

5.7.4 Hilfssatz: Sei a € 0L, 2 : U' -~ M eine Randkarte

ven T in ¥ um 2 und, a th_g71ﬁqj. Dann gilt

(a) T.0L = (d &) QxR crm

(b, Bezeichnet e1,...;u\ die naturliche Ba31s von R‘
s FARTI A Sy

e1,...,eé_1 dﬁe_vffnﬁghiéund H,Qifwhu g_gf@grlge Kartg

von 3L um a, so ist -

\ .
fe!lY = "d gle fUr i=1 p-1,
. = \ 1 . q . LRI}
\ 1+ -

[ S, -

in be ondere. daB dig Venuorep ‘da'g)cez),an,nf., ) s )

o« L
o ———— L sl st et s P P srmeear

qine 7%010 von 1 ah blL(Ln.

ng Bew eis ist trivial.

AN

B,fii\HiLfssatz:~Ist p > 1, M orientierbar, 0 eine

Orlgntlerunﬂ von M und a € aL SO gilt:

&) Es_gibt eine orienticrte Randkarte g 2 U - U

vounL in M um a. ' ' p

K&l ﬁ{pd g : Uy~ Mund gzw;‘?éw* M O;%?nCIQTLENE?E?%?EEEE
Y;ﬁgé'in M um a, so ist ,

Ulduslepleensd = [y y8p){ep)snn

= P R S

AN

R i —1 : s .
wWQaLe o ! - \ '\ _ Vgt
ket st o g, (a) und tta g™ & () ist

Bewois: {a) Es gibt zunédchst eine Randkarte g : U' = U

VAU D in M um a. Ist g eine orientierte Karcey so sina
N
"ﬁ\\,“‘ - . N . ~ -r O —_ D -
Wiy +ertig; andernfalls definieren wir g : R” R* durch
o ’ ?7‘ { (" o o (‘- "K -/: qoooﬂz.
. g (XgseeesX )Dp (%q 5=y 5%y : L>
i ‘\ N - ; N~ s D _ Lo
fir alle x' = (x,,...,x 7 € B und sebzen:
N <& - ’
a1 - . o
R B - - I A
=



g : U' - M ist dann eine orientierte Randkarte von L in
M um a. (Die Voraussetzung p > 1 wurde zur Definition
von £ benotigt).

(b Veg = g z oo d (v
(b, Vegen da,g1 at(a')OZ a,t (vgl. den Beweis 2zu
5.6.%) genligt es

P74 o o g V(e ) I rq. . s e ) i
L\_dt(a,>52 Qa,t (_62,....,1 [\.dt(a|>52,/\_G2}-o.o_]
zu veweilsen.

Die Vektoren., die auf der rechten Seite dieser Gleichung

kY

auftreten., spannen aber nach 5.7.4 (b, den gleichen Unter-
Ln . C .
vektorraum von R auf wie die Vektoren links.

'J(a,)gz ist injektiv. da g? eine Immersion (s. 5.2.1., 4...)

. - o . . Coa KN ! . )
ist;: also spannen die Vektoren (da,t}(e4g i1 =2,...,0)

4

und ‘e, ' i = 2,...,p) den gleichen Untervektorraum von

P . . 3
R¥ auf. Daraus ergibt sich zunichst:

D =0 fir t = (tT,.:.,,t ) und i = 2,...,p,

15 | 5

und es genugt zu zeigen:

3

[(dé,t)(ez),...,(da,t)(ep)} - [ez,...,epz{
Die zugehorige Transformationsmatrix-Jo erhalt man nuﬂ aus
der Funktionalmatrix Jt(a') durch Streichen der ersten Zeile
und Spalte. Fir die zugehOrigen Determinanten gilt:

Det Jt(a') = Dt |

10° Det Jo .

Da t1(x1,..°) gleiches Vorgzeichen wie x, hat, kann,Dwtv1

1
an der Stelle a' = {o0,*,....%*) nicht negativ sein. Weil

N

Det Jt(a') > 0O
ist (vgl. 5.6.3 und 5.6.1), folgt
| Det J_ > 0
le} .

und damit nach 5.6.1 die Behauptung.
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\

5.7.6 Satz: (a) Ist M orientierbar. so auch OL.

mre e I T SR R —

(b Ist O eine Orlcntlerung von L and g : Ué - M a EG L)

SOV [ 2 e e _~—_.:.,,

e S imwrer ~ ——— o ———

eine Familie von orientierten Ranukarten von L in M um a.

SO 1is%t

&) =1/ o e V... (e )yla= a')€ aL
Eﬁ Jf \ Oa Df “\dllba:xezfﬁ ~\ vé ) M JI gr: /

B e

2ine Orientierung von 0L, die sog. ,induzierte Orlentleruag"

e e T weze

- . : . o : s
Diese Orientierung ist unabhingig von der speziellen

\ - . |

Auswanl aer Pﬁmlllm '8, | @ € GLW d h es glbt nur eiane

igguzierte Orien‘tiarung°

tewels: Is geniigt ‘b)) zu beweisen. Um zu zeigen, daf 90

———

ine Orientierung von 9L ist. miissen wir nocn aie Bedingung

vy
1

[N

aus cer Derlinition 5.6.2 ‘a) nachweisen. Wir petracnien
ai; Atias Jur L die Familie {ha : V)~ oL L a € 0L,

wobeil ha flir jedes a € 0L die zu 8, gehorige Karte von 0L
be:eichﬁet {vgl. 5.7.2)

- s _1,
Sei x Tt X .= (3 ) %! “(x) und
Sei € \a . haux)‘é K, x g, (%

~ DE DL
- -1 .
A N~ f °
D ha (a)
Wir haben zu zeigen:
L\‘QX ha-le’l""’\dx ha)ep_1J - L(dxygx,)egyooo’(dxlgz)e Jd

d.hr. wegen 5.7.4:

2,...,,(d veje,} = [(d 18y )e ,.o.,idx}gx)e i

Lia
. P

X'ga)e
aa S ja eine geeignete lokale Karte von M um % ist!
Diese Gleichung folgtvaber unmittelbar aus 5.7.5, indem

wan setzv: 81 pf= 84 und 8o pr= 84
Es bleibt nun die ulnaeutlgkelt-der induzierten Orleat¢e~
rung zu beweisen; diese folgt‘aber ebenfalls unnittelozr

aus 5.7.5 (b).
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¢ 6 Tas Minkowskische Map

B

5.1 Allgeneines iiber das Maf3 von niederdimensionalen

Mengen in R.

©6.1.17 Wir erinnern zurichst an ein bekanntes Verfahren zur

Bestimmung der Linge einer {rektifizierbaren) Kurve:

s no. . R n . ) i
Sei h ¢ I~ R ein Xurvenstiick in R7. Man teile das Einheits-

intervall irgendwie in m Abschnitte, die durch

b=t <t Xt =
G UO\U1 n

4

bestimmt seien und bilde den Wert:
m

! Wit ' - i -
““ti) h\ti—if‘

i=

(Es handelt sich um die Lange eines dem Kurvenstiick ein-
beschriebenen Polygonzuges ). Ist die Menge aller dieser
Werte - fiir beliebige m und O = to < ve. K< tm = 1 - be-
schrankt, so heift das Kurvenstiick rektifizierbar,uhd man

bezeichnet das Supremum dieser Menge als die ,Lange" von h.

6.1.2 In Analogie dazu versuchte man nun dés MapB einer
Flache als Supremum der MaBe einbeschriebener Polyeder zu
definieren. Es zeigt sich:jedoch? daﬁ das kein verhﬁnftiges
Mag ergibt: Schon bei eiher endlichen Zylinderfléche, |

flir die man ein MaB auf elementare Weise definieren kann,
erndlt man nach einem solchen Verfahren keine endliche
Magzahl, das zeigen z.B. die sog. ,Schwarzschen Stiefelschen"
(vgl. H.A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, Band II,

S. 309 - 311).
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0.1.3% Man mu$ also nach einem anderen Weg zu einem all-
gemeinen Fléchenmaf suchen. Das ist in mannigfacher Weise
bereits geschehen ‘vgl. G. Nobeling: ,Uber die Flédchenmafe
im euklidischen Raum". Mathematische Annalen, Band 118,
Seite 687 - 701, 1941/4%;. Manche dieser Methoden lassen
sich so verallgemeinern, daf man ein Map flir beliebige
niederdimensionale Mengeﬂ in QL erhdlt. Unter diesen zeichnet
sich die von Minkowski stammende durch bescondere Einfachheit
und Anschaulichkeit aus: (vgl. H. Minkowski: ,Uber die Begriffe
Lédnge, Oberfliche und Volumen". Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-~Vereinigung, Band 9, Seite 115-121, 1901).

0.7 Lefinition des Minkowskischen Mafes

oo N e ~ s A . .- - o n
0.2.1 Pefiniticn: Sei A cine nichtleere Teilmenge in R.

(a) Unter dem Abstand.deg Punktes x € R™ von der Menge A

versteht man die GroBe
aix,A) = inf a{x,y)
? Df VEA

(Dabei bedeutet d{x,y) den gewdhnlichen euklidischen Ab-
stand |y - x| der Punkte x und y).

(b) Unter dem Parallel:drper von A im Abstand r (r > 0)

versteht man die Punktmenge

KA .= {x | x¢R" und a(x,4) < .
Ist A eine einpunktige Menge, d.h. A = {y} fiir ein geeignetes
v € R, so ist KrA nights anderes als die foene Kugel um y
mit Radius r; wir échre;ben dann auch einfach Kr(y) statt
&rA, ‘

Wir setzen auferdem: KIQ Df= 9.
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6.2.2 Hilfssatz: Sei A C B und r > O dann glLt

O e R == B

(a) K A ist offen in R"

(b K A ist _genau danﬂ beschrankt, ‘wenn A beschrankf 1st

i R, e i i

(c) h A ist genau dann 1ntegrlerbur _wenn A beucnrankt ist.

TR I T I T TR SRR L ST SR TR LS T e

(d, Beceichnet A die abgeschlossene Hiille von A, so ist

(e) Ist B eine weitere iellmenge in R so ist

ez s T e - e m—— e ——

K AU K B und

stivoe e

I

KriA U B)

N h“\A 0 B) © KrA (i KrB

(Die Uwkehrung der letzten Inklusion gilt jedocn i.a

nicht .

Beveis: (aj, (b, trivial.

(¢) Ist A beschrinks. so folgt aus (a), (b) vnd ©.7.5,

N _ _

dap KA integrierbar ist. Sei umgekehrt A nicnt bescnrankt.

‘Daun gibt es eine Punktfolge'xj, SIREE in A, so daB gilt:

s folgt:

r\x ) N K, \x ) = 0§ fir alle i # J.

Ware KrA integrierbar, so wiirde sich aus 2.5.2 ergeben:

!

.
1 kn r,

.
L m(Kr\,‘{i))

i=1

® > m\K A)

wobeil kn das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel
bedeutet (vgl. 4.6.6). Da.diese Umgleichung fiir alle natiir-
lichen Zahlen 1 gelten miigte und knrn + O ist, ergibt sich

ein Widerspruch; KrA ist also nicht integrierbar.



- 110 -

(d) Tie Inklusion K. A © Krﬁ ist klar. Sei

x € KrK; dann gibt es ein y € A mit

aix,y) < r.
Dacber A die abgeschlossene Hille von A ist, gibt es zu

S pe= T = Gtx,y! ein z € A wit:

d(y,z) < s.

Die Dreiecksungleichung liefert nun
d'%x.z) < r,

also d{x,A) < r und damit x € KA.

(e) trivial.

~

- s e P : ' . . . N
©.2.5 Tefiniticn: Sei A eine beschrénkte Teilmenge in K.

Der Ausdruck

o m(KrA) .
m (A) = lim — — (0 £ p s n)
P bt =0 7P kn~p

heift p-dimensionales Minkowski-MaB von A". Es ,existiert",
wvenn der Limes existiert und endlich ist.
(Die Voraussetzung ,A beschrinkt" ist durch 6.2.2(c) gerecht-

' i
fertigt: k bedeutet das Maf der (n-o)-dimensionalen Ein-

n-p

-~ heitskugel in gn).

6.2.4 Bemerkungen: (a) Aus 6.2.2. folgt noch:

. . ; . . . . . n
Das p-dimensicnale Minkowski-Maf einer Teilmenge A in R
existiert genau dann, wenn das p-dimensionale Minkowski-
Map ihrer abgeschlossenen Hiille A existiert, und in diesem TFall

gilt:

my(4) = m (B).



Piese Bigenschaft des Minkowski-Mafes ist ein groBer Nach-
veil, weil sie oft AnlaB zu pathologischem Verhalten gibt,
wis etwa Beispiel (b, in 6.2.5 zeigt.

{b' Existiert das p-dimensionale Minkowski-MaB einer Menge A
in Bn’ so exisitert auch das g-dimensionale Minkowski-Map

von A fiir alle g mit p £ g £ n, und es gilt:

mq(A} =0 fir g > p.

Ist jedoch m _{A) # 0, go existiert kein g-dimensionales

I

<

n

Minkowslki-Map flir q < p.
‘¢ Im Falle p = n exisitert das Minkowski-MapB fir jede

; it . ‘ U ¢! . .
bescnrankte Menge A in R, und es gilt:

m (A} = m(A)

(Das folgt aus (1) und dem absteigenden Kettensatz in

2.7.3).

6.2.5 Beispiele: (a) In vielen Fiallen liefert das Minkowski-

MaB die erwartete Mapzahl, die nach elementaren Uberlegungen
gefunden werden kann. Wir knilipfen an 4.6 an und versuchen,
das MaB der (n-1)-dimensionale Oberfliche einer Kugel vom

Radius a um den Ursprung zu bestimmen. Wir setzen also:

| x € R% 4 !

und |x| = al.

A pp= {x

Fur KrA erhalten wir, falls r < a ist:

m(KrA) = m(Ka+r(O)) - m(Ka_r(O)) =

= x [(a+r)" = (a-r)"],

und darauvs ergibt sich:



Lo . . e . 11 : \
m_ L{(A) = lim k_ L{a+r)” - (a-r)"5 / (r*k,) =
n- n : !
r—0
= na Kk
n

Speziell haben wir fir n =1, 2, 3 mO(A) =2,

i s 2
mqu) =2 anund myfA) = 4am.

(b) Andererseits wollen wir auch gleich ein Beispiel be-
trachten, bei dem sich das Minkowskische Maf pathologisch
Verh?Lt: A sei die Menge der rationalen Zahlen im Intervall
10,1]. Wir wissen. dap das Lebesguesche MaB von A als
Teilirenge von R1 Null ist: das folgt aus der Abzidhlbarkeit

von A und 2.7.%. Fur das tinkowski-Maf gilt jedoch:

m1(A) =m(L0O.1]) =1

\

(Das folgt aus {(c) in 6. 4)

6.3 Eigenschaften

6.%.1 Satz: Sei g : Ep ~_§1 elne 1sometrlsche AbblLdung,

d. h d?x y) = d(g(x),g(y)) Tir aLLe x, y € R*, und A eine

xompakte Teilmenge in Rp. Dann ex1ot1ert das p- dlmen51oqaL

romemm s RS A E RS = Bt

ﬁiphowskl-MaB von gh aLs Teilmenge ln R und es ist gleicn .

N e et L -

acmm Lebesgueschen Maf von A als Teilmenge in Bp. _ 7
= i . =

AN

ﬁg €is: Als isometrische Abbildung ist g offen. Wir kbnngﬂ

Qshalb o.B.d.A. annehmen:

AN

\g\}\ ,...,Xp'\) = (X,},ooo,x_o’ O,o..’O)
iy n?Le X= (X% ) ¢ rP.
\\ P

Dine 6egebenenfallo h1n7urommende Bewegung andert am Maﬁ

des Paraqu}korpers von gA nichts mehr (vgl. 4.2.3) und damit
N o



auch nicht am Minkowskischen Map von gA.

WVir haben nun:
A % Kr(O) < Kr(A X 0) = Kr(gA) < KA X Kr(O)

(0 € R" 1), und es folgt nach 2.5.2

m(A X K, (0)) = mf K (gh)) = wa A X K (o

Ter Satz veon Fubini (35.2.1) ergibt:

n-n N n-,
crtt ] < 'y < Yer T F k
m(A) Ky m(Kr(gA, m(KrA/ T LI

'

d.h.
m! K Lah’) ‘
L— = m(K_A).

n-p

m(A) <
i(A) ST

Aus dem ebsteigenden Kettensatzf(2.7.3) folgt:

1im m{ K. A) = m(A)
0

und deher .
m(K_(ga))

mp(gA) = %3% o = m(4A)

n-p

6.%.2 Bemerkung: Mit Hilfe von Beispiel (b) in 6.2.5 iiber-

legt man sich leicht, daB die Voraussetzung ,A kompakt"
fiir die Gliltigkeit des Satzes 6.3.1 wesentlich ist.

(Man vgl. auch 6.2.4.(a)).

6.3.3. Satz: Existiert das p-dimensionale Minkowski-Maf

von nlchtleeren Tellmencen A und B in R und ist -

d\A B) inf a(x, B) > D, SO exlstlert auch das p- dlmenalonale
XEA e . . e
Minkowukl -MaB von AU B und es gilt:

\\
\.
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(A ) o= {
mp\A, + mp(B) mp,A U B).

Beweils:
Sei d(A,B) = €. Tann ist fir r < %
KANKB=0
und deshalb
m(Kr(A U B)) = m(KrA V) KrB) nach 6.2.2
= m(KrA> + m(KrB) nach 2.5.2.

Da mp(A) und mQxB) existiert, ergibt sich die Behauptung.

6.3.4. Bemerkungen: (a) Sind in Satz 6.3.3. die Mengen A und
B kompakt, so folgt

d{A.B) > ¢ aus AN B = 0.
(b) Ist d(4,B) = 0, so braucht eine zu Formel (1) in 2.5.2.
analoge Formel fiir das Minkowskische Maf nicht zu gelten:
Wir betrachten als Beiépiel den FaLLk(2) in 6.2.5., wobei
einerseits gilt: |
m, (&) + m ([0,11-4) = m (10,13 + m ([0,13) =2 ,
und andererseits haben wir:.




\

(c) Auch die Kettensdtze (2.7.3.) brauchen fir das Min-

kowski-Maf nicht zu gelten:
Wir betrachten die folgende Punktmenge A in 52:
lx=1 . y X

v  oom/im
k=1,...,m} U {0}.
A

s mo=1,2,...3

Asz {(XaY)

ist also eine abz&dhlbare kompakte Punktmenge, deren
einziger Haufungspunkt der Nullpunkt ist. Ein aufsteigen-
der Kettensatz hitte m1(A) = 0 zur Folge. Es ist jedoch
m1(A) = ®, wie man folgendermaﬁenveinsieht: ‘

Sei 0 < r < Pann existiert genau eine natiirliche

T
Z2ahl m mit:
! <7< ! (%)
4{m+1) VIt 4m v
Auf Grund von
r< m’l’——"s 'l"( ,! - 1 ) fﬁrk:'.-z,oooo,m
4m v 2 VEA1 VK

- haben die Punktebvon A mit den Abszissen X =j%jv
s _ e =

(k = 1,...,m) voneinander einen Abstand > 2 r, so daf die
Kreise von dem Radiué r um diese Punkte paarweise disjunkt
sind. Hieraus folgt:

m(KrA) > 5 1o (2+3+...+(m+1)) =g r2(m+1)2
2

Andererseits folgt aus (*)

2
(m+1)° =2 T
\ .
16 4/3
und daher insgesamt
m(KrA) o

s

® . W.Z2.Db.wW.

or 64 ¢ 1/3 170
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Hieraus 14Bt sich auch gleich ein Gegenbeispiel zum

absteigenden Kettensatz konstruieren:

, . | . \ 1 ;. A
e i = . S —&= { = ce o)
Sei Bj of {{x,y) | {x,y) € A und x Ve } (3 =1.2, )

e 9]

Dann ist N Bj = {(0,0)} und damit
j=1

o]
m, (N B.) =0 im Unterschied zu m1{Bj) = ®

fir alle j = 1.2..

6.4. "Gute" Mengen in R°

6.4.1. Lefinition: Eine Teilmenge X < gn heiBt "gut (fir das
p-dimensiqnale Minkowski-MaB)", genau wenn

(ai fir jedes kompakte A < X mp(A) existiert und

(b; (aufsteigende Kettenbedingung) fiir beliebige kompakte

Mengen A, ,A . < X mit:

1°7°2

Al C Ay,e ... C A U A. gilt:

j=1  d

mp(a) lim mp(Aj).

j-)co

6.4.2, Unmittelbar aus der Definition entnehmen wir die
Folgerung: Ist eine Teilimenge Xic-gn gut flir das p-dimensionale
Minkowski-MaB, so ist (a) jede Teilmenge Y < X gut fiir das |
p-dimensionale Minkowski-Map und (b) X gut fiir das g-dimen-

sionale Minkowski-MaB, wenn p s g S n ist (vgl. 6.2.4. (b)).

6.4.3. Bemerkung: Man erkennt sofort, daB eine Teilmenge -
X c gn genau dann gut ist, wenn jede kompakte Teilmenge von X

gut ist.
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Deswegen genligen uns die folgenden Satze, die ja meistens
nur fir kompakte Mengen formuliert sind. Allerdings folgt
aus dem bisher Gesagten noch nicht, daf es Uberhaupt gute
Mengen in gn gibt. Wir werden jedoch spiter sehen, dap die
p-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten gut fir

das p-dimensionatle Minkowski-Map sind,

6.4.4. Hilfssatz: Seien A und B kompakte Teilmengen in gn,

e

A sei gut fir das p-dimensionale Minkowski-MaB, und es
existiere mQ(B). Dann

existiert auch mp(A U B), und es gilt:

e TN

@p{A U B) + mp(A N B) = mp(A) + @p(B).

PR e

Beweis: mU(A} und mO(A N B) existieren. da A gut ist.

“eiternin gilt:

KAV B) =KA U KB (nach 6.2.2.)

K.(ANB)CKANKB.

(DaB hier im allgemeinen nicht ,=" stehen kann, sieht man
: " 3

'

ein, wenn men A N B = ¢ annimmt.) Es folgt

A

m(Kr(AUB)) + m(Kr(AﬂB)) m(KrA U KrB> + m(KrA n KrB) =

m(KfA) + m(KrB).

Daraus erhalten wir:

m(Kr(A U B))

lim sup — -
=0 . k. 2P
n-p
< 1in 1 \ A -
< Eﬁg S (m(K A) + m(K B) - m(K (AN B)) =
L .
<

£a D ; \ _ N
m (A) + mp(B) mp(A N B).
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Andererseits definieren wir:
= AN (gn -~ King)): {x | x € A und d{x,B) =
3 ,

Daraus ergibt sich: d(Dj,B) z % > 0 und mp(Dj) existiert,

D

euf—

j DI

da A gut und Dj kompakt ist. Satz 6.3.3 liefert nun:
D. U B) =m (D., + B
mp(Dy U B) = my(Dy) + my (B)
und

mp(Dj U (AN B)) = mp(Dj) + mp(A n B).

Aus Dj UBac AU B folgt nun fiir alle j:

‘ \ m{K (A U B))
mp(Dj U B) < lim inf e
0 kn;i‘) r -

Wir haben aber nach den obigen Gleichungen:

J(B) - m (AN B)

m (D.U B =m D, U (4N B} +m
o] o 5 ) I

&

und. da A gut ist (vgl. 6.4.1.)

m (A) = lim m (D, U (A N B)j.
P - O :

J—’m .

Das liefert:

m(K (AU B))

m (A) +m (B) —m (AN B) £ lim inf <
1, (8) + my (B ol ) iminf ————pry ‘
n-p
m(Kr(A U B)) ' (
< lim sup - =m {(A) + m (B) - m (AN B)
-0 - x  pop plh) + my(B) = mpy( !
n-p :

Also mup iliberall das Gleichheitsgzeichen stehen, und wir er-

halten daraus die Behauptung.

6.4.5. Folgerung: Ist eine Teilménge X c En gut fir das

p-dimensionale Minkowski-Maf, so gilt fir kompakte Mengeh

A und B in X:

mp(A U B)»+ mp(A n 3B = mp(%éwt @p<B)'
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Beweis: A ist gut nach 6.4.2. (a) und mp(B) existiert nach
6.4.1.{a,;. Damit sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes

6.4.4, erfillt.

6.4.6. Satz: Seien A und B kompakte Teilmengen in gn und

beide gut flir das p-dimensionale Minkowski-Maf@; dann ist

auch A U B gut.

Beweis: (a) Sei K ene kompakte Teilmenge in A U B. Nach
5.4.2.{a) sind die Mengen X N A und X N B gut und 6.4.4.
liefert die Existenz von

mDC(K N a»u (KN BY) = mD(K),

also ist die Bedingung 6.4.1.(a) erfillt.

(b) Sel nun Kj eine aufsteigende Folge von kompakten Mengen

inAUB(j=1,2,...;und XK = U K; eine kompakte Menge in
J=1

AU B, Da A und B gut sind, haben wir nach 6.4.1.(Db)

m(K N A) = lim m (Kj n a)
j—oa:) . -
bzw. .
m(K N B) = lim ‘m(K_j n s ,
j—-ooo
also

j-e

(*) m(XKN A) + m(KN B) = lim m ((Kj'n A) +m (Kj nay.

Nun gilt aber fiir jede kompakte Menge
L < AVU B nach 6.4.4. (vgl. (a))

-

;_ I 1 — ' ’ { -
, mP(L) = mp\(L NaA)v (N B)) = mp(L n Aa) + mp\L N B)

- mp(L N AN B).

Indem wir diese Beziehung in die Gleichung (*) einsetzen,

erhalten wir die Bedingung 6.4.1.(b).



[ODN

satz fiir Ketten von kompakten Mengen, &h. sind Aj(j = 1,2...)

kompakte Mengen in X mit der Eigenschaft:

Ay 24,2 ...D04 = N A, ,

1

so ist m_(A) = lim m_{A.);

(mO(A) existiert, da A als Durchschnitt von kompakten Mengen

selbst kompakt und natiirlich in X enthalten ist., nach

(6.4.17a)).

Beweis: Wir setzen fir j = 1,2,...
- A i ’ VY _ ! ; ( 1
By ope= A N (R Kl__Aj;)— {x | x €A, und Al hs) 2 3 3.

J v
Da Bj kompakt ist, haben wir unter Berﬁcksichtigung von

i

B.N A, =0 und B, N & = §:
g Ay O un BJ A O.

(*) m (Bj Ua) = mp(Bj) + mp(A) (nach 674.4?

D
- / / X
< mp(Bj) + mp\Aj) {wegen KrAj > KAl
= mp(Bj U'Aj) (nach 6.4.4.)
< m_ (A,)

' y
(wegen K A, D Kr(Bj U Aj/)

fir alle j = 1,2,... .
Anderverseits folgt aus 6.4.1.(b), da die (Bj Ua) (j =1,2,...)

eine aufsteigende Kette mit der Vereinigung A1 bilden,
lim m (B. U A) =m (A.).
Gehen wir deshalbd in der Gleichungsfolge (*) zur Grenge

J 7 @ Uber, so muB iUberall das Gleichheitszeichen stehen,
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wir haben also insbesondere:

1im mp(Bj} + mp(A) = lim (m ’Bj) +om, (A ).

j—-ocn J_.og i

Da aber lim m.(Bj) (auch nach 6.4.1.) existiert, folgt die

J—ocn

Behauptung.

6.5 M2 eines nig@erdimensiongLen Parallelotops.

6.5.1 Hilfssatz: Seien v ,...,v € R'. Dann gilt fiir

die ,Gramsche" Determinante

~n

Gpp= Det((vi,v.) Ci.i o= 1,000

die TFormel

Beweis: Sei V = <V1""’Vn> die Matrix. in der die

v.(i=1,...,n) als Spaltenvektoren auftreten. Bezeichnet

VT die Transponierte von V, so folgt

. (V,] ,V,]_> e oo (V1 7Vn)
VeV = : .
(Vn,v1> e o o 0 (Vn’vn) ‘ ’

T

also G = Det(VI.V) = Det V Det V = (Det V)° =

= [Det (v1,.,.,v )]

6.5.2. Satz: Sei P(V1,...,vp) das von den Vektoren

V1g.a.,Vp € gn aufgespannte Parallelotop (Q < psmn).

Dann ist

mO(P(V1,... ) Vet ((v V5 ) i,y = 1,...,9)

—-tee s PRI

Beweis: Da eine Bewegung beide Seiten der zu beweisenden

Gleichung invariant 148t, konnen wir o.B.d.A.

vy = (v,0) €-gp X @n—p fiir i = 1,...,p annehmen.



Dann erhalten wir:

SN ’ = ¢
mp(P(v1,...,vp)/ = m(P{v 1,...,vl')), (nach 6.%.1.)
= | Det (V{"'~avé) | v {nach 4.2.3%, Folg. 3)
. v . 1
= [ Det((Vi,V5>g i,j = 1,....p)] /2 {(nach 6.5.1.)
= L ret((vy, v | 1,5 = 1,001/

(nach unserer obigen Voraussetzung).

6.6 Der ralsteLLunvssa+z fur das Mlnkowskl—MaB

Bevor wir den Darstellungssatz (6.6.2.) formulieren, beweisen

wir einen Hilfssatz, der den Kern des Darstellungssatzes be-

reits enthidlt.

6.6.1. Hilfssatz: Sei M eine Teilmenge in Rn, a ein Punkt

von M, U' eine offene Menge in Rp (0 < p < n/ und
2

g U’ - M eine LokaLe C ~-Karte von M um 2; dann glbt es

eine Umgebung V' von a!' Df= g <d) in U' - d.h.

a' € v U' -, SO daB gV' gut fir das - almen51onale

PRSI 2o T

 l1nkowsK1—Wa8 ist, und fur jede kompakte Menge A' v glLti

N v o
N S n, th') = f [ Det ((D g, D. g/ b i,j = 1,..,,9)]1/2

RS

- [’L

Bewels: Wir konnen o.B.d.A. annehmen, dap g(U') = M, d.h.

P —

insbesondere, daf M eine p-dimensionale CZ—MannigfaLtigkeit

ist. Nach 5.5.6. bilden dann die Vektoren (Dig)(a’} (1 = 1,..

einc Basis des Tangentialraumes TaM an M in a.

Da TaM ein Untervektorraum von gn ist (5.5.5.), gibt es

Vektoren Vaqr ooV, € R", so daB die Vektoren

g L =

KD1g>(a'>a~--,<ng)(a'),Vp+1,-.-,Vn zusammen'eine Basis

NI
von R bilden.

D)
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Betrachten wir nun die Determinantenfunktion T : U' - R,
die durch

T(x"';

- ) / J‘"x" ) ( ) 1 )
pe= IetL\D15,(x’)...,,\ng,(x DoV i sV

p+1 n
gegeben ist, so ist T{a') # 0, da die Vektoren

(D1g)(a'),... D g)&a ).V .v, als Basis von En linear

p+,‘,ooo
unabhidngig sind, und aus der bekannten Stetigkeit von Deter-
minantenfunktionen folgt. dap es eine offene Umgebung

U{ von a' in U' gibt, so daf fir alle x' € U{ ebenfalls gilt:

L - . . n .
flir jedes x' ¢ U% eine Basis von R7. Wir wenden nun auf
diese Basen das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

an, indem wir setzen:

. (D,8) (x')
w, (X! = E—
T () (x)]
, (Dpe){x') - (Do) (! ) wy (xt))w, (x')
wzgx’)sz » R S
, D) (x) - (D) (xt) s ) oy (i )
71:1
v, - il1 (vn,wi(xt)) Wi(xg)
W (X1 )pp= e TI I
. l’l_:1 .
évn - 2_ (vn,wi(x'))wi(x')f
i=1

Dann erkennen wir folgende Eigenschaften der Véktdren.

L C
w1(x ),.v.,wn\x )z

' eine orthonormierte Basis

(1) Sie bilden filir jedes x' € U,

n
des R
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0 ¢ S 1

(2, Die induzierten Abbildungen wo o+ Uy BO(d o= .,n)

sind C1—Abbildungen, da g als CZ—AbbiLdung vorausgesetzt
ist.

(3 Die Vektoren w,(x'j,...,w_(x) spannen denselben Unter-

vektorraum von gn auf wie die Vektoren (D1g)(x'),...,(ng)(x'),

sie bilden also auch eine Rasis wvon 7T M.

glx')
Daraus folgt noch, daf die Vektoren wp+1(x'),...o,wn(x')

eine orthonormierte Basis des Normelraumes Ng(x')M zZu
. A
M in gl{x') (vgl. 5.5.1.) bilden.
e e o n-p n
Nun definieren wir b, o bi x R~ = R durch
n
( cee s X Jne= gl N x. w.{ cee s X
h1'“1’ »*n/peT €% o + d J\XT’ ! p>
j=p+1

2 - . g . . . 1 .
Aus der Eigenschaft (2, folgt. dag h, eine C -Abbildung

ist; wir erhalten als Funktionalmatrix fiir alle

x = (Xy,000,% ) € U x gn—p:
: 1 _ : ,
Tug(x) = ((D)(x1) 4 Yy Dy v () () (x1)),
j=p+1 -

wenn X'pe= (21,..o,xp) gesetét wird.

An der Stelle x = (a',0) ist’ Jh, nicht singulsar, d.h.
die Abbildung h, ist bei x = (a‘,o) lokal umkehrbar.
Damit induzierf h, einen C1—Diffeomorphismus.h : V- W,
wobei V eine geeignete offene Umgebung von (a',0) in'

D

Ul ox §n~

h1(a',0) = g(a') = a in gn bedeutet; dazu konnen wir o.B.d.A.

und W eine geeignete offene Umgebung von

annehmen: Die Mengen V und W sowie die Funktion
Det Jh : V — R sind beschrankt, aufBerdem gilt:
vV =V' x y" Cav € V' f___{p, 0 € yn CEH—P‘)’
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V' und V" sind offen in RY bzw. R®7P. Es gibt deshalb ein
o > 0, so daf gilt:
Kr(O) c V" fiir alle r s @.
Sei nun A' eine kompakte Teilmenge von V'.
Wir bewelsen zunachst:

Behauptung 1: Mir alle r = « gilt:

e e P

LR T r—

nla' x K (0)) © K (gh').

e B v

Die Voraussetzung r < « sichert, dap A' x K_(0) im Defi-
nitionsbereich von h enthalten ist. Sei nun (x'.x") € A' X Kr(o);

dann folgt:

n
nixtxt) - glx)) = 1) wg vy (xn)]=
j=p+1

S -

- N z: sz (Die w. sind orthonormiert)
J=p+1 '
’ ]

= ix" < r

\

Wegen g(x') € gA', folgt aus dieser Ungleichungdie Behaup-

tung 1.
Wir wollen nun eine geeignete Obermenge von Kr(gA')
bestimmen. Dazu wdhlen wir eine offene Menge D' in @Q,

so daB gilt:

und
5oe v |
wobei D' die abgeschlossene Hiille von D' bedeutet. Da V'
beschrankt ist, ist sowohl D' als auch Rdy, D' (s.5.7.1.(a)
und 5.7.3.) kompakt. Weiterhin sind auch die Mengen
g(RdV,D') = Rdgv,(gD')': RdM(gD’) und gA' kompakt, da g stetig

ist;
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wegen Rdy, D' N A" = J folgt aus der Injektivitidt von g:

dlgA', Ray(gD')) > O
Sei nun
. 1 4/ NN
a, pp= Min(e,5 d(gh', Rau(gd')) (> O1).
Dann gilt fir r < o, die
1

Behauptung 2: Ist A' Df = or' - h (K. (gA')),

¢ r——TY T 7‘.,. g e e

so gilt:

K, (UA'\ c n(A ' x K (o

SR— RIRP I

{or' : R - B* 1st de¢1n1e1t durch

Ry et it s oS = ¢ %ok wa swse s . PR, ¢ e et ——

. ) I
P (XX, ) = (FoinesaaX ).
I 7 Xy = 1 Kol

Um das zu beweisen, definieren wir zu einen Punkt y € K {gA')

eine Cd~AbbiLdung ¢ : D'~ R durch

2 (g

9(x') = ly - glx")] = (kyaeen %))

Da 9 stetig und B kompakt ist, besitzt ® ein Minimum, d.h.

es existiert ein b' € D', so dap gilt:

¢(b') = 9(x') fir alle x' € D

Da aber y € K (gA') ist, gibt es ein c¢' € A', so dap gilt:

v - ele), <r
und wir haben
vy - a(0)!? = g(b) = 9(e) = |y - glen)]?,
da c' € A' € D' ; daraus ergibt sich
vy - glb') <r
und:

lgle') - g(b')] < 2r =< 2a, < d(gh', Rdy(gDd'))
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Daraus schliefen wir: b' ist innerer Punkt des Definitions-
bereiches von ¢. Deswegen folgt aus der Minimaleigenschaft

von ¥ an der Stelle b':

(grad ¢)(b') = 0,
d.h. (D,9)(b') = O fiir i = 1,...,p. Nun ist aber
(Di?)(x‘) = 2(y - glx'), (Dig)(x')) fiir alle x' € D' und

i =1,000.0.

Das liefert:

y - 3{b') € Ng(ﬁ;b'i)M .
und deswegen giLt:n
y - glb') = 2: zj wjﬁb') fiir ein geeignetes
J=p+1 _ y n-p
z" = ‘zp+1,..ﬁ,zn, € R .
d.h n
y=glo) + ) =y wi(d) = n(b,a");
J=p+1 S
das letzte Gleichheitsgeichen gilt,
das fz"| = |y-g(b')| <z, also z" € K_(0) © V" ist,

SchlieBflich folgt (b',z") € Al x Kréo) wegen
"1 . \ i —1 g . "1 ’

b' = pr'ehe o h(b',z") = pr' h” (y) € pr'-h (KrgA') = AL,
also ist auch die Behauptung 2 bewiesen.
Die Behauptungen 1 und 2 ergeben nun zusammen:
fiir r = angiLt: | |
m(h(A' x Kr(O)) <m Kr(gA') s,m(h(A£'x Kr(o)_)°
Die angegebenen Mengen sind alle (Lebesgue-) integrierbar,
und der Transformationssatz (4.2.2.) liefert:
(*) [ [pet dnj = m(K,gr') s [ [Det gn|

A'xK (0) | AxK (0)



- 128 -

Wir wenden auf das linke Integral den Satz ven Iubini
(%.2.1.7 an und erhalten:

[ 'Det Jn! = [ ax' [ [Det Jalx'.x"; dx"
A'XK (0] At K {0)

Aus der Stetigkeit der Peterminantenfunktion folgt, dap es

zu einem beliebigen € > 0 ein § > 0 gibt, so dap fir alle

(x',x") € D' x K_(0) mit: x". < § gilt:
|

v | ; N
Det Jhi{x'.x")! - [Det Jh(x',O;;! < g,

Es folgt fiur » < §:
e : , Cent n-
{ f {Det Jhix',x")| dx" - f iDet Jh(x',0);dx"| < € - kn_D 7P
K (0 K. {(0) .
i s :
undé wegen
’ \ 1 - N - < s 1/‘ —— 7.3
J ITet Jn(x'.0)] dx" = !Det Jn(x',0;| - kv "

Kr\O)

ergibt sich

!k l—ﬁ:ﬁ_ [ | Det gn(x',x")|dax'dx" - [|Det Jh(x',0)ax'| < em
n-p ©  A'xK (0) | A

(flir r < 8), und wir erhalten

m(h(Afor(oﬁy

lim =
=0 kn—p 1P
| Det Jha(x',x") | dxrax"
A'xKrfo)
= L%? - -

= e

k rﬂ p

n-p

S Ipet gn(xr,0){ax' .
Al

Im Hinblick auf die rechte Seite von (*) wollen wir erst

das folgende Integral untersuchen:



-
foF
"

P Det Jhy 1 f Det Jh(x',x")idx"i
(

1

' N n=p ) ] n=p

(Aé-A')X\kn—p r (A1-A") K.(0) “n-p T
Kr(O) -

< J € + |Det Jn(x',0)! dx' (fir r < &)
(A'-A") '
r

7
{

< ¢ - m{A' - A",

Aot
r
wobei C eine geeignete obere Schranke fiir die Funktion

H N K I »
€ + Det Jhix',0}| (x' € V') bedeutet.
(Wir haben V so konstruiert, daf eine solche Schranke immer

existiert.) Aus dem absteigenden Kettensatz folgt nun:

lim m(A£ - A'; = 0,
=0

und damit haben wir
. !
Lim f lDet Jﬁi -0
-0 k __ r'7P
(A - A')xKr(O) n-p

Die Ungleichung (*) liefert nun

[ |Det gn| »_ PEEAT LT
} k rn_p k rn_p J ® e 9o 00 00 J ooooooo
A'xKr(O) n-p - . n-p A'xKr(O) (A£~A')xKr(O)

Durch Ubergang zur Grenze r - O erhalten wir aus diesen Un-

gleichungen nach den obigen Berechnungen:'

o m(K gh')
mp(gA’) = lim —=——— =
0 kn—p r s
= lim r o ADet ng [ |Det Jn(x',0)|dax"
=0 7P -

A'xKr(O)kn—p Al

Fiir |Det Jh(x',0)| errechnen wir:
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[Tet Jn(x'.0)| = Det Jn,(x',0)] =

' . . N ‘ A - R
= [Det (Dyglx')a...,D gl v et yue v ()]
=V G ,

wobel G die Gramsche Determinante aus 6.5.1. bedeutet, die in

unserem Fall gegeben ist. durch

) , P , [
(Tyg(x"),Dyg(x" ). (Dya(x"),D g(x"))

¢ = : : : 0

O

da die wj(x') (unter sich) orthonormiert sind und auf jedem der

(Dig)(x') senkrecht stehen (? = 1,0..,P3 J = p41,...°,n).

Wir konnen also zusammenfassen:

mo(ad') = § [Det((Dg, Dig){1.d = 1,00 /7
IX _
und haben damit den 2. Teil des Hilfssatzes bewiesen.
Um zu zeigen, daB gV' gut fir das p—dimensionale Minkowski~-
MaB ist, miissen wir nach 6.4.71. auch noch nachweisen, daf die
aufsteigende Kettenbedingung erfiillt ist.'Diese folgt aber mit

Hilfe der eben bewiesenen Formel aus 2.6.4,

6.6.2. Darstel}ungngyg fir das Minkowski~MaB:

Eine p-dimensionale Cz—MannigfaLtigkeit M in gn ist gut flir das

s e s s - = s

p-dimensionale Minkowski-MaB. Ist g : U'! - M eine lokale (02—)

Kartg von M und A' eine kompakte Teilmengg_inlU'y so ist
g)l 1,5 = 1,e00,p)]

\ 1/2
mp(gA'; = I [Det((Dig,DJ :

AV i S
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Beveis: Sei K eine kompakte Menge in M. Nach 6.6.1. gibt es
zu jedem Punkt a € K eine lokale Karte g, Vé - M, so dap
8a'a

offen

gut fir das p-dimensionale Minkowski-Mafl ist. DPa die Vé
sind. kOnnen wir offene lMengen Wé (a € K) wghlen, so
daf fur jedes a ¢ K gilt:

a € 8 W' und die abgeschlossene Hulle Wé von Wé ist kompakt

und in Vé enthalten.

Tamit bildet die Familie (gaWé . a € K) eine Uberdeckung der
kompakten Menge K durch in M .offene Mengen. Nach dem Uber-
deckungssatz von Heine-Borel geniligen aber schon endlich viele

- dieser gaWé zur Uberdeckung von K; seien es ga1 Wé1,...

g, Wé . Zur Abkirzung schreiben wir:
1 1

85V, pp= 8, W fur i =1....,1. Also ist:

K ¢ U g R

k=1 k'k
Dann gilt natiirlich auch
1

K < U
k=1

ghW'

Fir jedes k(k = 1,...,1) ist aber gKW‘ eine kompakte Menge
n g, .V und deshalb nach 6. 4 2. gut. Satz 6.4.6. Ubertrigt SlCh

auf endliche Vereinigungen von kompakten guten Mengen, d.h.

& ngﬁ ist gut; damit ist nach 6.4.2. auch K gut. Die 1. Bew

ﬁalptung folgt nun aus 6.4;3; | | |

Ist nun g : U' ~ M eine lokale (02—)Karté von M ﬁnd A' eine

kompakte Teilmenge in'U','éo wahlen wir analog zum vorigen zu

jedem a' € U' eine kompakte Umgebung Wé, , fiir die die Formel

aus 6.6.1. giit. Es geniigen (wiedef nach dem Uberdeckungssatz:

von Heine-Borel) endlich viele dieser Wé, zur Uberdeckung von

Ay



fir diese schreiben wir zur Abkiirzung wieder W{,.,.,Wi, S0

daf wir haben:

Lo
Av < U W
x=1 K
m
! = ! (k = ) ! =

Sei Ap pp= A n iy (k = 1,...,1) und By ;o Qi1 Ay
(m=1..... ,1). d.h. B, = A} und By = A'. Nach 6.4.5. folgt
fur
o= 2y00eal
1) ;, \i = » .{ — n ' !
mp_B&, mp(B&_1) + mp\A&) mp(Br'n_1 N Al )

lParaus folgt der Reihe nach

) L 1/2
mp(Bé) = f [Detk(Dig,ng)>J /
b2
m (B1) = m (A') = [ [Det((D.g,D.g))] /2
LBy My At LR 4

At

mit Hilfe von Folgerung (c) aus 2.2.2.

6.7 Bemerkungen und Beispiele zum Darstellungssatz

6.7.1. Bemerkung: Der Hilfssatz 6.6.1. und damit auch der

) 1 ’
Darstellungssatz 6.6.2. gilt ebenso, wenn nur C -Karten.voraus-
gesetzt werden. Wir kdnnen darauf in unserem Rahmen nicht niher

eingehen.

6.7.2. Beispiele: (a) Sei p = 1. Ist g : U' = M eine lokale
Karte von M, so gibt es wegen U' C 51 ein kompaktes Intervall
la',b'] € U' , und wir erhalten fiir die Liange des Kurvenstiickes

L von g(a') bis g(b') von M die bekannte Formel

~



b
m, (L) = J tg () at
a

(b) Sei weiter p = 1, und naun avdevdem n = 2. Seien V' uad V"
offene Mengen in 51 und © : V' - V" eine lokale Beschreibung
von M gemdp Bedingung (4) in 5.2.2. Wir erhalten eine lokale
Karte g : V' = M von M. indem wir setzen:

g(t)Df: (t,0(t)) fiir alle t € V',

Nach {1) erhalten wir flir ein kompaktes Intervall

la.b] < V':
b b
/ 7 . . 2
m1(g{a'.b']) = I {g'\t)g dt = ‘f\/1+(@‘(t))2 dt
a a

{c: Seinun p =2. Ist g : U' = M eine lokale Karte von M
und A' eine kompakte Menge in U', so erhalten wir als Map

des Flichenstiickes gA' in R”

| (D g5 D g) (D8, Dog), 1/2
molEh) - {. (Dye, D1g) - (Dye, D2g>,

Unter Verwendung der Gaufschen Symbole

Epe= (D,8,D,8), Ppp= (Dyg,D,8)l= ( 9g,D1b)J DE= (Dzé,bzg)

kSnnen wir auch schreiben:

m,(gA") f ‘B -~ F°

(In der modernen Differentialgeomeﬁrie schreibt man héufigv

gij Df: (Dig’D'g> (iaj

8 1,2) und gpe= Det((g; )13 = 1,2);

das bedeutet:

fve).
Al

m,(gA")



(d) Schlieplich betrachten wir den Fall p = 2 und n = 3
unter der Voraussetzung

glu,v) = (u, v. o{u,v))
mit einer geeigneten Funktion ¢.

Tenn haben wixr:

D,g = (1. 0. D,9)
Dyg = (0. 1, D9 )
ol = 1 + {D1<p)2
Poo= {D,9)(DY)
G = 1 4 (D2<y>2
€6 -7 =1+ (09 4 (D97 =1+ lgraa 9, grad ¢)

und damit

mZ(gA') = f‘!21 + (grad ¢, grad 9)
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ITI. Kapitel:

Alternierende Differentialformen

vy e ra— o e —

& 7. Der fatz von Radon-Nikodym

N e+ o —

7.1.Definitionen:

7.17.1. Sei M eine Menge und P eine lMenge  von Teilmengen

von M. ILine Funktion I : P — R heift Mengenfunktion auf M.

7.17.2. Sei M eine Menge. eine Mengenfunktion F auf M heift

additiv. wenn gilt:

FraU B = F(A) + F(B),
falls F fiir die Mengen A. B, A U B < M definiert und

ANB = (J ist.

T7.7.5. Sei M eine Teilmenge in En. Eine additive Mengen-

funktion auf M heipt vollstetig, wenn es zu jedem € > O

ein § > O gibt, so dap fiir alle (Lebesgue-) integrierbaren

Mengen A © M, fir die F(A) definiert und m(A) < § ist, gilt:
F(a) < e,

T7.1.4. 3ei M eine Teilmenge in-gn, X ein inneref Punkt aus M
und F eine Mengenfunktion aufbM, derart, dap fﬁr geniligend
kleine v € J0,=[ P(W_ (x)) definiert ist. (Dabei bedeu@gt

Wr(x) den n-dimensionalen offenen Wirfel um x = (X1,,.,,Xn)

mit der Kantenlinge 2 r, d.n. W (x) o= (¥ = (yyseco,y )] |2,
<r, i=1,...,n}. Dann heift der Ausdruck

. F(W_(x)) .
Fr(x) = lim naﬁgﬁ_wés- (vgl. 4.6.6.)

das Differential von F an der Stelle x, falls ein endlicher”

Greuzwert exisitert.
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7.2. Der Satz von Radon-Nikodym

7.2.1. Satz: Sel P eine Menge von Lebestp~; 1ntegvlerbaren

Sermesmocae

TeWLn“n*on von

B | / —1 | ] <
I = 1x i x=(x,,...,x, ) € R und Max ]x.{ < 1. so dap
n DT 1 Y = P i ’
- e —— e — e s >l‘<n [ - . i —
Tir alle x € W, (0} < E ound r = 1 - Max fxif gilt:

W ix) € P;
e

auﬁerdem el r - R eine adstlve. vd&bteclge Mengenlunktlon

Ta; Es £1bt eine fast iberall in E eindeutig bestimmte

Funktion £ : B — R mit: jf = P(A) fir alle A © P
4
(f heiﬁt 1ﬂh e" von F§.

(b> Mir iaSu dLLe X € E exlstlert das leferenulaL von I

i*?‘ B

Yo o . .s . —

(c) Hs glLt fast iUberall in I_:

AN o n_

\\
o a(x) = B,

.,\\ . - o

worcel I die Funktlon aus (a) bedeutet
- et -

Ten Beweis konnen wir in unserem Réhmeﬁ nicht fiihren. Eine
ab&gemeinere Formulierung des Satzes und den vollstdndigen
Beweds findet man z.B. in der (Original-)Arbeit von
Otton N;kodym: .Sur une généralisation des intégrales de
M. M. Radon" (Fundamenta mathematicae, Band 15, S. 131 - 179),
oder in . H. § 31, Der Satz wird im folgenden nur zur lMotivierung
dev Diffeventialformen und nicht zum systematiscunen Aufbau der

Theorie benutzt.

7.2.2. Bemerkung: Ersetzt man die Voraussetzung der ,Vollstetig-

keit" dqurch die Foraerung nach "gLelchmaﬁlger" Differenzierbar-

Keit, sc erhdlt man sogar eine stetige Dichte, die dann natiir—
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lich eindeutig bestimmt ist. Ndheres dazu findet man in

LB, Kap. 3 Nr., 5.

T.5. Beisp}eLe:

7.2.7. Seien A und B offene Teilmengen in @n, die E umfassen;
welterhin sei ¢t ¢ A - B ein 01—Diffeomorphismus mit:

t En.c En, C bezeichne eine integrierbare Teilmenge in En

und £ die charakteristische Punktion von tC; dann ist f-t

die charakteristische Funktion - : C und der Trensformations-
satz 4.2.2. liefert:

=mtC) = Jf = [(£o4){Det Jt| = [IDet gt
B A

FiC) ne
D= 1

. . : [ i -/ v e . . < - P .
Also 1ist ‘Det Jt{x,; Ilr fast alle x € Ln das Differential

der Mengenrunxtion I' an der Stelle x. d.h.

|Det Jt(x)| = vim Tm L

7.3.2, 3eli M eine n-dimensionale CzaMannigfaLtigkeit in gm
und g : U' = M eine lokale Karte von M, so daB gilt:
U'r c En . Dann ist g U' gut fiir das n-dimensionale Minkowski-

Mag, und fir jedes kompakte A' € U' gilt:

AT

F(A") pe= m (gA") =

roreeoer. e

(nach 6.6.2.). Also ist\/bet({iiéfx}, ng(x)){i,j = 1,.,o,n}

fir fast alle x € En das Differential der Mengenfunktion F

an der Stelle x.

1.3.3. In der Physik treten als additive, vollstetige Mengen-
funktionen die Funktionen auf, die jedem Teilkdrper eines
Korpers seine Masse bgw. Ladung zuordnen. Der Satz von Radon-

Nikodym liefert dann die Existenz einer Dichtefunktion, der
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sog. ,Massendichte" vzw. der ,Ladungsdichte".

7.3.4. In der Wanrscheinlichkeitstheorie sind die Verteilungs-

funktionen als Mengenfunktionen in unserem Sinne anzusprechen,

und man erhalt dann die ,Wahrscheinlichkeitsdichte".

7.3.5. Nun wollen wir noch eine additive Mengenfunktion auf En

angeben, zu der es kKeine Tichte gibt, das sog. ,Dirac-Mag"

AX zunm Punkte X, N En. Es ist filr cle integrierbaren Teillmengen

c
A von En definiert durch die edingung:
1, fells X, € A
A N =
"o
- 0. sonst.

Wir erhalten zwar fast Uberall als Tifferential
At (x) = 0, falls x + x, und (x| <1,

0

aber es gibt keine Dichte § : E ~ R, so dap

J 8= o ()
A

E

fir alle integrierbaren Teilmengen A C.“n gilt, obwohl man in

der Physik manchmal so tut (,Dirac-Funktion").



- ']'59 -

6 8 Begrundunv der alternierenden leferent ormen

e T EES L DERRTIL AT CRSNASTIEITY MERIA TR ST SCEE. TR S SRS SRR T B g

Auch fiUr diesen ¢ gilt das im Anschlup an den Satz von
Radon-Nikodym Remerkte: Wir entwickeln hier xeinen strengen
Aufbau der Theorie sondern versuchen nur. heuristisch die

exakten Untersuchungen der folgenden %% zu motivieren.

3.1, AuSNanvsounku

— © i S G ———

N

8.1.1. Beispiele: (a) Sei in 53 ein Kraftfeld gegeben. Ist

M eine eindimensionale Teilmannigfaltigkeit, d.h. eine Kurve

in 3, so konnen wir fiir jedes (abgeschlossene) Teilstiick

{i=v;

L von M eine ,Arbeit" angeben. die ein Massenpunkt zur Turch-
laufung dieses Teilstiickes in einer bestimmten Richtung beno-
tigt.
(b) Sei in 23 eine Flissigkeitsstromung gegeben. Ist M eine
zweldimensionale orientierbare Teilmannigfaltigkeit, d.h.
re Flédche in 53, so kOnnen wir jedem Teilstiick von M die
Flussigkeifsmenge zuordnen, die in der Zeiteinheit durch
dieses Fléachenstiick in einér bestimmten Richtung hindurch-

flieBt.

8.1.2. Zu diesen Beispielen wollen wir nun den abstrakten
Hintergrund untersuchen: Sel in En eine p-dimensionale,
orientigrbare Cq—MannigfaLtigkeit M. -gegeben. Wir wollen mit
O1 bzw,'02 die beiden mbglichen‘Orientiérungen von M be-
zeichnen. Flr eine geeignete Teilmenge P der Potenzmenge
PM von M sei eine Funktion

PP x{0,,0)] |
erkldrt. Das Bildelement von (A.0) € P x {01,02} bei dieser
Abbildung F wollen wir durch

F (A; M, 0)
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bezeichnen. (PiA; M. O) ist in unserem Reispiel 8.1.7.(a) nichts
anderes als die Arbeit, die zur Durchtaufung von A in Richtung O
benétigt wird: auch in Beispiel 8.7.1.{b) hat es die dort

nzher beschriebene Bedeutung). Pir unsere Uberlegungen sollen
die Menge P und die Funktion F gewissen {an Hand der Beispiele
naneliegenden, Bedingungen geniigen, z. B. soll F ,stetig" und
padditiv™ von A abhéngen; diese Bedingungen werden wir jedoch
erst spater genau formulieren {(vgl. Apnahme 1 1in 8.2.2., Annahme
2 in 8.2.4. und Annahme 3 in 8.3.6.).

Pie Funktion F sei von nun an fiur den Rest dieses Paragraphen
fest vorgegeben.

8,2.‘§bey§;§g zu Differentialen

3.2.7. Wir wollen uns nun auf den Fall beschranken. da M

ein p-dimensionaler affiner Unterraum von En ist.

Sel a ein beliebiger Punkt aus M. Dann gibt es einen
p—dimensionalen Untervektorraum V' von gn, so dap wir

schreiben konnen:

M=a+ V" .

Ist v1,...,vD eine Basis von V', so kOnnen wir durch

e}

. _ . .. . » i} ¢ p
) pe= @+ tyv, fir. alle t = (t,,...,% ) € R

gf\u,],...,tp 15 o R

eine lokale (und in diesem Fall auch globale) Karte
g gp - M von M um a definieren.

Zur Abkilrzung schreiben wir noch:
: 12

g' (%) D= tyvy o, d.h.

iz

glt) =a + g'(t) .



Sei nun 0 = {v,,...,v_J (vgl. 5.6.1.,. Turch die Festsetzun
1 D &

QLA D= PlgAts M, 0, fiur alle A' mit: gA' € P
erhalten wir eine Mengenfunktion auf RY (vgl. 7.1.1.).
Wir machen nun die erste der in 8.71.2. angekindigten Voraus-

setzungen:

. . - . -1, . .
8.2.2. Annahme 1: Flir Jjedes A aus P ist g A integrierbar:

g o e

iy jedes t = (ty,....% ) € W, (0) < R® und r = 1 - Max |t |

1 4 J
' 1=i<p +

gilt: g W, (t) € P. F ist fiir festes 0 € {0,,0,) eine

additive Mengenfunktion auf M und ,stetig" in folgendem Sinn:
Zu jedem & > O gibt es ein ¢ > O, derart, daB fur alle

A€ P mit m(g—1A} < & (m bezeichnet das Lebesguesche MajB

-

C Dy
in RY!Y) gilt:

\

{ oo - ' .
F,\‘I"L: I"l.? O}i < €.

8.2.3. Bezeichnen wir mit D den Definitionsbereich von @

und mit K die Menge der intégrierbaren Teilmengen auf Ep,

so folgt aus Annahmé-?, dap die Mengenfunktion @ I DN K

den Voraussetzungenvdes Satzes von Radon-Nikodym (7.2.1.)
genligt. Deshalb erhalten wir'nach diésem Satz durch Diffe-
renzieren von é j DN K eine fast iiberall eindeutig bestimmte

Dichtefunktion @ : Ep - R, flir die gilt:

J 9§ =¢ (aAr) fiir alle A € DN K
Al

(Bei unseren Beispielén 8.1.1. begeichnet man @ auch als Feld-
stdarke bzw. Stromdichte).

Wenn es unter den zu ¢ ! D N K moglichen Dichtefunktionen Q
eine stetige gibt, so ist diese iUberall in Ep eindeutig be-

stimmt. Wir wollen deshalb voraussetzen:
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g.2.4. Aunehme 2: Zu ¢ | DN K gibt es eine stetige Dichte-

funltion, die wir wmit ¢ beczeichnen.

8.2.5. Die (nunmehr eindeutig bestimmte) Funktion

» ; E_~— R hdngt nach unserer Konstruktion natirlich von

der Wahl des Punktes a und der Basis V1’°°°’Vp von V' ab,
ist aber sonst durch unsere Voraussetzungen eindeutig
pestimmt. Das fihrt uns zur Definition einer Funktion
wor M x V'x ... xV' — E, die wir vorerst nur fir Elemente

, L p-mal —
Las VW,O‘,.VD) € Mx V'x ..., xV' erkléren wollen. fiir die

3

die Vektoren V1,..n,Vp linear unabhéngig sind, d.h. eine
Basis von V' bilden: in diesem Fall setzen wir:

wio e % — nlN)
wias Vq"“-"’p/ DE= ({0,

— .

Die Tefinition von w flir die iibrigen Llemente des Pefinitions-

bereiches bringen wir in 8.3%.4.

8.5. Folgerungen aus Spezialfédllen

P —

8.3.1. Sei h : R” » R” eine affine Abbildung und

~ | P

g pe= & ° B i BT M.
Aus dem verallgemeinerten Transformationssatz (4.4.3.) erhalten
wir fiir eine Teilmenge 4' < R® , fiir die g A' € P ist:

F(ght; M, 0) = P(g(hA'); M, 0) = & (hA') =
p=f9 ,
hA! A

1l

wobei ® po= (¢ « h) * |Det h| ist (vgl. auch 4.2.3. Folg. 1).

8.3.2. Wir setzen nun h speziell als Translation an, d.h.
n(t) = s + t fiir ein festes s und alle t aus R® .

Dann erhalten wir:



. ~

Qls) =9 n(0; =49 (0.
wobel wir ¢ als die Dichtefunktion auffassen konnen, die wir
nach dem Verfahren von 8.2. a8 F erhalten, wenn wir statt

VON 2 UNG Vi seon V. VON 8 —po= & s) und v. =v, {i=1,...,D
e 1 "o DfT 67 i Df i ’ ,0)

ausgehen, d.h.

¢ (0) = w la; v, .vp) (nach 8.2.5.)
=W o{gls): viseea,V )
Tamit ergibt sich {s = (s,,....8 )):

Flgh': M. 00 = [ ¢ (s dsqys....ds =
A

= f wia + g'l(s); V1,...,Vp) fir alle A' € D ,
AY

d.h. wir konnen die Funktion F auch durch Integration der
stetigen Funktion w gzurlickerhalten. .

(Die Stetigkeit von w als Funktionvvon s folgt aus der
Stetigkeit wvon ¢, die hach Annahme 2 (8.2.4.) Vorausgesetét

ist.)

8.3.3. Nun sei h in 8.3.1. eine lineare Abbildung mit
positiver Determinante. Dann ist § die Dichtefunktion, die

wir aus F erhalten, wenn wir von der Basis

~

v, pe= 8' - h(e1),.°,,vp pe= 8 ¢ h(ep) von V'
ausgehen, d.h.
wia: v

19°°°.~?”D> :’(? (O>9

woraus folgt:

(*) wla; ;ﬂ"'°’;p) = Det h - w(a; VyseeesV ).
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Ist speziell h{ei) = A.e. fiur ki >0 (L =1,....p),

so ergibt sich weiter:

(Y wia: k1g,...,kovp) =k, ... AF w (a; v1,..°.vp).
) . J

8.%.4. Nun kommen wir zur Erginzung der Definition von w

fvel. 8.2.5.):

Sel V1,.,,Vp ein System von linear abhingigen Vektoren

. . . v D 0
aus V'. Dann gibt es eine lineare Abbildung h : R¥ - R”
nit verschwindender Determinante., so daf gilt:

g°h fe.) = R fir i = 1.....p.

In diesem Fall erhalten wir aus 8.3.1.

eS|

(gh'; M. 0) = 0 falls gA' € P.

zs filhrt uns mit Riicksicht auf die Uberlegungen in 8.3.2.

-

5

und 38.%.3%. zu der

4

Definition: wia; Y%,.,,,vp) - 0 fiir linear abhingige

VyseeesV € V',
Y
Dann bleiben auch die Formeln (*) aus 8.3.3. richtig

(fiir Det h 2 O und A, 2 0 (i =1,...,p)).

8.3.5. Seien vo,v1,°,°,vp linear unabhsdngige Vektoren in gn
und a € gpein fester Punkt. Zu € > O seien aifine AbbiLdungen

g.h,f Ep - En durch die Festsetzungen

g(0) = a, gle,) = a+ev,, gle, )=a+v, ~\*\

h(e1):a+e(v +v1), h(ei):a+€v1%v. fir i = 2,...

h(0)=a+ev 5

1)

o)

£(0) = a, f(e1)=a+€(vo+v); fle,) = a+v,

gegeben.

o]

g'(8°), n(RP) und £(RP) sind p-dimensionale Teilmannigfaltig-

keiten in Rn; wir schreiben zur Abkiirzung dafiir Mg, Mh bzw. Mf.
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Hun sei W" der abgeschlossene Iinheitswiirfel in gp_1.
Dann betrachten wir den kompakten Quader

Q'pe = L0,1] x W' c BP
und sein Bild bei den Abbildungen g, h und f.

Die Verh#ltnisse im Falle p = 2 zeigt die folgende Skizze:

v +
eO

/

2(Q'), hi{Q') und £(Q') lassen sich als die Seiten eines
{p+1)—dimensionalen‘"Prismas" ansehen. (Im gezeichneten
Fall handelt es sich wirklich um ein dreiseitiges Prisma;
fir p > 2 ergibt sich ein komplizierteres Gebilde.) o

Nuﬁ wollen wir eine physikalische Uberlegung anstellen:
Sei in En eine Stromung gegeben und F{A;M,0) definiert als
die Menge, die pro Zeiteinheit durch die Teilmenge A der
p-dimensionalen, orientierten Mannigfaltigkeit hindurchtritt.
Dann konnen wir feststellen: Die Gesamtmenge, die durch den
Rand des Prismas nach aufen tritt (mit den zugehdrigen
Vorzeichen aufsummiert), ist’gleich;
KO:F(g(Q');Mg,[ev1,v2,f..,vp]) + F(h(Q');Mh;[svo,vz,;.o,vp]) -

- F(fiaf);Mf,[€§V0+V1)?v2;...;vp}) + einem Korrékturglied Ky,
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das von aer Meungen herriihrt, die durch die lbrigen Seiten des
Prismas treten; da die Gesamt,P'ldche" dieser Seiten durch

eine zu proportionale Grope beschrédnkt ist, kann man auch

€
K1 = k162fur eine geeignete Konstante kyannehmen.

KO selbst hdngt aber von den physikalischen Vorgingen im
Innern des Prismas.ab [Erzeugung und Vernichtung von Strimung.

ruck- und Tichteidnderung.

Pa das Volumen des Prismas ebenfalls durch ein geeignetes
oA 2 .. . . " .
Vielrlfaches von beschriankt ist, erscheint es verninftig,

auvuch K < It €7 anzunehmen.
0 o)
DPamit haben wir:

Figiat): Mg,levy,....0)+ F(n(Q'); Mh,[EVO,...])=

s
Wwof

*RLEQ';F Mf,LE(VO+V1),,..,]} + K.

. B 5 .

wobel flir K DE= Ko K1 gilt
lim g = 0 .
€-0

Damit rechtfertigen wir:

8.3.6. Annahme 3: Ist W ein kompakter Wirfel in R°™,

(0,7 € R und g(I x° W), h(I x W) bzw. £(I x W) € P,
so gilt:

Flg(IxW); M,[€v1,v2,...,vp]) + F(h(IzxW); M,[ew,vz,.g.,vp]) =

= P(L(IxW); Mle(v +w), v Vpseeesv, 1)+ 0(e),

wobei fiir die Funktion O{e) gilt: 1im ée) = 0.
e~0

8.3.7. Nun erhalten wir aber aus 8.3.2. und 8.3.3

Flg(IxW); M,[€v1,v2,...,v03)

z ( ) :
& f w (a+s,Ev, + E:Sivi’ v1,..o,vp) A8y .. ds
IxW i=2

Py

und
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oL Tl ol wiw )y I € VoA .
pig Fle(Dai s M, levy Vo v )

e~0 €
0
= wia+ Z 1,....VO) ds, ... ds =
I'{\» i=2 ) )

D
= j wia+ 2 5.V, v1,.,.,v,) ds, ... dsp (nach dem Satz
W i=2 von Fubini 3.2.1.

inaloge Schlisse und Annahme 3 (8.%.6.) liefern schlieplich:

b
f wia+ Z S V.3 VaeeoesV ) ds, o.. 45 + f v a+ Z S.V.j; W.
i=2 ' W i=2
P v Y A 3 _ { - . - )
Vpree sVl doy s ds, = f wia+ z: i3 VW, v2,...;vp;d32 .. d
W i=2

Da das fir alle W gilt, folgt aus dem Satz von Radon-

Nikodym und der Stetlgxelt von w {(vgl. 8.2.3. und 8.%.2.)

' D , P

w(a Z S;Vyi V1,..°,Vp) + w(a+'z'?ivi; W, v2,.,.,vp)
i=2 | i=2

= wla+

S.V.3 W+ Vo, V2,.,,,vp)

und speziell fir Sy = eeo. = s, = O:

w(a;v1,...,vp) + wia; w, v2,.o.,vp) = w(a; v, o+ W, VZ,OQ.,VP).

8.3.8. Folgerung: wia; —v1,v2,...,v1) = - w(a; v1,...,vp).

Y —

. N - . .
Beweis: wla; - v1,v2,...,vp) = wla; V1’f'°’vp)

oz mr e

= w!\a;‘ O:! V29'°~9V_D\)A——-_ O _naCh 80304.
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8.5.9. Tie Schlusse von 8.3%.5. bis 8.3.8. gelten analog
fir j = 2,...,p: und zusammen mit 8.3.%. und 8.%.4. erhal-

ten wir:

WEBS ViseooaVotWeoo oV ) = WA; VaseoosV ) 4+ WAV, 4uee Vi 4 aW,
1 J o) b 1 o) ' 1 Jj-1
V. e oV
1 9. /

J+i b
A wla: v1,.,°.vb} = wia; v1,.,.,kvj...,,vp)

N ugl e
Wias v1,...,vp) = wia; VT,..O,vj_1, V3+1,Vj, vj+2,.°o,vp),

d.h. w ist fir festes a. als Funktion auf V' x V'x ... x V!

L—-———p«maﬂ,——~—-——J

aufgefat, eine sog. ,alternierende Multi-

Vinearform" (vgl. 9.1.1.1, 9.2.1.1 und 9.2.2.).

ST ZusUmmeniabsung Die so definierte Funktion

T R v rwer—

we Mx V'x ... xV' = R

!~ Jo -1na. -l‘/ —l

hat also folgende Elgenschaften~

(1) Bei festem \v1,...,v ) héngt w stetig von a € M ab.

(2) Bel fesuem a € M ist w nach 8.3.3. und 8.3.7. eine

”muutlllnearform" (ng ~die Definition in 9{1.1.)7

(3) Bei festem a € M ist w nach 8.3.4. ,alternierend"

P — SO S ——

PO R U N JP— = .
. . . ' 4
(vgl. die Deflnltlon in 9.2.2.,}° g
Diesy Eigenschaften ergeben zusammen, daf w als naliernierende
X e ovmrmen:
9 9 \
—Dir erentialform" angesprochen werden kann (vgl. 11.1.).

b
T1

[0 den folgenden $¢ werden wir nun diese Multilinear- und
Ditrerent Jalxormen systematisch untersvchen Wir bvauven dabeil
die ganze Theorie von den Formen her auf und definieren erst
spiter die ,Integration" (s. § 12). Das ist dann gerade die

Unkehrung der heuristischen Entwicklungen dieses 5.
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£ 9 Llternierende Multilinearformen

Seien V und W Vektorridume iber R sowie p eine positive
. o . . , . . ;
ganze Zahl. V¥ bezeichne das p-fache kartesische Produkt

von V.

9.17. HMultilineare Abbildungen und Multilinearformen

9.1.1., Dg?inition: (a; Ist p > 0, so heipt eine Abbildung

9]

P Ve - W multilinear", wenn fiur beliebige a1,.,,,ap,
bT,.n.,b“ < Vund » < R gilt:
(010 Fla, yueaa@. 1, . + Doy 8. 4seee,a ) =
o - ST~ i 1 i+17 "Tp’
\ Y \
= F(a1, . .ap) + F\a1, cesBy 1058y g .,ap) (1=1.0.-,p,
i’ 1 \ ’
200 XN Fla,,....a = a -1 a. . a
‘ &9 *Sy H 17 “i-17 Aql’ 2441 * p)
(1:1_,, ,p

(b) Ist W = R , so heipt eine multilineare Abbildung

P: V"~ W=R ,Multilinearform".

9.1.2. Bemerkung: vP trégt zwar eine natiirliche Vektorraum-

struktur, jedoch sind multilineare Abbildungen im obigen
Sinn fir p > 1 nicht lineare Abbildungen besziiglich dieser
Vektqrraumstruktur (Fur Lineare'AbbiLdungen miigte z. B. statt

9.1.1. (a) ((2)) gelten:

A F(a1,.,,,ap) = F(Aa1,...,aa§)).

5.2. Altérnierende mgytilineare Abb}}dungen

9.2.1. Satz: Sei p > 1. Dénn Sind fiir muLtiLinearewAbbiLdungen

0 P
e V9 = W sguivalent:

—i

; A Ay - ] . .
\&) Bei einer ,Nachbarvertauschung" andert F das Vorzeichen,

e == mao

d.h. z(a1,.°,,ap)

P U o e e s J

""-_“ . 2 0 o 4
h(a1,...,ai~1, ai,10 @55 35,05 ,ap)

essa € V und alle 1 = 1,....p-1.

Tlir beliebige ay s o




{b) €ind in der Folge By

(ai €V filri=1....,p)

— s e L s Y ki et com—

o

zwel aufeinanderfolgende Vektoren gleich, so ist

Fa,‘,.”,a ) = 0.

‘¢, Fur linear abhidngige ajseeesa €V gilt:

——— e

Pa

Ay, ) = 0.

2 a‘,o

&

Beweis: (a, © {b) 0.B.d.A. sei p = 2.

la; = (b) ergibt sich aus: Fla.a) + Fla.a) = 0.

{b) = (a) ergibt sich aus

= r(a1,a b+ F(aT,aZ + F(ap,a1) + F(az.aQ} - F(ap,a1) =

~—

= e a a.,+ ) - P(e O.‘.’.')
Fla,+a,, a,+a,) - Flas,a,) (nach 9.1.1

la,,a,) mnach (2).

{c, = (b, ist trivial. p-1
(a), (b) = (c): 0.B.d.A sei 2y = ,5 hjaj;'dann gilt:
=1
, p-1 ‘
F(a1,..o,ap) = Z.AjF<a1’°"’ap—1’aj> (nach 9.1.1.)-
- 321

Wun ist aber flir jedes j = 1,....,p-1 nach (a)

N = B( 5 . Vo= =
I(a1,..°,ap_1,aj) = P\a1,..a,ap_2,a33ap_1; .
o=1-]

F(a1,.,.,aj, ajz...,ap_1) = 0 (nach (b)).

9.2.2. Definition: Eine Abbildung F : V® - W heift alter—

e eSS aam— e s e [——

nierende (oder schiefsymmetrisché) multilineare Abbildung,

wenn

{(a) fir p = 1 P multilinear. d.h. linear ist,

{b) fir p > 1 F multilinear ist und die Bedingungen
{a) - {c) aus 9.2.1. erfiillt sind.
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N

2.0, cherkung Betrachtet man VektorrAume iUber beliebigen
Korpern an Stelle von R, so braucht Satz 9.2.1. nicht immer
zu gelten. Beim Beweis von {a; = (b) mufBten wir namlich
davon Gebrauch machen, daf die Charakteristik von R nicht

gerade 2 1ist.

9.2.4. Satz: Sei F : V¥ — W eine alternierende multi-

ARSI T L nT T LRI I

Llneare Abbllaung und g elne Pormutatlon der Menge

t1,...,p}. Dann ist

( ceea ) = € Ble e g )
F.\aw ’ao/ G *\clo,(‘/l)s "d()"p N

iy

wobel € p.= (-1)“ ist. wenn k die \nznhl der Paare (1

w e Ev—

P T AT e, S e ey R

bezeichnet. flur die gllt:

15 1< 3 s P und U\_) > o(j).

Beweis: Der 3atz folgt daraus, dap sich jede Permutation

[os— N

als Nacheinanderausfilhrung von k Nachbarvertauschungen er=

zeugen lLapv.

9,2,5 Bezelchnun : Die Menge aller Permutationen von

11,...,0) bezeichen wir im folgenden mit 60.

9.3, Abbildungsréume

o : p o .
9.3.1. Satz: (a) Die Menge WyuzaLLer4Abbl}dungen von Vg in W

bildet durch die Festsetzungen:

p
F+G/\\) D™ F\h)+GLX) fur F, G € WV

pes—— R, T

EE—— = 9]
D (x) po= F(x) fir F ¢ wV

und alle x QWVP

A€ B and aLLe x € Vp einen

\extorraum uber R

(b* U1e VIenge LDQV W) aller muLtlLlnearen AbblLouayen ygeyel

b
0
\r= 1n W bltdet elnen Unbervektorraum von W\ .

B T R Y - R, -

’

N .
&0} Dle Wengo Ap(V W) aLLer aLternlerenden Aoolldungen /

o or e e e Tt

\Od TP in W blldet einen Unuefvextorravm von LP(V W).

.—_ e
BN . S SR i Rl it e

N
\\ . : -
N W . . r
[ s



Den ganz einfachen Bewels konnen wir Ukergehen,

§.3.2. Wir betrachten nun spezielle Werte fir p.

‘@, Zundchst ergdinzen wir die Definition von L9V, W)
. F N

bzw., 4°(V,W) fir den Iall p = O durch:

LoV, W) 5" AO{V,W\ Df W.

@ 2T mesEmaE T e s L iy - s e

‘b)) Ist p =1, .0 IaLLen die muLtlLlnearen Abbildungen

T . . . A T .
von V' in W mit den linearen Abbildungen von V =V in W
zusammen, aeren Gesamtheit wir mit L{V,W) bezeichnet haben.

Damit heben wir unter Rerlcksichtigung von 9.2.2.:

LIV.WY = T(V.w) = A (V.W).

(d) Schlieflich betrachten wir den Fall dim V = p, W = g :

auf R (vgl. 4.1: Eine Determinantenfunktion ist eine Abbil-
dung VP - R, die die dort aufgefiilhrten Bedingungen (a) - (c)
erfiillt). Dieser Vektbrraum ist aber isomorph 2zu g, also

haben wir:

P

nw

R) =

{zum Beweis s. auch 9.4,7.(3))°

9.4, Dars _gLTung von alternlerenden muLt¢Llnearen Ab01Ldunven-

el nun dim V =1 (0 <n < ) und ©150e0s€ eine Basis von V.

sowie p > 0.

Iy

G.4.1. Sei I € A*(V,W). Wir erhalten:



n n
B,y a o= M \ & e.., . Zi a . e =
1’ 3 L, j1 . P, ip’
3q= = -
1
= a « o0 e C . \('-\'. P . )
2- 1y "pj, Tey1eCyp
Jq) "Jp:
{da F multilinear ist)
n
- B . eee. A . Fle. ,.c..8. )
E; 1y PJ, P
Jqe ,..gp=1
j. o+ o fur 1 % m
‘da P alternierend ist)
= ! >'C & a b e o . €
2 , - O 1 AP jo’ e .1_1
19i,<...%1 %n o0& o i1 o (p)
1 p v P
{nach 9.2.4.)
= }_ . . ° F(ei19° °’ei_>
1£i1<. <i =n . . Y
a. . R
pi, Tpig

Damit haben wir den

9.4.2. Hilfssatz: Jede“glternierendg'muLtilineareuAbbildung

P o: VP~ W ist durch die (3) Werte

Fle. ,e0v,e. ) (1 54, < ... ¢Ci_ £ 1)
. 11’ s 1p/ . 1 jo .
vollstéandig bestimmt.

PO —

9.4.5. Wir kOnnen nun umgekehrt vorgehen:

v 1" Tp '

und definieren eine Abbildung F & vP - W durch
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b} ) .
iy d110
‘\'_ - N - ¢
Fla, 25/ pr E. i i
Tsi,<...<1 _=n P
apl1 T Tpd
Y

Die Bedingungen 9.1,1. und ¢.2.7. lassen sich nun unmittel-

bar verifizieren, und wir haben den

N n o . .
9.4.4, Hilfssatz: Zu (p) beliebigen Elementen o ; €W
i S 1 * 0o o p
P . L ) . . D, .
(1= i, <Ll i, £ nj) gibt es genau ein F € A-(V.W). so
L . PRS— . B
daf gilt:
~ N £rroa . - . .
fe. ,ve00e. ) = b, . ) R ;2
- 911’ €y blq...l fir alle i, Ly mit
0 v *
1T £ 1 < < "‘Lp = Y
9.4.5. Sei nun W = R

und filir jedes p-Tupel 11,,..,ip mit

1 = i1 <eveo< 1 = n die alternierende Multilinearform

1Y
B. . definiert durch:
Tyeeedy |
| - -1 falls 1 = Jy TUT alle k
. . (€. yecoese. ) = o
l1'°°lp 31’ ’ Jp Df
0 sonst.

Wir erinnern bei dieser Gelegenheit an das Kroneckersymbol
6ij: Der zweifach indizierte Buchstabe & bedeutet 1", wenn
die lbeiden Indizes Ubereinstimmen, und ,0", Wenn sie ver-
schieden sind, d.h. |

i fir 1 =

13

o
4 | I

F—_L“ﬁ
o -

fir i + j.

Dann kdnnen wir E.l charakterisieren durch

1" .lp
E- . (e . 50'0 ° ,e_. ) = 8‘. .- ® e 0 0 6." .
11"'1p I Jp 14d4 lpJp
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Wir erhalten damit den

9.4.6. Satz: Lne %Lternlerenden MuLulLlnearformen E.

N et e e e £ e 12 e A 11 e o °j- A
leden eine Rasis von 4“/V,Bj7
C(*)) S = A . E. ..
(x5 BGU&lb el P EZ /, Leed Llia-‘-l
1i.<...<i sn ! P
! P
Dann ist Ai ;0= F(ei ....,€. }, also durch F eindeutig
17T 1 0
bestimmt. Um zu zeigen, dag gedeb T € A¥( {(V,W) so dargestellt
werden kann. braucht man nur A. 5 aurch F(ei sev €y )
_;_1 e o o ' 1 p
zu definieren. Dann stimmt FxnrtE:A. i Ei i
. v ) ¢ o o p 1.00 .g)
Uberein, zunachst fir {e. s...,2. ), faLLs 1= 31 <eew$ J_ S n
J 1 Jp p
und daher nach 9.4.2. lberhaupt.
O A - . L p/.‘ A /I’l\
4.7, Folgerung: dim A(V.R) = {D.

Speziell gilt also:

(2) dim A™(V,R) = 1: Jedes P ¢ A™(V,R) ist Vielfaches von

E1,,,n’ und wir haben:

A™MV,R) =R,
wobei der Isomorphismus durch die Zuordnung

L s

induziert werden kann.

n-1

(b) dim A V,R) = dim A1(V,g) = n. Im ersten Fall

schreiben sich die Basen E fir 1 = 1,000,502

Teooleson

(,"" bedeutet, dap das darunter stehende Glied. aus
der Folge herausgelassen wird), im zweiten Fall:

E,s...,E . Wir haben Isomorphismen

s (v,R) = V una

bRy =,

‘die z. B. durch die Zuordnung



. L vi=T .
n S -1 e. 1i=1,....n
1 1 ..plp = ’ 1 ’
bz,
5 | > e i=1, el

induziert sein konnen (vgl. 10.4.1.-2.).

9.4.8. Wir haben die Symbole Ei i bisher nur fur p-Tupel
1 * o © }")
i1,.°°,ip mit 1 < 11 <...< ip < n erklidrt und wadlen diese

Definition jJjetzt auf beliebige p-Tupei iq,...,ip mit

1 £ i,,...,1_ = n erveitern.
i |9

A

Dazu beachten wir . daf es zu einem p-Tupel i1,°‘,,ip von

ganzen Zahlen nit iT % im Tir 1 % m genau eine Permutation

o < 69 gibt, so dap gilt:

i0(1) o(2) o{p)
Wir definieren dann
0 falls nicht alle ik verschieden
(1 <k £ p)
E- . = - \ >/
i,.001
1 P
, EoEi _ i, sonst, wobei o die oben be-
o(1)" " ~o(p) zeichnete Permutation aus &
bedeutet und E; - . L
T () e ()
dann nach 9.4.5. erklidrt ist
und erhalten. den
9.4.9. Satz: (a) E; . ist charakterisiert durch:
peve TR - el
1, falls i, = jy fir alle k
! i (l * o o @ . = \/I = = E .
Bi peeedy (e ,er) , (1 T k = g) unq
1 1 0 1, #.1, fur 1l £ m

0, Talls {i1’°°"io} &
{31,.,.,35}.
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I \
E. LB, weooeasld ) =
11...1 -1 o)
Beweils ist trivial.

a, . co o e
Tl1
a. « o o o
Pl

a
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o

£ 10. Aupere Multiplikation von alternierenden Multi-

linearformen.

Sei V ein Vektorraum liber R und p = O. Wir schreiben zur

-
A D

R Py , e 2D
abkiirzung A fir AP(V,R) una TP fur (v,

=
—

Je

10,1, Alternierung

Mit dem Begriff ,Alternierung" begeichmnenwwir eine Operation

die jeder Multilinearform eine alternierende Multilinearform
zuordnet.

e
10.%.1. Definition: Die Abbildung a : L® - R' ist gegeben

durch:

a Drs P fir o = 0
undé
1(,1]_9\/ L&, s a_ ) = l"‘ z € Fl’la g a )
. Nt IR P Df o O "6(1)’.01’ 0(p)/
066
P
fir p > 0.

10.1.2. Zatz: IsthF_gine'beliebiggﬂMgltil{gsapﬁogm aus L,

so ist aF eine alternierende Multilinearform aus AP; ist F
einex alternierende Multilinearform, so ist aF = F.
beweis: Der FPall p = 1 ist trivial. Sei nun o > 1; die

Cm—eas

dultilinearitédt von aF folgt aus der Multilinearitit voan F.
Wir betrachten nun (aF) (a1,,..,ap)ﬂ wobei fiir ein i (1 s i < p,

celten moge: a. = a. .
e g i i+

DC i i S : 4 °o o e Y :)
ann heben sich in der Summe z €y F(ao(1),, 25 (p)

die Summanden paarweise auf, und wir haben
i 7 N
(a ) ka1,,oo,ap) = 0,
d.h. aF ist eine alternierende Multilinearform (vgl. 9.2.71. und

9.2.2.),
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Ist It ¢ Ap, so folgt aF = I’ aus 9.2.4. und der Tatsache,

daﬁ'*p genau p! Permutationen enthilt.

10.1.%3. Bemerkung: Aus 10.1.2. folgt, daf die Abbildung
a0

s SV . o . -

a L7~ R einen Epimorphismus des Vektorraumes P auf
den Vektorraum AY induziert.

10.2. Tensorprodukt

10.2.7. Lefinition: DPie bilineare Abbildung

o D e -+ D+Q . o ;

g LY x Ll - L%, die durch (F.G)}———m> #® 3 G,

P2 G (a,y.e...a one= Pla. . o.o.al) o G4 c..sa )

{ G tag, *Sosq’ DET T D Gla, o VTR

fir p. g £ 0 sowie durch

\
/

(P2 G) P ) pe= F G(aﬁ..o.,aq,

rir p = 0 und flir g = 0 analog gegeben ist, heigt Tensor-

nrodukt.

10.2.2. Bemerkungen: (a) Die Definition fiir p = 0 (bzw. g = 0)

ist durch 9.3.2. {a) motiviert: F ist in diesem Fall einwElemen

aus R.

\

(2) F® G ist zwar eine Multilinearform, braucht aber im all-
gemeinen nicht alternierend zu sein, selbst wenn F und G
selbst alternierend sind: Sei z.B. dim V.=n (0 ¢ n < @)
und 'p = q@ = n. Sind F und G.aLternierend, so sind F und G
Determinantenfunktionen und F ® ¢ ist sicherlich nur dann
identisch O, wenn F oder G identisch Null ist, Ware F 3 G
jedoch aLternierend,.so mipte F 2 G wegen p+q = 2n.> n nach

9.%.2. identisch O sein.
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10.5. Augeres Produkt

TR e T e a—

10.%.1. Definition: Die bilineare Abbildung

a

0 0+( . i
A s ATz A=~ AYT1, die durch

' i . Ny .
(F. Gjle—m=TF A G o= APFA 4 (P3G
RENE p‘ q'

geben ist. heipt ,duﬁere° Produkf"

-—— -

ce
[0}
0y

&

ie Bilinearitat folgt zus der Bilinearitdt von 2 und der

Linearitat von a;.

10.3.2. Bemerkung: Ist p = 0, also F € {vgl. 10.2.2.(a)),

{l=v]

so liefert die Definition:
FAG = al?de ) =alP G) = Pab=F -G

{Die analoge Gleichung gilt fiir ¢ = Q).

10.3.5. Sate: Fiar ? € AP und ¢ € 4% gil% bei o + g > O:
(a) (FAG) (a,,....2 =
_l 19 h p+q)

= Z e F(aL peeesBy ) o G(aL pee a8y )

S1,<0. . <L Sp+g 1 o o+1 o+a

Die Zahlen Lp 1,,.9,L sind bei gegebenén 11,90.,Lp durch

p+Q
die folgenden Vorsohfiz%en elhdeut g EEZ%lmmt L
< <
15 Topq <oea$ g S e
\. S I
{L1,...,Lp+qJ = {1,.0.,p+0s
und auferdem ist
e 7 |
'1} 1 . . ° ° _9 T q_
i
T = ia;\
L 1 !
L : C
\‘1 p+a

Ist dim V = n (0 < n < «) und e s....6, eine Basis von V,

J,Ic.oap

et T T AT ST

S S P GRS —
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Revweis: ‘a Vir teiLen.60+0 in Aquivalenzklassen auf,
L pd

indem wir gzweil Permutationen ¢ und T dguivalent nennen,
wenn gilt:
{o(1,.oo,0lo)} = {1y, ..., t(p)}.
Jede dieser Aguivalenzklassen enthidlt genau p!q! Permuta-
iocnen und 188t sich eindeutig durch eine Zahleafolge

L1"°°’Lp mit
1 (Y Lp = p+q

beschreiben. {(Jeder solchen Zahlenfolge wird die Aguivalenz-

Itlasse zugeordnet, die durch die Permutationen

T ce... BHQ

T = reprasentiert wira, wobel die
] 1
“a4+q

by eenen

Lp+1"”'1p+q wie oben bestimmt sind.)

Wir behaupten nun: Ist T wie eben definiert und liegt

in der gleichen Aquivalenzklasse, so gilt

E.° P (a, ,...,a, ) °G(a yee. s ) =
oY % Vo Vg
= €0. F(ao,m),...,ao(p)) ° ‘G(ad_(-pH),....,aa<p+q>).
Wir haben niamlich Permutationen Tp E'SD und Tq‘€ Gq,
so daf gilt:
a ray = 8. fir 1 = 1 = p bzw.
ol(i) LT_ (l)
P
a = a fir p+1 = 1 = p+q
6 (1) Yt (i-p)
q
und G = €r ° aT ° ET 5
P q

atso erhalten wir diese Behauptung aus:



e .}\{r. . o o o ’ \‘ = ’(“ a0 0 o Rsh \
T YR8rrqy Erip)’ Fla, , ) und
D ' = L P
€ Gla _, - ) 5 = Gla e ) o (pnach 9. ¢ ).
T' N e 'l H ‘L' 0 ‘ . A /

Damit kOnnen wir nun den 1. Teil des Satzes beweisen.

Sei 8, , Gie fquivalenzklasse aus G .. die durch
a & o o . . X \.1
i 9] R :
l,syee.sb  beschrieben wird. Wir erhalten aus der Definition
1 0

des duperen Produktes:

\ f-o_*_,o)l - 7 N\__
PAG I @, yee.. b= o2 =l LalF2G) (as ... )
1 p+Q Y o 1 0+Q
-l }j €_ Fla \ a iGla \ a, } =
“,“Zj o “+%al1) %0 (n) FFo{p+1 )T %o (p+q )
i o€
0+Q
1 .
T et Z 2 € .E‘&a Qoon,a .G(oao
ot gl gey <L <) < ¢ :
O' b1 °© o o "p+q SL1-9.L /
i »
(oooo} = (ao,,\'p_’_,')q..,qao_(b_i_q))
1 E: »
= plal. €. Flay ,...,8y ) Gla, seee sy )
plal o4 ¢ < 1 P o+1 P+a
051, <. . <L <p+q |
- ‘ o o ot
= E: e I‘(auq,..,,aL ) Gla, 1...o.aL ) .
0s1,<... <L sp+q ! b o ptd

(b) Wir haben nach (1) fiir paarweise verschiedne 11,0,.,ip,

j1,..°,Jq.

(B . AL, ) (e yeees€L , €. yee..€. ) =
l,lvoolp J1Q'OOJq 11 p J" Jq



- 5; £t wiq .. d (ek e Gy ) E] J o)
B ' -y '1000(
1%L1<..,’Lpﬂp+q P 2 Lp 4 /’
/ \ekL ekL /
p+1 0+q
wobei gilt: R .
Shad / i fir 1 < m < p
m &
k, = -
1
. Py pal < < 5. .
Jm—p fir p+1 < m p+g

In dieser Summe 1ist nach 9.4.9. hicnstens ein Summand von
0 verschieden, namlich der einzige. fux den gilt:
!

. N _ . 5
!toogi\L} {.L1qneog—.£),j .

(
1k
Ly

In aiesem Fall habesn wir zwel Permutationen ’r,9 € Gp und

4
A

T, € Gq, so daf

a
k = i fir 1 < m < p Dbaw.
LT'(m) mv )
0
k = fir 1 < m < q und
L’I'(m)-l-p m .
8,_[,=€,r ° ET .
p 4
Also folgt:
(%) (B. . AN B, ) (e siees€. 4 €L se..,8. ) =
11"’lp 31'°°Jq i’ : Lp 3 Jq
- 5. , . (e, .....e. ) * E. (e, ye.eses ) =
l1"°'°’lp i 1p J1’°°Jq 3 Jq

fir paarweise verschiedene 11,,,.,ip, 31,..0,jq .

.0 . . ' . 1L
Nun sei {dig,....0 . 31,...,Jq} & {k1,.°aykp+q
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Dann ist fur jedes 6€6p+0 entweder

{11, lp} .1;: £ (1) ,ko(p)} cder
i 3 1 B
Wieedgh # B gy oKy (pag)?

E . N E, . (e, .e ) =
11 lp J1 Jq ILT 11)4-(1
— )
= E /k [ ql{ ) E . -ooo)
— i i Yo (1) 0 '
Pt oeE 10D ‘ to) 1007 Iq

auf der rechten Seite jeder Summand verschwindet, also

(%) B, . AE. . (e, y....e
i1 J1"°Jp k1 0+q

{11,..0,1p, j1f‘°"3p} Folkg,aeak, 0.

Nach 9.4.5. folgt aber aus (*) und {(**) die Behauptung.

10.3.4. Satz: Flir das auﬁere;g;o@ukpwgilt:

(a) (F A G) ANH=TF A (GAH), W' ist assoziativ,

o 2 S

(b) T A G = -—1)Dq G AT fur T € Ap G € Aq

d.h., A" 1st "gradulert kommutatlv"

() NAF=P=pn 1 mit: 1 € R = 4°

— L

T T ARG -

Beweis:Na) folgt im Falle endlicher Dimension von V unmittel-
bar aus der Formel 10.5.3.(b), im Falle beliebiger Dimension
aus der Formel 10.3.3.(a), wobei noch einige leichte Uber-

legungen dem Leser iiberlassen bleiben.
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/ \ P RSN . Al - . < . <
{b, Ist flr die Folge L1"°"Lp+q mit 1 L, <...< 1 D+Qq

1 p
R, < 1 1 s PR
1 = e <onl X Lp+q o+q, by ¥ Lj fur i == j
//4.....p+qy,\,.. VAR
© “pr | g3 T “pr :

\ Lr‘ « o s s Lp+q/ - \(\ —Lp‘%’ ;: .

. N . . I
so gilt: €, = (-1)P%% und daraus folgt mit Hilfe der

T’
Formel 10.3.3.{a) die Behauptung.

‘c) folgt aus 10.3.2.

10.%.5. Remerkungen: (a) Die Formel 10.3.3.(b) fir

i1<.,n<i . 31<--°<3q konnte auch zur Definition des
auperen Produktes verwendet werden., Dann mipte aber die
Unabhéngigkeit von der Wahi der Basis noch gesondert ge-
zeigt werden.

(b) Aus der Assoziativitdt des duBeren Produktes zusammen

mit der Formel 10.3.3.(b) folgt:

B, . = B, A.....N EBE. .
i..ed ; i
1 0 it o

(c) Durch das #uBere Produkt wird
- Y - \
ADf—' (A ! p bl 0313000)

zu einer ,graduierten kommutativen Algebra iiber R mit

Binselement", die durch E1;.;,,En erzeugt wird.

10.4. Beispiele:

10.4.1. Sei in V ein inneres Produkt (,) gegeben.
v SR |

s

(In l__%_n z.B. durch die Formel: (a'1,az) = 2

814804
i=1
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Dann ist fir ein festes a € V die Abbildung
o+ V- R, die durch

Faﬁx) = (a,x) filr alle x € V

gegeben ist, eine lineare Abvildung, also nach 9.

Sei nun dim V = n und e1,.,q.ew eine orthonormierte Basis
La
1

von V. d.h. (ei,ej) =&.. fir 1 £ i, j £ n. Dann erhalten

1J
wir aus

und

. .

Daraus folgt aber, daB die durch a —s P definierte Abblbdung

von V in A1 der Isomorphvsmu aus 9.4.7. ist.

10.4.2. Seien a und F_ wie in 10.4.1, sei

n . _
Z Bie% € V und Fb € A1 gegeben durch

’ Fb(x) = {(b,x) fur alle x € V., -
Wir erhalten:
, o A | | -
A — AT D — ‘ - . ..
Fa Fb XL aiBj <Ei\Dj/ 'z. <aiBj ajBl) ElJ
’ i,j=1 - 1=is<jsn '

Das liefert fir n # 3

F, AR, = 2[33 03B,) Epg+(asB-0B5)Ex,+ (0, BymasB B, .
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Der Isomorphismus A~ = V aus 9.4.7. definiert nuncdie Zu-
ordnung:
AR - La,bl,

wobel La,b] wie iblich das Vektorprocdukt der Vektoren a und b

bedeutet.
In der znalyt. Geometrie zeigt man, dap gleichorientierte
Orthorormalbasen gleiche, entgegengesetzt orientierte Ortho-

nornaloasen Jedoch entgegengesetzt gleiche Vektorprecdukte

definieren..

10.4.3, Sei dim V = n (0 < n < «;, €y... €  eine Basis von V

n
g o ‘
und ai = aij ej €V {i=1,...,n) sowie
j=1
|
N — T g S
Piope= ) 9y By (1= 1,...m).
j=1
Dann ist: n | ‘
DAL L AP, = ' | ... a . B, . =
P1 _ Pn ‘ z- ) a131 : aan P31'°f3n
J1’3'~°°.~Jn“1 : .
a/]1 e © 6 0 0 o @ a1n
= E1 eoo 1
a o € & O 0 0 G (X,
nl nn

geht also durch den Isomorphismus‘von 9.4.7. in

Det (a1’°'°’an> iiber.

10.4.4, Allgemeiner LapLacescher Entwickiungssatz:

Sei dim V = n {0 < n < =), e1,..;,en eine Basis von V
v I ’ o
und a, = oy 58 €V (i=1,...,n). Wir haben nach
j=1. | "

9.4.9.(b):



= (B, - N R, ; ) {ayse.swa ) fir

(nach 10.3.73

. (04 .
o417 e Lp+13n-;

I
AN
®
~

o . 0. . vee. O .
L1 11

Lan—p

(nach 9.4.9.).
Dés ist aber gerade die Formel, durch die der allgemeine .
Laplacesche Entwicklungssatz in den Lehrblichern der Analyti-

schen Geometrie beschrieben wird.
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a

I Abtarnipzende DliferontlaL ormen

—— s A e g

Sei V = R [

™, AP = AP (R™, R} und X eine offene Teilmenge

n

in

=

117, D f1n¢*¢onen.

11.1.1. Definition: {a) Line alternierende Differentialform

o=ten Grades in ¥ ist =ine Abbildung

o : X~ AP,

(b, Die lenge der alternierenden Differentialformen p-ten

D

Grades in X bezeichen wir mit: ,AY (X",

117.1.2. Eine alterniercende Differentialform p-ten Grades

D oL .. L pee

in X. a : X = A% induziert fiir jedes p-Tupel (aj,...,ap;
n ;. )

von Velttoren a. € R™ (i = 1....,p) eine Abbildung

1 —
e -

a(a1,..;,ap) : X -

=g

die definiert ist durch

a(aq,,.o,a V{x) Ds* a(x) \a1,..n,a ) fiir alle x € X.

11.1.3. Definition: (a) Eine alternierende Differentialform

p-ten Grades in X, a : X - AP helﬁt C ~D1fferent13bform

7

toren as € E‘ (i = 1,°.°,p) die (gemsp 11;!.2) 1ndu21eruen
Abbildungen a(a1,.a.,ap) : X~ R O ~Abblldungeq sind.
{b) Die Menge der C —D1¢ferent1alformen p-ten Grades in X

: . . T D e
beseichnen wir mit: ,0° AP (X)".

1.4. Satz: (a) Lnd a, B € AP(X) bzw. C A*(X) _so sind

auch @ + B und A o € A*(X) bzw. CT A*'(X) filr alle A € g,;

wobel a + 8 durch

(a+BY{x) Df= a(x) + B(x) (Addition rechts nach 9.%.7.)
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unda A o« durch

(Aa}{f)‘

D£” A-al A/ \MuLtllekatlon rechts nach 9. 3.1.)

B e S— L a— e —tabt o s o

=p

et - PN < e

gegehen iot°

‘b) Ist o € AP'X} bzw. CF AP(X; und B € pq’X) bzu. © Aq(X\n

e

so ist a * B € Qp+qu) bz, C Aqu/XB wobei « - 6 durch

T A AT AT T T L

(v« Bl(x) De= @ 'x\ A ﬁ(v\ (s. 10.3_1.),

Jegeben ist.

Deir Bewels ist trivial.

11.7.5. Bemerkung: Satz 10.3.4. gilt sinngemdB auch fur das

in 11,1,4,{b) definierte Produkt von Differentialformen.

Damit wira

ACX) D= (A*(X‘ j p=0,1....) bzw
L '

D= fClAp{X> ¢ p =010y, )
zu einer ,graduierten kommutativen Algebra iber R mit Eins-

CrA{X)

element". Hierbel ist das Einselement die konstante Abbildung
o : X~ A° =R {(vgl. 9.%.2.(a)), die durch a(x) = 1 € A°

(s. 10.3.5.) fiir alie x € X gegeben ist.

: . e . : n .
1oee sy die natiirliche Basis von R und

S
- Dy .. . -
o € AY(X) {p > 0)., Dann konnen wir schreiben:

{nach 9.4.6.). Die £, ; X~ R (1=i <..o<ip£n) erhalten
. ,!ocn,o - .

wir aus « durch die Begiehung:

f. ;o= afey ,...,e ) (s, 11.1.2.).
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1117, Satz: a € A (X; ist genau dann elne C —leferentlaLforn

,.......».o‘ re e veewses maiTaa e o

weny i=2 Funkti n f. . = Y I B - fir
enn %}““FUIItlQnen i....i DS d(el R €5 ) X R fu
» 1 o) '1 P
alle 11,..o,iq (?Siﬁﬁn, J= teeaeapy ct —Abblldungen sind.
‘t_

Beweis: Aus a € CTAP(X) folgt gemdS der Definition 11.1.3,

. . T - : . . .
aag alle fi i C -Abbilaungen sind. Umgekehrt sind zunadchst
1l * o O D

die Dirferentialformen 0y ; » die durch:
N (' = . . £33 a1 ¢ < 4
5 'x) e B g fiir atle x € X

c*oﬁeben sind, aus C A‘/X‘ {Die induzierten Abbildungen sind

konstant. also beliedbig oft differenzierba r). Damit ist aber

« = f. © . E. . cf alx.

11.1.8. Bemerkﬁng: Wir kbnnén‘in Satz 11.1.7. auch o.B.d.A.

voraussetzen::

11.2. Der Differentialowerator

11.2.1. Nach unseren Definitionen (vgl. 9.3.2.(a) und 11.1.3.)
sind die'Cr~DifferentiaLformeh O-ten Grades in X nichts ande-

: X ~ R. Das Differential df

(2]

res als die C'-Abbildungen
einer Cr~AbbiLdungvf : X » R ist eine lineare Abbildung
von §n ~ R, d.h. _ |

af E’Li(gn, R) = A'  (nach 9.3.2.);
wir erhalten dann eine alternierende Differentialform 1-ten
- Grades df ¢ X - A1, indem wir definieren: |

(ar)(x) o= .
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Bezeichnen wir mit Dif die partielle Ableitung von f nach
der i-ten Variablen, so ergibt 11.1.6. wegen (dxf}(eﬁ) = (Dif)(

N

fir alle x € ¥:

t=3

b 3

n .
(af){x) = 4 £ = ) D, f{x) * L,
i

- s r . .o . . . . r s .
Da f C"-Abbildung ist, sind die D.f : X - R fir i = 1,...,n

r-1 Lo a . . . r-1 1,5

C -Abbildungen und Satz 11.1.7. ergibt: df € C A (X).
Sel nun D, X = R die i-te Projektion, d.h.

D.(X)ne= X, fir alle x € X C R™.

107/ DE i =
"Dann ist {Djpi)(x} = 6, . fir alle x € X {vgl. 9.4.5.), und

J
wir haben: "
L. = 6.. L. = 14 (x) = 4
i i 73 Dy % Pi
i=

(ap.)(x) ist also unabhéngig von der spezieLLén Wahl des
Punktes x € X, und wir schreiben dafir aﬁch in Anlehnung

an dltere Bezeichnungsweisen ,,dXi"° Fir Dif gebraucht man

oft auch das_SymboL%%%i , und wir erhalten damit die bekannte

Pormel fir das Differential einer Funktion von n Variablen:

n
of
at = EZV %, az; -
i=1

Flur Differentialformen o-ten Grades kdnnen wir nun auch

schreiben (nach 10.%.5.(b) und 11.1.6.).

11.2.2. Wir wollen nun im Hinblick auf das Vorige allgemein

eine Abbildung

a : cTaPx) - T a2 iy
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den sogen. Differentialoperator definieren. Beim gewdhnlichen

————— ottt oo ot e R s A e

Dirfferential einer Funktion gilt die Produktregel:

d(fg) = (df)g + 1{dg), und aus f unabhingig von x folgt: df = O.
Dadurch bietet sich ein rekursives Verrfahren gzur Definition

des Differentialoperators an: L&ft sich aie Differentialform
o-ten Grades als Produkt einer Differentialform « ql—ten
Grades und einer Differentialform 3 qz—ten Grades schreiben

{q1 % 0 # qz), und ist der Differentialoperator fir alle

g < p schon definiert, so kann man versucnen d(«p) durch
dlag) ='du)B + u{dB}

zu delinieren und zusédtzlich zu verlangen, daf filr konstante,

das heift von x unabhingige a gilt:

da = 0,

Diese Uberiegungen fiihren uns zu der

11.2.3. Definition: Fir r > O und a € C AP(X)

@= ) £. , ax, ...axg € CTAP(X) (r > 0)
151,<...<4 =n p ! b

ist der Differentialoperator d definiert durch:

AN ' ¢ ot Pt ey 4

o o= ) dfi1.°oi_ dxi1..,dxio ¢ o AP () e
1=i.<,.,.<1 _<n *
1 P
(dfi ; Dbedeutet dabei das Differential der Fun-ktion
1 ® 0o o p . . t

ki ; » wie es in 17.2.1. dargestellt ist).
igeeedy

11.2.4. Satz: Mir den Differentialoperator

a s oty - AP x) givts

e 1 e

{a) d istilinear, d.h.
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d%a + 51 = du + 4 fur u, B € ¢ P00

;Z;;\ | Ada o fiir « € C' Ap\X) und A € R.
by a isz eine ,graduierte Derivation". d.h.

G aB) = @)@ + (~1)7 aldf) fir o ¢ CiAp(K) und

S - - CTAQ(X).

lc, d ist ein Ranuonexatox", a.h.

d dfa) = 0  fiir a € Cgfpr)
(a) d&w% O.;aLL;Vx von X unabhéngig.

df + dg uvnd d{Af) = A{df)

\,.
1}

Beweis: fa) folgt aus d{ f+g

- r g - - :
Tir C7-Abbilcdungen f.g : X = R und » <

)

‘b’ Nach {1) geniigt es.

Q = f d:{. .».ai:‘:.
11 1o

D
li
a3

X . oeo.QX.
J1 d9

~zu betrachten. Wir schreiben zur Abkurzung:

§

dXi .t..,‘.dJ{_i

1 ?

und erhalten:

d{aB) = a(fgén)

= da

(§nist entweder Null oder + dxk1°°°dxkr

)

P

g) fir eine Folge k,,...,k mit

1=k <<k <n).

L{df)g + f(dg)] =

1l

) (wegen (dg)§ = (-1)%.:(dg)!)

= (af)€gn + (-1)°£8(dg
= {da)B + (=1)? a-(ag).
(c) Nach (1) geniigt es, fir
o = f dxi1..;.xin = f§ (£ wie oben)

d(da) = 0 zu beweisen. Es giit:



- 175 -

dlde) = alafg) = al(df)-§) = (ddf)g - (ar)(a§) =

= (ddf g wegen (df;1a5) = {df;/d1)-8 = 0O
&
und
n n
ddf = ¢ E: (D f)dx, = z; d(D,f) dx; =
i=1 i=1

¥
il

J

T g B

z {(D.D.T) ax. dx, =
iTi i ot
1=1

q

i=1

: . AN A s - 2,0,
- D —_ i T ) 13 oh ¢ - 13 N P A\
= krjpii DiDjl/ u‘ju“i = 0, da aus a € C7A{X)

nach 11.1.7. folgt. dap £ eine CZ—AbbiLdung ist. und damit

(d) folgt aus der Definition und der entsprechenden Aussage

fir die Funktionen fi 4
v 100 1p

11.2.5. Beispiele: (a) Da En SN (vgl. 9.4.7.) ist, entspricht

A1(X) eineindeutig der Menge der Vektorfelder auf X. Fiir eine
differenzierbare Abbildung f ﬁ X - R bezeichnet man den Vektor
grad f(x) sz (D1f(x),,,°,an{x))

als den Gradienten von f an der_SteLLe x. Dem Vektorfeld

p&rad f" ist durch den erwdhnnten Isomorphismus das Differential

n .
af = E: (Dif) dx; zugeordnet.
i=1
(b) Sei v = (vy,...,v, ) i X = R ein Vektorfeld. Die zuge-

hérige alternierende Differentialform aus A1(X) (vel. (1))

konnen wir nach 11.1.6. in der Form



Il
64 = 2' V. dx
1 1
1=

n
da = 2_ (D.v.) dx.dx. = }: ‘D.v, - D.v.) dx. dx, .
jri Nt ji i i
i,j=1 £j<isn

. . e 2 - . . 2
Tm Falle n = 3 ist A~ = gB (s, 9.4.7.;, d.h. auch A"(X) ent-

~r

svricnt eineindeutig der Menge der Vektorfelder auf X. Wir

jax . dx., {(D,v,=D, Vv, jdx.dx (D, V,=D,v, jdx,dx
jAx Ay + LDV =Dy Vg Axg ARy 4 (D Vy=Do vy X, dxg
unc durcn den in 9.4.7. angegebenen Isomorpnismus des als

4sRotation von v'" (,ret v") bezeichnete Vekiorfeld auf X,

_ . o , 3
Ist nun T : X = K eine C“-Abbildung, X offen in R’ und
getoen wir

v 5p= grad £ (vgl. {1))5
so erhalten wir aus ddf = 0 (s. 11.2.4.) die bekannte Formel

rot grad £ = 0.

(¢) Allgemein haben wir nach 9.4.7.: Die Mengeidgywyektorfelder

auf X entspricht eineindeutig der Menge An_1(X). Gem&B einer

solchen Beziehungkonnen wir dem stetig differenzierbaren Vektor-

feld v = (v1,..o,vn) die C1~Differentialform
n
PR A
Upp= Z; {(=1) vy dxi.,.axi,..dxn
i=1

eineindeutig zuvordnen. Dann erhalten wir:

n n
_ N i-1 Y / VAN _
do = 2_&*1) 2.‘Djvi)dxj dx;...4%;...dx =
i=1 i=1

1

n R
= Z_ O,vy)  dxg...dxg € AT (X)

i=1
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uad aurch den in 9.4.7. angegebenen Isomorphismus ergibt sich

die als ,Livergenz von v'" (,div v") bezeichnete Funktion X - R.

- . 9
Tst nun v ein ~-Vektorfeid auf X < 33, und setzen wir
Vs TOT v, so erhalten wir aus dda = O die bekannte Formel:

div rot v = 0.

1.2.6. Bemerkung: Vir haben in 11.2.4. bewiesen, daf fir

. i . R
jede C -Tifferentiaiform (3, die sich in der Form 8 = du

, : 2 . . o
mit einexr geeigneten C -Pifferentialform « schreiben 1aBt,

df = ddo = O,

Nun kann man fragen., ob sich dieser Schlufl umkehren 1apt,

. ; . T spe : : ' :
d.h. ob es zu jeder C -Differentiaiform B mit df = O eine

N2 i Con e Ce L
CT=Dirferentialform o mit du = 3 gibt.

Aus der Analysis mag bekannt sein, dap jedes Vektorfeld

v o gp - 33, dessen Rotation verschwindet, sich als Gradient

einer (skalaren) Funktion f : R’ - R schreiben lapt.

Ahnliches gilt filr ein Vekt orfebd v o 55 - 53, dessen Diver-

genz verschwindet: Es 18pt sich als Rotation eines Vektor-

feldes v : 33 - 59 darstellen.

Die allgemeine Béantwortung unserer Frage hangt natirlich
von der Teilmenge X in En ab, auf der g definiert ist. Es ist
nicht immer moglich, ein o mit der gewiinschten Eigenschaft

zu bestimmen; ein Beispiel  dazgu findet man in [DH] ¢ 11.3.

Andererseits besagt der ”P01ncaresche satz": Ist X eine zum

gdnzen R dlffeomorphe Lellmenge in R (X helﬁt dann avcn

"alfferenz1erbare n-zelle"), so glbt es zu Jedem B € C AP’A) (p

s s

mit: df = O eine Cz—Dliferenu;aLform « mit do = B.

e 7T 17 r—r——

Pan Beweils dieses Satzes konnen wir hier iibergenen, er steht

£.B. in (DH] § 11.4. oder auch in [F] § 3.6.



Flur den mit der algebraischen Topologie Vertrauten
sei ncch eine Verallgemeinerung des Satzes von Poincare

angegeben: Es gibt genau aann zu jedem {3 € C Ap\X) ‘p =z 1)

e S

. ) . 2 . .
mit: df = O eine C Llii rentialform o mit: da = B,

am——m e i s e B e e Tt e s

wenn die p-te (s nvuLarc) CohomoLogleprunpe von X mit

o= [

veeLLen hoeiilalcnuep Verschwlndet Néaheres s. bel

Cla

P

de C

,*:1

evalley und Samuel Eilenberg: ,Cohomolcgy theory
oI Lie groups and Lie algebras" Transactions of the

American Mathematical Society, Band 65 {1048, S. 85 - 124,

1.5, an rlanz des Ullierentlalonerﬂtor

11.5.7. Definition: Sei £ : X -

Vit

R C -Abbildung und v € gn

Lie KTLdbblgS‘bLeitUHi von f in Ricntung v ist die Abbildung

(Df = {..,.,-\ . — .
. ) D af) v « X

il=

11.3.2. Satz: Sei a € C"A?(X) und r = 1. Dann ist

p+1
faa | =\ (_qyim e a :
\Qaj (\a/‘.’oaoﬁap_‘_»l) - L ( 1) Dai((/,(a,,],-..,ai,ao.c,ap_l_,]))
i=1 +
(ng 11.1.2.).
ras o : _ . . < _ 2 _ - -
Behels. 0.B.d.A. sei a = f dxiq...dxip = g, & = dxi1...dxip.

Dann gilt:

r

3o ) { =
kaa,\a1,...,ap+1) (af) € \a ,,,a,ap+1) =
o+
X’ i-1 A
b (=1) af (a Yo § (a yeoe sl ,..n,ap+1) (nach 10.3.3.).
i=1
& | A y .
;aa1,...,ai,....,ap+1, ist fiir jedes i (1 £ i < p+1) ein von x
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unabningiges Llement aus R, kann demnach unter das Differential

gezogen werden, und der obige Ausdruck ist also

p+1
, i =1 ., N NN
= E:\~1) d\f°§(91 R PEEEERL 1;;(ai)
i=1
S .
- _L“I / , 'I\A UON 7 N N .
= {-1) D, (alagse v ay,eeesa o)) (nach Tefinition).
[ —_— ~
. 4

17.5.5. Bemerkung: IHan kann den Differentialoperator auch
anstatt aurch 17.2.5. mit Hilfe der Formel aus dem Satz 11.3.2.
einfihren. Das wird z.B. ir [DH] * 10.4. gemacht, Satz 11.3.2.

zeigt die Gleilchwertigkeit dieser beiden DPefinitionen.

17.4, Zuriickholen von Diff elelbla ormen

e

Sei X offen in R", Y offen in gm und t : X = ¥ eine C¥' -Abbil-

dung.

11.4.1. Definition: t* : A(Y) - A(X) ist die Abbildung, die

gegeben ist durch:

(t*a)(x)(a1,.,.,ap) DEe (a't)(x)((dxt)a1,..o,(dxt)ap)

fir @ € AP(Y).

(t*a(x) ist muLtiLinear; weil d_t linear ist; die Bedingung
9.2.1°_ist offensichtlich erfiillt, da a(tx) ja nach Voraus-
setzung alternierend ist, aiso ist auch t*a(x) eine alter-

nierende Multilinearform fir jedes x € X).

11.4.2. Satz: Fir die Abbildung t* : A(X) = A(X) gilt:

(a) t* ist Llnear0
(b) u*ga B) = t¥(a)-t%(p),

—~

c c*(1)

d h t* 1st ein Homomorphismus von graduierten Algebren mlt Eins-

element.
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Beweis: (a) folgt aus 11.1.4.
(b) folgt aus 11.1.4. und 10.%.1.
(c) folgt unmittelbar aus der Definition des Einselementes

(vgl. 17.1.5.).

11.4.3. Satz: Pur alle a € CTAP(Y) gilt:

. ~ ~ X - I ~ N
fa) tro € CTAY(X) (v 2 0
{b) dt*a = t¥do ‘> 0)

: . - A e o r.p/ : -
Beweis: Nach 11.2.1. liftsich jedes a € CTAY(Y) in der Form

- . , v s s : T o
E:I. . dpn. ...dp. darstellen, wobel die £, -+ C =Abbildung:
1100010 ‘.L.e "lp ‘v l]ctel
-~ c ;

una die Py C -Abbilaungen fir i = 1,....n sind. Wegen der
Linearitdt von t* und der Vertrdglichkelt mit der Multipli-
kation [11.4.2.) sowie der Linearitidt von d {11.2.4.(a)) geniigt
es, die Behauptungen fir die f und dpi zu beweisen:

Ist £ C'-ibbildung, so ch t*f = f-%, d.h. ia) ist fir
£ € CPAS(Y) erfiillt. Weiterhin gilt:
d t*¥f = d (£+%) = 4, £+ d .t = t*d, T, also ist (b) fir
£ € ¢TAC(Y) . erfiillt. |
Pir dpy (i =1,....,1n) haben wir (unter Benutzung des oben
Bewiesenen):
t*dp, = dt*p, = d(p,-t) € CTA'(X), also (&) und

dt*dp.

1

= ddt*p. = 0 = t*ddp;, also {b).

11.4.4. Satz: (a) Ist id : X - X die identische Abbildung,

so ist id*a = «.

(b) Piir ¢*"'-abbildungen t : X ~ Y und 5 : Y - 7 gilt:

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen der

Derfinition 171.4.1.
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11.5. Ler Lr bcr von Llf cxentlabjormen.

G AT AR e e, e e SR

- S .- o S . Py .
Ti.9.1. Definiton: sei X oifen in ﬁ und « € AY{X ). Die

N S i - ] 3 K
cbgeschlossene HAUlle Tr o von {x ! v € Z und alx) # 0: heipt

’4305«»)0

N

der ”Tfa er von o' {analog zu -

) S e . n P ( P :
11.5.2, Zatz: Sei X offen in R und ¢ € C €. Ist % ein
kt von Tr « vnd X, 6 X, S0 ist
alx o= 0.

Beweis: fx  x € X und a’x) = 0} ist eine offene Menge.

1

Jeder ihrer Punkte ist also innerer Punkt dieser lMenge und

cgamnit erst recht von Tr «.

P . . , T ¢ 1.0, .
11.5.5. Satz: Sei X offen in R und « € C AS/X), Dann gilt:

GETSAEAC LN S € EEELA e e o e o o

Tr ¢ o = Tr o,

EenuLs: el » € X - Tr a. Do Tr o abgeschlossen ist. gibt es
L P . no_.,
eine offene Menge V in R mit:

x e VecX - Tr .

Bezeichnet nun i : V - X die natirliche Inklusion, so haben

da(x) =(daiV)(x) =i* da(x) = d(i*a)(x) =
= d(a|V)(x) = 0O nach 11.2.4,

da oV konstant gleich Null ist.

11.5.4. Folgerung: Sei X offen in En und o € C1AP(X)°

Ist X, e eln Randpvnkt von Tr a vnd X, ¢ X, so ist

a\xo) = 0.

Be\feis: .1105020 U.nd 1105030

Qs




9 12. Integration von Differentialformen

12.1. Integration von Differentialformen n-ten Grades

Sei X orfen in @n uﬁd a € An(X), d.h. eine Diffe:entialform
n-ten Grades. Nach unseren Uberlegungen in 11.2.1. kinnen wir
schreiben:

c.ldx

o« = T dx1

wobei f : X - R eine geeignete Funktion beceute

’
n
4
%

AuBerdem sei O, die Orientierung von X, die sich durch
} & .

X
C s N e s e n
die Binschrankung der natirlichen Orientierung von R auf X

cr i . . L . o . . L n
ergibt (X ist ja eine n-dimensionale C -Mannigfaltigkeit in R7).

12.1.1. Lefinition: Ist L eine Teilmenge in X, so heipt die

e e iTecaamaas e

alternierende Differentialform o« = f d:»:,'..,.d:{,/1 integrierbar

dber (L; X. OX), wenn I lber L{Lebesgue-) integrierbar ist.

In diesem Fall heiBt der Ausdruck

I - © pe= j f
(L;X,OX) L

das Integral von o iber (L; X, OX).'

(¢ ist nach 2.8. sicher dann iiber (IL; Xg OX) integrierbar,

wenn o« € C°A™(X) und I kompakt ist.)

12.1.2. Seien X und Y offene Teilmengen in Bn sowie t ¢+ X » Y
ein 01—Diffeomorphismus, der die Orientierung OX in die ent-
svrechende Orientierung OY von Y uberfuhrtp»dah.
Tet Jt{x) > 0 fiir alle x € X,
Fiir ¢ = f dy,...dy, € A™Y) gilt dann:
t*a = (t*f)(t*dy1)3.o(t*dyn) (nach 11.4.2.), also
t¥a = (£0)dt . ..dt (8(x) = (6,(x),...,t,(x))1).

Nun haben wir aber fiir i = Toveosnis
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n
dat. = Z:(D,t,) dx . s
1 J L J
j=1

alsc entsprecheand der Rechnung in 9.4.1.:

n » n

at,...dt = E: (D, %5 dxyp. - ) PR
= o1 I

n
= ‘D. %, ‘D. t.) dx .4x
PR i, n 3 Iy
J,iﬁ ’Jr}.:'
= et (Jt 3
Det (Jt) dx, . ..dx .

Daraus erhslten wir:

t*q = (f£+%) ¢« Det(Jt) - dx,...dx_

Sei nun t*a dber (L; X, OX} integrierbar. Dann folgt:

[ txa = [ (ft) - Det (Jt) nach 12.1.1.
(LT X. oX) , L

= f f nach dem Transformationssatz 4.2.2.

e
= [ nach 12.1,1.
($1:Y.0y)

Der Transformationssatz 4.2.2. liefert auperdem:
o ist genau dann itiber (tL; Y, OV) integrierbar, wenn t*a
iber (L; X, OX) integrierbar ist.

Wir fassen diese Berechnungen zusammen in dem

12.1.3. Satz: Seien X und ¥ offene Teilmengen in R,

——

sowie t : X = Y ein Cj—Diffeomorphismus, der die natiirliche

s




Orientierung OX von X 1n le naburllohe Orlentlelung O, von ¥

Ry o Y

. . . - . n
u%e unrt Ist L <€ X und o € A (Y), $0. luf o genau dann uber

T PP e 1T e B T NPUSISTSOUPE RS SR ST R —

Ctlg X¢ OY) 1ntev11erbar. wenn t*a Uber (L; X, QX) integrierbar

sty in diecsem rall gilt:

'..'.

mengen L von beliebigen p-dimensionalen, orientierten Cr—Mannig~
Taltiglkeiten (M.0), mit dem wir alternierende Differentialformen
& p-ten Grades integrieren konnen. In Analogile zur vorigen
cchreibweise bedeutet das die Definition eines Ausdruckes der

Form

[

(L; M, 0)

Dazu bendtigen wir noch einige Vorbereitungen:

12.2.2. Definition: Sei (M,0) eine p-dimensionale orientierte

C1~MannigfaLtigkeit, g : U' - M eine crientierte Karte von M,
X eine offene Menge in En und L eine Teilmenge in M N X.
Eine Differentialform o € AP(X) mit
Tr « N L S g(U")
heiﬁf integrierbar iiber {L; M,0). wenn g*u liber (g_1(L); U, OU'>
im Siune von 12.71.7%. integrierbar ist. In diesem Fall heift der

Ausdruck
LY » J)\ g
(L;M.’O> (,g' (L/\§U'nOU|>

.

das IntevraL von a iiber (L; M, 0).

s m———
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Un diese Tefinition zu rechtfertigen, beweisen wir den

12.2.5. Hilfssatz: Unter den Vorau*oeuzungen von 12 ? 2 gilt:

‘ar [ o = f gra
(T3M.0) 1(Lr“n @)U, Oy

{ Das ntegraL ex'°t¢er1 51cher. iaTL% L kouba}t und « € C AQ’YT

R O e o

(bi Ist nh : V' = M eine weitere orientierte Karte von M mit:

Tr « N T € n'v'),

o G F mE— ——

J g*’(a = J‘ }l*a \
;=1 _ \ -1 .
‘e (L0 Tr wi: U'. OU,) ‘h™ (LN Tr a); V'. Oy v

a.h. die DCIi“ltluﬂ 12.2.2. 1st unabhingig von der Auswahl der

- on Aerbmm s
(e = e e e — . v * -~ .

orlenclorten Karte

PSP

Beweids: (a) g*a(x') = 0 fir g(x') ¢ Tr «F daraus folgt die
}&e ichung. Aus 11.4.3. folgt:

g*a € ¢OA°(Ur), falls a € cPAP(X) ist.
g-1<L NTr o) ist kompakt, also existiert

\

[ gta (vgl. den letzten Satz in 12.7.1.).
;T 1

(&7 m N 1 a); U, o)

(b) Sei &' .= g ' (g(U') N n(V')) und

B' pp= h”1(g(U') N n(v')). Dann gibt es nach 5.4.
und 5.6.5. einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus
t ¢ A' - B', der durch'h_1g induziert wird. AuBerdemn gilt:
LN Trac g(Uu') N n(v),

% g‘1(L nTroa) = h-1(L N Tr a), sowie

hiB' « t = g/A",

also nach 11.4.4.
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’

gra At = (B A" ¥a = t*(h{B')*a = t¥h¥a B' .

Pie Behauptung folgt nun aus 12.1.3.

12.5. Die ,Zerlegung der Bing"

12.%.1. Um nacn dem Verfahren von 12.2,2.
{
‘L: M, 0)
fir beliebige a € 4°(X) zu definieren, zerlegt man o so in

-

Jifferentialformen « NN

,'goa k«

o = 01,’|".o.+a .
1 k
dap flr jedes ai(i = 1.....k) die Voraussetzungen von 12.2.2.
erflillt sind. Dazu konstruiert man Funktionen ¢. : L — R

{genau genommen ist der Definitionsbereich der ¢. eine offene

Umgebung von L, mit geeignetem Triger, so daj fir alle x € L

N\

v k .
(%) ,Z ?i{x) =
i=1

gilt und setzt dann

Wegen der Eigenschaft:(*) spricht man von einer nZerlegung der
Eins" {(oder auch Teilung, Partition der Einheit). Die Existenz

solcher Funktionen beweéisen wir in dem folgenden

12.3.2. Satz: Sei L eine kompakte Teilmenge in gn,

QJ): (Wj | j € J) eine offene Uberdeckung von L{durch in Bn
offene Mengen). Dann gibt es eine offene Menge V, die L um-

fapt, und C®~Funktionen W1,..a,?k : V- [0,1], so daB gil®:

i=1

k
(a) E: ?i{X) =1 fir alle x € L.
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‘li’\

(b} Zu jedem i 71 i £ k) gibt es ein J; € J mit der Eigen-

Tr ®», C wj und Tr . kompakt.
i T

Beweis: Sei X : R — L0,~[ gegeben durch

e—q‘/t Tiir © > 0
x(tr =
0 fir t = O
Tann ist X € C A°(R). Zu a. b € R mit a < b bilden wir die
. P 0 L
Funktion Ya.b € CA (g) durch die Festsetzung

Y. . (t) = x(t-a} - x(o-t, fir alle t € R.

und
v r ol
ka,b(t> E LO_g [_0
Sei nun Q ein offener Quader in gn (vgl. 1.1.1.), d.h.

Q=1{x]|ac<x< b} .

m
Ii=v

(a = (a;,.c.0a ), b= (b,....b )). Dann definieren wir

v, € ¢"a%(R™) durch:

¥, }
n
‘YQLX) DE" iE}YaL’bL (XL)
fiir alle x = (%, ,..0,%) € R, Jetzt gilt
Tr YQ = Q,

wobei Q die abgeschlossene Hiille von Q bedeutet, und

YQ(X) € [0,[ fir alle x € R".
Nun wdhlen wir zu jedem x € L einen coffenen Quader QY mit:

i ~ 1 s . . . . . . / . A
x € Q und Q< ij fir ein geeignetes j € J; da die wj\g € J)

eine offene Uberdeckung von L bilden, ist das immer mdglich.



- 188 -

Hach dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel gibt es dann endlich

I
viele Punkte %, ,....%x, € L. so daB L < U Q_ ist.
| le : . X
i=1 Tk
Zur AbklUrzung schreiben wir nun j. R D A = Q
N g 3 iber I aun jy o in, Qi pr %Xi und
! — {9 — ’.\ o Iy .
Ki DE- YQ: ti=1,....k) und setzen:
k
1 = U Q.
pr~ Y, %
k
¥ )Y
i=1

Dann haben wir ¥(x)€,0,»l flir alle x € Vund I < V, so daB
wir die C -Funktionen ¢, V- {C.1] definieren konnen durch

@. pp= ¥, fir 1= 1.0 k.

Wir erkennen nun unmittelbar
.
2_ 9. (x) =1 fiir alle x € V> I

i=1

.

und _
. - Y =
Tl ¢, = Ir Ei = Q. vC Wo oo

{Damit ist der Satz vollstzndig bewiesen. Allgemein sagen wir:

12.%.%. Definition:

(V (P»l,ooo,(y-‘{: E. JT’eotka€J>

hov%t eine Zerleoung der Enns aul L bezugllch der Uberdeckung?&l

12.4. ALLgemelne Definition des IntegraLo von leferentlalforme

S [N,

Wir betrachten in 5 eine orientierte, p-dimensionale Teil-
manngifaltigkeit (M,0). Ist Ul= {gj t Uy - Ml j € J) ein orien-
tierter Atlas filir M, so gibt es zu jeder orientierten Karte

Uy - (j € J) nach der Definition der lokalen Karten..



in 5.2.7. eine offene Menge Vj mit Vj nNM = gj<U3)’ Tie

Familje?gﬁf: (v j € J, bildet eine offene Uberdeckung von M.

3
Auperdem ist eine in gn offene Menge X gegeben. Wir wollen
im folgenden immer annehmen:

{a; McX

‘b) vj c X flir alle j ¢ J.

Tiese Bedingungen hedeuten keine RBeschrénkung der Allgemein-
heit: Ist {a) nicht erfiiilt. so kinnen wir an Stelle von M
immer die orientierte. p-dimensionale Mannigfaltigkeit

(M N X, O/MN ¥) betrachten. fiir die (a’ offensichtlich gilt.

Ist (b} nicht erfiillt. so ist - unter der Voraussetzung von (a)

W

gevinschten Eigenschaflten.

(Vj N X:j < J) eine offene Uberdeckung von M mit den

.—
L1 ;

o

Nun sei L eine beschridnkte Menge in M mit I € M und
(Vi @ionnes®Py t V= R: Joseessdy © J) eine Zerlegung
der Bins auf L (T ist kompakt!) beziiglich der Uberdeckung %)
(%) ist alseoffene Uberdeckung-von M natiirlich auch offene
Uberdeckung von I.)
Aus (2) folgt T € X und (b) liefert

Tr@, <X flir 4 = 1,..0.K,

Deshalb konnen wir o.B.d.A. noch annehmen:
(c) V= X.
Nun sind wir bereit fir die folgende

Lefinition: Eine Differentialform « € Ap(X) heif%

integrierbar iber (L

e = e

: M, 0), wenn @ ¢ fir i = 1,...,k gemdp

12.2,2, iiber (L; M, O) integrierbar ist. In diesem Fall heift
dev Ausdruck:

X
e o 2: [

(T:1,0) i=1 (L;M,0)




das Integral von « iber (L; M. 0). {Die Integrale auf der

rechten Seite der Gleichung sind nach 12.2.2. erklart, weil

IrgaNLclrg, NHcCV, NIH=g; (U

T

1.

i

1 1 3

) fir 1 = 1,...,k

£ilt.)

12.4.2. Zur Rechtfertigung dieser Definition milssen wir ndch
die UnabhZngigkeit von der speziellen Auswahl der Zerlegung
der Bins und der Uberdeckung beweisen, wobei aLLerdings nur
solche ¥) zu betrachten sind, die wie in 12.4.1. miv Hilfe
eines Atlasses konstruiert worden sind.

(a) Unabhdngigkeit von der Auswahl der Zerlegung der Eins:

o e e

Seil

(X; Y1...,.YL : X~ Ry Jia... € J) eine andere Zerlegung

vy,
der 'Bins auf L beziiglich der Uberdeckungyzrann haben wir

zu beweisen:

Nun gilt fir jedes i (i = 1,...,k)
1
@, (x) = z:@i ¥ (x) fir x € X
r=1

und deswegen:

(L:;M,0) r=1 (

(Diese Gleichung folgt aus der entsPreohenden Gleichung fiir
das Lebesguesche Integral in 2.7.71., sowie aus den Defini-
tionen in 12.1.1. und 12.2.2. wegen

Ir 9. Yr a < g.

3 (Uﬁ.) fir i = 1,...,k).

i i
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Die Summation ilber i ergibt nun

k k 1

¥ ¥ Ej ,
L f Pi¢ = 2 ¢, ¥o@
i=1 (L:M,0; i=1 r=1 (L:M1.0)

Analog ernalten wir

1 1 k

Z j Yla - z 'f (P].Yra
r=1 (L:11.0) r=1 i=1 (L:M.0)

Da wir die Summationen auf der rechten Seite der angegebenen

Gleichungen vertauschen diirfen, folgt die Behauptung.

(b} Unabhingigkeit von der Auswahl der Uberdeckung QQ'

e

sundachst treffen wir noch folgende Festsetzung:

Sind (A, i € I) und (B, | j € J) zwei Familien, danp
setct man (A, - 1 € I}V (B, | j€J)=1C, | V€L,
i Jg o 1
r T, = T ow | ~ - . = B..
wobel I = I x {0} U g x {1} und Cpy 5y = A; und Cpy 4y = By

Sel %% mittels eines AtLassesfmb konstruiert. Dann betrachten
wir den Atlas ¢l v Ulo und die {(berdeckung ?ﬂvﬂﬂo =

vyl gea)yv (v |

€ JJ).Eine zZerlegung der Eins bezlig-
v 0
lich der Uberdeckung %7(bmv.%lﬁ ist dann auch eine Zerlegung

jO

der Iins bezugtich.QQV’W%V Die Behauptung folgt dann aus (a).

12.4.%. Satz: (a) Sind «, B € A* (x) iiber (L M, o\ integrierbar,

e

so ist auch o -+ B uber (L M O\ 1ntegr1erbar und es glLt

L ctammnes . ororsenens

[ (asg) = f o« + [ B
(L,M,0) (L9MPO) (L,M,0)

(b) a € A (X) 1st genau dann iiber \L M, O) 1ntegr1erbar9

e =i [

wenn \a lur aLLe A € R iiber ( ,M.0) 1ntegr1erbar lStg und es.

gllt in diesem Fall:




an = Afa .

L.M.0" {L,M.0)

BN

ey dist o € AY(X) mit «|L = 0. so ist [ o« = O.

{a) Ist L' eine weitere beschrinkte Menge mit I' c M

o e e e——

und o € X*’x uber (L;MAO3 und (I',M 0) Jntegrlerbgr. SO

ist « auch uber (LN L'. ,0) und L' U L M, 0} 1nt@grlerbar9

— s vt . R

und es gJIt

[« +« [ o« - [« + [ a.

(IVL'.1,0) 'LQL M, o) (L.M.C) (L'.M.0]

— SN . & b ® MR e e e
s o e, T v ——" 2o - -

Beweis: (a) und {b) folgen aus den entsprechenden Formeln

...
LAY Ge

s Lebesguesche Integral nach Einsetzung der Defi-

f-)

nition.

(@) folgt genauso, wenn man beriicksichtigt, daf eine
Zerlegung der Eins auf L U L' auch eine Zerlegung der
Fins auf L, L und L N L' darstellt.

{(¢) ist trivial.
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¢ 1%, Der Allgemeine Satz von Stokes

13.7. Satz: Sei (M,0) eine orientierte, p-dimensionale C2~

n

Mannigfaltigkeit in B~ (p = 2), X eine offene Menge in Ef_

und K eine kompakte Menge in M N X, deren Randpunkte in I

p-1

able Iegular olnd Sel ferner o € C A (X,

2 i A L v .+

Dann gilt:

doa = f o
(K:M,0) ‘DK;0K,00)

{Beide Inteérale 31nd erkLart denn o und da sind stetige

D1Lfelent1<Lfo“men und mit K ist auchfaKl RdMK kompakt;l

Beweis: {1} Wir machen zunidchst die Voraussetzung:

R I O

Es gibt eine orientierte Karte g : U' = M. so daB gilt:
Tr a N K C g(U') < X.
Aus 11.5.3. folgt dann:
Tr da N K < g(U')
Nach der Definition von d (11.2.%.) ist da € C Ap(x) und aus
11.4.%. folgh
g*de € cAP(ur).
g (K N Tr o) ist kompakt, also ist g*dx nach 2.8. und 12.1.1.

iiber (g7 (XK N Tr a); U', Oy,), damit aber auch iber
(g—1(K); U, OU,) integrierbar; nach 12.2.2. ist da nun iber
(K; M, 0) integrierbar, und es gilt:
j da = f g*da
(K3M,0) T (K) U OU"

Das IntegraL auf der rechten Seite dieser Gleichung konnen

wir nach 11.4.%. ersetzen durch

f dg*o
-1
(g" (K);U",0p,)



Dabei ist g*a € C1Ap—'(U'} (ebenfalls nach 11.4.3%.),

d.n. es gibt C -Funktionen fi,...,f_: U' = R, so dap gilt:

1 P
2 . A :
gro = E_ fs dx1...dxs...dxp s
s=1 ’

und wir haben

dg*a

1]

E' afy dx;...dx...dx (nach 11.2.3.)
S=1

(-1)%7" (o £ ax .dx) (nach 11.2.1.)..

,].o
1

9]

It
N

Damit erhalten wir aus 12.4.3.

il

f doo = f j dg*a

(K; M, 0) (g™ (K);U',0y,)
p N
- s-1 v -
= Z (-1) ~1I - (D Ty) Qg .ondx =
s=1 (g (\K)§U'90Uv>

P
z_(—1)s"1 ~1f',~bsfs (nach 12.1.1.).
s=1 g (K)
Nun kénnen wir > Fille unterscheiden:

((1)) Tr a €K |

((2)) Tr a © X .
Im Fall ((1)) folgt ausbj1.5.2.

@K = 0

und damit nach 12.4.4.

f « = 0.
(OK;9K.00)
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Wir haben also zu zeigen:

f da = 0.
(K:M.0)

Dazu genligt es nach dem obigen fir alle s = 1,...,p

[ o =0

zu beweisen.
Da wir bereits nachgewiesen haben, daf Dsfs uber g_1(K)
integrierbar ist, kOnnen wir die Integration von Dsfs
iber g—1(K} nach dem Satz von Fubini (3.2.7.) in zwei
Schritte zerlegen, indem wir gzundchst nur Uber die s-te
Koordinate integrieren. Hierbei ist nun fs eine Stamm-—
funktion von Dsfs und weéen
r £ © e K
folgt aus 11.5.2., dap fS an den Réndern des Integratidns—
bereiches verschwindet. Damit verschwindet aber auch das
innere Integral, und. es folgt die Behauptung:
f Dsfs = 0 fir s = 1,...,p.

g™ (X)
Nun betrachten wir den Fall ((2)). Wir wollen ihn noch etwas
spezialisieren:
(**) Die orientierte Karte aus (*) sei eine Randkarte von
K in M (vgl. 5.7.1.).
Dann gibt es nach 5.7.2. eine zu g gehdrige lokale Karte
h : U'' - 9K von 9K mit

n(u") = g(u' 0 (0 x B°7')) = g(u') NOK,
und es folgt o

Tr ¢« N YK C g(U") NYX = n{u"},

also


http://und.es
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f a = f h*a

(QK3;9K,90) (h—1(aK); u", oU")
Ist i §p~( - gp die durch
. ) -1
%) = (0,x) fir alle x € gp ‘

Df

gegebene natiirliche Inklusion, so erhalten wir weiter
(r o4 = f i*g*a
i P .
(0K;0K,00) (n7 (0K); U",04y)
und wir haben nun zu beweisen:

»
Y (-0t [ opr = [ irgxa
s=1

g~1<\) (h—1{aK>; U"FOUH)

Dern Ausdruck auf der rechten Seite formen wir um zu

e}

I
C—
-
*
~~
H
o
»

; ' A \ :
1.1idxs.u.dﬁ)):

= [ (£y 1) dxq .. 0%,

(hn1<aK>5U"’OUn>

-1

= f f1<03X1,...,XP_1) dx17..dx
h'1(aK)

Die Summanden auf der linken Seite verschwinden mit Ausnahme
des 1. (s = 1) aus dem gleichen Grund wie in Fall ((1)).

Ls genligt also zu zeigeh:

g (x) n~"(3K)
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{Die Umnumerierung der Koordinaten auf der rechten Seite der
Gleichung dndert nichts am Wert des Ausdrucks.)

4

fi ist nach Definition eine C -Funktion U' = R mit Tr f1 < U's
wir konnen fi zu einer CT-Funktion gp - R fortsetzen, die
auperhalb von U1 konstant O ist. Diese fortgesetzte Funktion
bezeichnen wir der Linfachheit halber auch mit f1. 0.B.d.A.
nehmen wir U1 als beschrinkt an, dann ist Tr f1 kompakt,

und f1 verschwindet im Unendlichen, im Bereich J]-=,0] x Ep-1

sogar auperhalb von g—1(K}, das gleiche gilt fir die C°-

Funktion D,f,. Damit erhalten wir

f D, T, dk! .,dxp = f qu1 dx1. dx =
5"1(K3 ]--m_.O_‘inLp"1
= dxz..odxp f D1f1 dx1 (nach dem Satz von Fubini |
Iép—1 ]“m.’o]
= f fq(OrX2’~-°9Xp) dx2..odxp \(da f1 Stammfunkﬁion von
EP*T D,f, beziiglich x, ist).
S (o,xz,..o,xp} (da £,(0,%,,...,x ) hichstens fiir di
h_T(aK) ' ~ Punkte aus h—1(aK) einen Null ver-

schiedenen Wert besitzt).

Pamit ist die in Frage stehende Gleichung bewiesen.

(2) Nun wollen wir uns von den Voraussetzungen (%) und (**)
befreien:
Wir wdhlen zu jedem inneren Punkt x von K. édh. x € K - K

eine orientierte Karte‘gY_: Ui - M, so dap gilt:
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> (U €K

I e
und zu jedem Punkt x € 2K eine Randkarte von X in M N X.
Fine solche Auswahl ven Karten ist unter unseren Voraus-
setzungen immer moglich. Wir kénnen o.B.d.A. annehmen. daf

e — ! . t - - \

Ol pe= (8 + U= /5 € K)

ein orientierter Atlas von M ist und bilden wie in 12.4.1.
eine offene Uberdeckung?ﬁ'wnl}iﬂ X sowle eine Zerlegung
der Eins auf K bezﬁglich?ﬂ:

(X5 @509y ¢+ X = R)

1}=s]

iJ"’(\

1 \ . " . ..
Ist « € C A X}, so ist nun fiir jedes ¢ .a (i = 1euaosk)

die Voraussetzung (*), sowie, falls Tr P, ﬂ'aKL+ O ist.

auch die Voraussetzung (**) erfiillt; wir erhalten also:

k

K
J e = Z [9;da = z'(fdwiw—(d(pi)a =
(K:M,0) i=1 (K:M,0) i=1 (K;:;M,0)

K | | K
=Y e - @) 9w =
(9

i=1 K;9K,20) (X;M,0) i=1

- [ - @ o« = o«

(K :9K,0) (K:M.0) (0K;0%,00)

1%.2. Bemerkungen: {a) Der Satz gilt auch fiir C1—MannigfaLtig—

keiten, was wir hier jedoch nicht beweisen. (Der Beweis beruht
darauf, dap stetige Funkfionen durch differenzierbare
approximiert werden konnen.)

(b) Die Voraussetzung p 2 2 in der FormuLierung des Satzes<
ist zun#dchst nofwendig, da im Falle p=1und 9K + ¢4 0K
eine nulldimensionale Mannigfaltigkeit darstellt, fur die

wir noch keine Orientierung erkldrt haben.
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Lie Tefinition der Orientierung 18Bt sich jedcch sehr
leicht erweitern: der Satz ist dann auch fir p = 7 richtig.
(Genaueres s, LDH] S. 223 f.),

‘ (c) Ist M selbst kompekt, so foigt, indem wir K = M setzen:

0K = 2.
und wir erhalten unmittelbar
f de = 0.
(M:1.0)
fd) AuBerdem gilt der Satz. falls K nicht nur reguldre
Rendpunkte enthilt, fir Differentialformen o ¢ ¢ AP™' (X)
mit der Eigenschaft:
TraN6EK =0 (vgl. 5.7.7.).
Las i1st in unserem Beweis mit enthalten.
(e) Ohne Beweis vermerken wir noch, daf die Bedingung
in (d) abgeschwacht werden kann zu:

m (Tr a N 6 K) = O,

]
{Dabei bedeutet m,_g das (p-1)-dimensionale Minkowski-MaB. )
Fir den Fall des Integralsatzes von Gauf findet sich ein
Beweis bei H. Konig: ,Ein einfacher Beweis des Integralsatzes
von Gaup" im Jahresbericht_der Deutschen Mathematikervereini—
gung, Band 66 (@§64)9 S. 119 - 138, wo auch auf weitere Ver-

allgemeinerungen hingewiesen wird,

Der allgemeine Fall 18t sich analog behandeln.
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 14. Tie klassischen Sdtze der Vektoranalysis.,

i4.1. Ter Integralsatz von Gaup

Aus dem allgemeinen Satz ven Stokes (& 13) erhélt man als
cpezialfall den Satz ven Gauf. indem man p = nlsetztn Dann
ist M eine offene Teilmenge von Ena Ohne wesentliche Ein-
schrinkung kenn man annehmen, daf die Orientierung O von M
durch Einschrédnkung der natirlichen Orientierung von gn
entsteht. d.h, dapf die Identitdt von M eine orientierte Karte
von (M,0) ist. Die gegebene Differentialform a € C1An-1(X)

Lapgt sich als

1i=1

darstellen (und man kann librigens X = M annehmen). Dann ist

= div £ dX1...an

mit £ = (£y,...,f (vgl. 11.2.5.(c)).

n’
Auf der linken Seite der Stokesschen Formel steht also

f da = [ aiv s (vel. 12.1.1.).
(K;M,0) K

Das Integral auf der rechten Seite

[

(3K;9K,00)
erstrecken wir zundchst nur iber eine Teilmenge L C?DK, so
daB es eine orientierte Karte h : U' - QK fiir (aKyﬁo) gibt mit

L € n(U'). Dann ist



/o« = | n¥a (vgl. 12.2.2.).
(1,:9%,90 'Ly U0y,
Ferner gilt:
o ! { ( = N
‘n*a ) (x) (e seense, 4)
= ah (x) \(dxh) ey ,(dxh) € 1)
1 N
= ) (-1t £, n (x) ax,...dx,...dx, (Dyh(x),...,D__ h(x)
i=1
., Doy e D1ty
_ Vi g SN o
= ) (=1)7 f; h (x) Dy eennn D, _qhy (x)
1i=1 .
Db eee D._4h,
= Tet {(f - h, D1h,...,Dn_1h) (x),
< - —_— { o o
also h*a = Det (f - h, D1h,...,Dn_1h) dx1.°.dxn_1.

<

Sei# (y) der Einheitsvektor, der auf TJDK senkrecht steht
und der die Eigenschaft hat, dag Det @%(y),v1,.,0,vp“1) > 0

ist, wenn Vyseoos Vo g eine positiv orientierte Basis von.

TyﬂK ist., Dann gilt weiter:

Det (£ - h, D h,...,Dn_1h)

1

(f#) « h ¢ Det (M- h, D.h,...,D_ ,h),

1 n-1
denn (£ - (£4) - ¢ ) (a(x)) . liegt in dem von D,h(x),...,

D__,h(x) aufgespannten Tangentialraum an K im Punkt h(x).

n-1
SchlieBflich ist Det (4.(nx), D1h(x),...,Dn_1h(x)) das Volumen

des von ¥ (hx) , D1h(x)g}..,Dn_1h{X) aufgespannten n-dimensiona-

len ParaLLeLotops und daher auch das Volumen des von Dih(x)g..

Dnm1h(x) aufgespannten (n-1)-dimensionalen Parallelotops. Diese

Volumen wird auch durch

W(ix) = \/ Det ((Dih(x), Djh(x)) i, = 1,00.,0n=1)

gegeben (vgl. 6.5.2.).



Also ist

J o = ' ttem) o on) oW
(L:9K.00) h™ 'L

Pir das letzte Integral schreibt man auch
[ (ftm do
(L.0K)
wobei do als ,Oberfliachenelement" von 9K angesehen wird.

{Bine Rechtfertigung dafiir ist, def

[ ao = [w
1

(L9X) h 'L
das (n-1;-dimensionale (Minkowskische MaB von L ergibt
(vgl. 6.6.2.). Eine entsprechende Schreibweise wird nun auch
fiir Teilmengen L von OK benutzt. die nicht ganz im Bild einer
Karte liegen. und man erhdlt den Gaupschen Satz in der geléiu-
'figen FormA

J aive = [ (fm) do.

K ' 0K
Streng genommen konnen wir diese rechte Seite nur als neues

Symbol fir f a ansehen (das allerdings durch die gerade
(9K39K,90) ‘

durchgefithrten Uberlegungen motiviert wird).
Andererseits kann man fiir irgendeine Funktion F auf 9K und
eine Teilmenge L € X ein ,Oberfléchenintegral"

[/ ? do
(L.9K)

definieren, indem man es gleich

f (P omn)-w
n 'L
setzt, wenn L 0 Tr P im Bild der Xarte h enthalten’ist, und im
allgeneinen Fall Zerlegungen der Eins behutzt (analog wie wir

es in § 12 fir das Integral von Differentialformen gemécht

haben).
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Dann ist die rechte Seite der Gaufschen Formel in diesem
Sinn zu verstiehnen.
(3elbstverstindlich kann diese Definition des ,Oberflichen-
integrals" auch fiir andere Mannigfaltigkeiten als 9K einge-
fiihrt werden - auch fiir solche von anderer Dimension.)

Wir wollen schliefilich die geometrische Bedeutung des
Vektors W noch etwas genauer beleuchten:
Gehen wir vcn einer orientierten Randkart g von K in M aus,
so erhidlt man eine orientierte Karte h von ¢ K durch

n(x) = g(0,x).

Dann ist
D,hx) =D, ,8(0.x), i=2.....n

i
und D;g,.. ,D & ist positiv orientiert. also liegt D,g(0.x)
auf derse}ben Seite des Tangentialraumes von 9K im Punkt

h(x) wie#(hx).: Naéh Definition der Randkarte zeigt der
Vektor D1g(0,x) nin das KompLemént von K", Also ist M der-
Jenige Einheitsnormalenvektor an K, der in das Komplemeht von
K zeigt."

(Diese Ausdruckweise kann prizisiert werden. Wir verzichten

aber auf weitere Einzelheiten.)

14;2, Der klassische Satz von Stokes

Der urspriingliche Satz von Stokes ergibt sich aus dem aLLge—
meinen Satz in & 13, indem man n = 3, p = 2 spezialisiert.

Damnm ist M eine Flache in 53. Seil

o = E: fi dxi
i=1

die gegebene Differentialform. Dann ist

da = 81 dx2 dx3 + 85 de dx1 + 83 dx1 dx2
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it
= ! 2) s, = rot f
g g'l’ 02’ é’j/
{(vel. 11.2.5.(b) ). Die linke Seite der Stokesschen Formel
lautet dann unter Verwendung der zu 14.1. analogen Be-

zelchnungen

J aa = [ (rot £.#) do,
(K:M.0 (KM
vobei# (y) der Linheitsvektor is%, der auf TyM senkrecht
steht und die Eigenschaft hat, dap Det M(y), v1,v2) > do

wenn v,,vV, eine positiv orientierte Bwmis von T M ist.

y
Pir das Integral auf der rechten Seite betracnten wir

N

wi€der eine orientierte Karte h : U' — QK fiir (JK.00) und
integrieren zunichst nur iiber eine Teilmenge 3 < niU').

Ohne wesentliche Einschrankung kann man annehmen, daf

” h'{x) " = 1 fiir alle g'E U' (d.h. wir wdhlen die Bogenlange
als Parameter). Dann ist |

f a = f h*a

(L:9K,20)  (n™'L; U',04,)

und

(n*a) (x) (e;) = ah(x) ((a,0) e})

3
_ E: £.h(x) ax; (n'(x))
i=

= {(f-h, h').
Bezeichnet 4(y) den Einheitstangentenvektor an 9K in y,
der die Orientierung &0 liefert, so ist/%h (x) = n'(x).

Also gilt:


http://hi.ll1)%c2%b7

f o = f (£f,4 - n ,
(L;9K,00) n L
woflir man auch
[ (zA)

{L.oK)

Q
w

mit dem Léngenelement" ds schreibt. Wie in 14.7,
verallgenmeinert man diese Schreibweise auf den Fall,
daB L nicnt ganz im Bild einer Karte liegt und erhdlt den

Stokesschen Satz in der geldufigen Form

[ < rot £,> d0 = [ <£,4> as.
(¥.M) JK

Der Leser Uberlege sich, daf die Orientierungen so fest-
gelegt sind. daf der durch’4 gegevene ,Umlaufungssinn"

von K zusammen mit ¥ eine ,Rechtsschraube" bildet.

14,%. Die Greenschen Formeln

Sie ergeben sich aus dem Integralsatz von Gaup (14.1.)

fiir spezielle Differentialformen o € C1An“1(X). Sei zunsdchst

n , A
_ T .,'._ A\ i"‘1 4 .
a = ) (=1) (f Dig)_dx1..°dxi..odxn
i=1 )

fir geeignete Funktionen f,g € CIAO(X); dann erhalten wir die

1. Greensche Formel:

n .
S . RN .
) ( J b, -De ox,...dx, + [ £ - Dig dx,...dx ) =
i=1 )

K;M,0) | (K;3M,0)

n .
= §:<—1)1_1 f (f - Dig) dxq ... dx, . 0dx .
i=1 (9K39K,90)
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Unter Verwendung der klassischen Symbole:

. — B
grad f DE= \Djf,...,an)

grad g analog

I

_ 2
bE pp~ Z Dje.
i

(6 ist als Laplace-Operator bekannt ), konnen wir diese

Pormel auch schreiben:

f (grad f, grad g) dv + f £+« Ag dv = f (f+grad g,n) do.
K K- 2K

Schlieflich setzen wir noch
S i1 "
a = §:€—1; (f - Dig - Dif - dx1..qui,.adxn
i=1
und erhalten die zweite Greensche Formel, gleich klassisch

geschrieben:
I (f-b0g -~ Af*g) Av = :f ((f.grad g - g*grad £),#) do.
K 2K
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dirferenzierbare n-Zelle
Dirac-Funktion
Dirac-Map

Divergenz

Eilenberg, S. :
Elementarintegral einer Treppenfunktion
Eulersche Gammafunktion

Flachenelement,

s. Oberflédchenelement
Flachenintegral

s. Oberfliéchenintegral
Fliissigkeitsstromung
Fubini

Satz von -

Gammafunktion
Gaup, C.F.

- scher Integralsatz
- sche N-Funktion

- sche Symbole

171
135, 136

169 T
182 £
171 ff.
178 1.
92

177

138

138
177

178

84

84

200 £f.
83
133
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Gleichméfiige Differenzierbarkeit
einer lMengenfunktion
Gradient
graduierte Derivation
graduilert kommutativ
graduierte kommutative Algebras
Granmsche Determinante
Green, G.
- sche S&tze
Grenzwertsidtze
Gute Mengen in Rr"
‘fiir das p-dim. Minkowski-MaB)

Satze Uber -

Inmersion, ct-

Inhalt eines Quaders
Integral von Produkten
Integralsatz

von Gauf

von Stokes v
Integralsatze von Green
integrierbare Teilmengen

Karte
orientierte -
Kettenbedingung
aufsteigende -
Kettensdtze
patholog. Vernalten des Minkowski-Mafes
in Bezug auf die -
Konig, H.
kompakt

136 f.
175

174

164
165,170
121

205 f.
23

116
17 ££., 130

52
-5
20

200 ff.
19%, 203 ff.
205 f.

22

87
101
116

29

115 f.
199
32
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Ladungsdichte

Lénge eines Kurvenstiicks

Ldngene lement

Lavlacescher Entwicklungssatz

Laplace-Operator

Lebesguesches Integral

L1~Worm

Levi, B. .
Satz von -

Mannigfaltigkeit
Map
Dirac -
~ eines niederdim. Parallelotops
— eines Flidchenstiicks
‘Massendichte
Mengenfunktion
vollstetige -
additive -
Minkowski, H.
Minkoswki-Maf
gute Mengen fiir das -
Darstellungssatz fiir das -
multilinesr
multilineare Abbildungen
alternierende -
schiefsymmetrische -
Multilinearform

Nachbarvertauschung
natiirliche Orientierung
Nikodym, O.

Satz von Radon-Nikodym
Nobeling , G. »
Normalenvektor n -
Normalraum

149
99

136
108

201
95



Nullmenge
n-zelle

differenzierbare -

oberes Lebesguescnes Integral
Overflichenelement
Oberflachenintegral
Crénungssitze

orientierbar

orientierbare Marlligfaltigkeit
orientierte Karte
orientierter Atlas
Orientierung
orvientierungserhaltend
Orthogecralisierungsverfanren
von K, Schmidt .

Parallelkorper
Parallelotop
Parameterdarstellung
Partition der Einheit
v-dimensionales Minkowski-Mag
Poicaré, H, -

Satz von -

Polarkoordinaten

Quader
offener-. abgeschlossener

22

7T

99,100

108
51
87
186 ff
104 £f

177 £
74,76,77
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Radon-Nikodym

Satz von -
Randkarte
Randmannigfaltigkeit
Randoperator
Randpunict
Recatsschrauvbe
Regelfunktion
regulir
reguldrer Randpunkt
Richtungsableitung
Rotation

Sard, A.

Satz von -
Schmidtsches Orthoiormalisierungsverfahren
Schwarz, H.A.

Schwarzsche Stiefelchen .
Semi-Norm

singuldarer Randpunkt
Stokes, G.

Satz von -

Tangentenvektor #
Tangentialraum
Tangentialvektor
Tensorprodukt

- von Multilinearformen
topologische Mannigfaltigkeit
Tréger

- einer Differentialform
- einer Funktion
Transformationssatz
Treppenfunktion

136
103
102
174
102
205

55

52
102
178
176

68
123
107
107

9
103

193, 20% ff.

204
95
94

194
92

181
62
53



Unilaufungssinn

uneigentliches Integral
elementares -

Unendlicheckungleichung

Vektorfeld
Vektorprodukt
Vertellungsfunktion
vollstetig

Wenrscheinlicniceitsdichte

Zuridckinelen
einer Differentialform
Zerlegung der Eins
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205
37
57
24

175 f.
167
138
135

138

179 ff.
186 ff.



