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Relative semisimpliziale Approximation

WeRrRNER Bos zum Gedichtnis

Von

Ruporr Frirsca

Es sei 4 ¢ X ein Paar von semisimplizialen Mengen. Eine A4 enthaltende Unter-
teilung X' von X ist eine semisimpliziale Menge X' zusammen mit einem Homdo-
morphismus %:|X’| — | X|, derart, daB | X’| als Unterteilung von |X| im Sinne
von [7] § 9 aufgefaBBt werden kann, 4 semisimpliziale Teilmenge von X’ ist und gilt
(1) WAl =(4]c|X]).

Satz 1. Set A c X ein Paar semisimplizialer Mengen mit endlichem?) X ; ferner set
Y cine beliebige semisimpliziale Menge und f: | X| — | Y| eine stetige Abbildung mit
@) 4] =g|
fiir eine semisimpliziale Abbildung g: A — Y. Dann gibt es eine A enthaltende Unter-
teilung X' von X und eine semisimpliziale Abbildung ' : X’ — Y mit
(3) |f'| ~frel. |A].

Fiir simpliziale Komplexe findet sich dieser Satz z. B. in [8]; Rourke und Sanderson
haben eine entsprechende Aussage fir simpliziale Mengen2) bewiesen ([6] Theorem
5.1). Die semisimpliziale Approximation wurde z.T. bereits von Kan in [4] behandelt
(vgl. dazu den Hinweis nach Satz 3).

Aussagen iiber die Existenz “A enthaltender Unterteilungen von X* liefert

Satz 2. Seien n eine natiirliche Zahl und das Quadrat

Sdng 4 > 4
) Sdn(AcX)l l,.i
SAnX ———>p X
ein Pushout. Dann gibt es einen Homdbomorphismus oh: [nX| — [ X | mit
(5) nh =~ |gr|rel. |A],
derart, dafi |nX | als Unterteilung von | X | aufgefafit werden kann.

1) Da die Inklusion | 4V X7 | c | X | fur jedes n die Homotopieerweiterungseigenschaft ({1, 1.2)
hat, ergibt ein leichter InduktionsschluB, da8 die Behauptung von Satz 1 auch fiir unendliche X
gilt.

2) Zur Terminologie vgl. [2], in [6] heiBlen die simplizialen Mengen ,,4-sets*.
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(Hier bezeichnet Sdr die in [4] § 7 definierte n-fache Normalunterteilung und
dn: Sd» — Id die zugehdrige natirliche Transformation; pr: nX — X ist die durch
die Gleichung
(6) a? 0 pl = drX

eindeutig bestimmte semisimpliziale Abbildung.)

Wir beweisen diesen Satz durch vollstdndige Induktion nach n.

Sei zundchst n = 1. Fiir jedes z e X, und jedes ¢ bezeichne ¢;: Ag] — X die
charakteristische Abbildung und I, : 44 — 4, den surjektiven Teil von |37 o SdB¢y|.
Wir definieren ferner Abbildungen Ay : 44 — A4 wie in [3] unter der Abinderung der
Definition der Operatoren g; (falls zu; € 4): In [3] bezeichnet g; den surjektiven
Operator in der kanonischen Darstellung von zu;. Ist nun zu; € 4, so setzen wir
statt dessen g;:= ([dim u;] — [0]); entsprechend sind natiirlich die gz; und Ok ab-
zudndern. Mit diesen Festsetzungen gilt Bedingung (A) aus [3] und Bedingung (B)
aus [3] sinngemiB fir nicht entartete x mit x ¢ 4 ; man beweist das genauso wie in [3].
Ferner ist aber die Transformation %, o [;! einwertig und damit stetig; inshesondere
istfirze A

) hpolil =id.

Diese Aussagen zusammen liefern, daf8 die Familie der Abbildungen Az o I;! einen
Homoomorphismus 14 : [1.X | — | X| induziert. Die gesuchte Homotopie erhilt man
nun noch aus der Tatsache, daB auch die Transformationen ((1 — ¢) by -+ tdy) o I fiir
alle ¢t [0, 1] einwertig und damit stetig sind.

Zum Schlufl von n auf n + 1 betrachten wir das Diagramm

Sdntl 4 —s= Sdn 4 —>4

R

®) Santl X —> X —>, 0 X

=N

Sdrn X TnX

Es ist so konstruiert, dafi die drei Quadrate Pushouts sind. Der bereits bewiesene
Fall n = 1 zeigt, daB X eine Sd» 4 enthaltende Unterteilung von Sd2 X ist, vermoge
eines Homdomorphismus % : | X | — |SdnX |, fiir den gilt:

©) b~ |#|rel. [Sdn4| .

Sei k; eine solche Homotopie mit &y = b und k; = |#|. Wir definieren nun fiir alle
t € [0, 1] stetige Abbildungen g¢; durch die Forderung, daB die Quadrate

| X —|anX|
(10) zﬁi "
ISan | —_— e
Pushouts sind. Aus der Tatsache, daBl dann fiir jedes ¢t das dullere Rechteck in dem
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Diagramm o) 4]
N e
(11) [X] |X]— |anaX]| [n0aX]
] /5 N
|Sdr X | .

ein Pushout ist, ergibt sich, daB die g; alle das gleiche Ziel |,X | haben und, da sie
stetig von ¢ abhéngen, eine Homotopie rel. | 4| bilden. Da % ein Hombomorphismus
ist, ist auch go ein Homdomorphismus und die Zusammensetzung n41% 1= ph o go ist
ein Homdomorphismus der gewiinschten Art.

Zum Beweis von Satz 1 benétigen wir nun noch

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gibt es eine natiirliche Zahl n und
eine semisimpliziale Abbildung ' : Sdr X — Y mat

(12) || = fo|dnX| rel.|Sdn4].

Fir A = ¢ ist das einer der Kanschen Approximationssitze (Theorem (8.5) in [4]).
Wir fithren den Beweis durch Verfeinerung der Argumente in [4] und verwenden
dabei die dortige Notation. Auf Grund des Satzes in IT 5.8 von [5] gibt es jedenfalls
eine semisimpliziale Abbildung F: X — Ex*Y mit

(13) |F| ~|e”Y]|ofrel.|4].

Aus der Endlichkeit von X folgt nun dhnlich wie in [4], p. 463, die Existenz einer
natiirlichen Zahl n und einer semisimplizialen Abbildung F: X — Ex2 ¥ mit

(14) |F| ~|enY]|ofrel. [4].

Komposition mit d2 X liefert jetzt

(15) [FodrX| ~ |erY|ofo|deX|rel.[Sdn4|.

Fiir die linke Seite kénnen wir wegen der Natiirlichkeit von d? schreiben
(16) FodaX =drEx2Y oSdrF.

Nun bezeichne ¢Y : Sd2ExnY — Y die Coeins der Adjunktion Exn — Sdn, d.h.
die semisimpliziale Abbildung, die unter dem Adjunktionsisomorphismus in die
Identitdt von ExnY iibergeht. Weil d2 ¥ unter dem Adjunktionsisomorphismus in
en Y iibergeht ([4] Lemma 7.2) gilt

(17) deY =¢gYoSdrenY

und daber wegen der Natiirlichkeit von dz

(18) dnEx2 YoSdrer Y =erYod2Y =etYogYoSdmer Y.

Aus Lemma (7.4) und Lemma (7.5) in [4] folgt, daB |Sd2e2 Y| eine Homotopie-
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dquivalenz ist. Da Sdre ¥ auBerdem injektiv und damit |Sd2e2 Y| eine Cofaserung
ist, ist | Sd2en Y| eine Homotopiedquivalenz unter |Sdn Y| ([1], (2.29)), woraus folgt

(19) [drExn Y| ~ [enY|o|eY|rel. [Sd2 Y.

Komposition mit |Sd» F| Lefert nun

(20) |[deEx2Y oSdrF| ~ |en Yoe Y oSd2F|rel. |Sdn 4.
(15), (16) und (20) zusammen ergeben

(21) |erY|o|eYoSdnF| ~|erY|ofo|drX|rel. |[Sdnd].
Weil |e2 Y| eine Homotopiedquivalenz unter | Y| ist ([1], (2.29)), folgt
(22) |eYoSdaF| ~ fo|drL|rel.|Sd24]|.

Also ist f” := £¢Y o Sdn F die gesuchte Approximation zu f.
Wir kommen nun zum Beweis von Satz 1. Das gesuchte f’ ist durch das Diagramm

Sdr4 — 4

LN

(23) Sdr X —, X
7 .

Y

gegeben und eindeutig bestimmt (n, f” wie in Satz 3). Da die geometrische Realisie-
rung Pushouts erhilt, lefert die Homotopie in Satz 3 eine Homotopie

(24) [f| = folnr|rel.|4].
Zusammen mit (5) ergibt das die Behauptung (3).
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