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STRUKTUREN FÜR DIE MENGE DER AFFINEN ENDOMORPHISMEN EINES 

MODULS BZW. EINES AFFINEN RAUMES 

Rudolf F r i t s c h und Gerhard Wolff 

E i n l e i t u n g . 

G. P i c k e r t hat i n [5] die Menge der Endomorphismen eines 

Parallelogrammraumes mit ei n e r Ringstruktur versehen. Nun sind 

aber die Endomorphismen eines Parallelogrammraumes, nach be­

l i e b i g e r Wahl eines Grundpunktes, dasselbe wie die a f f i n e n 

Endomorphismen e i n e r abelschen Gruppe. Genauer; Die Parallelo--

grammstruktur bestimmt zusammen mit einem Grundpunkt eine 

kommutative Gruppenstruktur d e r a r t , daß ein parallelogramm­

treuer Endomorphismus dasselbe i s t wie ei n (bezüglich der in­

duzierten Gruppenstruktur) a f f i n e r Endomorphismus 1. Die Menge 

der a f f i n e n Endomorphismen e i n e r abelschen Gruppe b e s i t z t aber 

eine kanonische Addition ("punktweise") und M u l t i p l i k a t i o n 

(Komposition). Nun l i e g t es nahe zu fragen: 

(1) Welche Beziehung besteht zwischen den beiden Operationen? 

(2) Welcher Zusammenhang besteht mit den von P i c k e r t kon­

s t r u i e r t e n Operationen? 

Wir s o l l t e n i n diesem Zusammenhang f e s t s t e l l e n : ( i ) Die Kate­
gorie der Parallelogrammräume mit Grundpunkt und grundpunkt-
treuen Homomorphismen i s t isomorph zur Kategorie der abelschen 
Gruppen und homomorphen Abbildungen. ( i i ) Die Kategorie der 
Parallelogrammräume mit Grundpunkt und "grundpunktignorierenden 
Homomorphismen" i s t isomorph zur Kategorie der abelschen Grup­
pen und a f f i n e n Abbildungen. 
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Diese Fragen wollen wir im e r s t e n T e i l beantworten, wobei wir 

an S t e l l e von abelschen Gruppen g l e i c h allgemeiner Moduln über 

einem kommutativen, unitären Ring R untersuchen. Die E r ­

gebnisse erscheinen uns f r e i l i c h n i c h t sehr er h e l l e n d ; deshalb 

zeigen w i r im zweiten T e i l , w i e v i e l k l a r e r und d u r c h s i c h t i g e r 

d i e S i t u a t i o n wird, wenn man s t a t t der Moduln die a f f i n e n 

Räume im Sinne von W. Bos [1] zugrunde l e g t . 

I . AFFINE THEORIE IN MODULN 

1. Vorbereitungen. 

S e i R e i n unitärer, kommutativer Ring und Μ e i n Modul über 

R . Eine a f f i n e Kombination von Elementen aus Μ i s t eine 

η η 
Linearkombination £ r.m. aus Μ mit £ r . = 1 . 

1 1 1 

M' s e i e i n w e i t e r e r Modul; eine a f f i n e Abbildung von Μ nach 

M* i s t eine Mengen abb ildung f : Μ-*· Μ 1, d i e mit a f f i n e n Kombi­

nationen verträglich i s t , d.h. für d i e g i l t 

η η 
f (Σ r i m i ) - Σ r i f ( m i ) ' 1 1 1 1 1 1 

η 
f a l l s £ r . = 1 . Wichtige B e i s p i e l e für a f f i n e Abbildungen 

1 1 

s i n d d i e Translationen eines Moduls und a l l e konstanten A b b i l ­

dungen zwischen Moduln. Wir notieren zwei c h a r a k t e r i s t i s c h e 

Eigenschaften e i n e r a f f i n e n Abbildung f , d i e für konkrete 

Rechnungen nützlich s i n d : 
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( i ) f(m + m') = f(m + m1 - O) = f(m) + f(m') - f(0) , 

( i i ) f ( r · m) = f (r · m + (1-r) · O) = r · f (m) + (1-r) · f (O) . 

Eine Mengenabbildung f : Μ -+ Μ 1 i s t offenbar genau dann l i n e a r , 

wenn s i e a f f i n i s t und f(O) = Ο g i l t . Sind f,g : Μ —* M' a f f i n e 

Abbildungen, so auch f + g und r · f , r € R ; d.h. di e a f f i n e n 

Abbildungen Μ Μ' bild e n einen R-Modul. Ferner i s t das Kom­

positum a f f i n e r Abbildungen a f f i n . 

S e i M" e i n d r i t t e r Modul und b : Μ χ Μ* Μ" eine Mengenab­

bildung; b heißt b i a f f i n , wenn a l l e p a r t i e l l e n Abbildungen 

b(m,-) : M' M" und b(-,m') : Μ -+ Μ" a f f i n s i n d , m € Μ , 

η 1 € Μ 1. Genau dann i s t b : Μ χ Μ' -» M" b i l i n e a r , wenn b 

b i a f f i n i s t und di e beiden p a r t i e l l e n Abbildungen b(0,-) , 

b(-,0) Nullabbildungen s i n d . 

E i n e a f f i n e Algebra (über R) i s t e i n Modul Μ mit e i n e r b i ­

a f f i n e n M u l t i p l i k a t i o n Μ χ Μ -S Μ ; eine solche a f f i n e Algebra 

(M,o) i s t genau dann eine Algebra, wenn das Nullelement der 

Addition e i n absorbierendes Element für di e M u l t i p l i k a t i o n ο 

i s t , d.h. m o o = 0 = O o m , m € M . 

2. Die a f f i n e Algebra der a f f i n e n Endomorphismen. 

S e i wieder Μ e i n Modul. Mit EM bezeichnen wir den Modul a l l e r 

a f f i n e n Endomorphismen von M, s. 1. EM b e s i t z t eine 

natürliche M u l t i p l i k a t i o n , d i e durch d i e Komposition von Endo­

morphismen gegeben i s t . Das folgende Lemma i s t von grundlegender 

Bedeutung. 



Lemma. Die M u l t i p l i k a t i o n ο auf EM i s t b i a f f i n . 

Außer für Μ = Ο i s t ο n i c h t b i l i n e a r . 

Beweis. Wie für l i n e a r e Abbildungen z e i g t man für a f f i n e Endo-
n 

morphismen f ,. .. ,g n € EM und r^ ,.. . R mit [ r . = 1 

d i e Gleichungen 
f o ( ? r g ) = f r . ( f o g ) , (? r g ) ο f = ? r (g ο f) . 

Der Zusatz f o l g t aus f oO * Ο für jedes f £ EM mit f (Ο) Φ Ο. 

Zusammenfassend können wir f e s t s t e l l e n : EM i s t h i n s i c h t l i c h 

s e i n e r natürlichen Strukturdaten (Addition, s k a l a r e M u l t i p l i ­

kation, Komposition) eine a f f i n e Algebra, s. 1, aber i . a . 

keine Algebra. 

3. Die Algebra der a f f i n e n Endomorphismen eines Moduls. 

Unser Z i e l i s t , d i e M u l t i p l i k a t i o n i n EM so abzuändern, daß 

eine Algebra entsteht. Dies g e l i n g t nach einem einfachen a l l ­

gemeinen Schema, das i n der gegebenen S i t u a t i o n angemessen i s t . 

S e i Ε ein Modul und k : Ε χ Ε -> Ε eine b i a f f i n e M u l t i p l i ­

k a t i o n . (Der Leser denke an (EM, o) i ) 

Dann g i b t es für k eine D a r s t e l l u n g der Form 

k(f,g) = k ( f , g ) + l ^ f ) + l 2 ( g ) + e Q 

mit e i n e r b i l i n e a r e n Abbildung k, l i n e a r e n Abbildungen 1 1, 1 2 

und e Q € E; dabei sind k, 1 1, 1 2 und e Q eindeutig durch b 

bestimmt, und zwar i s t 
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( i ) k(f,g) = k(f,g) - k ( f , 0 ) - k(f,g) + k(0,0) 

( i i ) l ^ f ) = k(f,0) - k(0,0) 

( i i i ) l 2 ( g ) = k(0,g) - k(0,0) 

( i v ) e Q = k ( 0 , 0 ) . 2 

Zur b i a f f i n e n M u l t i p l i k a t i o n ο auf EM gehört a l s o e i n e i n 

diesem Sinne a s s o z i i e r t e b i l i n e a r e M u l t i p l i k a t i o n δ· wegen 

( i ) hat man für f,g € EM d i e Gleichung 

f δ g = f o g - f o O - O o g + OoO = f o g - f o O . 

Damit e r h a l t e n w i r den 

Satz. EM = (ΕΜ,ο) i s t eine Algebra, wobei die M u l t i p l i k a t i o n 

ο durch f 8 g = f o g - f o O gegeben i s t . 

(Der d i r e k t e Beweis i s t einfach.) 

4. V e r g l e i c h mit dem R e s u l t a t von P i c k e r t . 

E i n Parallelogrammraum bzw. allgemeiner e i n R - Parallelogramm­

raum ( [ 3 ] , [ 4 ] ) hat kei n ausgezeichnetes Element. Die im vorigen 

Abschnitt beschriebene Konstruktion e i n e r Algebra-Struktur für 

di e Endomorphismenmenge eines solchen Raumes Μ beruht auf der 

willkürlichen Auswahl eines Grundpunktes Ο € Μ ( s . E i n l e i t u n g ) . 

Dadurch wird aber e i n Endomorphismus von Μ ausgezeichnet, 

Man hat ganz allgemein eine Isomorphie von Moduln 
Α (Μ,Μ';MW) = L(M,M';M") ©L(M;M") ©L(M',M") © Μ" ; 

dabei bezeichnet Α(Μ,Μ';M") den Modul der b i a f f i n e n Abbildungen 
Μ χ Μ· M" , L(Μ,Μ';Μ") den Modul der b i l i n e a r e n Abbildungen 
Μ χ Μ' —• Μ" , L(Μ;Μ") den Modul der l i n e a r e n Abbildungen Μ -* Μ" 
und L(Μ 1;M") analog den Modul der l i n e a r e n Abbildungen Μ' Μ" . 
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nämlich d i e zu 0 gehörige konstante Abbildung ( s i e i s t das 

neutrale Element der Add i t i o n ) . Dies i s t unangemessen, denn 

das e i n z i g e "von Natur aus" ausgezeichnete Element der Endo-

morphismenmenge von Μ i s t d ie ide n t i s c h e Abbildung, das neu­

t r a l e Element der Komposition. I n d i e s e r S i t u a t i o n l i e g t es nahe, 

die Algebra-Struktur von EM so zu t r a n s f e r i e r e n , daß die i d e n t i ­

sche Abbildung die R o l l e der Nu l l einnimmt. Dies g e l i n g t rr.it 

H i l f e der in v o l u t o r i s c h e n B i j e k t i o n EM -* EM , f 1 - f . 

Für d i e r e s u l t i e r e n d e Algebra-Struktur g i l t : 

( i ) f + g = 1 - [ ( 1 - f ) + (1-g)] = f + g - 1 

( i i ) r · f = 1 - [ r - ( 1 - f ) l = r f + (1-r) · 1 
1 

( i i i ) f ο g = 1 - [ ( 1 - f ) δ (1-g)] = f Ö 1 + 1 o g - f o g = 

= f ο 1 - f oO + 1 o g - 1 o O - f o g + f o O = 

= f + g - f o g 

Diese Algebra-Struktur für EM er g i b t im F a l l e R = 2 gerade 

die von G. P i c k e r t k o n s t r u i e r t e Ringstruktur. Zum Beweis genügt 

es zu überlegen, daß d i e Addition i n ( i ) mit P i c k e r t s Addition 

übereinstimmt, was s i c h l e i c h t an Hand der Formel (3") von [5] 

nachweisen läßt. 

I I . STRUKTUREN FÜR DIE ENDOMORPΗISMENMENGE EINES AFFINEN RAUMES 

1. Vorbereitungen 

Wir betrachten nun a f f i n e Räume im Sinne von W. Bos 

(über dem f e s t gewählten kommutativen, unitären Grundring R ) . 

Danach besteht e i n a f f i n e r Raum aus ei n e r Menge Α und zwei 

Strukturabbildungen + : Α χ Α χ Α - » Α , (a, b, c) *~+ a + c und 

http://rr.it
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. : R χ Α χ A -» A , (r,b,c) ·-* r · c , d e r a r t , daß die für jedes 
b 

f e s t e b € Α d e f i n i e r t e n z w e i s t e l l i g e n Ooerationen + und 
b b 

di e Menge Α mit e i n e r Modulstruktur versehen und die zu v e r s c h i e ­

denen Elementen b und b* gehörenden Modulstrukturen durch 

" T r a n s l a t i o n " auseinander hervorgehen, d.h. 

a + c = (a + c) + b , r · c = r · c + (1 - r ) · b' , 
b 1 b b» b* b b b 

( s . [ 1 ] , [ 7 ] ) ; s i n d (Α,+,·) und (Α',+,·) a f f i n e Räume, so 

heißt eine Abbildung f : A —• Af a f f i n , wenn s i e mit den Struk­

turen verträglich i s t , d.h. 

f ( a + c) = f ( a ) + f ( c ) , f ( r . c) = r · f ( c ) . 
b f(b) b f(b) 

Wie sonst auch üblich, bezeichnen w i r im folgenden einen a f f i n e n 

Raum einfach durch seine Menge Α s t a t t ausführlich durch 

(A, + , · ) . 

Die Kategorie der R-Parallelogrammräume i s t isomorph zu der 

h i e r beschriebenen Kategorie der a f f i n e n Räume [ 8 ] ^ . E i n ent­

scheidender V o r t e i l d i e s e r Axiomatik i s t , daß so die a f f i n e n 

Räume g l e i c h u n g s d e f i n i e r t e Algebren s i n d und damit allgemeine 

Konstruktionsmethoden der u n i v e r s e l l e n Algebra anwendbar werden 

( s . 2 . ) . 

I n [8] werden nach einem auch auf W. Bos zurückgehenden Vor­
sch l a g die h i e r beschriebenen Strukturen " R - K r e i s e l " genannt, 
um Verwechslungen mit anderen (natürlich gleichwertigen) D e f i ­
n i t i o n von a f f i n e n Räumen (etwa Bourbaki's [ 2 ] , Ch. 2. § 9) zu 
vermeiden. Wir halten aber Bos' Vorgehen unter den G e s i c h t s ­
punkten der a f f i n e n Geometrie für so angemessen, daß wir doch 
den Ausdruck " a f f i n e r Raum" dafür i n Anspruch nehmen v/ollen. 
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Sind A, A 1 und Α" a f f i n e Räume, so heißt eine Abbildung 

f : Α χ Α' -» Α" b i a f f i n , wenn jede der p a r t i e l l e n Abbildungen 

f ( a , - ) : A' -·> A" , f ( - , a ! ) : A -> A" , a G A , a 1 CA' a f f i n 

i s t . 

E i n e a f f i n e Algebra besteht aus einem a f f i n e n Raum Ε und einer 
4 

b i a f f i n e n Abbildung o : E x E - * E , (a,b) »-* a ο b . E i n E l e ­

ment e € Ε i s t l i n k s n e u t r a l ( r e c h t s n e u t r a l ) bezüglich ο , wenn 

g i l t : 

e o c = c ( c o e = c ) , c € E ; 

e i s t eine E i n s - symbolisch "1" - , wenn es l i n k s - und r e c h t s ­

n e u t r a l i s t . E i n Element a € Ε i s t linksabsorbierend ( r e c h t s ­

absorbierend) bezüglich ο , wenn g i l t 

a o c = a ( c o a = a ) , c e Ε ; 

a i s t eine N u l l - symbolisch "O" - , wenn es l i n k s - und r e c h t s ­

absorbierend i s t . Zu gegebener M u l t i p l i k a t i o n ο g i b t es höch­

stens eine E i n s und höchstens eine N u l l . Die linksabsorbierenden 

Elemente b i l d e n e i n I d e a l , d.h. einen a f f i n e n Unterraum Lab Ε 

mit a ο b € Lab E, f a l l s a € Lab Ε oder b € Lab E, a,b € Ε . 

I s t (E,o) eine a f f i n e Algebra, so erhält man nach Wahl eines be­

l i e b i g e n Punktes b € Ε a l s Grundpunkt eine a f f i n e Algebra E^ 

im Sinne von 1.1. E f e i s t genau dann eine Algebra, wenn b 

eine N u l l i s t . 

Genau genommen müßte man sagen "Algebra i n der Kategorie der 
a f f i n e n Räume"; b e i dem i n 1.1. eingeführten B e g r i f f würde es 
s i c h entsprechend um eine "Algebra i n der Kategorie der Moduln 
und a f f i n e n Abbildungen"handeln. Der E i n f a c h h e i t halber verwen­
den w i r für beides den Terminus " a f f i n e Algebra". 
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2. Die a f f i n e Algebra der Endomorphismen eines a f f i n e n Raumes. 

Durch r e i n e Routineüberlegungen der u n i v e r s e l l e n Algebra ergeben 

s i c h s p e z i e l l d i e folgenden Aussagen^. 

(1) Für jeden a f f i n e n Raum Α und jede Menge X trägt d i e Menge 

Α a l l e r Mengenabbildungen X -* Α eine a f f i n e S t r u k t u r , die 

durch die Struktur von Α i n d u z i e r t i s t . ( B e i s p i e l s w e i s e i s t 

für f , g, h : X ->Α die Abbildung +(f,g,h) "punktweise" 

erklärt, d.h. a l s Kompositum 

X — — > Χ χ Χ χ X f*9
X

*V Α χ Α χ Α — Α . ) 
(Diag.) 

(2) Für jedes Paar (Α',A) a f f i n e r Räume b i l d e t d i e Menge 

Hom(A',A) a l l e r a f f i n e n Abbildungen A 1 —• Α einen a f f i n e n 

Raum (genauer gesagt einen Unterraum im Raum a l l e r Mengen­

abbildungen A 1 -* A , s . ( 1 ) ) . 

(3) Für jedes T r i p e l (Α",Α',A) a f f i n e r Räume i s t die Komposi­

ti o n Hom(A",Α1) χ Hom(A',A) -> Hom(A",A) b i a f f i n . 

Aus (2) und (3) e r g i b t s i c h s o f o r t : Die Endomorphismen eines 

R-affinen Raumes Α b i l d e n h i n s i c h t l i c h der natürlichen Str u k t u r ­

daten ( + ,·) n i c h t nur einen a f f i n e n Raum End A, sondern zusam­

men mit der Komposition ο a l s M u l t i p l i k a t i o n sogar eine asso-

F a l l s der Lese r eine der " k l a s s i s c h e n " D e f i n i t i o n e n für a f f i n e 
Räume zugrundelegt, gelten diese Aussagen ebenso; i h r Beweis 
i s t jedoch v e r g l e i c h s w e i s e mühsam. 
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z i a t i v e a f f i n e Algebra. Das i s t d i e Struktur, d ie d i e Menge der 

Endomorphismen eines a f f i n e n Raumes bzw. eines R - P a r a l l e l o -

grammraumes unseres Erachtens i n natürlicher Weise trägt.(End A,o) 

hat eine E i n s , die Identität, und linksabsorbierende E l e ­

mente, d i e konstanten Abbildungen, aber keine N u l l . 

Bei Bedarf kann man der Menge End Α jedoch auch Algebrenstruk­

turen aufprägen, was wir im nächsten Abschnitt vorführen. 

3. Algebrastrukturen für den Endomorphismenraum eines a f f i n e n 

Raumes. 

Solche kann man auf zwei p r i n z i p i e l l verschiedenen im wesent­

l i c h e n aber gleichwertigen Wegen konstruieren. 

(K1) S e i Α e i n a f f i n e r Raum. Da End A i . a . keine Null enthält, 

erhalten wir durch Auswahl eines Punktes a l s Grundpunkt zwar 

einen Modul und eine a f f i n e Algebra, aber keine Algebra. Eine 

Algebra gewinnen wir dann aber (wie i n 1.3.) dadurch, da3 wir 

den b i l i n e a r e n A n t e i l der b i a f f i n e n M u l t i p l i k a t i o n a l s neue 

M u l t i p l i k a t i o n nehmen. Führen wir das s p e z i e l l für d i e E i n s 

durch, so e r g i b t s i c h d i e folgende M u l t i p l i k a t i o n 6: (End Α)^ χ 

χ (End A) ̂  -> (End A) ̂  : 

f 6 g = f o g - f o 1 - 1 o g + 1 o 1 = f o g ^ f j g . 

(Man beachte, daß h i e r 1 n e u t r a l e s Element sowohl bezüglich 

der Addition + a l s auch bezüglich der b i a f f i n e n M u l t i p l i k a t i o n 
Λ 

ο i s t . ) Die so erhaltene R-Algebra bezeichnen wir mit E. 

(K2) S e i (Ε,+,·) e i n a f f i n e r Raum (Man denke an Ε = End Α ») 
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Für jede M u l t i p l i k a t i o n ο: Ε χ Ε -» Ε s e i ο*: Ε χ Ε -» Ε 

d e f i n i e r t durch** 

x 0 * y = x - x o y + y (= + (χ,χ ο y , y ) ) . 

Man beweist l e i c h t d ie folgenden Aussagen: 

(1) ο** = ο 

(2) ο b i a f f i n ( b i a f f i n und a s s o z i a t i v ) «=* 

o* b i a f f i n ( b i a f f i n und a s s o z i a t i v ) 

Für e i n x Q € Ε g i l t f e r ner d ie Äquivalenz: 

(3) xQ i s t l i n k s - bzw. r e c h t s n e u t r a l für ο *• 

x Q i s t l i n k s - bzw. rechtsabsorbierend für o*. 

Mit anderen Worten: Die Zuordnung ο κ ο* d e f i n i e r t eine i n v o l u -

t o r i s c h e B i j e k t i o n auf der Menge a l l e r ( a l l e r b i a f f i n e n ) Multi­

p l i k a t i o n e n von E; dabei korrespondieren d i e M u l t i p l i k a t i o n e n 

mit 1 mit den M u l t i p l i k a t i o n e n mit 0. 

Für eine a f f i n e Algebra Ε = (Ε,ο) s e i Ε* = (Ε,ο*). Nach dem 

Vorangehenden d e f i n i e r t die Zuordnung Ε Η* Ε* eine B i j e k t i o n 

zwischen den a f f i n e n Algebren mit 1 und den a f f i n e n Algebren 

mit 0; l e t z t e r e s i n d aber im wesentlichen dasselbe wie R-Alge-

bren ( s . 1 . ) . 

Nach 2. i s t Ε = (End A,o) eine a f f i n e Algebra mit 1 = i d , ; 

a l s o i s t E* eine a f f i n e Algebra mit 1 a l s absorbierendem E l e ­

ment, d.h. 

Für eine R i n g m u l t i p l i k a t i o n ο i s t o* a l s das "Sternprodukt M 

(zu o) bekannt. [6] § 97) 



- 104 -

Ε* = (End A,c*) i s t eine Algebra, wobei 

f o * g = f y f o g + g . 

Offenbar i s t Ε % Ε*, f a l l s Ε keine Ο hat, wie b e i s p i e l s w e i s e 

Ε = End Α für einen n i c h t t r i v i a l e n Raum A. Es g i l t jedoch 

Ε = E*; genauer gesagt i s t d i e Spiegelung am Grundpunkt 1, 

S: Ε -> E, f Η - f, e i n Isomorphismus der gewünschten A r t . 

Schließlich s t e l l e n wir f e s t : I s t Α e i n 2 - a f f i n e r Raum 

(Parallelogrammraum), dann i s t E* = (End A,o*) wiederum 

i d e n t i s c h mit P i c k e r t s "Endomorphismenring". 

4. Eine Kennzeichnung der a f f i n e n Algebren, die zu einer a f f i ­

nen Endomorphismenalgebra isomorph sind. 

Wir behandeln j e t z t d i e Frage, unter welchen Bedingungen eine 

a f f i n e Algebra Ε a l s Endomorphismenalgebra eines a f f i n e n Raumes 
7 

Α d a r s t e l l b a r i s t . Der Angelpunkt der folgenden Argumenta­

t i o n i s t d i e E i n s i c h t , daß man a l l e i n aus der m u l t i p l i k a t i v e n 

Struktur e i n e r Endomorphismenalgebra End Α den Raum Α ( b i s auf 

Isomorphie) zurückgewinnen kann. Wir betrachten dazu d i e kano­

nische Abbildung i : A End A, d i e jedem a € Α d i e zugehörige 

konstante Abbildung a € End Α zuordnet. Offenbar i s t i eine 

a f f i n e I n j e k t i o n , deren B i l d gerade der a f f i n e Teilraum Κ (End A) 

der konstanten Endomorphismen i s t . Nun sind aber d i e konstanten 

Endomorphismen genau d i e linksabsorbierenden Elemente von End A: 
f konstant f ο g = f für a l l e g € End A. 

Diese Frage, wie auch unsere Antwort, sind durch d i e Überlegungen 
i n s p i r i e r t , d i e G. P i c k e r t i n [ 5 ] , S. 143 - 145 a n s t e l l t . 
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Wir haben a l s o einen a f f i n e n Isomorphismus 

J A : A ^ Lab(End A). Daraus e r g i b t s i c h übrigens d i e Implikation: 

End A = End Α' => Α = A' . 

Der Isomorphismus j ^ : A -» Lab(End A) i n d u z i e r t den Algebren-

Isomorphismus l E n 3 Α Ϊ End A -» End(Lab(End A)) , f H> J A ° f ° J A ^ · 

Somit haben a l l e Endomorphismen von Lab(End A) die Form 

l £ n ß A ( f ) u n c* si n d offenbar n i c h t s anderes a l s L i n k s m u l t i p l i ­

kationen mit Elementen von End A: 

l E n d A ( f ) (ä) = J A ο f (a) = = f ο i f a € A . 

S e i nun Ε eine b e l i e b i g e a s s o z i a t i v e a f f i n e Algebra mit 1. Lab E, 

die Menge der linksabsorbierenden Elemente von E, b i l d e t e i n 

I d e a l ; d i e M u l t i p l i k a t i o n ο auf Ε läßt s i c h a l s o einschränken zu 

ein e r Linksoperation Ε χ Lab Ε Lab Ε von Ε auf Lab E. Diese 

i n d u z i e r t den Algebrenhomomorphismus 1 E: Ε -> End(Lab E) , a » 

(aο - ) . (Die Bezeichnung 1_ s t e h t i n Übereinstimmung mit der 

obigen D e f i n i t i o n von l E n < j Α·) 

Satz. Für Ε wie oben si n d d i e folgenden Aussagen äquivalent: 

(1) Zu Ε e x i s t i e r t e i n a f f i n e r Raum Α mit Ε = End A 

(2) 1_ i s t e i n Isomorphismus. 
E i 

(3) a) Jeder Endomorphismus Lab Ε Lab Ε läßt s i c h a l s ν 

L i n k s m u l t i p l i k a t i o n mit einem Element von Ε d a r s t e l l e n , 

b) Die eingeschränkte M u l t i p l i k a t i o n Ε χ Lab Ε Lab Ε 

b e s i t z t k e i n l i n k s n e u t r a l e s Element außer 1. 

Beweis. (1) «• ( 2 ) : T r i v i a l 
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(2) ( 3 ) : Offenbar i s t (3) a) g l e i c h w e r t i g mit der S u r j e k t i -

vität von 1 . Es genügt a l s o zu überlegen, daß (3) b) mit der Ε 
Injektivität g l e i c h w e r t i g i s t . Wie eine einfache Überlegung 

z e i g t , i s t (3) b) n i c h t s anderes a l s eine Umformulierung der 

Bedingung, daß die Faser 1 1 ( 1 ) / der "Kern von 1 ", nur aus 

der 1 besteht. Dies i m p l i z i e r t aber für eine a f f i n e Abbildung 

d i e Injektivität. 
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