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Rudolf Fritsch, Konstanz
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Abstract

An ‘“‘Affine” Proof of the Theorem of v. Staudt—Schleiermacher. The
Theorem of v. STAUDT—SCHLEIERMACHER asserts that a projective incidence
plane is pappian if every projectivity with 5 fixed points is the identity.
SCHLEIERMACHER’S original proof needs different treatments for a lot of
cases. We give a simpler proof based on the fact that Desargues’ and Pappos’
theorems hold in a projective plane if this is true for some affine specializ-
ations.

1. Einleitung. Der auf C. G. CH. v. STAaUDT [8] (S. 50) zuriick-
gehende Fundamentalsatz der projektiven Geometrie (P3): ,,Jede
Projektivitit mit 3 Fixpunkten ist die Identitdt®, enthélt den Satz
von Pappos [4] (S. 884/886)1 als Spezialfall [2] (S. 82ff.; in [2] wird
allerdings der Satz von Pappos als ,,Satz von Pascal bezeichnet).
A. SCHLEIERMACHER [6] bewies, dafl der Satz von Pappos bereits
aus der schwicheren Aussage (Ps): ,,Jede Projektivitit mit 5 Fix-
punkten ist die Identitédt*, hergeleitet werden kann. Der Hauptteil
seines Beweises besteht darin, aus (Ps) den projektiven Satz von
Desargues [1] (S. 340) zu folgern, wobei er eine ganze Reihe von
Fallunterscheidungen abhandeln muf}; damit findet er einen Ko-
ordinatenschiefkérper K und die Anwendung von (Ps) auf die Pro-
jektivitit K > K, r—k-1rk, co—>oo (fir ke K mit k#0,1,—1) mit
den Fixpunkten 0,1,k k1,00 liefert das gewiinschte Resultat.
M. WAGENER [9] (S. 56—62) hat diesen letzten Schritt in die Geo-
metrie iibersetzt, d.h. anstelle der Kommutativitat der Multi-
plikation in K zeigt er die Vertauschbarkeit gewisser Projektivi-

1 Ein besonders hiibscher Beweis des Satzes von Pappos, der auf der
Existenz des Hoéhenschnittpunktes eines Dreiecks beruht, wurde von
F. ScuUR [7] gegeben.
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téten, die durch die Konfiguration des Satzes von Pappos gegeben
sind; dabei wird deutlich, daB der projektive Satz von Desargues
gar nicht in seiner vollen Schirfe benstigt wird. Das ist weiter nicht
verwunderlich, da ja bereits der groBe affine Satz von Desargues
die projektive Fassung nach sich zieht [5] (S. 83).

Im folgenden wollen wir aus (Ps) den groBen affinen Satz von
Desargues und den groBen affinen Satz von Pappos herleiten; im
Vergleich mit [6] und [9] ist dieses Vorgehen vielleicht einfacher,
unseres Erachtens aber auf jeden Fall durchsichtiger. Da die affinen
Kerne einer desarguesschen projektiven Ebene alle untereinander
isomorph sind (s. Anhang), folgt dann auch der volle Satz von
Pappos.

2. Bezeichnungen. A= (P, ®,J) sei eine affine Inzidenzebene,
in deren projektiver Hiille (Ps) gilt. Die Punkte von  bezeichnen
wir durch groBe, die Geraden durch kleine lateinische Buchstaben.
Ist g eine Gerade in Q, so sei § der uneigentliche Punkt auf g; die
uneigentliche Gerade von | heifle u. Die Perspektivitdt von g nach
h mit Zentrum Z (g,h, Z konnen eigentlich oder uneigentlich sein)
notieren wir als g Zh, Projektivitdten durch Hintereinandersetzen
der erzeugenden Perspektivitdten, wobei wir die auftretenden
Doppelbuchstaben durch einfache ersetzen, alsoz. B.g ZhOh Y k=
=g ZhYk. Als allgemeine Symbole fiir Projektivitdten verwenden
wir kleine griechische Buchstaben, das Argument steht links davon:
(P) 7 ist das Bild von P unter 7.

3. Der grofe affine Satz von Desargues. Da jede Inzidenzebene
einer Ordnung <5 desarguessch ist [5] (S. 302), setzen wir in diesem
Abschnitt zusétzlich Ordnung 2 > 5 voraus.

Abb. 1

Der grofe affine Satz von Desargues besagt, dall die aus einer
Konfiguration wie in Abb. 1 abgeleitete Projektivitit v=géhakbg
die Identitat ist.
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Um das einzusehen, nehmen wir zundchst noch a }f¢g und c ff &
an. 4, § und § sind offensichtlich Fixpunkte von z; wegen (P5)
geniigt es zwei weitere zu finden. Wegen Ordnung® >5 gibt es
auf k& wenigstens zwei von 8,C,(4)gak und (4)gék verschiedene
eigentliche Punkte C’. Wir zeigen: Ist C' ein solcher Punkt, so ist
A'=(C"Ykahcg ein weiterer Fixpunkt von t. Dazu setzen wir
a’'=C"'a und geméiB [6] und [9] p=gia’'ScakAuC’g (Abb. 2).

Abb. 2

o hat die paarweise verschiedenen Fixpunkte 4,8,9,gna’ und
D= (C"¢)Ng. Also ist g die Identitit auf g und damit (4")p=4".
Das liefert 4’ C’||b und damit (4")7 = A.

Wir miissen uns nun noch von den Voraussetzungen a fg, c kk
befreien2. Sei etwa c|k, aber a)g. Wir wihlen auf a einen von
B und C verschiedenen, nicht auf g liegenden Punkt C; und setzen
by=AC1, k1=C18 (Abb. 3).

K k
C c
a
h
S b\[p <" B
A
g
Abb. 3

Auf Grund des bereits Bewiesenen sind die Projektivititen
T1=g¢hdkibig und 12 =gbikiakbg gleich der Identitit. Wegen
7= 110 72 ergibt sich daraus die Behauptung fiir 7.

3 WAGENER [9] begniigt sich zwar mit dem bis hierher bewiesenen Teil
des Satzes von Desargues, mufl aber deshalb spéter mehr Fallunterscheidun-
gen machen.

13+
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Voraussetzung und Behauptung des Satzes sind invariant bei
zyklischer Permutation der Paare (a,g), (b, %), (¢, k); damit ergibt sich
auch der Fall a||g,c k k.

Haben wir a||g und ¢||k, so wahlen wir C; wie eben und erhalten
(durch Zuriickfiihren auf den schon erledigten Fall) wieder t=11 Oz
mit 7;=1dg fiir ¢ = 1,2, womit alles bewiesen ist.

4. Folgerungen. Da 9 nunmehr als desarguessch erkannt ist,
gelten noch die folgenden SchlieBungssétze [3]:

(4.1) der Scherensatz (in [3] als SchlieBungssatz (4) bezeichnet),

(4.2) der kleine affine Satz von Desargues,

(4.3) der kleine affine Satz von Pappos.

5. Der grofe affine Satz von Pappos. Gegeben sei eine Konfigura-
tion wie in Abb. 4 mit az||as und as|as.

AL AG A2 h

o\ 3 \

4y a, ag ||01

As A3 Ay 9
Abb. 4

Die Behauptung des groflen affinen Satzes von Pappos lautet
dann: a;|las. Wegen (4.3) konnen wir zum Beweis zusétzlich an-
nehmen, dal S=hnNg ein eigentlicher Punkt ist. Wir definieren
B=gn(A4ea1) und C =gn(A4ads). Ist B=C (Abb. 5),

Abb. 5

so liefert der grole affine Satz von Desargues zunéchst bei Anwendung
auf die Dreiecke A¢ BDund 4 41 E mit D=a5N(42C), £ =azNag
die Kollinearitdt von D, § und E, dann bei Anwendung auf die Drei-
ecke Ap A5 D und A¢ AsE die Parallelitit A2 As||AsAg und bei An-
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wendung auf die Dreiecke A2 A¢ As und FE A3 mit F=Ehn (A3 A4s)
die Inzidenz F Ia;, schlieBlich bei Anwendung auf die Dreiecke
AGEF und A4A3G mit G=(43h)Na; die Parallelitit A¢F| A4 G-
Nun koénnen wir auf die Dreiecke 4343 G und AsA4¢A44 den kleinen
affinen Satz von Desargues (4.2) anwenden und erhalten wie ge-
wiinscht a;|las. (Der hier behandelte Sonderfall des Satzes von
Pappos entspricht algebraisch der Kommutativitit «f=pfa im
Falle a2=1; da diese quadratische Gleichung auch bei Schief-
kérpern nur die Losungen o = 4- 1 hat, ist klar, dafl zur Herleitung
nur der Satz von Desargues nétig ist. Man koénnte hoffen, daf auf
dhnliche Weise auch der Satz von Wedderburn iiber die Kommu-
tativitdt der endlichen Korper geometrisch gezeigt werden konnte.)
Von nun an kénnen wir also B C annehmen.
Nun betrachten wir geméf [9] die Projektivitét

T= gAsuAggdshdlg .
Sie hat zumindest die 4 Fixpunkte 4;, B,S und §.
Ay Ag A2 E h
h N

! TN

As A; B A C D 9
Abb. 6

Wir behaupten, dal auch C ein Fixpunkt von 7 ist. Um das
einzusehen, setzen wir D= (C)gAsudsg und E = (D)gde¢h. Nun
koénnen wir auf die Vierecke 4;C A2 Ag und CDE A2 (4.1) anwenden
und erhalten EC|a;, woraus (C)7=C unmittelbar folgt. Damit
ist T=1idg und es folgt

As= (As5)t= (43)gashdig = (As)haryg,

also ags= A4 A45||a1, womit alles bewiesen ist.

6. Anhang. Ist € eine projektive Ebene, so nennen wir jede
affine Ebene, die aus § durch Herausnahme einer Geraden und der
mit ihr inzidenten Punkte entsteht, einen affinen Kern von €. Bei
der Reduktion der Sitze von Desargues und Pappos auf ihre
affinen Fassungen haben wir benutzt, dafl die Giiltigkeit des groen
affinen Satzes von Desargues in einem affinen Kern von € die
Giiltigkeit des projektiven Satzes von Desargues in & nach sich
zieht und daB alle affinen Kerne einer desarguesschen projektiven
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Ebene zueinander isomorph sind. Beide Tatsachen sind eine ein-
fache Konsequenz des folgenden Satzes.

Satz: Ist QU eine desarguessche affine Ebene, so ist jeder affine
Kern Uy der projektiven Hiille W von A isomorph zu .

Um deutlich zu machen, dal wir bei unserer Reduktion die
Schwierigkeiten nicht einfach in diesen Satz verschoben haben,
wollen wir einen elementaren Beweis dieser Aussage kurz skiz-
zieren3.

Sei also Q; ein von QU verschiedener affiner Kern von 9 und
uy die uneigentliche Gerade von Q. Wir wihlen einen Punkt §
in Q, der nicht auf u; liegt und setzen die Perspektivitit uSwu:
zu einem Isomorphismus »: A - A mit Fixpunkt S fort, woraus
sich die Behauptung unmittelbar ergibt. Es gibt hochstens einen
solchen Isomorphismus ». Fiir einen in Q und Q; eigentlichen
Punkt 4 58 bestimmt sich (4)x folgendermafen:

Wir wahlen eine nicht zu u; parallele Gerade ¢# A4 S durch A4,
und setzen g=84, B=cNu,B"=(S¢)Nnuy, h=8B. Dann ist
(A)x=A'=(B"k)Ng (s. Abb. 7). Die einzige Schwierigkeit

/ u1
c

Abb. 7

besteht nun im Nachweis der Unabhingigkeit von der Auswahl
von ¢. Um diese einzusehen, wihlen wir noch eine nicht zu u;

3 Einen solchen haben wir in der Literatur nicht gefunden.
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parallele Gerade bz#c, AS durch A und setzen C=bnNwu,
C"= (Sg)f\ul, k=S8C.

Zu verifizieren ist
A'C" || k. (6.1)

Dazu sei B'=(A’¢)Nnh und €’ = (A'b)Nk. Aus dem groBen affinen
Satz von Desargues folgt nun durch Anwendung auf die Dreiecke
A BC und 4’ B'C’ zunéchst

B'C"|BC=mu, (6.2)
dann durch Anwendung auf die Dreiecke 4’ B’C’ und § B"C”
(B'B"nC'C"Ig (6.3)

und schlieflich durch Anwendung auf die Dreiecke SB’'C’ und
A’ B"C" die Behauptung (6.1).
Man hat natiirlich auch nachzupriifen, dal aus

A A1 (6.4)
folgt:
(A)2 (A1) x| ur. (6.5)
A Ay
T c Atlx “
B By
h
S
Abb. 8

Aber das ist einfach (Abb. 8): Zur Konstruktion von (4)x und
(A1) wéhlen wir ¢ und ¢; parallel zueinander. Dann definieren wir
T=AhNS¢ und erhalten durch Anwendung des kleinen affinen
Satzes von Desargues auf die Dreiecke S BB, und T4 4;

T A1||8B. (6.6)

Nun wenden wir den grofen affinen Satz von Desargues auf die
Dreiecke T'A A1 und B”(4)x(A1)» an, woraus sich

(A)% (A1) x| 4 Ay (6.7)
ergibt. Wegen (6.4) liefert das gerade die Behauptung (6.5).
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