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EZhJEBIQC;]IE31?£21?F2}\E2I)IZIQ‘?*
(Energie-Impuls-Raume und -Flachen)

Rudolf Fritsch

1. Fragestelluna

In der Kernphysik (s, [2], [8], [9]) und in der Elemen-
tarteilchenphysik (s. [1]) fragt man, wie sich eine gegebene
Gesamtenergie £ >¢ auf endlich viele (mindestens zwei)
Teilchen fester Massen Ay, ... . m, verteilen kann, die

sich unter der Bedingung bewegen, daB der Gesamtimpuls }BF}

verschwindet, Folgende Feststellungen sind leicht einzu-

sehen:

- Kein Teilchen kann die Gesamtenergie alleine tragen,
denn dann wirden alle anderen Teilchen in Ruhe sein.

was der Impulsbedingung widerspricht.

- Fur die Energie £, = (2mj)—]-sz des Js-ten Teilchens

besteht die obere Schranke

(1) £y & (1 - mi/m)-F

wobei m die Gesamtmasse des Systems bezeichnet. d.h.
m = }Sm& .

(Das beweisen wir zusammen mit der folgenden Aussage in

Abschnitt 3.1)

Ich danke dem Rechenzentrum des Max-Planck-Institutes fiur
Biochemie in Planegg-Martinsried fur die Moglichkeit zur
Herstellung dieses Manuskriptes.
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- Die angegebene Schranke fur die Energie E} des /-ten
Teilchens ist scharf: sie wird genau dann angenommen,

wenn sich alle anderen Teilchen in genau entgegenge-

setzter Richtung mit gleicher Geschwindigkeit bewegen.

- Wenn sich nur zwei Teilchen bewegen, etwa das J~te wund
das 4te, so 1ist die Energieverteilung eindeutig

bestimmt:
- -7 - -7,
(2) £}-_ ”k'(”j*mk) £, 5} =my; (@jfmk) £ .

- Notwendig und hinreichend dafir, daB eine gegebene
Aufteilung £ = }Bﬁ} der Gesamtenergie durch
entsprechende Impulsvektoren realisiert werden kann,

ist das Bestehen der Ungleichung
2nax( [HE) ¢ E/AE

(Die Zahlen /ZCZ;’ stellen - bis auf einen gemeinsamen
Faktor /7 - die Betrage der Impulsvektoren lZ' dar:
dafur, daB }Biy = ¢ realisiert werden kann, ist
notwendig und hinreichend, daR die grofte dieser Zahlen

kleiner-gleich der Summe der ubrigen ist.)

Zur genaueren Untersuchung der moglichen Energievertei-
lungen kann man nun die relativen Energien E}/z' als
baryzentrische Koordinaten von Punkten in einem ~Simplex
ansehen. Als Fnergrie-I/mpuls-Raum eines n-Simplexes wird die
Menge der Punkte bezeichnet, die mogliche Energieverteilun-

gen darstellen, d.h., deren baryzentrische Koordinaten

00/ N Yy der Ungleichung
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(3) 2-max [/ //”J._yjj 4 E//njyj .

genugen: sein Rand ist eine geschlossene Flache, die sog.
Energie-Impuls-Fléche des Simplexes. (Man beachte, daf diese

Begriffe nur bei Vorgabe von festen Massen My, oo, m,

definiert sind.)

Durch geschickte Wahl eines solchen Simplexes sind
moglicherweise weitere Einsichten zu gewinnen. Fur den Fall
n=72 wurde das "Energiedreieck"” definiert: es handelt sich
um das bis auf Kongruenz eindeutig bestimmte Dreieck mit den
Hohen m/(m-m.) . Dabei ergibt sich als Energieraum die In-
kreisflache (s.[1] fur den Fall von drei gleichen Massen und
(2] fur den allgemeinen Fall, Es ist wvielleicht bemerkens-
wert, daB der Inkreis des so konstruierten Dreiecks immer

den Radius % hat.)

In [8) und (9] hat D. KAMKE die physikalische Situation
von vier Teilchen betrachtet. Was hierbei aber physikalisch
wunschenswert ist, ist mathematisch leider nicht unmittelbar
klar oder sogar unmoglich. Man hat den Energie-Impuls-Raum
eines Tetraeders zu betrachten. Wenn ein Teilchen in Ruhe
ist, liefern die noch moglichen Energieverteilungen Punkte
in einem Seitendreieck des Tetraeders., Dieses laft sich als
affines Bild des zu der entsprechenden 3-Teilchen-Situation
gehorenden Energiedreieckes auffassen, die moglichen
Energieverteilungen fillen also das affine Bild eines
Kreises, d.h. eine Ellipse. aus, Gesucht ware nun ein
"Energietetraeder”, bei dem diese vier Ellipsen Kreise sind,

dann notwendigerweise die Inkreise der Seitendreiecke.
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Insbesondere miissen sich also diese Inkreise paarweise bLe-
rihren, was nicht bei jedem Tetraeder der Fall 1ist, Tetra-
eder mit dieser Eigenschaft heiBen Tangententetraeder und
sind in [6]) ausfihrlich beschrieben. Im folgenden diskutie-
ren wir zunachst einen Ansatz uber die Raumhohen und zeigen,
dafl man auf diese Weise zwar ein Tangententetraeder erhalt,
daf aber die Energie-Impuls-Flache dessen Rand im
allgemeinen nicht in den lnkreisen der Seitendreiecke
schneidet, Das tritt nur dann ein, wenn alle vier
beteiligten Massen gleich sind; in diesem Fall konnen wir
die Energie-Impuls-Flache ganz explizit beschreiben. Bei
ungleichen Massen stellt sich heraus, daB es bis auf
Ahnlichkeit (und Spiegelung) hochstens eine Moglichkeit fur
die Definition eines Tetraeders der gesuchten Art gibt; sie
ist allerdings mit dem Schonheitsfehler behaftet, daBR die
vorgegebenen Massen nicht zu unterschiedlich sein durfen. Ub
diese Einschrankung physikalisch relevant ist, vermogen wir
nicht festzustellen,

Die Anregung, mich mit dieser Thematik zu befassen, ver-
danke ich einem Brief von Herrn Coxeter, der mich nach der
Historie der algebraischen Charakterisierung von Tangenten-
tetraedern fragte (die Antwort findet sich in [6]), und ei-
nem Brief von Herrn Tietz (Hannover), der mich auf die phy-
sikalische Bedeutung der Sache aufmerksam machte. Herrn
Sufmann (Sektion Physik der Ludwig-Maximilians-Universitat
Miunchen) danke ich fur die Erklarung des physikalischen
Hintergrundes und Herrn Kamke (lnstitut fur Experimentalphy-
sik der Ruhr-Universitat Bochum) fur den Hinweis, da da

mathematisch noch etwas offen ist, und fur Vorschlage, die
Arbeit moglichst auch fur Physiker lesbar zu machen.
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2. Ergebnisse

2.1 Tangententetraeder aus vorgegeben Hohen

Wie im Fall des Dreiecks, so lassen sich auch fiur ein
Tetraeder die (Raum-) Hohen nicht beliebig vorschreiben. Es

gilt ebenfalls eine Art "Dreiecksungleichung”:

Satz 1 - Vier positive reelle Zahlen konnen genau dann als
die Hohen elines Tetraeders auftreten. wenn der Kehrwert der
rleinsten unter I1hnen kleriner Ist als dre Summe der

Kehrwerte der ubrigen.

Das liegt daran, dafR sich beim Tetraeder die Hohen
umgekehrt wie die Flachen der Seitendreiecke verhalten und
daB fur diese Flachen die entsprechende notwendige und
hinreichende Bedingung gilt {5]. Durch vier Grofen ist ein
Tetraeder im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Zu jeder
Vorgabe von Hohen, die den angegebenen Bedingungen geniigen,

gibt es eine ganze Schar von Tetraedern, jedoch gilt:

Satz 2 - /n jeder Schar von Tetraedern mit gleichen Hohen
grbt es bis auf (gleichsinnige oder unglerchsinniae)

Kongruenz qenau ern rangententetraeder,.

Dieser Satz stellt das mathematische Hauptergebnis der
vorliegenden Arbeit dar und wird in Abschnitt 3.3 bewiesen.
Den Schlussel dazu bildet eine andere Charakterisierung der

Tangententetraeder [61]:

Satz, 3 - Dpre Tangententetraeder sind genau dIejenigen
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Tetraeder, deren Ecken Nittelpunkte von vier sich paarwerse

(von aulen) beruhrenden Kugeln sind.

Die vier Kugeln und ein Tangententetraeder bestimmen sich
gegenseitig eindeutig: wir nennen die Kugeln deshalb erzeu-
gende Kugeln des Tangententetraeders. Sie lassen sich jedoch
nicht beliebig vorgeben, im Gegensatz zur analogen Situation
eine Dimension niedriger. In einer Ebene kann man drei
Kreise immer so zusammenschieben, daB sie sich paarwveise
(von auBen) berihren. Dementsprechend kann man zwar immer
drei Kugeln im Raum zur paarweisen Berihrung bringen, dann
darf aber eine vierte Kugel, die diese drei gleichzeitig
beriuhren soll, nicht so klein sein, da8 sie durch das von
den ersten drei Kugeln gebildete Loch fallt., Die genaue
Bedingung an vier Kugeln, die sich paarweise von aufien
berihren, ergibt sich aus dem sog. Kreissatz von DESCARTES
(s, [6]);: sie laft sich mit Hilfe der Arummungen (= rezi-

proken Radien) der Kugeln beschreiben.

Satz 4 - Vier positive reelle Zahlen L €,. €5. &
konnen genau dann als drie Krummungen der erzeugenden Augeln

elnes Tangententetraeders auftreten. wenn grlit.
() (z:j/_;.z,j? > 0.

Wir betrachten nun ein Tangententetraeder mit den Ecken
10 . 11 , 12 . Aj und den Hohen ﬁﬂ , h] R ﬁ; . hJ . es
seien rp . ry . rp. ry die Radien und ¢y, €7 . €2 . €3
die Krimmungen der erzeugenden Kugeln. Eine leichte Rechnung

ergibt.
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Satz S - Der Beruhrpunkt der erzeugenden Kugeln auf der
Kante A 4 4~ das Ist auch der Beruhrpunkt der Inkrelse der
an dreser Kante anliegenden Seitendreriecke - hat drie

baryzentrischen Koordrinaten

- -7 _ . -7
Yyo=s ",4"“"_7‘*",4») = ‘".7"("_7‘*“1’) ,
- L/ -7 _ s -7
Yy = rJ. (r_7.+rl‘.) =&y, (:].fa/() und
4 sonst.

C 07 * k<7 )
Fur das Volumen V dieses Tangententetraeders gilt [6]:
2
9ve - roz-r]‘ ‘r‘,,2~r_72-[(2:1.)2-01—])2:1.2].

Fur die Flache F“, ., 0¢ /1 ¢ 7 der der Ecke .4/ gegeniiber-

liegenden Seite haben wir entsprechend:
2 2,
F‘j = 'ITrJ. 2;_7:'4, .

wobei fur die Indizes qilt: &4 ¢ 7 ¢ 7. 0¢ 7< £¢ 7,

i, 7.4 # /1 . Aus der Volumenformel fur Pyramiden

ergeben sich nun die entscheidenden Beziehungen zwischen den

Hohen und den Krummungen der erzeugenden Kugeln des Tangen-

tentetraeders:

(5) /7/‘?-:12-}::.745,{, = (5_.":1»)“'—2"24"1'2 .
wobeil die Summationen auf” der rechten Seite auch den

Index
7 =/ mit erfassen: damit ist die GroRe

(6) 2

- o
Ly = hfe 0 ey
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unabhangig von [/ .

Auf den Gleichungen (5) beruht unser Beweis von Satz 2.
Hier halten wir noch eine fur sich selbst interessante
Folgerung fest, die wir in Abschnitt 3.2 begrinden werden.
Satz 6 - Bes ernem Tangententetraeder Ist die grofenmsfiige
Anordnung der vier Hohen die aglerche wie dre der

entsprechenden Radrien der erzeugenden Augeln, d.h.
hj [4 ﬁj, < r, < r,.

fur alle Psare (71.1°) mit 0 ¢ 1.17 ¢ 3.

Bemerkung - Aus Satz 6 ergibt sich die Behauptung von Satz 2
unmittelbar fur die Scharen der Tangententetraeder. bei
denen alle vier Hohen gleich lang sind. Die Gleichheit der
Hohen impliziert die Gleichheit der Radien der erzeugenden
Kugeln und damit die Gleichheit der Kanten., die sich ja als
die Summe von je zwei Radien darstellen lassen, Also ist ein

Tangententetraeder mit gleichen Hohen notwendig regular und
durch die Hohen eindeutig bestimmt.

2.2 KAMKE's Energietetraeder.

In (8] betrachtet D. KAMKE zu vier Teilchen mit vorgege-
benen Massen =, m;, m,. m, und Massensumme » = =, die
Tangententetraeder mit den Hohen m/(m-mj) als Energietetra-
eder. Die Bedingung aus Satz 1 1ist 3ja offensichtlich er-
fullt: Ist etwa m, die kleinste der beteiligten Massen, so
ist,m/(m—mj) die kleinste der Hohen und es gilt

Cm—mj)/h <Alm-my)/m + (m—m/)/h * (m-m”)/m = memj)Aw.

Im allgemeinen schneidet der Energie-Impuls-Raum aus den
Seitendreiecken dieses Tetraeders jedoch nicht die Inkreise
aus: das ist dann und nur dann der Fall. wenn die vier

Massen alle gleich sind. Damit scheidet leider auch der in
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[9] betrachtete, physikalisch interessante Fall
/”[7:/”]'/'/”2*/”]

aus. Wegen der durch die Gleichungen (2) gegebenen
baryzentrischen Koordinaten der Energieverteilungen auf den
Kanten des Tetraeders ergibt sich diese Behauptung
unmittelbar aus dem in Abschnitt 3.4 bewiesenen
Satz 7 - Drie Punkte mit den baryzentrischen Koordinaten
Mk-(m7#mk)_] an der 7-ten Stelle,
mj~(mj+mk)_1 an der k-ten Stelle und
14 sonst
sind genau dann die Berihrpunkte der Inkreise der
Seitendreiecke des Tangententetraeders mit den  Hohen
m/Cm—mj) . wenn alle m. glerch sind. d.h. wenn das

I
Tangententetraeder regqular I1st.

Im regularen Fall laBt sich der Energie-Impuls-Raum noch
besser beschreiben., Das liegt vor allem daran, daB man dann
ein durch das Tetraeder bestimmtes geeignetes Koordinatensy-
stem zur Verfugung hat. Die drei Verbindungsgeraden der
Mittelpunkte der drei Gegenkantenpaare schneiden sich im
Schwerpunkt eines jeden Tetraeders: bei einem reqularen
Tetraeder stehen sie paarweise aufeinander senkrecht und ihr
Durchschnitt mit dem Tetraeder wird durch den Schwerpunkt
halbiert. Wir wahlen deshalb den Schwerpunkt als Ursprung
und die Ortsvektoren zu den Mittelpunkten der drei von der
Ecke 10 ausgehenden Kanten als Basis, Die Umrechnung von
baryzentrischen Koordinaten in kartesische Koordinaten und

umgekehrt wird durch die folgenden Gleichungen beschrieben:
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Xp = l-éhISy] *Zyk ,
Yy —-%—(']fzx/r) . Yy =%('If2,yj-2txk) s

dabei durchlaufen die Indizes 7.4 , auch als Summationsindi-
zes, die Werte 7..2,7 . Die Ecken des Tetraeders haben dann

die Koordinatendarstellung

(]) ]> <_1> (—1)
a,=\z2), a,=(-1), a,=\ 2], a,=[-1]).
0=\1 1=\ 2=\ 7 y

Die Punkte des Tetraeders sind dadurch gekennzeichnet, daf

ihre kartesischen Koordinaten (Xl,xz,x?) den Ungleichungen

-7« ij ¢ 7+2-min /'.vj./

gentgen, Die Inkreise der Seiten des Tetraeders sind die

Durchschnitte der Seiten mit der Einheitskugel
(7) XC 4 x5+

d.h, die Einheitskugel ist die Aanteniugel/ des Tetraeders
(6], die Kanten sind Tangenten an die Einheitskugel. 1In

Abschnitt 3.4 beweisen wir:

Satz 8 - Bers gleichen Massen enthalt der Energre-Impuls-Raum
ernes regqularen Tetraeders den zum Tetraeder gehorenden Ieil

der Kantenkugel.

Wie schon D. KAMKE bemerkt hat, gibt es auch auferhalb
der Kantenkugel noch Punkte des Energie-Impuls-Raumes. Als
Beispiel nennt er den Fall, in dem ein Teilchen die maximale
Energie erhalt. Nehmen wir das Teilchen mit dem Index & , so

haben wir nach (1) als baryzentrische Koordinaten Yp=is4
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/j;yi;y;=]//£ , also als kartesische Koordinaten
¥ymx ey =270 mit xfex Fex F24/7 51 . In Rbschnitt 3.6

beweisen wir das scharfe Resultat:

Satz 9 - Berl gleichen Massen besteht die Energre-Impuls-Fla-
che aus den I[nkreisen der Seitendreiecke wund aus den
aquRerhalb der Kantenkugel lriegenden regqulédren Punkten der

RrRomerflache
ijxzz*x]2x32fx22x]2 = Zx]xzxj .

Die Romerflache hat seit ihrer ersten Erwahnung durch J.
STEINER (12, S.727,747 ] viele Mathematiker beschaftigt:
eine neuere ausfihrliche Beschreibung (mit graphischer
Darstellung) findet sich in (4, 8. 4bschnité 1. Fir unsere
Zwecke 1ist wichtig, daB diese Flache die Seitenebenen
unseres Tetraeders in den Inkreisen der Seitendreiecke
beriuhrt und die Kantenkugel in diesen Inkreisen schneidet.

Auferdem bemerken wir, daf

- der Ursprung eine singulare Stelle der Vielfachheit 7

bildet,

- die sonstigen Punkte auf den Koordinatenachsen als
singulare Stellen der Vielfachheit 2 zur Flache

gehoren,

- alle anderen Punkte der Flache regular sind und zum

Tetraeder gehoren.
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2.3 Die Alternative.

Das Energiedreieck ist ahnlich zu dem Dreieck mit den

Seiten mysm, . mytm,, m,+m,: der Ahnlichkeitsfaktor
bestimmt den Inkreisradius % . Ein Tetraeder., dessen Ener-
gie-Impuls-Flache mit den Seitendreiecken die Inkreise
gemeinsam hat, ist notwendig ein Tangententetraeder: die

Radien seiner erzeugenden Kugeln verhalten sich nach (2) und

Satz S wie die entsprechenden Massen:
rJ/Tk = mj/m* .
Daraus folgt

Satz 10 - £in Tetraeder. desssen Fnergre-Impuls-Flache in

bezug auf vier Massen mpy . my. My Mg mi1t den
< e

Seitendrerecken die Inkrerise gemeinsam hat. i1st a&hnlich =zu

ernem Tetraeder mit den Aanten m o, Js 7< &< J .

Allerdings gibt es ein solches Tetraeder nicht immer.
Wenn es existiert. ist es sicher ein Tangententetraeder, da
die Langensummen der drei Gegenkantenpaare gleich sind [6].
Die Massen spielen die Rolle der Radien der erzeugenden
Kugeln, ihre Kehrwerte mussen also die Ungleichung (4)
erfullen. Aber hier reduziert sich nun der Fall. in dem von
vier Teilchen eines in Ruhe 1ist, offensichtlich auf die
Situation mit drei Teilchen: das entsprechende Seitendreieck
ist ja ahnlich zu dem Energiedreieck der drei Teilchen. Also

haben wir als Umkehrung von Satz 10

Satz 11 - Sind vier Massen n,, my.oms . omg so gegeben,
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dans
(8) =1/m )22z 1m7 > 0

gilt. so schnerdet die Fnergre-Impuls-Flache des Tetraeders

mit den kKanten mtm, . 0% J< k<& F, die Sertendrerecke

In den Inirerssen, 0O

Wir schlagen deshalb vor, falls die Bedingung (8) erfullt
ist, als Alternative zu KAMKE’'s Energietetraeder das in Satz

11 beschriebene Tetraeder zu verwenden,

Bemerkungen - 1, Die Inkreise der Seitendreiecke dieses
Tetraeders liegen auch auf einer Kantenkugel ([6]. Um eine
weitere Analogie zum ebenen Fall herzustellen, konnte man
auf das Tetraeder noch eine Ahnlichkeitstransformation
ausuben, die fur die Kantenkugel den Radius % erzwingt.
Das bringt aber nichts, weil die Inkreise der Seitendreiecke
dann im allgemeinen einen davon verschiedenen, echt
kleineren Radius haben und weil der Energie-Impuls-Raum im
Innern des Tetraeders ja nicht von einer Kugelflache, also
einer Quadrik, sondern - wie Satz 8 zeigt - von einer Flache

vierten Grades begrenzt wird.

2. Um die Bedingung (8) an die Massen etwas zu verstehen,
uberlegen wir, was passiert, wenn eine oder zwei der
beteiligten Massen relativ klein im Vergleich zu den andern

sind. Ist etwa 7, gsehr klein, so kann man gegeniiber dem

Kehrwert 7/m, die anderen vernachlassigen und erhélt einen
offensichtlichen Widerspruch zu (8)., Sind n, und m,

beide klein, so kann man I/MZ und l/mj vernachlassigen
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und kommt zu der ebenfalls nicht erfullbaren Ungleichung

~(C1/my=1/m )% >0 . ©
3. Bewelse

3.1 Maximale Energie eines Teilchens,
Wir zeigen

(10) £b < (7 - mﬂ/m)-i.

Dazu gehen wir aus von der offensichtlich richtigen Unglei-

chung
<m.oim om 4 - -7 2
(9) a < “’”_7‘ m, ”"_7' '°_7' m, ,o/r)‘ 3

wobei uber alle Paare (7, 4) mit 7 ¢ 7< A ¢ n summiert
wird. Dieser Ansatz "fallt vom Himmel" (KAMKE), fiihrt aber
mathematisch am schnellsten zum Ziel: Physiker argumentieren
lieber mit der inneren Energie des nach Auszeichnung eines
Teilchens verbleibenden ~»Teilchen-Systems. Durch Anwendung
der binomischen Formel wund Umordnen kommen wir zu der
aquivalenten Ungleichung

(10) 2= Pip ¢ = (mpen Pl wm )

Die rechte Seite dieser Ungleichung laft sich mit Hilfe der

Beziehungen » = =m; . sz = ZmyEy und £= TE; (041 €n)

umrechnen zu

1.5 2.
Y

= mpn. 7Pl v non, P = mym T
ek &7 7 7k # P
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-1 2 -7 P
(=2 mwm, Yy m. P = (m-m-m_. ) m. P =
K :

Py, J J E 777 7 J

o . -1 . p 2. 2 _ S~ o _ 2 _
‘m /17(7) ?”’_7‘ P_;‘ 2721’7 = (m mg) 27;45]. 27P7

_ _ 2 _ _ o _ 2
2(m mﬂj.z€7. EPJ. = 2(m /n())(f‘ 5'0) 2/-".7~ .

Addieren wir nun EP,‘ﬂ (7 ¢7¢n) zu beiden Seiten der
Ungleichung (10) und beachten wir :Eiv =0 (0<s<n), so

erhalten wir
% _ 2 - o
my-Ep = Pp 20m-mp) (E-Ep) .
woraus die Behauptung (10) muhelos folgt.

In (9) - und damit in (10) - tritt Gleichheit genau dann

auf, wenn fur alle Paare (7.4) gilt

-7/ - -7
’”_7‘ P,» =my, PA’ .

Fur alle Indizes s/ 1ist aber mj'jpy nichts anderes als die

Geschwindigkeit des s-ten Teilchens. womit alles bewiesen

ist. O

3.2 Beweis von Satz 6.

Es genugt, zwei spezielle Werte, etwa l=0 . 1°'=3, zu

betrachten, Aus der Gleichung (s. (6))

(11 £, = f

ergibt sich durch Umordnen und Faktorzerlegung
Cﬁpfﬁ - hgt g Jlhpey # hyE g ), = (h32:7 - bﬂziﬂ J .

Da es sich bei allen hj und allen £, um positive Grofen
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handelt, folgt
2 2
hofg P Aty W hgTes ) Ayl

woraus die gewiunschte Behauptung leicht herzuleiten ist,
3.3 Beweis von Satz 2.

3.3.1 Beweisansatz.
Gegeben seien vier positive reelle Zahlen hg , ﬁj . A,

hj . Wir konnen ohne Einschrankung

(12) bﬁ )ﬁ] )hz )ﬁj >0

und wegen der Bemerkung im Anschluf an Satz 6 auch
(13) hg )ﬁ]

annehmen.

Unsere Aufgabe besteht nun in dem Nachweis, daf das
Gleichungssystem (5) fur die Unbekannten €p . €5 €5, €5

unter der sich aus Satz 1 ergebenden Voraussetzung
(14) ]//;J < ]//’2 + ]//)1 + 17k,

genau eine Losung hat, bei der alle €, positiv sind und

die die Ungleichung (4) befriedigt.

3.3.2 Elimination von 4. €5 und €5

Wir bemerken zunachst, daB fur ¢ ¢ 7 ¢ 7 gelten muf:

(15) Ap-thi=h ) (pme ) = hp(hyh,)(€p=¢,) .
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Bewers - In den beiden Gleichungen

tritt €, nur linear auf: deshalb konnen wir €, aus ihnen
eliminieren und erhalten die Gleichung (15) fur I=2 , Der
Fall 7=/ ergibt sich analog, fur I = 0,7 gilt die

Gleichung (15) trivialerweise. 0O

Die Gleichungen (15) sehen sehr unibersichtlich aus,
lassen sich aber unter der Annahme h” > ﬁ] (13) in eine

einfache Form umschreiben. Wir setzen zur Abkurzung
- op £ Sy oy Py Ly s 2
(16) tj = (ho /ﬁj )-(bj hJ )/(ha ﬁJ J .
wobei wegen der Annahme (12) gilt:
0 = tj ¢ L, tj Ctp =1,

und erhalten
17) €, = tf:0+(!—tj)£j

fur ¢ ¢ 1 ¢ 7 . Nach der Bestimmung von positiven Werten

fur cp und £, ergeben sich also aus den Gleichungen

ebenfalls positive Werte fur €y und €

Bemerkung - Die Definitionsgleichungen (16) fur die dimen-

sionslosen Grofen ¢ . gestatten eine hubsche und fur 7 = /.2

wichtige Auflosung nach den gegebenen Grofen hj .

2

(18) hj“ = tjhﬁ—‘ + (]-tj)hj—‘ . 0

Setzen wir nun die Formeln aus den Gleichungen (17) fur
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€y und <5 in die Gleichung (11) ein, so finden wir eine

homogene Gleichung 4, Grades fur die Unbekannten <p und

€7 . Rlso muR das Verhaltnis ¢ = :0/:J von €, zu €;
einer polynomialen Gleichung Plx) = E:ajxj = ¢ hochstens
vierten Grades genugen, Die Koeffizienten a, lassen sich
einfach berechnen wund bis auf a5 auch allgemein
abschatzen:

ap = —/73 -(J—t])(/~t2,1 < 0.

a, = ~2h F (1=t t ) ¢ 0

7 <73 172 :

Qo = DL (G2l 2t b ) — B E b A )
g (ITEt Tt byl J 77ttt

@, = Ph (bt )y U

7 T EhgT (LTl S .

2
ay = bt 0.

Aus den angegebenen Abschatzungen ergibt sich

unmittelbar, daB die Folge

‘90. ‘7], ﬁ‘q, L‘YJ, 134

hochstens einen Zeichenwechsel aufweist. Wir sehen aber
auch, daf der hochste nichtverschwindende Koeffizient immer
positiv und der kleinste immer negativ ist. Aus der
Zeichenregel von DESCARTES [3. S..777 ) in der von O. PERRON
angegebenen Formulierung (11, S./7 1) folgt nun sofort. daR
das Polynom AP(x) genau eine positive Nullstelle =~ hat.

Wegen FP(/) = J(ﬁgz—hjzj >0 wissen wir auferdem

0 <Kr <1,
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Setzen wir nun noch ¢, = 7-¢£, in (17) ein, so erhalten

wir

(19) €y 0= (tjr*l—tj)e‘_; .

Fur 7=0.7.2 handelt es sich dabei um Eliminationsgleichun-

gen fur die Unbekannten £, ¢, und ¢, . Jedes positive ¢
fuhrt vermittels dieser Gleichungen zu positiven Werten € p
4. €5 und - wie wir jetzt zeigen werden - 2zu einer

Erfuillung der DESCARTESschen Ungleichung (4).

3.3.3 Analyse der Bedingung (4).

Wir setzen nun die Eliminationsgleichungen (19) in die

2
<

)

und erhalten eine notwendige und hinreichende Bedingung an

Ungleichung (4) ein, Dann konnen wir durch dividieren

7.

(20) ocr) > 0.

wobei Q0(x) = }ijxj das Polynom hochstens zweiten Grades mit

den Koeffizienten

bﬂ = J—f/t1+t3)—(fl—t£)‘

N
I

= 6420t -t ;)7 (immer >0)

2 _ _ y
-/fﬁ(t/+t2) (t] tz)

N

bezeichnet.

Bemerkung - Diese Definitionsgleichungen fur die

Koeffizienten 4 )lassen sich nach ¢,#tund ¢ ¢, auflosen:

t]+t£ =/ ¢ (b1+b2)/4



- 0 -
2
Eyt, = [16b44(b b )0 1064

Damit konnen die Koeffizienten a, des Polynoms Plx)
durch polynomiale Ausdriicke in h” . bj . bﬂ und bz mit
rationalen Koeffizienten dargestellt werden. Wir notieren

noch:
(21) ocl) = bo + b1 + bg =8
fur jede Wahl der vorzugebenden Grofien, D

Zum Nachweis der Ungleichung (20) benotigen wir nun die

Voraussetzung (14). Wir schreiben sie in der Form

(22) hod Zop 1y

7 0 PR T

quadrieren, orden um und finden unter Verwendung der

Gleichungen (16) die aquivalente Form:
-2 -2 ; oy =4, -1 -/, -/
(23) Chy™ = hy 00t 1t =) < 20hy ™ hy + b, Ay
Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:
(a) t]ftz [

Hieraus folgt @0’ 3 ¢ und @°(0) > 0 : wegen (21), d.h.
Q(7/) = & ., ergibt sich daraus @cx) > ¢ fur alle x zwischen

f und 7 , also insbesondere (20).
(b) t1+t2 > 7

Von jetzt an ist 4, >0 . Nochmaliges Quadrieren liefert die

nun zu (23) aquivalente Form

b g Py 2 -7
24 by 0ch Frhy ) < Behgh b h T
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die zu einer weiteren Fallunterscheidung Anlaf gibt:

> o
(c) o(hJ‘/ﬁO )3 0

Wegen (13) ist bJZ/”02 </ und Q@c(x) 1ist fur x zwischen

ﬁjz/ﬁoj und 7 sicher positiv: da aus (13) auch folgt
2, 2y _ gy Pp 2y 6, -2
PCbJ Aba )= (hjy ho )bJ (ﬁﬂh]bz) )< 0
gilt aber hf’//:f” < 74171,
@ o FZmfr < o
Durch Quadrieren von (24) und Umordnen erhalten wir nun
=8, 2, 2y Ep Ly P, 2
h0 (h, ) Hh by -h 50 <0
was wegen (13) offensichtlich aquivalent ist zu
2, 2 2, 2
(2%5) ﬁp b, <hFhS
Das Polynom @¢x) hat nun genau eine Nullstelle ¢ zwischen
hjz/haz und 7 : es genugt zu zeigen:

(26) Pla) < 0.

Bezeichnet
= 2 - 17 - 2
a = bj -4b0b2 = 64 l6(b2*b0)*(b2 bo)

(vgl, (21)) die Diskriminante des Polynoms ¢@¢x) , so gilt
o= (/T -b)-(26,)77. (Da das  Polynom  0(x)  zwei
verschiedene Nullstellen hat, ist 4 >0 .) Durch Einsetzen
in das Polynom A(x) erhalten wir nach ermiudender, aber

nicht schwieriger Rechnung
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2
Plo) = 128¢h Fp b b
(128 F + (b, 42b,0°-d + (A416b ) (b, +2b ) Ld 7
2 778 o P FARRDZ -
womit wegen (25) die Ungleichung (26) bewiesen ist.

3.3.4 Berechnung von ¢, .,

Die iiberlegungen im vorigen Abschnitt gelten fur jede
positive Grofe €, . Jedoch fir uns kommt nur ein Wert in
Frage, Setzen wir namlich die Eliminationsgleichungen (19)
in die Gleichung (53) - das ist die Gleichung zum Index /=7

des Gleichungssystems (5) - ein, so ergibt sich
ﬁjz-tjl»(ﬁzrz—a]r-ap) = 0/r)-532

mit 52 = ﬁJZ(t]+t2ft]t2) . Diese Gleichung hat genau eine

positive Losung, namlich

€, = /0(!)-(§2r2—a1r—aa)—] !

Damit ist nun Satz 2 vollstandig bewiesen.

3.4 Beweis von Satz 7.

Die angegebene Bedingung ist offensichtlich hinreichend.
Zum Beweis der Notwendigkeit beziehen wir uns auf die in 3.3
eingefihrten Grofen und Formeln. Aus der Voraussetzung folgt
mit Hilfe von Satz S

‘j = ek'”k‘@i

CO0¢7 * k&I ),

Setzen wir dies fur 7=0.7, 4=7 1in die Gleichungen (17) fur
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7=/ ein, so konnen wir durch €, dividieren und nach ¢

auflosen:

t, = (my/my)-(my=m;)/(my=my) .
Andererseits berechnen wir aus der definierenden Gleichung
(161) fur t] :

t, = [(mj-mj)/(mg—mj)]- [Cmfmg*mz)/(mfm]fmz)J .

Gleichsetzen liefert nun ng=m, und aus Symmetriegriinden

folgt die Behauptung.

3.5 Beweis von Satz 8.

Hierzu ist es bequem, baryzentrische und kartesische Ko-
ordinaten gleichzeitig zu benutzen. Sei (xj . Xy xj) mit
¥y, Y; . ¥5. ¥3 ein zum Tetraeder gehoriger Punkt der
Kantenkugel, Im Hinblick auf (3) haben wir zu zeigen. daB

aus (7) folgt:

(27) max//?}z} <=y,

Ohne wesentliche Einschrankung kbnnen wir dazu
(28) ¥, )xz,xj

annehmen, woraus folgt

(29) max/’f}}/ =max/ /¥, ., /¥, .
Wegen (7) gilt offensichtlich

(30) ¥ v xf e xf -1 16 vy,



diese Ungleichung ist aber aquivalent zu

(31) le | ¢ 2¢ /yﬂy] - /y;yjj

was insbesondere

(32) 3’1 (t?(.\/}/[)}’]_'y"lyj).

liefert. Nochmaliges Wurzelziehen fuhrt nun zu
I%‘ f}T]"’}'Z* ‘Yz .

was wegen (29) aquivalent zur Behauptung (27) ist. O

3.6 Beweis von Satz 9.

Fur einen aufierhalb der Kantenkugel gelegenen Punkt des

Tetraeders ist die Ungleichung (30) aquivalent zu
2, 2 e, 2 2, 2
¥lrxrx xS S $2x %5

wie man durch Quadrieren erkennt. Damit folgt die Behauptung
mit den in 3.4 angegebenen Umformungen. Im Hinblick auf den
hier notwendigen SchluB wvon (32) auf (31) muB man nur
bemerken, daf bei den jetzt betrachteten Punkten aus (28)

auch folgt x, >2 . o

4. Weltere Fragen

Die hier angestellten Uberlegungen lassen eine Reihe wvon

Fragen offen, die wir hier einfach auflisten wollen.
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4.1 Geometrie des Energie-Impuls-Raumes.

Ist der Energie-Impuls-Raum unabhangig von einer
speziellen Wahl des Simplexes immer konvex, oder wenigstens
sternformig? Im Falle sternformig, kann der Punkt, dessen
baryzentrische Koordinaten », | v, dem Gleichungs-

system

TP = e =My

genilgen, als Ausgangspunkt genommen werden? Oder gelten
diese Eigenschaften nur bei bestimmter Wahl des Simplexes?
Wird der Energie-Impuls-Raum im allgemeinen, wenigstens
stuckweise, durch eine Hyperflache der Dimension 2”']

begrenzt?

4.2 Konstruktion mit Zirkel und Lineal.

Satz 2 legt die Frage nahe, ob sich die Radien der
erzeugenden Kugeln eines Tangententetraeders, und damit
seine Kanten, aus den Hohen mit Zirkel und Lineal
konstruieren lassen. Dazu sollte man zunachst die
Galoisgruppe des Polynoms Plx) uber Q(%],tz) oder

Q(bp,bq) berechnen.
4

4.3 Konstruktion von Tangentensimplizes der Dimension » > J.

Schon in [6] wurde das Problem der Konstruktion hoherdi-
mensionaler Tangentensimplizes erwahnt. Satz 1 besitzt eine
n-dimensionale Verallgemeinerung [7). Gilt das in gleicher

Weise fur Satz 27
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4.4 Mit einem Tetraeder verbundene Koordinatensysteme.

FuUr Satz 8 haben wir benutzt, daR sich einem regularen
Tetraeder ein ausgezeichnetes Koordinatensystem =zuordnen
lafRt. Geht das auch bei anderen Tetraedern? Man konnte etwa
an die Eulersche Gerade [10] des Tetraeders als eine Achse
denken, aber diese existiert auch im nichtregularen Fall
nicht immer. Bei Tetraedern mit paarweise windschiefen
Raumhdhen liegen diese auf einem gleichseitigen einschaligen
Hyperboloid [13]. Meines Wissens hat man bis heute keine
geometrische Beschreibung der Hauptachsen dieses
Hyperboloids. Vielleicht konnten diese zu einem solchen

Koordinatensystem fihren?

Einen anderen Vorschlag hat R. KOCH (Technische
Universitat Munchen) gemacht: Als eine Achse nehme man das
gemeinsame Lot eines Gegenkantenpaares mit kurzestem
Abstand, als Ursprung den Mittelpunkt der von diesen Gegen-
kanten(geraden) aus dem Lot ausgeschnittenen Strecke: in der
zu dieser Achse senkrechten Ebene durch den Ursprung ziehe
man die Parallelen zu den betrachteten Gegenkanten und nehme
als weitere Achsen das Paar der Winkelhalbierenden dieser
Geraden, Im Falle eines regularen Tetraeders ergibt diese
Konstruktion die hier benutzten Koordinatenachsen: weitere

Uberlegungen dazu wurden bisher nicht angestellt.

Literatur

(1] R.H. DALITZ, On the analysis of r-meson data and the
nature of the r-meson, The Philosophical Magazine 44,
1068-1080 (1953)



2]

[31

[s]

(6]

(WA

(K-

9]

[101]

(111l

(12}

[131

- 1 -

D. DEHNHARD - D. KAMKE - P. KRAMER, Verallgemernerte
Dalritz - Diagramme In der Niederenergie - Kernphysik,
Physics Letters 3, 52-55 (1962)

R. DESCARTES, Jiscours de la methode Pour bien conduire
sa rarson, & chercher la verité dans les sciences. Plus
la dioptrigue, les meteores et la geometrrie, gquts sont
des essals de cette Methode, Leiden 1637: besser
zuganglich in: D.E. SMITH - M. LATHAM, 7he Geometry of
René Descartes, translated from the French and Latin.
with a facsimile of the first edition /637, Chicago -
London 1925 :

K. FLADT - A. BRUR, Analytische Geometrie spezieller
Flachen und Raumkurven, Braunschweig 1975

R. FRITSCH, "Drersecks”-Unglerchungen fur Tetraeder, Der
mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht 34,
274-278 (1981)

R. FRITSCH, Aantenkugeln - geometrische Anwendungen der
lrnearen Algebra, erscheint in: Mathematische
Semesterberichte

L. GERBER, 7he orthocentric simplex a&as an extreme

simplex, Pacific Journal of Mathematics 56, 97-777
(1975)

D. KAMKE, £valuation of Dalritz plots, in: Clustering
Phenomena in Nuclei (International Conference, held in
Bochum, 21-24 July 1969, Proceedings published by the
International Atomic Energy RAgency), &47-707, Wien 1969

D. KAMKE., £valuation of Dalitz-plots I/, Annalen der
Physik 28, 797-204 (1972)

G. MONGE, Sur /a pyramide triangularre, Correspondance
sur 1’école impériale polytechnique 2/3, 267-266 (1811)

0. PERRON, Algebra 117, Theorlie der algebrarschen
Gleichungen. 3. verbesserte Auflage, Berlin 1951

K. WEIERSTRAR, Jacob Sterner’'s gesammelte Werke, Band
2, Berlin 1882

M. ZACHARIAS, £lementargeometrrie und drie elementare

nicht-euklidische Geometrie in synthetischer
Behandlung, in: Enzyklopadie der mathematischen
Wissenschaften, Band 111 ABY9, &59-7172 Leipzig
1914/1931

Mathematisches Institut
Ludwig-Maximilians-Universitat
Theresienstrafie 39

D-8000 Munchen 2



