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Aus der Schulpraxis - Fiir die Schulpraxis

sDreiecks«-Ungleichungen fiir Tetraeder

Von RupoLr Fritscu

Mit 1 Abbildung

In den Lehrplinen fiir die Leistungskurse Lineare Algebral
Analytische Geometrie ist eine z. T. sehr ausfiihrliche Behand-
lung des inneren Produkts vorgesehen, bis hin zum Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahren®). Es besteht aber kein Zweifel
dariiber, daf} das innere Produkt in der Schule kein selbstindiges

Interesse beanspruchen kann, sondern nur im Hinblick auf
interessante Anwendungen eingefiihrt werden sollle, bei denen
die bereitgestellien Methoden genutzt werden und die vor allem
das raumliche Vorstellungsvermigen der Schiiler fordern. Dabei
verdient das Tetraeder als 3dimensionales Analogon des Drei-



Aus der Schulpraxis — Fiir die Schulpraxis

275

ecks besonderes Interesse (s. etwa auch den Beitrag von Tietz
[6] ). Wir geben nachstehend zwet Beispiele aus der »Tetraedro-
metrie«, die einerseits den Begriff des inneren Produkts in seiner
ganzen Tragweite benotigen, aber andererseits mit den in den
Lehrplinen zur Verfiigung stehenden Mitteln dargestellt werden
konnen.

1. Einleitung

Es handelt sich um zwei verschiedene Verallge-
meinerungen der Dreiecksungleichung. Die Dreiecks-
ungleichung liefert ein Kriterium dafiir, daB3 drei ge-
gebene positive reelle Zahlen als Seitenlingen eines
Dreiecks auftreten. Man kann nun einerseits fragen,
wann sechs vorgegebene positive reelle Zahlen als
Kantenlingen eines Tetraeders méglich sind, und an-
dererseits eine Bedingung an vier positive reelle Zahlen
dafiir suchen, daB sie als Seitenflichen eines Tetraeders
vorkommen.

Unsere Uberlegungen spielen sich im R? ab. Wir
bezeichnen mit e,, e,, e;, die kanonische Basis des R3
und mit x -y das kanonische Skalarprodukt der Vek-
toren x und y, d. h.

1 0 0
e1=(0),e2=(1), e3=(0>,
0 0 1

XY =x191 + X202 + X303 .

Uber allgemeine innere Produkte benétigen wir die
folgenden Tatsachen (s.z.B. [3]): Ist &, b,, b, eine
beliebige Basis des R® und M = (m,;) eine reelle (3, 3)-
Matrix, so gibt es genau eine bilineare Abbildung
S R?® X R®* >R mit

S(b;, b)) = my .
(Anstelle von f(x, y) werden wir im folgenden kurz

X+ schreiben). Die Abbildung f ist ein inneres
M

Produkt, wenn die Matrix M symmetrisch und positiv
definit ist. Die letztgenannte Eigenschaft pruft man mit
dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren. Je-
des innere Produkt fiithrt zu einer Lingenfunktion
l: R® >R, die gegeben ist durch

(%) =1 x,

() =y o

und aus der sich das innere Produkt zuriickgewinnen
1aB8t: '

lx—y)?= (x—y)N'I(x—J’) =) —2xy+ )LD

1) Im Lehrplan von Baden-Wiirttemberg vom Januar 1977 ist das Schmidt-
sche Orthonormalisierungsverfahren zwar nicht explizit erwidhnt, aber es
wird als Lernziel verlangt: »Entscheiden kénnen, ob eine vorgegebene Abbildung
V x V—1IR eine Skalarmultiplikation iste. Das muB3 doch wohl mit diesem Ver-
fahren geschehen, da das Kriterium der Positivitit der Hauptminoren sicher
nicht fiir den Gy ialunterricht geeignet ist.

d.h.
x 9=+ 10) —Lx —2))]

Fur das kanonische Skalarprodukt notieren wir
noch die wichtige und anschauliche Beschreibung des
Betrages:

lx-y1=1[(x) ! (Projektion von y auf x).

2. Tetraeder mit vorgegebenen Kantenlingen

Seien nun 6 positive reelle Zahlen b;=b; fir
0 <i<j <3 gegeben; wir setzen noch b; = 0 fiir
0 <7 < 3. Es geht uns um die Existenz eines Tetraeders
mit den Ecken &,, b,, b,, b;, so daB b;; gerade den Ab-
stand von &; und &; angibt, ein Problem, das auch fiir
die Statistik Bedeutung erlangt hat [1]. Man kénnte
zunichst vermuten, daB die offensichtlich notwendige
Bedingung »Je drei GréBen, die zusammen die Seiten-
lingen eines Randdreiecks bilden, erfiillen die ent-
sprechende Dreiecksungleichung« auch hinreichend ist

.([1], [5]). Aus der Abbildung 1 sieht man jedoch un-

mittelbar, wie man aus sechs GréB8en vier Dreiecke
bilden kann, die sich nicht zum Rand eines Tetraeders
zusammensetzen lassen. Die notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Kantenlidngen eines Te-
traeders, die wir jetzt herleiten wollen, wurde von
M. FiEDLER in [2] angegeben, allerdings in einer Form,
in der sie in der Schule nicht erarbeitet werden kann?).

Zunichst sei ein Tetraeder mit den gewiinschten
Eigenschaften gegeben. Ohne wesentliche Einschrin-
kung kénnen wir dabei b, = 0 annehmen. Die Ecken
b,, b, by bilden dann eine Basis des IR3, beziiglich deren

2) Die zitierte Arbeit von FIEDLER ist eine wahre Fundgrube fiir hiibsche
Sitze aus der Tetraedrometrie;leider ist sie nur schwer zuginglich, weil sie in
tschechischer Sprache abgefa8t ist.
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das kanonische innere Produkt nach der vorherigen
Theorie durch die Matrix M = (m;;) mit

my = %(boiz -+ boj2 - buz)

induziert ist. Also mufB3 diese Matrix positiv definit sein,
was eine weitere notwendige Bedingung ergibt. Diese
Bedingung ist aber nun auch hinreichend. Sind die
reellen Zahlen b;; so gegeben, daB die Matrix M = (m;;)
positiv definit ist, so bestimmt man zunéchst mit Hilfe
des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens eine
Orthonormalbasis ¢;, ¢,, ¢; von R? beziiglich des inneren
Produktes - , gebildet iber der kanonischen Basis von
M

R3. Die lineare Abbildung g: R? —R3, die gegeben ist
durch

g(6) = ¢ firl <:i<3,

ist dann eine Isometrie (R3, - ) — (RS2, .), d. h. fir alle
x, ¥ €R3 gilt M

XY= g(x)-2() -
Man setzt nun
fur 1 <1 <3
und erhilt

b b= ¢ e =m;=1b,7,
M

d. h. 1(b;) = b,;, und
(b; —b,)> = b2>—2b;- b; + b?
= b, — 2e,~1\;1ej + b,% = b,
d.h.  I(b;—¥b;) = b;.

Also hat das Tetraeder &, = o, b,, b,, b; die ge-
winschten Kantenlangen.

Damit haben wir die folgende Verallgemeinerung
des durch die Dreiecksungleichung beschriebenen
ebenen Sachverhalts bewiesen:

Zu sechs positiven reellen Zahlen by, 0 < i <j <3,
gibt es in R® genau dann ein Telraeder mit den Ecken
by, by, by, by und den Kantenlingen

wenn die Matrix M = (m;;) mit
m; = % (b, + by —b;%), 1 <1i, j <3,

positiv definit ist. (Dabeiist by: = by firl <j<i<3
und by;: = 0 fir 1 <i <3.)

Um den Rechenaufwand zu demonstrieren, sei noch
Beispiel mit konkreten Zahlen durchgerechnet. Wir
wihlen

boy =4, boy = bo3 =5, by = by3 = by =3 .

Damit ergibt sich
16 16 16
M= (16 25 20,5)
16 20,5 25

Das Orthonormalisierungsverfahren liefert:

1
e, e = 16 :>1M(el) =4‘:>¢‘1=%(0>
—1
e co=4=e,—4c, = ( l) =
M 0
—1 —1
0 0
e =4, - ,=3=e,—3¢—3c
M M

b

—0,5 —0,5 )
= (_0,5) =y (—0,5) =3Y3=
1 1

1 —1
“= o ()
Nun driicken wir die ¢; durch die ¢; aus
e,=4¢
e, =4¢+ 3¢,
e, =4¢, + %cz-i— %I/Brcs

und erhalten das gesuchte Tetraeder mit den Ecken
0 4 4 4

B e (). () o (i)
0 0 0 1,5)/3

3. Tetraeder mit vorgegebenen MaBzahlen fiir
die Seitenflichen

by =

Wenden wir uns nun den Seitenflichen zu. Wir
wollen eine in [4: Theorem 5.1] angegebene Bedingung
herleiten, die zwar sehr einfach zu formulieren ist, aber
doch etwas Aufwand mit mehreren anschaulich-geo-
metrischen Einsichten erfordert. Seien ay, a,, a,, a3
reelle Zahlen, von denen wir ohne wesentliche Ein-
schrankung

0<a3<a, <a, <a (1)

annehmen koénnen. Haben wir ein Tetraeder mit
diesen Zahlen als Seitenflichen, so stellen wir es auf die
Seite mit der Fliche g, und projizieren die ganze Figur
senkrecht auf die Grundebene. Dann sieht man un-
mittelbar die Notwendigkeit der Ungleichung

a, < a, + a,+ a;. 2)
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Zum Nachweis, daB3 diese Ungleichung auch hin-
reichend ist, stellen wir zunichst eine Voruberlegung
an. Seien &, = o, b,, b,, b, die Ecken eines Tetraeders T"
und k,y, %,, k,, h; die zugehorigen HéhenfuBpunkte.
Fiir 0 < i < 3 bezeichne f; das positive Vielfache des
Vektors &#; — b; mit der Linge a;. Ferner sei v das
Volumen des Tetraeders. Dann gelten die folgenden
Gleichungen:

Jo-b;=30 furl <j<3

(die Lange von fj ist a,, die Lange der Projektion von
b; auf f; ist [(h,), die Linge der zugehorigen Hohe des
Tetraeders),

fi-6,=0 fur 1 <i<3,0<;<3,j=+1,
(fir diese Indizes i, j ist f; senkrecht zu 4;), und
fi b= —30v fir 1 <i<3.

(f; hat die Linge a;, die Projektion von &; auf f; hat die
zugehorige Hohe als Linge und ist entgegengesetzt zu
/i gerichtet.) Damit berechnet man

(fotfitfotfo) bi=0

Da nur der Nullvektor auf dem ganzen RR3 senk-
recht steht, folgt

fo +.f1 +f2+f'x=o (3)

Das ist eine fiir sich interessante Gleichung, die
auflerdem den Schlissel zur Konstruktion eines Te-
traeders mit gewlinschten Seitenflachen liefert [4].

Dazu bemerken wire zunichst noch, daf3 keine
drei der Vektoren fy, fi, f2, f3 linear abhingig sind,
d. h. in einer Ebene liegen. Wiren niamlich etwa f;, fi,
f: linear abhingig, so wiren die Kanten (&,, &;),
(by, b,), (by, b;) des Tetraeders parallel und kénnten
nicht in &; zusammenlaufen. Damit 148t sich zeigen,
dafl das Tetraeder 7T aus den Vektoren f, fi, [ fs
zuriickgewonnen werden kann. Wir bestimmen zu-

fir 1 <71 <3.

nédchst einen Vektor 51 als eindeutige Losung des line-
aren Gleichungssystems

f;).
fz‘
f;.

und notieren als Folgerung aus (3)
ity =—f b, =—1. (5)

Analog finden wir b, und 53. Bezeichnen wir nun

1
1=0 (4)
=0

1

I

SN N

Nat

mit 7 das Volumen des von I;o =0, Zl, 52, 53 aufge-
spannten Tetraeders 7" und mit d,, &, @,, d; dessen
Seitenflichen, so finden wir fiir die Héhen dieses
Tetraeders nach (4)

37 1

b

~

ay ay

da die Projektion von g, auf _fo gerade die Ote Hohe von
T liefert, bzw. nach (5)

f’;ﬁ=i fir 1 <i<3,

a; a;

da sich die i-te Hohe von 7 als die Linge der Projektion
von b; auf f; ergibt.

Damit hat man
a; .
a, = — fir 0 <i <3,

v

w

d. h. das urspriingliche Tetraeder T ergibt sich aus T

durch zentrische Streckung von 0 = &, = 5;, aus mit
dem Faktor

Diese Uberlegung zeigt auch, daB es zur Konstruk-
tion eines Tetraeders mit vorgeschriebenen Seiten-
flichen ay, a,, a,, a; geniigt, Vektoren f; fiir 0 <i < 3
so zu bestimmen, dafl die folgenden Eigenschaften
erfullt sind.

(2) ) =a
(b) St+ht+fitfi=o.
(c) Je drei der Vektoren f; sind linear unabhingig.

fur 0 <7 <3.

Dazu seien a,, a,, a,, a3 €ER so gegeben, daf3 die
Ungleichungen (1) und (2) erfillt sind. Damit kon-
struiert man sich zunichst ein ebenes Viereck mit den
Seiten a,, a,, a,, ay, was auf Grund der Ungleichungen
offensichtlich méglich ist. Indem man ein Teildreieck
dieses Vierecks ctwas um die entsprechende Diagonale
dreht, erhilt man ein nichtebenes Viereck mit den
gleichen Seitenlingen. Die Ecken dieses Vierecks seien
€y = 0, €, €5, ¢;. Wir setzen nun

fi=a, fi=a—a,fi=cg—c, fi=—¢.

Fir diese Vektoren f; sind von den geforderten
Eigenschaften die ersten beiden, (a) und (b), offen-
sichtlich erfillt. Da das Viereck (¢, ¢, ¢,, ¢;) nicht
eben ist, sind die Vektoren ¢y, ¢, ¢; linear unabhingig,
woraus sich nun leicht auch die Eigenschaft (c) ergibt.
Damit sind wir am Ziel. Unser Ergebnis ist also eine
»Vierecks«-Ungleichung:

Sind ay, a,, a,, ay positive reelle Zahlen mit
a3 < ay < a4y < 4,

so gibt es genau dann ein Tetraeder, dessen Seitendreiecke
die Flichen a;, 0 < i < 3 haben, wenn gilt

a<a + a,+ a;.
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Zum AbschluBB wollen wir auch hierfiir ein konkre-

tes Beispiel durchrechnen. Wir wihlen

ap = 2625, a; — 1365, ay = 1365, a5 = 735.

Als nichtebenes Viereck mit den Kantenlingen g;

wihlen wir

0 2520 1260
€ = (0) , 6 = (._735) , € = ( 735)
0 0 525

Dann ergeben sich die f; zu

2520
fo = ( 735) s f1
0

s

Die b;,, 1 <i <3, berechnen wir aus linearen

0
735) .
0

—1260
(e
525

Gleichungssystemen:
2520x + 735y =1
—1260x —5252=0=b, =
2520x + 735y =1
—1260x +525:=0= &, =

— 735y

=0

0
, €3 = (735
0

— 1260
o) ,
—525

1
2520
0

L
— 1050

Iy
2520
0

L
1050

).

2520x + 735y =1 0
~ 1

—1260x +525z=0= b, = 735
—1260x —5252=10 0

Das von by, = b, = o, l;l und bNZ aufgcspannte
Dreieck hat die Fliche (15-4202)-%. Also ist das
Flachenverhiltnis zwischen dem gesuchten Tetraeder

und dem Tetraeder Zo, I;l, 52, 53
735 - 4202 - 15 = (105 - 420)2.

Damit finden wir schlieBlich &,, &,, &; durch Strek-
kung um den Faktor 105 - 420:

17,5 17,5 0
bl=( 0 ) bz=(0 ) b3=(60>.
42 42 0
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