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R u d o l f Fri tsch 

Winkelverteilung am Tetraeder 
Professor Dr . K a r l Seebach i m Bl ick auf die Zusammenarbeit am Mathematischen Insti­
tut der Ludwig-Maximi l ian-Univers i t ä t M ü n c h e n gewidmet. 

Zur Pflege des räumlichen Anschauungsvermögens wird untersucht, wie sich spitze, rechte und stumpfe 
Winkel zwischen den Seiten eines Tetraeders verteilen können. Am Ende ergibt sich die graphentheoretische 
Charakterisierung von M . Fiedler [1]. 

Eine wesentliche, zur Zeit aber etwas vernachläss igte Aufgabe des Mathemat ik-Unter­
richts an den Schulen ist die Pflege des räuml ichen A n s c h a u u n g s v e r m ö g e n s . Dies sollte in 
allen Stufen geschehen und nicht auf ein Kapi te l Stereometrie und Darstellende Geome­
trie am Ende der Mittelstufe beschränk t bleiben. Reiches Mater ia l dafür bietet die Frage 
nach räuml ichen Ana loga zu Sätzen der ebenen Dreieckslehre. W i r wollen das hier an 
einem einfachen Beispiel demonstrieren, das man in der Klasse 7 zum ersten M a l anspre­
chen und später immer wieder aufnehmen kann. 

Ziemlich zu Beginn der Dreieckslehre kommt man zu 

Satz 0: In jedem Dreieck sind zwei oder drei Winke l spitz; der dritte W i n k e l kann spitz, 
recht oder stumpf sein. 

D e m Dreieck in der Ebene entspricht im dreidimensionalen R a u m die dreiseitige Pyrami­
de, das Tetraeder. E i n Tetraeder wird von 4 dreieckigen Seiten berandet und wir fragen, 
welche Ar ten von Winke ln diese Seiten miteinander bilden k ö n n e n . Diese Frage sollte 
zunächs t in der Unterstufe im Zusammenhang mit dem eben genannten Satz der 
Dreieckslehre heuristisch behandelt werden; in der Mittelstufe kann man im Rahmen der 
Stereometrie und der Darstellenden Geometrie das so gesammelte Mater ia l systematisch 
ordnen und in der Kollegstufe hat man dann die Mögl ichkei t , spezielle Aufgaben mit den 
Methoden der Vektoralgebra konkret durchzurechnen. W i r stellen hier die Über legungen 
dar, nach Unterstufe (etwa Klasse 7) und Mittelstufe (etwa Klasse 10) gegliedert, die zu 
der auf M . Fiedler [1] zu rückgehenden graphentheoretischen Beschreibung der W i n k e l ­
verteilung am Tetraeder führen. 

M e i n besonderer Dan k gilt Herrn D r . Sedmidubsky von der Fachgruppe Literaturwissen­
schaft der Univers i tä t Konstanz, der mir die in tschechischer Sprache abgefaßte Arbei t 
vom M . Fiedler übersetzt und dadurch erst zugängl ich gemacht hat. 

1. Unterstufe 

Bevor man die Innenwinkel eines Tetraeders untersuchen kann, sind na tür l ich einige 
wenige Vorbereitungen notwendig. Diese ergeben sich aber ziemlich selbstvers tändl ich, 
wenn man beim Beginn des systematischen Geometrie-Unterrichts immer wieder ebene 
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und r äuml i che Verhäl tnisse betrachtet. G a n z am Anfang tut man das j a schon immer, d. h. 
mindestens seit E u k l i d : 

M a n k lä r t die Begriffe Punkt, Gerade, Ebene und Raum und stellt dabei fest, d a ß 

2 verschiedene Punkte immer genau eine Gerade und 3 Punkte, die nicht in einer Geraden 
liegen, immer genau eine Ebene bestimmen. 

N u n sollte man aber auch bei der Behandlung des Lotes nicht nur Lote zu einer Geraden, 
sondern auch Lote zu einer Ebene betrachten. Es gilt j a genau der gleiche Sachverhalt: 

a) Zu einer Ebene ë und einem Punkt Ρ gibt es genau eine Gerade Τ durch P, die auf ë 
senkrecht steht. 

Interessant und für unser Vorhaben wichtig ist allerdings auch die duale Aussage, die 
durch die Vertauschung der Begriffe Ebene und Gerade entsteht. 

b) Zu einer Geraden Τ und einem Punkt Ρ gibt es genau eine Ebene ë durch P, die auf\ 
senkrecht steht. 

Der ebene Satz zerfällt also räuml ich in zwei verschiedene, aber zueinander „ d u a l e " A u s ­
sagen, was einen Grundlagengeometer zu reizvollen philosophischen Gedanken über das 
Verhäl tn is Ebene - R a u m anregt, aber im Unterricht hier sicher nicht vertieft werden 
sollte. 

Wenn wir dann vom Dreieck sprechen - es wird von drei Punkten gebildet, die nicht auf 
einer Geraden liegen - k ö n n e n wir auch gleich übe r das Tetraeder reden, aus dem die 
Schüler in der Pause ihre Limonade trinken. Es entsteht aus vier Punkten, die nicht in einer 
Ebene liegen. Sind A , B , C , D vier solche Punkte, die Ecken des Tetraeders, so liegen keine 
drei von ihnen in einer Geraden; das Tetraeder hat also vier dreieckige Seiten a = B C D , 
b = A C D , c = A B D und d = A B C . Die Strecken [AB] , [ A C ] , . . . heißen Kanten des Tetra­
eders, es sind 6 an der Zah l (Fig . 1). Die Winkelmessung führt man zunächs t für zwei 

Halbgeraden mit gleichem Anfangspunkt ein ; es ist dann aber klar, wie man mit Hilfe der 
obigen Aussage b) Winke l zwischen zwei Halbebenen mit gleicher Randgeraden m i ß t : 
M a n betrachtet den Winke l , den das von den beiden Halbebenen gebildete Winkelfeld aus 
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einer zur gemeinsamen Randgeraden senkrechten Ebene ausschneidet. A n a l o g zu den 
Innenwinkeln eines Dreiecks definiert man nun die Innenwinkel eines Tetraeders; wir 
bezeichnen mit <pab = <pCD, <pac = φ Β Ο , . . . , die von den Seiten a, b bzw. a, c , . . . gebildeten 
Winke l und ihre G r ö ß e . (Die Bezeichnung <pCD e rk lä r t sich daraus, d a ß die gemeinsame 
Randgerade der zu betrachtenden Halbebenen durch die Punkte C D festgelegt ist ; soweit 
wir im folgenden geometrische Verhäl tnisse an Figuren ablesen wollen, ist „<P C D" suggesti­
ver als „<p a b ") . 

N u n kommt man bald zum Winkelsummensatz für das Dreieck und leitet daraus den Satz 0 
über die Verteilung von spitzen, rechten und stumpfen Winke ln ab. Eine Verallgemeine­
rung des Winkelsummensatzes selbst auf das Tetraeder ist in dieser Stufe sicher nicht 
m ö g l i c h 1 , wohl aber kann man schon nach der Verteilung der Winkeltypen „ sp i t z " , 
„ r ech t " , „ s t u m p f " am Tetraeder fragen. 

Fig. 2 

D a z u ist es günst ig , sich das Tetraeder als dreiseitige Pyramide vorzustellen, d .h . eine 
Seite, etwa d, als Grundseite auszuzeichnen, mit der es auf der Grundebene vor uns steht, 
und die 4. Ecke als Spitze D übe r der Grundebene anzusehen. Wesentliche Bedeutung für 
unsere Über legungen haben dann noch das Lo t Τ durch D auf die Grundebene und der 
D u r c h s t o ß p u n k t des Lotes durch die Grundebene, der Höhenfußpunkt Η (Fig. 2). Eine 
entscheidende Technik für das folgende besteht darin, die Spitze D längs des Lotes Τ zu 
verschieben ; dabei bereitet man sogar recht anschaulich den Grenzwert begriff vor. G a n z 
allgemein „ s i eh t " man: Bewegt sich D von Η weg - wir wollen das symbolisch durch 

D oo 

ausd rücken - dann gilt 

1 Man könnte allenfalls an Hand von Beispielen feststellen, daß die Summe 

Ψ AB + Ψ AC + Ψ AD + <PBC + <PBD + <PcD 

nicht für alle Tetraeder den gleichen Wert hat : Das von einem orthonormalen Dreibein gebildete Tetraeder 
hat ja eine Winkelsumme echt kleiner als 435°, verlängert man aber einen der Schenkel des Dreibeins beliebig 
weit, so strebt die Winkelsumme gegen 450°! 
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<PAB> <PBO <PAC -+ 9 0 ° 

folglich 

<PAC -> Α> ^ B D -> /?> <PCD ~ » 7 

wobei α, /?, y in üblicher Weise die Winke l des Dreiecks d = A B C bezeichnen (Fig . 3 ) 1 . 

Fig. 3 

Z u n ä c h s t betrachten wir nun den „ N o r m a l f a l l " , den Limonaden-Tetrapak: W i r nehmen 
an, d a ß der H ö h e n f u ß p u n k t H im Innern des Dreiecks d = A B C liegt, wie es in Figur 2 
zeichnerisch dargestellt ist. Dann erkennen wir sofort drei spitze Winke l , näml ich 
ΦΑΒ> <PBC U N < 3 Ψ Ac- A u ß e r d e m (Figur 3) gil t : 

Ist das Dreieck d = A B C spitzwinklig und D weit entfernt von H , so sind auch die Winkel 
<PAD> <PBD und cpCD spitz. 

1 Daraus ergibt sich, wie schon in der Fußnote Seite 278 erwähnt 

Ψ AB + Ψ AC + Ψ AD + <PBC + <PBD + </>CD "> 450° 
für D -> oo. 
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Wenn wir uns dagegen mit D auf H zu bewegen - symbolisch 

D -> H -

dann finden wir 

Φ A D ' ^ B D ' ΨθΌ -> 180°, 

also 

Ist D nahe bei H , so sind die Winkel φ Α Ο , <pBD und <pCD stumpf ( u n a b h ä n g i g von der F o r m 
des Dreiecks d = A B C ) . 

A c w ^ I ~ B 

Es ist klar, d a ß im allgemeinen Zwischenformen auftreten, in denen diese drei Winke l 
nicht gleichartig sind, einer oder mehrere dabei k ö n n e n auch rechte Winke l sein. Damit 
haben wir den 

Satz 1 : Liegt ein H ö h e n f u ß p u n k t im Inneren der zugehör igen Seite, so bildet diese Seite 
mit allen anderen Seiten spitze W i n k e l ; die übr igen Winke l k ö n n e n spitz, recht oder 
stumpf sein. 

Fig. 4 

A. 

C 

Β 

Fig. 5 
C 

Fig. 6 

Wenn spä te r elementare Methoden der Darstellenden Geometrie zur Verfügung stehen, 
wird d a r ü b e r gesprochen werden, d a ß alle denkbaren Fäl le auch wirkl ich vorkommen. 
Hier sollten wir nun diskutieren, wie es mit der Voraussetzung an den H ö h e n f u ß p u n k t 
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steht. W i r benutzen die bisherigen Bezeichnungen ; zusätzl ich vereinbaren wi r : Sind X , Y 
verschiedene Punkte, so schreiben wir [ X Y ] für ihre V e r b i n d u n g s w e g e ( X Y ist die Ver-
bindungsgerade). Dann können wir feststellen 

Genau dann, wenn H in der Geraden A B ( B C oder A C ) liegt, ist <pAB (cpB C, <pAc) e^n rechter 
Winkel. 

Genau dann, wenn Η und C ( A , B) auf verschiedenen Seiten der Geraden A B ( B C , A C ) 
liegen, ist <PAB(<PBC> ΨΑΟ) e m stumpfer Winkel. 

Damit k ö n n e n wir begründen 

Satz 2: Jede Seite eines Tetraeders bildet mit mindestens einer anderen Seite einen spitzen 
W i n k e l . 

Beweis : (Fig . 7) Seien φ Α Β und <pAC nicht spitz. D a n n liegt Η im Winkelfeld zu α', wobei α' 
den Scheitelwinkel zu a bezeichnet. Das Winkelfeld α ' hat mit der Geraden B C keinen 
Punkt gemein. A l so liegt Η sicher nicht auf B C , d .h . <pBC ist kein rechter Winke l . A b e r 
auch die Strecke [AH] hat mit der Geraden B C leeren Durchschnitt . Dami t liegen die 
Punkte A und Η auf der gleichen Seite der Geraden B C , d. h. cpad kann auch nicht stumpf 
sein. • 

So haben wir geklär t , was verschiedene Lagen des H ö h e n f u ß p u n k t e s für die W i n k e l be­
deuten, die die zugehör ige Seite mit den anderen Seiten bildet. In Bezug auf ein festes 
Grunddreieck A B C kann na tür l ich jeder Punkt der Grundebene H ö h e n f u ß p u n k t sein. 
N u n ist aber bei einem Tetraeder an sich keine Seite als Grunddreieck ausgezeichnet. Es ist 
gerade im H i n b l i c k auf Satz 2 von der Anschauung her nicht von vorneherein auszuschlie­
ßen, d a ß man bei einem gegebenen Tetraeder doch immer eine Seite finden kann, die den 
zugehör igen H ö h e n f u ß p u n k t im Innern en thä l t . D a es aber recht schwierig ist, sich alle 
H ö h e n f u ß p u n k t e eines Tetraeders gleichzeitig vorzustellen, machen wir einen kleinen 
Umweg. Im Unterricht wird man an dieser Stelle eine Reihe von Tetraedern konstruieren 
lassen, am besten ganz konkret aus den handelsübl ichen Bausä tzen . Theoretisch kann 
man in folgender Weise weiterkommen. W i r bemerken als Folgerung aus Satz 1 und 2 



282 D d M 4, 1981 (276-290) 

Satz 3: Genau dann, wenn ein H ö h e n f u ß p u n k t im Innern der zugehör igen Seite liegt, 
gehör t zu jedem Gegenwinkelpaar wenigstens ein spitzer Winke l . 

Beweis: Die Gegenwinkelpaare sind die Paare ( φ Α Β , <PCDX OPBC» <PAD) u n < ^ O P A O <PBD)-

Liegt ein H ö h e n f u ß p u n k t im Innern der zugehör igen Seite, so k ö n n e n wir annehmen, d a ß 
etwa die Seite d mit jeder anderen Seite einen spitzen Winke l bildet, d. h. φΑΒ, cpBC und cpAC 

sind spitz. 

Z u m Nachweis der Umkehrung k ö n n e n wir voraussetzen, d a ß etwa die Winke l φ Α Β und 
φ Α € spitz sind. Ferner m u ß einer der Winke l <pAC, <pBC spitz sein. Ist der Winke l φΒ€ spitz, 
so m u ß Η nach den Vorüber legungen zu Satz 2 im Innern des Dreiecks A B C liegen. Ist <pBC 

nicht spitz, so ist auße r dem Winke l φΑΌ nach Satz 2 noch einer der Winke l φΒ0, cpCD spitz. 
D a n n enthä l t aber wieder eines der Dreiecke A B D oder A C D den zugehör igen H ö h e n f u ß ­
punkt i m Innern. • 

Die „ U m k e h r u n g " , die zwar nicht schwierig, aber doch etwas mühsel ig zu beweisen ist, 
wird für die weiteren Über legungen nicht benöt ig t . Sie ist hier nur aus äs thet ischen G r ü n ­
den angegeben und kann im Schulunterricht ohne weiteres weggelassen werden. Die ande­
re Richtung benutzen wir, um Tetraeder anzugeben, bei denen kein H ö h e n f u ß p u n k t im 
Innern der zugehör igen Seite liegt. N a c h Satz 3 genügt es dazu, ein Tetraeder mit einem 
Gegenwinkelpaar aus nicht-spitzen Winke ln zu finden. D a z u beginnen wir mit einem 
„ n o r m a l e n " Tetraeder wie in Figur 1. g sei die Verbindungsgerade der Mittelpunkte E , F 
der windschiefen Gegenkanten [AC] und [BD] (Fig . 8). W i r verschieben die Kante [BD] 
parallel, so d a ß sich ihr Mit te lpunkt F auf g bewegt. 

D 

Fig. 8 

D a n n gilt offensichtlich für F -» E 

<PAO<PBD -» 180°. 

A l s o haben wir 

Ist F nahe bei E , so sind die Gegenwinkel (pAC und φΒΌ beide stumpf. 

Was ist in diesem F a l l über die übrigen W i n k e l zu sagen? M i t Satz 2 kann man schließen, 
d a ß wenigstens zwei dieser Winke l spitz sein müssen . W i r wollen aber einmal annehmen, 
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d a ß noch einer dieser Winke l , sagen wir φ Α Β , nicht spitz ist. Dann k ö n n e n wir Satz 2 auf 
die Dreiecke A B C und A B D anwenden und erhalten : D ie W i n k e l cpBC und <pAD sind spitz. 
Dami t bleibt der Winke l cpCD zu untersuchen. D a z u sehen wir uns F igur 9 an. Sie zeigt, d a ß 
für D -> Η gilt 

<PBD -* 0, <pCD - • 0 

D a wir für D -> oo schon 

<PBD ß, <PCD y 

festgestellt haben, finden wir 

0 < < P B D < / ? > 0<<PcD<y 

Fig. 9 c 

W i r haben aber φ Β Ο als nicht spitzen Winke l vorausgesetzt; also ist β stumpf, damit ist y 
spitz (Satz 0!) und folglich ist auch cpCD spitz! 

Diese Über legung beweist 

Satz 4: Unter den 6 Winke ln , die die Seiten eines Tetraeders miteinander bilden, sind 
mindestens 3 spitze Winke l . 

G ä b e es näml ich nur zwei spitze Winke l , so gäbe es ein Gegenwinkelpaar aus nicht spitzen 
Winkeln . F ü r diese Situation haben wir aber eben gezeigt, d a ß höchs tens ein weiterer 
Winke l nicht spitz ist. • 

Soweit k ö n n t e man im Zusammenhang mit der elementaren Elementargeometrie in der 
Unterstufe kommen. Wenden wir uns nun dem nächs ten Abschnit t zu. 

2. Mittelstufe 

Bei Volumenberechnungen und Schrägbi ldern spielt die dreiseitige Pyramide im Mi t te l ­
stufenunterricht eine g roße Rol le . Dann kann man auch die Frage nach der Winkelvertei­
lung wieder aufnehmen und unter synthetischen Gesichtspunkten ziemlich abschl ießend 
behandeln. 
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Die hübsche Antwor t von M . Fiedler [1] wollen wir hier darstellen. D ie grundlegende Idee 
besteht darin, jedem Tetraeder und jeder Winkelverteilung einen einfachen Graphen zu­
zuordnen. E i n einfacher Graph besteht aus einer Menge von Ecken - es genüg t , sich 
darunter Punkte in der Ebene vorzustellen - und gewissen Verbindungsstrecken zwischen 
diesen Ecken, den sog. Kanten. Es ist also nicht jedes Eckenpaar durch eine Kante verbun­
den, man nennt den Graphen zusammenhängend, wenn je zwei Ecken durch einen (endli­
chen) Kantenzug verbunden sind (Fig . 10,11). Bei der Darstellung in der Ebene sind Ü b e r ­
schneidungen von Kanten erlaubt; man sollte jedoch darauf achten, d a ß keine Ecke im 
Innern einer Kante liegt (Fig . 12,13). 

Fig. 10 (zusammenhängend) Fig. 11 (nicht zusammenhängend) 

E i n Beispiel für einen einfachen Graphen bildet das X-Gerüst eines Tetraeders, die Menge 
der Ecken und Kanten des Tetraeders, für die die zwei ebenen Darstellungen der Figuren 
14, 15 gebräuchl ich s ind: 

Fig. 14 Fig. 15 

F ü r unser Z ie l ordnen wir jedem Tetraeder noch einen anderen Graphen z u : W i r nehmen 
4 Ecken, von denen jede eine Seite des gegebenen Tetraeders repräsent ie ren soll, und 
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verbinden 2 Ecken genau dann durch eine Kante , wenn der von den zugehör igen Seiten 
gebildete Innenwinkel spitz ist. E i n einfacher G r a p h heiße Winkelgraph, wenn er in dieser 
Weise aus einem Tetraeder gewonnen werden kann. 

F ü r die Winkelgraphen gibt es eine einfache Charakterisierung, die wir nun herausarbei­
ten wollen. Z u n ä c h s t ist klar, d a ß sie genau 4 Ecken haben. N a c h Satz 4 enthalten sie 
a u ß e r d e m mindestens 3 Kanten . Graphen mit 4 Ecken und drei Kanten gibt es in 3 Typen : 

a) Eine Ecke ist mit allen andern durch eine Kante verbunden (Fig . 16) 

b) D ie 3 Kanten bilden einen Streckenzug (Fig . 17) 

c) Die 3 Kanten bilden ein Dreieck ; dann gibt es aber eine Ecke, die zu keiner Kante gehör t 
(F ig . 18). 

Im F a l l c) liegt wegen Satz 2 kein Winkelgraph vor. Dagegen handelt es sich bei den 
Graphen der Typen a und b ta tsächl ich um Winkelgraphen ; wir geben Beispiele für erzeu­
gende Tetraeder an : 

Typ a: Sei A B C ein rechtwinkliges Dreieck mit γ = 90° und D ein von C verschiedener 
Punkt auf dem L o t zur Ebene A B C durch den Punkt C . D a n n gilt für das Tetraeder 
A B C D 

^ A C = <PBC = <PCD = 9 0 ° , 

also sind die Winke l <pac, cphc und <pcd spitz (Fig . 19). 
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Typ b: Sei A B C ein rechtwinkliges Dreieck mit γ = 90° und D ein von Β verschiedener 
Punkt auf dem L o t zur Ebene A B C durch den Punkt 3. D a n n gilt für das Tetraeder 
A B C D : 

^ A B = ^ B C = ^ C D = 9 0 ° , 

also sind nach Satz 4 die Winke l (pac, <pbc und <pbd spitz (F ig . 20). 

A l s nächs tes über legen wir, d a ß jeder einfache G r a p h mit vier Ecken und mehr als drei 
Kanten aus einem der Graphen a und b durch Hinzunahme von Kanten entsteht ; es gibt ja 
dafür nur noch vier Typen (Fig . 21 bis 24). 

Fig. 20 

Β = Η 

Ο 

Fig. 21 Fig. 22 

A 
ç> -ο 

-ò 

Fig. 23 Fig. 24 

Es ist auch für Schüler leicht möglich, diese Graphen als Winkelgraphen z u erkennen, 
vielleicht abgesehen von dem Graphen der F igur 22. W i r geben für jeden T y p ein erzeu­
gendes Tetraeder an (Bezeichnungen wie f rüher ) : 
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Figur 21 : M a n bewege bei dem in F igur 19 dargestellten Tetraeder die Ecke Β auf der 
Geraden A B ein kleines Stück auf die Ecke A zu. 

Figur 22: M a n betrachte das in F igur 5 dargestellte Tetraeder unter der Voraussetzung, 
d a ß das Grundreieck A B C spitzwinklig und die Spitze D genügend weit vom H ö h e n f u ß -
punkt Η entfernt ist. 

Figur 23: M a n betrachte das in Figur 2 dargestellte Tetraeder unter der gleichen Voraus­
setzung. 

Figur 24: W i r beginnen mit einem Quadrat A B C D und verschieben die Diagonale [BD], 
so d a ß ihr Mit te lpunkt F auf dem im Diagonalenschnittpunkt E errichteten Lo t g wandert 
(Fig . 8). D i e auftretenden Symmetrien liefern zunächs t 

ΦΑΒ = Ψ AD = Ψ ne = <PCD-

A u s Satz 4 folgt, d a ß bei 4 gleichen Innenwinkeln diese spitz sein müssen . F ü r F E hat 
man, wie schon bemerkt, 

<PAC = <PBD 1 8 0 ° . 

Ist also F nahe genug bei E , so induziert das Tetraeder der A B C D den gewünsch ten 
Winkelgraphen. 

ο 

Fig. 25 Fig. 26 Fig. 27 Fig. 28 

Der Volls tändigkei t halber führen wir uns nun noch die einfachen Graphen mit 4 Ecken 
und weniger als 3 Kanten vor. Davon gibt es nur die in den Figuren 25 bis 28 dargestellten 
Typen; sie sind ja alle keine Winkelgraphen. Jetzt vergleichen wir die Winkelgraphen 
(Fig . 16,17, 21 bis 24) mit den andern einfachen Graphen, die genau vier Ecken enthalten 
(Fig . 18, 25 bis 28). Genaues Hinsehen führt auf den über raschenden 

Satz 5 : E i n einfacher G r a p h mit 4 Ecken ist genau dann ein Winkelgraph, wenn er zusam­
m e n h ä n g e n d ist. 

Damit haben wir die angekünd ig t e Charakterisierung der Winkelgraphen erreicht und wir 
wissen, wie sich spitze Winke l am Tetraeder verteilen k ö n n e n . Offen ist noch, wie die nicht 
spitzen Winke l beim Tetraeder in rechte und stumpfe Winke l aufgeteilt werden k ö n n e n . 
U m das Ergebnis durchsichtig formulieren zu k ö n n e n , ist es günst ig , den Begriff „ W i n k e l ­
verteilung' 4 zu präzisieren, obwohl dazu eine für die Schule ziemlich hohe Abstraktions­
stufe erforderlich ist : 
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Eine Winkelverteilung (für Tetraeder) ist eine Vorschrift, die jedem der 6 Paare ab, ac, ad, 
bc, bd und cd eines der P r ä d i k a t e „ sp i t z" , „ r e c h t " oder „ s t u m p f zuordnet. 

Es ist klar, wie ein Tetraeder mit den Ecken A , B , C , D und den Seiten a, b, c, d eine 
Winkelverteilung induziert. Umgekehrt sagen wir, d a ß eine gegebene Winkelvertei lung 
realisiert werden kann, wenn es ein Tetraeder gibt, das sie induziert. Unser Problem lautet 
also: Welche Winke lve r t e i lungenkönnen realisiert werden? U m das Ergebnis vorwegzu­
nehmen: A l l e noch denkbaren Kombinat ionen sind mögl ich . Das sagt 

Satz 6: Eine vorgegebene Winkelverteilung kann genau dann durch ein Tetraeder reali­
siert werden, wenn der zugeordnete G r a p h z u s a m m e n h ä n g e n d ist. 

Dabei ordnen wir einer W i n k e l Verteilung in Analogie zu unserem Vorgehen bei einem 
Tetraeder den Graphen mit den Ecken a, b, c und d zu, in dem zwei Ecken genau dann 
durch eine Kante verbunden sind, wenn das zugehör ige P r ä d i k a t „ s p i t z " ist. 

A u f einen expliziten Beweis dafür , d a ß diese Bedingung auch hinreicht, wollen wir hier aus 
U m f a n g s g r ü n d e n verzichten. M a n s tößt dabei auf die im Rahmen der synthetischen Geo­
metrie so häufige Schwierigkeit, d a ß ein einheitlicher übe rzeugender Beweis nicht mögl ich 
ist, sondern viele Fallunterscheidungen getroffen werden müssen . Der Originalbeweis 
dieser Aussage von M . Fiedler setzt deswegen starke Methoden der analytischen Geome-
tris ein, die in der Schule, auch in der Kollegstufe nicht zur Verfügung stehen. Dies heißt 
nicht, d a ß man den Satz in der Mittelstufe nicht beweisen kann ; das ist nur eine Frage der 
für dieses Thema zur Verfügung stehenden Zeit. Denn andererseits e rmögl ichen die vielen 
zu untersuchenden Fäl le nach Anregung durch den Lehrer eigene Akt iv i tä ten der Schüler : 
Es geht j a nur darum, die zur Erzeugung der Winkelgraphen angegebenen Model le von 
Tetraedern so a b z u ä n d e r n , d a ß beliebig vorgeschriebene Innenwinkel von stumpfen in 
rechte verwandelt werden und umgekehrt. Das sind etwa 13 mehr oder weniger schwierige 
Konstruktionsaufgaben, die unter Zuhilfenahme von Elementen der Darstellenden Geo­
metrie na tür l ich zu bewält igen sind. W i r geben dazu noch einen unmittelbar einsichtigen 
Hilfssatz an, der für alle diese Konstrukt ionen sehr nützl ich ist : 

Hilfssatz: A B C D sei ein Tetraeder, B ' sei ein von Β verschiedener Punkt der Geraden A B 
nahe bei B . D a n n gilt für die Innenwinkel des Tetraeders Α ' B ' C D ' mit Α ' = A , C = C , 
D ' = D (Fig . 29). 

D 

C 

Fig. 29 
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1) Ψ Α Β ' = <PAB> <PAC = <PAC> Ψ AD' = ΨΑΌ 

2) <PcD' < <PCD> f a l l s B ' zwischen A und B , <pC'D- > <PCD sonst 

3) <PB'C (<ΡΒΌ·) s P i t z ° d e r stumpf, falls cpBC (φΒΟ) spitz oder stumpf. • 

Die Anwendung dieses Hilfssatzes k ö n n e n wir hier nur an einem Beispiel e r läu te rn . W i r 
stellen uns die Aufgabe, das zur Realisierung des in F igur 21 dargestellten Graphen be­
nutzte Tetraeder so a b z u ä n d e r n , d a ß die W i n k e l <pAC und <pBC stumpf werden. D a z u 
bewegen wir zuerst D auf der Geraden A D etwas von A weg. Dami t wird nach dem 
Hilfssatz der Winke l <pBC stumpf, w ä h r e n d bei allen anderen Winke ln der T y p erhalten 
bleibt. Bewegen wir nun noch das neue D auf der neuen Geraden B D von Β weg, so sind 
wir am Zie l . Zwischendurch haben wir dabei sogar noch eine weitere Winkelverteilung 
erzeugt, so d a ß nun für den in Figur 19 dargestellten Winkelgraphen alle denkbaren Fäl le 
von rechten und stumpfen Winke ln als mögl ich erkannt sind. 

W i r schließen mit einer Bemerkung zum Winkelsummensatz. Wie schon e r w ä h n t (s. F u ß ­
note 1 auf S. 278) läßt er sich nicht unmittelbar auf das Tetraeder übe r t r agen . M . Fiedler 
beweist in seiner Arbei t , d a ß jedoch folgende Verallgemeinerung gilt 

Satz 7: Durch 5 Innenwinkel ist der 6. Innenwinkel eindeutig bestimmt ([1] Satz 7). 

Es wäre interessant zu untersuchen, ob auch dieser Satz für den Schulunterricht zugäng­
lich gemacht werden kann. D a z u begnügen wir uns mit einer Andeutung, für die die 
Grundlagen in der Kollegstufe vorhanden sind. W i r projizieren das Tetraeder der F igur 2 
orthogonal auf die Grundebene (Fig. 30). Daraus erkennen wir die Gleichung 

d = acoscp a d + bcoscp b d + ccos(p c d , 

das heißt 

acos(/>a d + bcoscp b d + ccos<p c d + dcos (p d d = 0, 

Fig. 30 
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wobei φάά = 180° gesetzt ist; entsprechende Gleichungen erhalten wir bei Projektion auf 
die anderen Seitenebenen des Tetraeders (mit φΆΛ = cp b b = cpcc = 180°). W i r k ö n n e n damit 
feststellen, d a ß das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix 

— 1 cos<pab cos<pac cos<pad 

COS(pab - 1 COS(?b c COS<pbd 

COS(?a c COS(?b c - 1 COS(pcd 

COS<pad COS(? b d cos<pcd - 1 

eine nicht triviale L ö s u n g hat, woraus gewisse Bedingungen an die Koeffizienten folgen. 
(Der Lehrer weiß, d a ß die Determinante dieser Mat r ix verschwinden m u ß ; nimmt man 
alle W i n k e l auße r (p a b als gegeben an, so erhält man aus dieser Bedingung eine quadrati­
sche Gleichung für cos<pa b, die höchs tens zwei Lösungen hat). 
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