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Rudolf Fritsch
Winkelverteilung am Tetraeder

Professor Dr. Karl Seebach im Blick auf die Zusammenarbeit am Mathematischen Insti-
tut der Ludwig-Maximilian-Universitit Miinchen gewidmet.

Zur Pflege des rdumlichen Anschauungsvermégens wird untersucht, wie sich spitze, rechte und stumpfe
Winkel zwischen den Seiten eines Tetraeders verteilen konnen. Am Ende ergibt sich die graphentheoretische
Charakterisierung von M. Fiedler [1].

Eine wesentliche, zur Zeit aber etwas vernachlassigte Aufgabe des Mathematik-Unter-
richts an den Schulen ist die Pflege des rdumlichen Anschauungsvermégens. Dies sollte in
allen Stufen geschehen und nicht auf ein Kapitel Stereometrie und Darstellende Geome-
trie am Ende der Mittelstufe beschrankt bleiben. Reiches Material dafiir bietet die Frage
nach rdumlichen Analoga zu Sétzen der ebenen Dreieckslehre. Wir wollen das hier an
einem einfachen Beispiel demonstrieren, das man in der Klasse 7 zum ersten Mal anspre-
chen und spiter immer wieder aufnehmen kann.

Ziemlich zu Beginn der Dreieckslehre kommt man zu

Satz 0: In jedem Dreieck sind zwei oder drei Winkel spitz; der dritte Winkel kann spitz,
recht oder stumpf sein.

Dem Dreieck in der Ebene entspricht im dreidimensionalen Raum die dreiseitige Pyrami-
de, das Tetraeder. Ein Tetraeder wird ven 4 dreieckigen Seiten berandet und wir fragen,
welche Arten von Winkeln diese Seiten miteinander bilden konnen. Diese Frage solite
zunichst in der Unterstufe im Zusammenhang mit dem eben genannten Satz der
Dreieckslehre heuristisch behandelt werden ; in der Mittelstufe kann man im Rahmen der
Stereometrie und der Darstellenden Geometrie das so gesammelte Material systematisch
ordnen und in der Kollegstufe hat man dann die Méglichkeit, spezielle Aufgaben mit den
Methoden der Vektoralgebra konkret durchzurechnen. Wir stellen hier die Uberlegungen
dar, nach Unterstufe (etwa Klasse 7) und Mittelstufe (etwa Klasse 10) gegliedert, die zu
der auf M. Fiedler [1] zuriickgehenden graphentheoretischen Beschreibung der Winkel-
verteilung am Tetraeder fiihren.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Dr. Sedmidubsky von der Fachgruppe Literaturwissen-
schaft der Universitat Konstanz, der mir die in tschechischer Sprache abgefal3te Arbeit
vom M. Fiedler iibersetzt und dadurch erst zugénglich gemacht hat.

1. Unterstufe

Bevor man die Innenwinkel eines Tetraeders untersuchen kann, sind natiirlich einige
wenige Vorbereitungen notwendig. Diese ergeben sich aber ziemlich selbstverstdndlich,
wenn man beim Beginn des systematischen Geometrie-Unterrichts immer wieder ebene
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und rdumliche Verhéltnisse betrachtet. Ganz am Anfang tut man das ja schon immer, d. h.
mindestens seit Euklid:

Man klart die Begriffe Punkt, Gerade, Ebene und Raum und stellt dabei fest, dall

2 verschiedene Punkte immer genau eine Gerade und 3 Punkte, die nicht in einer Geraden
liegen, immer genau eine Ebene bestimmen.

Nun sollte man aber auch bei der Behandlung des Lotes nicht nur Lote zu einer Geraden,
sondern auch Lote zu einer Ebene betrachten. Es gilt ja genau der gleiche Sachverhalt:

a) Zu einer Ebene é und einem Punkt P gibt es genau eine Gerade 1 durch P, die auf é
senkrecht steht.

Interessant und fiir unser Vorhaben wichtig ist allerdings auch die duale Aussage, die
durch die Vertauschung der Begriffe Ebene und Gerade entsteht.

b) Zu ciner Geraden 1 und einem Punkt P gibt es genau eine Ebene é durch P, die auf T
senkrecht steht.

Der ebene Satz zerfillt also raumlich in zwei verschiedene, aber zueinander ,,duale** Aus-
sagen, was einen Grundlagengeometer zu reizvollen philosophischen Gedanken iiber das
Verhiltnis Ebene — Raum anregt, aber im Unterricht hier sicher nicht vertieft werden
sollte.

Wenn wir dann vom Dreieck sprechen — es wird von drei Punkten gebildet, die nicht auf
einer Geraden liegen — konnen wir auch gleich iiber das Tetraeder reden, aus dem die
Schiiler in der Pause ihre Limonade trinken. Es entsteht aus vier Punkten, die nicht in einer
Ebene liegen. Sind A, B, C, D vier solche Punkte, die Ecken des Tetraeders, so liegen keine
drei von ihnen in einer Geraden; das Tetraeder hat also vier dreieckige Seiten a = BCD,
b= ACD, c = ABD und d = ABC. Die Strecken [AB], [AC], ... heiBen Kanten des Tetra-
eders, es sind 6 an der Zahl (Fig. 1). Die Winkelmessung fiihrt man zunichst fir zwei

Fig. 1 C

Halbgeraden mit gleichem Anfangspunkt ein; es ist dann aber klar, wie man mit Hilfe der
obigen Aussage b) Winkel zwischen zwei Halbebenen mit gleicher Randgeraden mift:
Man betrachtet den Winkel, den das von den beiden Halbebenen gebildete Winkelfeld aus



278 DdM 4, 1981 (276-290)

einer zur gemeinsamen Randgeraden senkrechten Ebene ausschneidet. Analog zu den
Innenwinkeln eines Dreiecks definiert man nun die Innenwinkel eines Tetraeders; wir
bezeichnen mit ¢,, = @cp, Pac = Paps - - -» die von den Seiten a, b bzw. a, c, ... gebildeten
Winkel und ihre GroBe. (Die Bezeichnung ¢, erklart sich daraus, daf die gemeinsame
Randgerade der zu betrachtenden Halbebenen durch die Punkte CD festgelegt ist ; soweit
wir im folgenden geometrische Verhiltnisse an Figuren ablesen wollen, ist ,,cp " suggesti-
ver als ,,@,,")-

Nun kommt man bald zum Winkelsummensatz fiirdas Dreieck und leitet darausden Satz 0
iiber die Verteilung von spitzen, rechten und stumpfen Winkeln ab. Eine Veraligemeine-
rung des Winkelsummensatzes selbst auf das Tetraeder ist in dieser Stufe sicher nicht
moglich!, wohl aber kann man schon nach der Verteilung der Winkeltypen ,,spitz*,
,.recht®, | stumpf* am Tetraeder fragen.

Fig.2

Dazu ist es giinstig, sich das Tetraeder als dreiseitige Pyramide vorzustellen, d.h. eine
Seite, etwa d, als Grundseite auszuzeichnen, mit der es auf der Grundebene vor uns steht,
und die 4. Ecke als Spitze D iiber der Grundebene anzusehen. Wesentliche Bedeutung fiir
unsere Uberlegungen haben dann noch das Lot T durch D auf die Grundebene und der
DurchstoBpunkt des Lotes durch die Grundebene, der Hohenfufipunkt H (Fig. 2). Eine
entscheidende Technik fiir das folgende besteht darin, die Spitze D lings des Lotes I zu
verschieben; dabei bereitet man sogar recht anschaulich den Grenzwertbegriff vor. Ganz
allgemein ,,sieht* man: Bewegt sich D von H weg — wir wollen das symbolisch durch

D - o

ausdriicken — dann gilt

1 Man konnte allenfalls an Hand von Beispielen feststellen, da3 die Summe

Pap t Pact @ap T Ppc + Ppp + Pcp
nicht fiir alle Tetraeder den gleichen Wert hat: Das von einem orthonormalen Dreibein gebildete Tetraeder
hat ja eine Winkelsumme echt kleiner als 435°, verlangert man aber einen der Schenkel des Dreibeins beliebig
weit, so strebt die Winkelsumme gegen 450°!
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©ap> Prc> Pac — 90°
folglich
@ac = &, Ppp = B, @cp = 7

wobei a, f3, y in iiblicher Weise die Winkel des Dreiecks d = ABC bezeichnen (Fig. 3)*.

Zunichst betrachten wir nun den ,,Normalfall*, den Limonaden-Tetrapak : Wir nehmen
an, daB der HohenfuBBpunkt H im Innern des Dreiecks d = ABC liegt, wie es in Figur 2
zeichnerisch dargestellt ist. Dann erkennen wir sofort drei spitze Winkel, nidmlich
Pap> Ppc und @ c. AuBerdem (Figur 3) gilt:

Ist das Dreieck d = ABC spitzwinklig und D weit entfernt von H, so sind auch die Winkel
@ ap> Pap Und Qcp Spilz.

1 Daraus ergibt sich, wie schon in der FuBnote Seite 278 erwéhnt

@ap +@ac + Pap + Pnc + Pap + Pcp — 450°
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Wenn wir uns dagegen mit D auf H zu bewegen — symbolisch
D->H-
dann finden wir

®aps Pp> Pcp — 180°,

also

Ist D nahe bei H, so sind die Winkel @ op, @gp und @cp stumpf (unabhéngig von der Form
des Dreiecks d = ABC).

Fig. 4

Es ist klar, daB im allgemeinen Zwischenformen auftreten, in denen diese drei Winkel
nicht gleichartig sind, einer oder mehrere dabei konnen auch rechte Winkel sein. Damit
haben wir den

Satz 1: Liegt ein HohenfuBpunkt im Inneren der zugehdrigen Seite, so bildet diese Seite
mit allen anderen Seiten spitze Winkel; die iibrigen Winkel kdnnen spitz, recht oder
stumpf sein.

Wenn spiter elementare Methoden der Darstellenden Geometrie zur Verfiigung stehen,
wird dariiber gesprochen werden, daB alle denkbaren Fille auch wirklich vorkommen.
Hier sollten wir nun diskutieren, wie es mit der Voraussetzung an den HohenfuBpunkt
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steht. Wir benutzen die bisherigen Bezeichnungen ; zusitzlich vereinbaren wir: Sind X, Y
verschiedene Punkte, so schreiben wir [XY] fiir ihre Verbindungsstrecke (XY ist die Ver-
bindungsgerade). Dann kdnnen wir feststellen

Genau dann, wenn H in der Geraden AB (BC oder AC) liegt, ist ¢ o (Qpcs P ac) ein rechter
Winkel.

Genau dann, wenn H und C(A, B) auf verschiedenen Seiten der Geraden AB(BC, AC)
liegen, ist @ A5 (@gcs Pac) €in stumpfer Winkel.

Damit kénnen wir begriinden

Satz 2: Jede Seite eines Tetraeders bildet mit mindestens einer anderen Seite einen spitzen
Winkel.

Fig. 7 C

Beweis: (Fig. 7) Seien ¢ o5 und ¢ ,c nicht spitz. Dann liegt H im Winkelfeld zu o’, wobei o’
den Scheitelwinkel zu « bezeichnet. Das Winkelfeld o’ hat mit der Geraden BC keinen
Punkt gemein. Also liegt H sicher nicht auf BC, d.h. @gc ist kein rechter Winkel. Aber
auch die Strecke [AH] hat mit der Geraden BC leeren Durchschnitt. Damit liegen die
Punkte A und H auf der gleichen Seite der Geraden BC, d.h. ¢,4 kann auch nicht stumpf
sein. (]

So haben wir geklart, was verschiedene Lagen des HohenfuBpunktes fiir die Winkel be-
deuten, die die zugehdrige Seite mit den anderen Seiten bildet. In Bezug auf ein festes
Grunddreieck ABC kann natiirlich jeder Punkt der Grundebene H6henfuBpunkt sein.
Nun ist aber bei einem Tetraeder an sich keine Seite als Grunddreieck ausgezeichnet. Esist
gerade im Hinblick auf Satz 2 von der Anschauung her nicht von vorneherein auszuschlie-
Ben, daB man bei einem gegebenen Tetraeder doch immer eine Seite finden kann, die den
zugehdrigen HohenfuBpunkt im Innern enthilt. Da es aber recht schwierig ist, sich alle
HohenfuBpunkte eines Tetraeders gleichzeitig vorzustellen, machen wir einen kleinen
Umweg. Im Unterricht wird man an dieser Stelle eine Reihe von Tetraedern konstruieren
lassen, am besten ganz konkret aus den handelsiiblichen Bausidtzen. Theoretisch kann
man in folgender Weise weiterkommen. Wir bemerken als Folgerung aus Satz 1 und 2
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Satz 3: Genau dann, wenn ein HéhenfuBpunkt im Innern der zugehdrigen Seite liegt,
gehort zu jedem Gegenwinkelpaar wenigstens ein spitzer Winkel.

Beweis: Die Gegenwinkelpaare sind die Paare (@ag, @cp)s (@nc> @ap) UNd (@ acs @pp)-
Liegt ein HéhenfuBpunkt im Innern der zugehdrigen Seite, so konnen wir annehmen, daf3
etwa die Seite d mit jeder anderen Seite einen spitzen Winkel bildet, d. h. ¢ o5, @pc und @ ,¢
sind spitz.

Zum Nachweis der Umkehrung kénnen wir voraussetzen, dall etwa die Winkel ¢ ,5 und
@ ac spitz sind. Ferner muB einer der Winkel ¢ 5¢, @pc spitz sein. Ist der Winkel ¢ spitz,
so muf H nach den Voriiberlegungen zu Satz 2 im Innern des Dreiecks ABC liegen. Ist ¢pc
nicht spitz, so ist auBer dem Winkel ¢ ,p nach Satz 2 noch einer der Winkel ¢gp, @cp spitz.
Dann enthilt aber wieder eines der Dreiecke ABD oder ACD den zugehdrigen HohenfuB3-
punkt im Innern. (]

Die ,,Umkehrung*, die zwar nicht schwierig, aber doch etwas miihselig zu beweisen ist,
wird fiir die weiteren Uberlegungen nicht benétigt. Sie ist hier nur aus dsthetischen Griin-
den angegeben und kann im Schulunterricht ohne weiteres weggelassen werden. Die ande-
re Richtung benutzen wir, um Tetraeder anzugeben, bei denen kein HohenfuBpunkt im
Innern der zugehorigen Seite liegt. Nach Satz 3 gentigt es dazu, ein Tetraeder mit einem
Gegenwinkelpaar aus nicht-spitzen Winkeln zu finden. Dazu beginnen wir mit einem
,,normalen’ Tetraeder wie in Figur 1. g sei die Verbindungsgerade der Mittelpunkte E, F
der windschiefen Gegenkanten [AC] und [BD] (Fig. 8). Wir verschieben die Kante [BD]
parallel, so daB sich ihr Mittelpunkt F auf g bewegt.

Fig. 8

Dann gilt offensichtlich fiir F — E

@ac> pp — 180°.

Also haben wir
Ist F nahe bei E, so sind die Gegenwinkel ¢ o und @gp beide stumpf.

Was ist in diesem Fall iiber die ibrigen Winkel zu sagen? Mit Satz 2 kann man schlielen,
daB wenigstens zwei dieser Winkel spitz sein miissen. Wir wollen aber einmal annehmen,
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daB noch einer dieser Winkel, sagen wir ¢ .5, nicht spitz ist. Dann konnen wir Satz 2 auf
die Dreiecke ABC und ABD anwenden und erhalten: Die Winkel @5 und ¢ ,p sind spitz.
Damit bleibt der Winkel ¢p zu untersuchen. Dazu sehen wir uns Figur 9 an. Sie zeigt, daBl
fir D —» H gilt

¢pp = 0, ocp = 0

Da wir fir D — oo schon

©pp = B, @cp = ¥

festgestellt haben, finden wir

0<@pp<B,0<@cp<y

Fig. 9

Wir haben aber ¢gp als nicht spitzen Winkel vorausgesetzt; also ist f stumpf, damit ist y
spitz (Satz 0!) und folglich ist auch ¢¢p spitz!

Diese Uberlegung beweist

Satz 4: Unter den 6 Winkeln, die die Seiten eines Tetraeders miteinander bilden, sind
mindestens 3 spitze Winkel.

Gibe es namlich nur zwei spitze Winkel, so gdbe es ein Gegenwinkelpaar aus nicht spitzen
Winkeln. Fiir diese Situation haben wir aber eben gezeigt, daBl hochstens ein weiterer
Winkel nicht spitz ist. (]

Soweit kdnnte man im Zusammenhang mit der elementaren Elementargeometrie in der
Unterstufe kommen. Wenden wir uns nun dem nichsten Abschnitt zu.

2. Mittelstufe

Bei Volumenberechnungen und Schriagbildern spielt die dreiseitige Pyramide im Mittel-
stufenunterricht eine groBe Rolle. Dann kann man auch die Frage nach der Winkelvertei-
lung wieder aufnehmen und unter synthetischen Gesichtspunkten ziemlich abschlieBend
behandeln.
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Die hiibsche Antwort von M. Fiedler [1] wollen wir hier darstellen. Die grundlegende Idee
besteht darin, jedem Tetraeder und jeder Winkelverteilung einen einfachen Graphen zu-
zuordnen. Ein einfacher Graph besteht aus einer Menge von Ecken — es geniigt, sich
darunter Punkte in der Ebene vorzustellen — und gewissen Verbindungsstrecken zwischen
diesen Ecken, den sog. Kanten. Es ist also nicht jedes Eckenpaar durch eine Kante verbun-
den, man nennt den Graphen zusammenhdngend, wenn je zwei Ecken durch einen (endli-
chen) Kantenzug verbunden sind (Fig. 10, 11). Bei der Darstellung in der Ebene sind Uber-
schneidungen von Kanten erlaubt; man sollte jedoch darauf achten, daf3 keine Ecke im
Innern einer Kante liegt (Fig. 12, 13).

N )

Fig. 10 (zusammenhingend) Fig. 11 (nicht zusammenhéngend)
Fig. 12 (erlaubt) Fig. 13 (nicht erlaubt)

Ein Beispiel fiir einen einfachen Graphen bildet das 1-Geriist eines Tetraeders, die Menge
der Ecken und Kanten des Tetraeders, fur die die zwei ebenen Darstellungen der Figuren
14, 15 gebriuchlich sind:

C D C
D %
Aé ® g A B

Fig. 14 Fig. 15

Fir unser Ziel ordnen wir jedem Tetraeder noch einen anderen Graphen zu: Wir nehmen
4 Ecken, von denen jede eine Seite des gegebenen Tetraeders reprisentieren soll, und



Fritsch: Winkelverteilung am Tetraeder 285

verbinden 2 Ecken genau dann durch eine Kante, wenn der von den zugehorigen Seiten
gebildete Innenwinkel spitz ist. Ein einfacher Graph heie Winkelgraph, wenn er in dieser
Weise aus einem Tetraeder gewonnen werden kann.

Fiir die Winkelgraphen gibt es eine einfache Charakterisierung, die wir nun herausarbei-
ten wollen. Zunichst ist klar, daB sie genau 4 Ecken haben. Nach Satz 4 enthalten sie
auBerdem mindestens 3 Kanten. Graphen mit 4 Ecken und drei Kanten gibt esin 3 Typen:

a) Eine Ecke ist mit allen andern durch eine Kante verbunden (Fig. 16)
b) Die 3 Kanten bilden einen Streckenzug (Fig. 17)

¢) Die 3 Kanten bilden ein Dreieck ; dann gibt es aber eine Ecke, die zu keiner Kante gehort
(Fig. 18).

o

Fig. 16 Fig. 17 Fig. 18

Im Fall c) liegt wegen Satz 2 kein Winkelgraph vor. Dagegen handelt es sich bei den
Graphen der Typen a und b tatsidchlich um Winkelgraphen; wir geben Beispiele fiir erzeu-
gende Tetraeder an:

Typ a: Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit y =90° und D ein von C verschiedener

Punkt auf dem Lot zur Ebene ABC durch den Punkt C. Dann gilt fiir das Tetraeder
ABCD

®ac= Ppc = Pcp =90°,

also sind die Winkel ¢,, ¢, und ¢, spitz (Fig. 19).
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Typ b: Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit y =90° und D ein von B verschiedener
Punkt auf dem Lot zur Ebene ABC durch den Punkt 3. Dann gilt fiir das Tetraeder
ABCD:

®ap = @pc = Pcp =90°,
also sind nach Satz 4 die Winkel ¢,, ¢, und ¢4 spitz (Fig. 20).

J
Fig.20 ©

Als néichstes iiberlegen wir, daB jeder einfache Graph mit vier Ecken und mehr als drei
Kanten aus einem der Graphen a und b durch Hinzunahme von Kanten entsteht ; es gibt ja
dafiir nur noch vier Typen (Fig. 21 bis 24).

LA

Fig. 21 Fig. 22
Fig. 23 Fig. 24

Es ist auch fiir Schiiler leicht moglich, diese Graphen als Winkelgraphen zu erkennen,
vielleicht abgesehen von dem Graphen der Figur 22. Wir geben fiir jeden Typ ein erzeu-
gendes Tetraeder an (Bezeichnungen wie frither):
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Figur 21: Man bewege bei dem in Figur 19 dargestellten Tetraeder die Ecke B auf der
Geraden AB ein kleines Stiick auf die Ecke A zu.

Figur 22 : Man betrachte das in Figur 5 dargestellte Tetraeder unter der Voraussetzung,
daB das Grundreieck ABC spitzwinklig und die Spitze D geniigend weit vom HohenfuB-
punkt H entfernt ist.

Figur 23: Man betrachte das in Figur 2 dargestellte Tetraeder unter der gleichen Voraus-
setzung.

Figur 24 : Wir beginnen mit einem Quadrat ABCD und verschieben die Diagonale [BD],
so daB ihr Mittelpunkt F auf dem im Diagonalenschnittpunkt E errichteten Lot g wandert
(Fig. 8). Die auftretenden Symmetrien liefern zunichst

PaB = Pap = Prc = Pcp-

Aus Satz 4 folgt, daB bei 4 gleichen Innenwinkeln diese spitz sein miissen. Fiir F — E hat
man, wie schon bemerkt,

Pac=@pp — 180°.

Ist also F nahe genug bei E, so induziert das Tetraeder der ABCD den gewiinschten
Winkelgraphen.

(o] (] (o] (o] (o] oO——0
o (o] o——0 o——0
Fig. 25 Fig. 26 Fig. 27 Fig. 28

Der Vollstandigkeit halber fithren wir uns nun noch die einfachen Graphen mit 4 Ecken
und weniger als 3 Kanten vor. Davon gibt es nur die in den Figuren 25 bis 28 dargestellten
Typen; sie sind ja alle keine Winkelgraphen. Jetzt vergleichen wir die Winkelgraphen
(Fig. 16, 17, 21 bis 24) mit den andern einfachen Graphen, die genau vier Ecken enthalten
(Fig. 18, 25 bis 28). Genaues Hinsehen fiihrt auf den (iberraschenden

Satz 5: Ein einfacher Graph mit 4 Ecken ist genau dann ein Winkelgraph, wenn er zusam-
menhédngend ist.

Damit haben wir die angekiindigte Charakterisierung der Winkelgraphen erreicht und wir
wissen, wie sich spitze Winkel am Tetraeder verteilen konnen. Offen ist noch, wie die nicht
spitzen Winkel beim Tetraeder in rechte und stumpfe Winkel aufgeteilt werden kénnen.
Um das Ergebnis durchsichtig formulieren zu kénnen, ist es giinstig, den Begriff ,, Winkel-
verteilung zu préazisieren, obwohl dazu eine fiir die Schule ziemlich hohe Abstraktions-
stufe erforderlich ist:
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Eine Winkelverteilung (fiir Tetraeder) ist eine Vorschrift, die jedem der 6 Paare ab, ac, ad,
be, bd und cd eines der Préadikate ,,spitz*, ,,recht* oder ,,stumpf*‘ zuordnet.

Es ist klar, wie ein Tetraeder mit den Ecken A, B, C, D und den Seiten a, b, c, d eine
Winkelverteilung induziert. Umgekehrt sagen wir, daB eine gegebene Winkelverteilung
realisiert werden kann, wenn es ein Tetraeder gibt, das sie induziert. Unser Problem lautet
also: Welche Winkelverteilungenkdnnen realisiert werden? Um das Ergebnis vorwegzu-
nehmen: Alle noch denkbaren Kombinationen sind méglich. Das sagt

Satz 6: Eine vorgegebene Winkelverteilung kann genau dann durch ein Tetraeder reali-
siert werden, wenn der zugeordnete Graph zusammenhéngend ist.

Dabei ordnen wir einer Winkelverteilung in Analogie zu unserem Vorgehen bei einem
Tetraeder den Graphen mit den Ecken a, b, ¢ und d zu, in dem zwei Ecken genau dann
durch eine Kante verbunden sind, wenn das zugehérige Pradikat ,,spitz* ist.

Aufeinen expliziten Beweis dafiir, daB diese Bedingung auch hinreicht, wollen wir hier aus
Umfangsgriinden verzichten. Man st68t dabei auf die im Rahmen der synthetischen Geo-
metrie so hidufige Schwierigkeit, daB ein einheitlicher iberzeugender Beweis nicht moglich
ist, sondern viele Fallunterscheidungen getroffen werden miissen. Der Originalbeweis
dieser Aussage von M. Fiedler setzt deswegen starke Methoden der analytischen Geome-
tris ein, die in der Schule, auch in der Kollegstufe nicht zur Verfiigung stehen. Dies heif3t
nicht, daB man den Satz in der Mittelstufe nicht beweisen kann; das ist nur eine Frage der
fiir dieses Thema zur Verfiigung stehenden Zeit. Denn andererseits erméglichen die vielen
zu untersuchenden Fille nach Anregung durch den Lehrer eigene Aktivititen der Schiiler:
Es geht ja nur darum, die zur Erzeugung der Winkelgraphen angegebenen Modelle von
Tetraedern so abzudndern, daB beliebig vorgeschriebene Innenwinkel von stumpfen in
rechte verwandelt werden und umgekehrt. Das sind etwa 13 mehr oder weniger schwierige
Konstruktionsaufgaben, die unter Zuhilfenahme von Elementen der Darstellenden Geo-
metrie natiirlich zu bewiltigen sind. Wir geben dazu noch einen unmittelbar einsichtigen
Hilfssatz an, der fiir alle diese Konstruktionen sehr niitzlich ist:

Hilfssatz: ABCD sei ein Tetraeder, B’ sei ein von B verschiedener Punkt der Geraden AB
nahe bei B. Dann gilt fiir die Innenwinkel des Tetraeders A’'B’C’'D'mit A’ =A, C'=C,
D’ =D (Fig.29).
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1) @ap =Pap, Parc = Pac> Parp = Pap
2) @¢p < @cp, falls B’ zwischen A und B, ¢¢ p > @¢p sonst

3) ¢p ¢ (@ o) spitz oder stumpf, falls @gc (@pp) spitz oder stumpf. [J

Die Anwendung dieses Hilfssatzes konnen wir hier nur an einem Beispiel erldutern. Wir
stellen uns die Aufgabe, das zur Realisierung des in Figur 21 dargestellten Graphen be-
nutzte Tetraeder so abzuindern, dal die Winkel ¢ ,c und @gc stumpf werden. Dazu
bewegen wir zuerst D auf der Geraden AD etwas von A weg. Damit wird nach dem
Hilfssatz der Winkel @ stumpf, wihrend bei allen anderen Winkeln der Typ erhalten
bleibt. Bewegen wir nun noch das neue D auf der neuen Geraden BD von B weg, so sind
wir am Ziel. Zwischendurch haben wir dabei sogar noch eine weitere Winkelverteilung
erzeugt, so daB nun fiir den in Figur 19 dargestellten Winkelgraphen alle denkbaren Fille
von rechten und stumpfen Winkeln als moéglich erkannt sind.

Wir schlieBen mit einer Bemerkung zum Winkelsummensatz. Wie schon erwihnt (s. FuB-
note 1 auf S.278) 146t er sich nicht unmittelbar auf das Tetraeder iibertragen. M. Fiedler
beweist in seiner Arbeit, daB jedoch folgende Verallgemeinerung gilt

Satz 7: Durch 5 Innenwinkel ist der 6. Innenwinkel eindeutig bestimmt ([1] Satz 7).

Es wire interessant zu untersuchen, ob auch dieser Satz fiir den Schulunterricht zugéng-
lich gemacht werden kann. Dazu begniigen wir uns mit einer Andeutung, fir die die
Grundlagen in der Kollegstufe vorhanden sind. Wir projizieren das Tetraeder der Figur 2
orthogonal auf die Grundebene (Fig. 30). Daraus erkennen wir die Gleichung

d=2acos@,q + bcos@,y +ccosey,
das heif3t

acosQ,q + bcosp,y +ccos@.y+dcoseyy =0,

Fig. 30
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wobei @44 = 180° gesetzt ist; entsprechende Gleichungen erhalten wir bei Projektion auf
die anderen Seitenebenen des Tetraeders (mit ¢,, = @, = @.. = 180°). Wir konnen damit
feststellen, daBB das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

-1 CcosQ,, COS®,. COSP,q4
cos@,, —1 COS(Py, COSQPpg
cosQ,. Ccos@,. —1 COSP q
COSQ,qy COSQP Ly COSQ. —1

eine nicht triviale Lésung hat, woraus gewisse Bedingungen an die Koeffizienten folgen.
(Der Lehrer weif3, daBB die Determinante dieser Matrix verschwinden muf3; nimmt man
alle Winkel aufler ¢, als gegeben an, so erhélt man aus dieser Bedingung eine quadrati-
sche Gleichung fiir cos¢,,, die hochstens zwei Losungen hat).
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