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Kantenkugeln — geometrische Anwendungen der linearen Algebra

*
Von RUDOLF FRITSCH in Miinchen )

Hier habe ich ein kleines polnisches Schulbuch, dessen
Titel auf deutsch lautet: "Von der Schdénheit der linearen
Abbildungen" [1]. Das Ziel des Verfassers ist es, neben

dem formalen Kalkiil die reiche und dsthetisch beeindrucken-
de geometrische Anwendbarkeit der linearen Algebra aufzu-
zeigen. Die gleiche Absicht verfolge ich mit meinem heuti-
gen Vortrag. Aus der Vielfalt der zur Verfigung stehenden
Moglichkeiten habe ich mir dazu einen Themenkreis ausge-
wdhlt, der zum Genius loci paBt. Die hiesigen Geometer um
Herrn Zeitler beschdftigen sich viel mit der Kreisgeome-
trie. Ich will aber nicht Eulen nach Athen tragen; deshalb
werde ich mich mit Kugeln befassen. Dabei werde ich zu-
ndchst echte Kugeln als dreidimensionale Analoga der Kreise
betrachten, dann werde ich aber auch zu allgemeinen n-di-
mensionalen Sphdren ibergehen, denn erst dadurch wird die
zugrunde liegende Struktur geometrisch richtig klar. Als
Hilfsmittel brauche ich dazu auBer der von der Elementar-
geometrie bekannten Inversion nicht mehr als den iblichen

Inhalt der Anfdngervorlesungen zur linearen Algebra und

*)

Erweitertes Manuskript des Vortrages vom 4. November 1983, gehalten
beim Festkolloquium aus AnlaB des 60. Geburtstages von Professor
Dr. Herbert Zeitler in Bayreuth. Ich danke dem Rechenzentrum des
Max-Planck-Instituts flir Biochemie in Planegg-Martinsried fir die
Méglichkeit zur Herstellung dieses Manuskriptes.

Bemerkung der Herausgeber: Im dritten Abschnitt dieser Arbeit beant-
wortet der Autor eine Frage, die in der Arbeit [24] - diese Semester-
berichte 21 (1974) - gestellt, jedoch unzulédnglich behandelt worden
war, worauf Herr I. Paasche als erster hingewiesen hat.



Kantenkugeln 85

die Grundtatsachen der Mobiusgeometrie (s. z. B. [3] fur
den ebenen Fall).

1. Definition und Existenz wvon Kantenkugeln

Aus der ebenen Geometrie sind Ihnen Umkreis und Inkreis
eines Dreiecks wohl vertraut, auch die Tatsache, daB jedes
(nicht entartete) Dreieck genau einen Inkreis und einen
Umkreis hat. Ein Drezeck wird von drei Punkten gebildet,
die nicht auf einer Geraden liegen. Das dreidimensionale
Analogon zum Dreieck ist das Tetraeder, das von vier nicht
in einer Ebene liegenden Punkten erzeugt wird. Den Struk-
turelementen Ecke und Seite beim Dreieck entsprechen
Ecken, Kanten und Seiten (dreiecke) beim Tetraeder. Dem
Kreis durch die Ecken eines Dreiecks, dem Umkreis, ent-
spricht eine Kugel durch die Ecken eines Tetraeders, eine
Umkugel. Dem Kreis, der die Seiten eines Dreiecks in inne-
ren Punkten beriihrt, dem Inkreis, entspricht eine Kugel,
die die Seitendreiecke eines Tetraeders in inneren Punkten
beriihrt, eine Inkugel. Wie im ebenen Fall kann man zeigen,
daB jedes Tetraeder genau eine Umkugel und genau eine In-
kugel besitzt. Beim Tetraeder haben wir aber neben Ecken
und Seiten auch noch die Kanten, und man kann fragen: Gibt
es eine Kugel, die die sechs Kanten eines Tetraeders in
inneren Punkten beriithrt, eine Kantenkugel? Ein Beispiel
dafiir kann ich Ihnen hier vorfihren (Abb. 1).

Bei einem reguldren Tetraeder, d. h. einem Tetraeder,
dessen sechs Kanten alle die gleiche Linge haben, ist die
Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Kantenkugel klar.
Man kann auch ihren Radius leicht berechnen. Wie der fran-
z0sische Mathematiker Dostor 1874 bemerkt hat [7], ist in
diesem Fall der Radius p der Kantenkugel das geometrische
Mittel zwischen dem Radius R der Umkugel und dem Radius r
der Inkugel:

p = VRr .
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Abb. 1. (Unter den handelslblichen Luftballonen findet man nur selten
einen richtig runden, d. h. kugelférmigen; im normalen Unter-
richt lieBe sich das Wesentliche auch an einem mehr birnen-
formigen Ballon erklédren. Fur diesen feierlichen AnlaB habe
ich jedoch nach einer idealeren Ausflihrung gesucht, und ich
bin in der Bayerischen Akademie der Wissenschaften flndig
geworden. In der Kommission flir Glaziologie, der ich fir die
Uberlassung dieses Luftballons zu danken habe, beobachtet man
die Windstrémungen an der Oberfldche eines Gletschers. Man
verfolgt sie mit Hilfe von solchen Ballonen, die aber zur
Vermeidung unerwinschter Effekte moglichst homogen und damit
auch méglichst rund sein sollten.)

(Bezeichnet a die Lédnge der Kanten eines reguldren Tetra-
eders, so gilt bekanntlich R = a/4 « V6 und r = a/12 « /6;
also ist dann p = a/4 « V2 .)

Ist ein nichtregulédres Tetraeder gegeben, so ist die Frage
nach der Existenz einer Kantenkugel nicht so einfach zu
beantworten. Man kann so vorgehen, daB8 man nach anderen
besonderen Eigenschaften von Tetraedern mit Kantenkugeln
sucht. An unserem Modell erkennen wir unmittelbar, daB eine
Kantenkugel aus den Seiten des Tetraeders die Inkreise aus-
schneidet und deshalb gilt: Die Inkreise der Seitendreiecke
des Tetraeders beriihren sich paarweise.

Zieht man in einer Ebene von einem Punkt auflerhalb eines

Kreises die beiden Tangenten an den Kreis, so hat dieser
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Punkt von den beiden Beriihrpunkten gleiche Abst&dnde. Flir
ein Tetraeder, in dem sich die Inkreise der Seitendreiecke
paarweise berilihren, folgt daraus, daB jede Ecke von den
Berlihrpunkten auf den von ihr ausgehenden Kanten gleiche
Abstdnde hat. Um die Bedeutung dieser Uberlegung klar
machen zu kénnen, ist es notwendig ein paar Bezeichnungen
einzufiihren. Die Ecken des Tetraeders mdgen Ao, A1, A2,

A3 heiBen; die Verbindungskante der i-ten und der j-ten
Ecke und ihre Ldnge seien durch a, - bezeichnet (flir i * j).

Dann gilt natilirlich a,. = a..
ij ji

Symbols aij). Gibt nun im Fall der Existenz einer Kanten-

(fir beide Bedeutungen des

kugel das Symbol Ty den Abstand der Ecke Ak von den Berihr-
punkten auf den von ihr ausgehenden Kanten an, so haben

wir offensichtlich

r, o+ rj = aij

fir 0 £ i,j £ 3, i # j. Daraus folgt, daB sich die Kugel
um Ai mit Radius ry und die Kugel um Aj mit Radius rj be-
rithren. Wir erhalten so: Es gibt vier Kugeln mit den

Ecken des Tetraeders als Mittelpunkten, die sich paarweise

beriihren.

Wenn es zu einem Tetraeder solche Kugeln gibt, dann besteht
zwischen den Kanten und den Radien dieser Kugeln die ange-
gebene Gleichung. Flir die Summe aller vier Radien ergibt
sich daraus:

o ¥ Ty * Iyt T3 T 3 * Ay
Durch Umordnen der linken Seite dieser Gleichung finden

wir aber auch:

= a + a

02 13

und

R
+
[a}
+
2]
+
2]
L1}

a + a

03 12 ¢

Auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehen die L&ngen-
summen der Gegenkantenpaare des Tetraeders. Sie sind also
alle gleich der Summe der vier Radien und damit unterein-

ander gleich:
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+ a + a

801 * 323 T 392 13 ~ %03 12 °
Diese Tatsache zeigt nun, da8 sicher nicht jedes Tetraeder
eine Kantenkugel besitzt. Wenn wir ndmlich - ausgehend von
einem reguldren Tetraeder - genau eine Kante etwas verldn-
gern oder verkirzen, dann gelten diese Gleichungen ja nicht
mehr. Die Existenz einer Kantenkugel ist also eine besondere
Eigenschaft von Tetraedern. In einer 1863 erschienenen Ar-
beit [14] hat der wegen politischer Aufmiipfigkeit aus dem
Schuldienst entfernte Gymnasialprofessor Junghann (1808-
1881) fir diese Tetraeder die Bezeichnung Tangententetra-
eder eingefithrt. (DaB die Existenz einer Kantenkugel fiir
ein Tetraeder eine Ausnahme ist, kann man allerdings auch
ohne die hier angestellten Uberlegungen einsehen: man
braucht nur die Schar der Kugeln zu betrachten, welche die
Kanten einer r&dumlichen Ecke des Tetraeders in inneren
Punkten beriihren; darunter gibt es zu jeder der drei Ubri-
gen Kanten genau eine, die sie in einem inneren Punkt be-
riihrt, aber diese drei Kugeln sind im allgemeinen verschie-

den.)

Das Interessante ist nun, daB die gefundenen Eigenschaften
alle untereinander und zur Existenz einer Kantenkugel &qui-
valent sind. Wir kénnen dieses Ergebnis in einem Satz zu-

sammenfassen:

Satz 1. Fir ein Tetraeder b sind die folgenden Eigenschaften

dquivalent:

(1) & besitzt eine Kantenkugel;

(2) die Inkreise der Seitendreiecke von A beriihren
siteh paarweise;

(3) es gibt vier Kugeln mit den Ecken von A als Mittel-
punkten, die sich paarweise beriihren;

(4) die Ldngensummen der drei Gegenkantenpaare sind
gleich.

Die Implikationen (1) = (2) = (3) = (4) haben wir schon Uberlegt. Bevor
wir zurlickschlieBen, lassen Sie mich ein paar historische Bemerkungen
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einfligen. Erstmalig erwdhnt werden diese Sachverhalte meines Wissens
[20] von dem jung verstorbenen franzdsischen Mathematiker Durrande
(1798-1825) in einer im Jahre 1815 erschienenen Arbeit in den Gergon-
neschen Annales de Mathématiques pures et appliquées [8]. Er beweist
elementargeometrisch (3) = (4) und (3) = (2) = (1). In Unkenntnis
dieser Arbeit zeigt 1821 der StrafBenbauer und Eisenbahner Crelle
(1780-1855) die Implikationen (1) = (2) = (4) [5], wdhrend (4) = (2)
wohl zuerst von dem italienischen Didaktiker Gaetano Riboni (1854-1932)
explizit formuliert wurde [19]. Einen neuen elementargeometrischen
Beweis flir die Bquivalenzen (1) & (2) & (4) hat Herr Tietz in Hannover
1974 angegeben [24]. Der Vollst&ndigkeit halber sei noch bemerkt, da8
Durrande nicht, wie Zacharias (1873-1962) in der Enzyklopédie der
mathematischen Wissenschaften ([25], S. 1064) behauptet, (4) aus (1)
gefolgert hat.

Hier will ich nun die lineare Algebra flir die Umkehrschliisse
einsetzen. Dabei wird sich die Eindeutigkeit der zu kon-
struierenden Kantenkugel automatisch mit ergeben, d. h.
die Tatsache, daB ein Tetraeder hdchstens eine Kantenkugel
haben kann. Gehen wir von einem Tetraeder mit der Eigen-
schaft (4) aus. Seine Kantenl&dngen erfiillen die Gleichun-
gen

qpq T 83 T 8y * 93 T 853 * a4y -

Nun konnen wir die sechs Gleichungen

r, o+ rj = aij
fiir 0 £ i < j € 3 als ein lineares Gleichungssystem zur
Bestimmung der vier unbekannten Radien Tgree-rTy ansehen.
Im allgemeinen wird man sich in der Schule an ein Glei-
chungssystem dieser Gro&Benordnung nicht herantrauen, aber
dieses ist nun erstens gut motiviert und zweitens leicht
l6sbar. Die Voraussetzung an die Kantenldngen des Tetra-
eders sichert gerade die eindeutige L&sbarkeit des Systems
durch

r, = 1/2 (aik+ajk-aij)
fir k = 0,...,3, wobei die Indizes i,j den Einschrénkungen
0 £1i,3 £ 3, i # j # k # i unterliegen, aber sonst frei
wdhlbar sind. Nun folgt unmittelbar, daB sich die vier
Kugeln mit den Mittelpunkten Ak und den Radien Ty berihren,
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d. h. die Eigenschaft (3). Aber auch (2) ist klar, denn
aus der Elementargeometrie wissen wir, daB der Berihrpunkt
des Inkreises des Dreiecks AiAjAk auf der Kante a;, von
der Ecke A, gerade den Abstand Ty hat. Da der Wert Ty aber
von der speziellen Wahl von j unabhdngig ist und bei
festen Indizes i,k genau zwei MOglichkeiten flir die Wahl
von j vorliegen, sagen wir j und j', beriihren sich die In-

kreise der Dreiecke AiAjAk und AiAj’Ak'

Es bleibt die Kantenkugel zu bestimmen. Dazu wdhlen wir
ein Koordinatensystem so, daB die Ecke A0 des Tetraeders
in den Ursprung f&llt, und fassen die Zcken A1, A2, A3
als Vektoren auf. Die Tatsache, daB wir ein Tetraeder ge-
geben haben, bedeutet dann gerade, daB diese Vektoren
linear unabhdngig sind und damit eine Basis des zugrunde-
liegenden Vektorraums bilden. Die gesuchte Kugel mufBl die
Kante agk in dem Punkt beriihren, der vom Ursprung den Ab-
stand r0 hat (fir k = 1,2,3). Dieser Punkt wird durch den
Vektor

= . -1 L]
ok -~ Fo ° 2ox Ay

beschrieben, und der Mittelpunkt der Kugel liegt in der

B

zum Vektor Ak senkrechten Ebene durch BOk’ deren Gleichung
wir sofort hinschreiben k&nnen:

By X = BBy = rprag = rpe(rprr).

Durchlduft nun k die Werte 1,2,3, so haben wir wieder ein
lineares Gleichungssystem, diesmal aus drei Gleichungen
und mit drei Unbekannten, den Koordinaten des gesuchten
Mittelpunkts. Da die Zeilenvektoren des Gleichungssystems
eine Basis bilden, hat es genau eine L&sung, die wir mit M
bezeichnen wollen. Daraus folgt schon, daB es nur eine
Kantenkugel geben kann. Wir missen aber noch nachweisen,
daB es tatsdchlich eine Kugel mit Mittelpunkt M gibt, die
die Kanten des Tetraeders beriihrt.
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Wir setzen zur Abkiirzung m = |M|, d. h. m bezeichnet den
Abstand des Punktes M vom Ursprung. Da das Dreieck OMBOk
an der Ecke BOk einen rechten Winkel hat, kdénnen wir nach
Pythagoras den Abstand yon M und BOk berechnen; er ergibt
sich zu

p = m2_r02 ’
ist also unabh&dngig von k. Damit beriihrt die Kugel um M
mit Radius p jedenfalls die Kanten agy k =1,2,3, in den
richtigen Punkten. DaB das auch fiir die Kanten aij'
i+ 0 # j gilt, weisen wir fir i = 1, j = 2 nach; die an-
deren Fdlle sind analog zu behandeln. Wir wissen, daB die
Punkte 801, BO2 und B12 - das ist der Punkt auf der Kante
ago der von der Ecke A1 den Abstand r, und von der Ecke
A, den Abstand ry hat - die Beriihrpunkte des Inkreises des
Dreiecks A0A1A2 sind. Also schneiden sich die zu den ent-
sprechenden Kanten senkrechten Ebenen durch diese Punkte
in einer Geraden, der Lotgeraden zur Ebene A0A1A2 durch
den Inkreismittelpunkt dieses Dreiecks. Die Schnittgerade
enthdlt nach Konstruktion den Punkt M, woraus folgt, daB

die Gerade MB12 senkrecht zur Kante a ist. Nun sind die

12
Dreiecke A1MB01 und A1MB12 kongruent, und damit hat der
Punkt M auch von dem Punkt B12 den Abstand p. Also beriihrt

die Kugel um M mit Radius p auch die Kante a ,s was zu
beweisen war.

Wenden wir uns nun dem Fall beliebiger Dimension n > 2 zu.
Das Objekt des Studiums ist dann das n-Simplex, das von

n+1 affin unabhdngigen Punkten gebildet wird. Seine Struk-
turelemente sind Ecken, Kanten und hdherdimensionale Seiten;
fiir die (n-1)~-dimensionalen Seiten hat der tschechische
Mathematiker Fiedler die recht suggestive Bezeichnung

Winde eingefiihrt [9]. Anstelle von Kreis und Kugel tritt
die Hypersphdre, eine (n-1)-Sphdre; jedes n-Simplex hat
genau eine Umsphdre, die durch die Ecken geht, und genau

eine Insphédre, die die Wdnde in inneren Punkten berilihrt.
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Der Satz iiber die Existenz einer Kantenkugel kann in vdllig
analoger Weise allgemein formuliert und bewiesen werden.

Er lautet dann:

satz 1. Fir ein n-Simplex A sind die folgenden Eigen-

schaften dquivalent:

(1) A besitzt eine Kantensphdre;

(2) wenn immer zwei Seitendreiecke von A eine gemein-
same Kante haben, so beriihren sich ihre Inkreise;

(3) es gibt n+1 Hypersphiren mit den Ecken von A als
Mittelpunkten, die sich paarweise beriihren;

(4) die Lidngensummen der drei Gegenkantenpaare jedes

Seitentetraeders sind gleich, d. h.

= +a.
313731 T 21k
fir jede Wahl von paarweise verschiedenen Indizes

i,j,k,1.

Man bemerkt, daB bei geeigneter Interpretation der Satz
trivialerweise auch filir n=2 gilt. Es lassen sich aber hier
noch zwei weitere &dquivalente Bedingungen anschlieBen, die

das Zusammenspiel der verschiedenen Dimensionen erhellen:

(5) Jedes Seitentetraeder von A besitzt eine
Kantenkugel;

und

(6) jede p-dimensionale Seite (2 < p < n) besitat

eine (p-1)-dimensionale Kantensphdre.

2. Berechnung des Radius

Ein Problem, mit dem sich Durrande, Crelle, Junghann und
Dostor sehr abgemiiht haben, ist die Aufstellung einer all-
gemeinen Formel fir den Radius einer Kantenkugel im Falle
ihrer Existenz. Ihre Herleitung kann durch konsequente
Anwendung des Kalkiils der Linearen Algebra sehr vereinfacht
werden. Den Schliissel dazu liefert die folgende Aussage
iiber lineare Gleichungssysteme.
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Satz 2. Set A eine reelle (mXn)-Matrix mit Rang A = m und
sei B € R". Dann hat der Losungsraum des linearen
Gleichungssystems A « X = B vom Ursprung das Abstands-
quadrat

- det (an®) "]

(0 Bt\

- det
© \& Aab

Im Fall m = n ist dies gerade die Norm der eindeutigen
Ldsung des Gleichungssystems. Hierfiir habe ich die Formel
selbst liberlegt, bin aber eigentlich sicher, daB die Sache
schon irgendwo in der Literatur auftaucht, und wdre fir
entsprechende Hinweise sehr dankbar. Den allgemeinen Fall
hat mir Herr Riedmiiller in Minchen mitgeteilt, auf einer
Idee von ihm beruht der folgende kurze Beweis. Die L&sung

minimaler Norm ist gegeben durch [26]:

ot ot =1
Xpin = 2 (A2 B.

(Beweis. 1Ist X eine von xmin verschiedene LOsung des
Gleichungssystems, so hat das Dreieck Oxminx an der Ecke

X . einen rechten Winkel, da gilt:
min

Xpin - X = Xp4p) = 0.

Damit ist aber die Hypothenuse | x| ldnger als die Kathete
|X . |.) Wir setzen Y = (aA%) -1

min
1 -y% (o Bt 10
o 1 B aat \-y 1
woraus sofort folgt:

o Bt 5 .
det B t min -=
AR

und die Behauptung ist bewiesen. Vielleicht etwas lé&nger,

B und kerechnen:

_Xminz 0
0 aat

"

1
=<
Q
[0)
a
L
"

aber dafiir durchsichtiger ist die Argumentation von Herrn

Gaede in Minchen: Y ist die eindeutige L&sung des linearen
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Gleichungssystems éét *Y = B und seine Komponenten k&nnen
mit der Cramerschen Regel berechnet werden; bezeichnen
A1""’Am die Spalten der Matrix éét , so liefert sie:
Y. - det AAY = det (A ,..., B,...,A ) =

j aa 1’ ’ ’ 180

= (-1)377 . Get (B, a

reeeiByoqe ByqaeeBy) =

0O 0 ... 0 1 0 ... 0
= - det i

B oAy ... Ay_g Ay Ay ool By
also gilt

0 0 ... 0 Bj 0 .. 0
B e Y. = - det
j 3 B Ay ... Ay, A Aj+1 cee A

und damit
X . %2 = Bey = IB.+Y. = - det 0 = . det (ant) !
min 3 73 B AAt —-= -

Den Radius der Kantensphdren erhalten wir nun als Spezial-
fall eines allgemeineren Satzes, zu dem die urspringlich
von dem siebzehnjdhrigen Durrande behandelte Fragestellung
motiviert [18]:
Quatre sphéres étant tellement situées que chacune
d'elles touche d la fois les trois autres; démontrer
que leurs points de contact deux d deux sont tous six
sur une méme sphére, et déterminer le rayon de cette

sphére en fonction des rayons des sphéres données?

Wir zeigen:

Satz 3. In Rn, n 2 2, seien n+l1 Hypersphdren mit Mittel-
punkten Myreoo M und Radien LoreserXy gegeben, die
sich paarweise beriihren. Dann gilt:

(1) die Beriihrpunkte liegen auf einer "Beriihrsphire”;
(2) liegen die Hypersphiren nicht im Biischel, so ist
die Beriihrsphire eindeutig bestimmt und hat die

Kriimmung (= reziproker Radius)
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1

e = V2m-1) T (ze)? - (-1ze ),

wobet € die Kriimmung der i-ten Hypersphidre be-

zeichnet, mit einem negativen Vorzeichen versehen,

wenn die i-te Hypersphdre alle anderen einschlieBt;
(3) sind die Mittelpunkte Mys... M dariber hinaus

affin unabhdngig, so ist der Radius der Berihr-

sphidre gegeben durch

p = ro-...-rn-(n!V)-1 Vin-1)«2" ,
wobei V das Volumen des von den Mittelpunkten

gebildeten n-Simplexes bezeichnet.

Die Voraussetzung der affinen Unabhdngigkeit in (3) ist
notwendig, wurde aber von Durrande ilibersehen. Hat man drei
sich paarweise beriihrende Kugeln im Raum gegeben, so kann
man immer eine vierte Kugel finden, die genau in das von
den drei Kugeln gebildete Loch paBt; ihr Mittelpunkt liegt
dann im Inneren des von den drei gegebenen Mittelpunkten
gebildeten Dreiecks, ist also von diesen affin abhdngig.
Damit ergibt sich auch, daB man, um den Satz in voller
Allgemeinheit zu haben, sich auf den Standpunkt der M&bius-
geometrie stellen muB, indem man den R” um einen unendlich
fernen Punkt « ergdnzt und auch Hyperebenen als Sphédren
ansieht, mit Mittelpunkt « und unendlichem Radius, d. h.
verschwindender Krimmung; zwei in diesem Sinne als Sphé&ren
aufgefaBte Hyperebenen beriihren sich genau dann, und zwar
dann im Punkt «, wenn sie parallel sind. Lassen Sie mich
ein paar solche entartete Beispiele angeben, fiir die der
Satz auch gilt:

In der Ebene gemdB den Figuren in Abb. 2. Im Raum drei sich
von auBen beriihrende Kugeln, die auf einer Ebene liegen, oder
zwei sich von auBen beriihrende Kugeln mit gleichem Radius

zwischen zwei parallelen gemeinsamen Tangentialebenen.
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Abb. 2

Aus (3) ergibt sich im Fall n=3 die Formel, die Durrande
1815 [8] und Crelle unabhidngig davon 1821 [5] fiir den
Radius der Kantenkugel eines Tangententetraeders angegeben
haben:

—3 . . . L] . —1
p =2 r)*ry°ry*ry (3V) .

Wie Herr Barner in Freiburg bemerkt hat, ist die Existenz
der Beriihrsphdre m&biusgeometrisch eine Trivialitdt: den
gegebenen Hypersphdren entsprechen n+1 Punkte im (n+2)-di-
mensionalen reellen projektiven Raum, die in einer die
fundamentale Quadrik schneidenden Hyperebene liegen. Der
Pol dieser Hyperebene liefert dann die gesuchte Beriihr-
sphdre. Es sieht so aus, als ob zur Berechnung von Kriim-
mung und Radius viele Fallunterscheidungen notwendig wé&ren;
das ist aber nicht so. Wir kénnen ndmlich annehmen, daB
eine - sagen wir die 0-te - Hypersphdre unseres Systems
alle anderen umschlieft; den anderen Fall kdnnen wir durch
Inversion an der Hypersphdre mit kleinstem Radius darauf
zurlickfiihren. Die Voraussetzungen in (2) und (3) sichern
ja, daB unter den n+1 - mindestens drei - Hypersphédren
h6chstens zwei Hyperebenen vorkommen, also mindestens eine
Hypersphdre mit endlichem Radius vorhanden ist. Die Annahme
vereinfacht die Situation auch insofern, als wir es nun mit
echten Hypersphdren zu tun haben, d. h. unter den gegebe-
nen Hypersphdren keine Hyperebene vorkommt: die Berlhr-
sphdre kann dann allerdings immer noch eine Hyperebene
sein.
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Nun wollen wir zuerst die in (3) angegebene Formel her-
leiten und dazu M0 = 0 voraussetzen. Der "Vektor" Mi hat

dann die Lé&nge roTry (s. Abb. 3). Die m&biusgeometrische

Abb. 3

Betrachtungsweise liefert noch, daB der Mittelpunkt der
Beriihrsphdre im Schnitt der gemeinsamen Tangentialhyper-
ebenen liegt, die auf den zugehOrigen Zentralen, d. h. den
Verbindungsgeraden entsprechender Mittelpunkte, senkrecht
stehen. Damit erhalten wir wie im Fall der Kantenkugel

ein lineares Gleichungssystem filir den Mittelpunkt M der
Beriihrsphére:

M, *X = ro'(ro-ri)

i

fir 1 £ 1 £ n. Aus der affinen Unabh&dngigkeit der Punkte
MO""’Mn folgt die lineare Unabhdngigkeit der Vektoren
M1,...,Mn; also hat dieses Gleichungssystem genau eine
Loésung M. Aus Satz 2 ergibt sich nun fiir den gesuchten
Radius

0 r (r.-r.)
p2 - M2 _ rO2 = —[det < 0'"0 i ) +
ro(ro—ri) Mi~Mj
ro2 0 -1
+ det ]'det(Mi°Mj) =
ro(ro—ri) Mi°Mj
) 2
r r,(r,-r.) _5
=—det<o 00J>-(n!v)‘=
ro(ro—ri) Mi-Mj
1 Y -r.
= - r02~ det < 0 J) - (n!v) 2 .
r.-r. M, *M.
0 "1 i3
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Um den Z&dhler auswerten zu konnen, missen wir noch die

inneren Produkte Mi'Mj berechnen; wir erhalten

2 _ _ 2
M;" = (ry-r;)
fir 1 i £ n und
_ 1 2 2 _ _ 2, _
M, Mj =5 (Mi +Mj (Mi Mj) )
=r 2-r e(r.+r.)=-r.r
0 0 i 73 i 73
fir 1 £ i,j £ n, i # j, also allgemein
Mi°Mj = ro-(ro-ri)-rj'(rO—Kijri)
mit k,, = 1 und k,. = -1 fir i # j. Einsetzen fiihrt zu
ii ij

1 r.-r.
det < 0 >
ry-ry ro-(ro-ri)-rj°(r0—Kijri)

Ziehen wir das ro-fache der ersten Spalte von allen fol-
genden Spalten ab, so kénnen wir anschlieBiend aus der

j-ten Spalte (fiir j = 2,...,n+1) den Faktor rj_ heraus-

1
holen und kommen zu

1 -1
r1~...-rn-det . oy .
0 "i ij=i ~0

Ziehen wir nun das ro—fache der ersten Zeile von allen
folgenden Zeilen ab, so kdnnen wir anschlieBiend aus der

i-ten Zeile (fir i = 2,...,n+1) den Faktor r, , heraus-

1
holen und kommen zum Ziel:

(1 -1 )
Y,*...-r_-det =
1 n - _

royory Kijri r,
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Setzen wir die gefundenen Werte flir die Produkte Mi-M.

nun auch noch in die Determinante det(Mi~Mj) = (n!'V)2 ein,
so erhalten wir das n!-fache Volumen des von den Mittel-
punkten aufgespannten n-Simplexes. Die Berechnung dieser
Determinante ist etwas komplizierter, aber die klassische

Methode des Rd&nderns hilft weiter. Wir deuten die einzelnen

Schritte nur an, wobei wir €y = —1/r0 und ej = 1/rj (flir
j =1,...,n) beachten:
1 0
det =
ro(ro-ri) ro(ro—ri) rj(ro—Kijri)
~€; -ej
= r0°...-rn- det =
ry-r, Kijri-ro
1 “ry r,

~€g =1 1
=r 2, °r « det| O -€ -€ =
0 " 0 3
sl -1 ij
\
0 eo ej
_ 2 2
= -r, RS o det €9 1 1 -
ei -1 Kij

_ n-1 2_ . 2
= rg te..tr o2 [(Zek) (n 1)Z€k 1 .

(Zur Auswertung der letzterhaltenen Determinante gibt es einen auf
Daniel Pedoe [17, S. 630] zurlckgehenden Trick. Es handelt sich ja
um eine symmetrische Funktion 2. Grades in e‘o,...,sn; sie muB sich
also in der Form

2 2
a(Zek) + bZEk
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darstellen lassen, wobei man die Koeffizienten a und b durch Einsetzen
spezieller Werte bestimmen kann. Setzen wir EO =1und €, = 0 fir j > O,
so ergibt sich J

atb = (n-2)2""};

im Falle €0 = =1 und Ej =1 fir j > 0 folgt

(n=1)+a + (n+1)b = (n-1)+2" .

Aus diesen beiden Gleichungen sind a und b leicht zu ermitteln.)

Demnach ist das Volumen des von den Mittelpunkten gebilde-
ten n-Simplexes

2

n-1 2
IR Ve ~[(Zek) —(n—1)2€k ]

mit €0 < 0 und €5 >0 fir 1 £ i £ n (diese Formel gilt
auch, wenn sich alle n+1 Kugeln von auBen beriihren, d. h.
wenn alle Kriimmungen € positiv sind; sie wurde fir n=3
schon von Durrande entwickelt). Daraus ergibt sich nun un-
mittelbar die Krimmung € = 1/p in (2) von Satz 3 im Fall

affiner Unabhédngigkeit der Mittelpunkte MO""'Mn'

Nehmen wir nun an, daB diese Mittelpunkte affin abhé&ngig
sind. Dann liegen sie in einer Hyperebene. Da jeder Berihr-
punkt auf einer Verbindungsstrecke zweier Mittelpunkte
liegt, gehdren auch alle Beriihrpunkte zu dieser Hyperebene.
Also ist die Hyperebene die Beriihrsphdre und damit ver-
schwindet die Kriimmung der Berilihrsphdre. Andererseits be-
deutet die affine Abhdngigkeit der Mittelpunkte algebraisch
gerade das Verschwinden der Determinante det (Mi-Mj), d. h.
V = 0 oder

2

(e, )? = (n-1)Zek2 ,

womit der Satz vollstdndig bewiesen ist.

Diese Gleichung, auf deren weiterreichende Bedeutung mich Herr Kratz

in Gauting aufmerksam gemacht hat, hat selbst auch eine lange Geschichte
[4] . Das beruht darauf, daB bei affiner Abhédngigkeit der Mittelpunkte
der Schnitt der Hyperebene durch die Mittelpunkte mit den gegebenen
Hypersphdren n+l1 sich paarweise berihrende (n-2)-Sphédren liefert, also
bei n=3 vier sich paarweise beriihrende Kreise in einer Ebene. Daf
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zwischen den Krimmungen von vier solchen Kreisen diese Beziehung be-
steht, schrieb bereits Descartes (1596-1650) seiner Lieblingsschilerin,
der Wittelsbacher Prinzessin Elisabeth (1618-1680 [2], in einem Brief
mehr didaktischen Inhalts vom November 1643 [6]. Wie Jacob Steiner
(1796-1863) bei einer Herleitung der Formel im Jahr 1826 feststellt,
hitte sie sogar schon Pappos um das Jahr 300 beweisen kénnen, da er
einen Schliisselsatz zur Verfligung hatte [23]. Neugefunden hat sie

1936 der Chemiker Soddy (1877-1956), der im Jahr 1921 fir seine Ent-
deckung der Isotope den Nobelpreis erhielt und sein Entzlicken Uber

die Schénheit der Gleichung in folgende Verse faBte [21]. Sein Gedicht
inspirierte den Englédnder Gosset, den allgemeinen n-dimensionalen Fall
zu betrachten und in einem Ergénzungsvers auszudricken [13]; deshalb
spricht Herr Coxeter in diesem Zusammenhang vom "Satz von Gosset":

1. For pairs of lips to kiss may be
Involves no trigonometry.
Its not so when four circles kiss
Each one the other three.
To bring this off the four must be
As three in one or one in three.
If one in three, beyond a doubt
Each gets three kisses from without.
If three in one, then is that one
Thrice kissed internally.

2. Four circles to the kissing come
The smaller are the benter.
The bend is just the inverse of
The distance from the centre.
Though their intrigue left Euclid dumb
There's now no need for rule of thumb.
Since zero bends a dead straight line
And concave bends have minus sign,
The sum of the squares of all four bends
Is half the square of their sum.

3. To spy out spherical affairs
An oscular surveyor
Might find the task laborious
The sphere is much the gayer.
And now besides the pair of pairs
A fifth sphere in the kissing shares.
Yet, signs and zero as before,
For each to kiss the other four
The square of the sum of all five bends
Is thrice the sum of their squares.

4. And let us not confine our cares
To simple circles, planes and spheres,
But rise to hyper flats and bends
Where kissing multiple appears.
In n-ic space the kissing pairs
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Are hyperspheres, and Truth declares
As n+2 such osculate

Each with an n+1 fold mate

The square of the sum of all the bends
Is n times the sum of their squares.

Verse 1-3: F. Soddy; Vers 4: T. Gosset.

3. Konstruktion von Tagententetraedern

Es ist nun hdchste Zeit, einmal dariiber nachzudenken, ob
wir nicht viel iiber eine fast leere Menge reden, d. h. ob
es auBler den trivialen Tangententetraedern, wie sie etwa

in der Fortsetzung meines Beitrages zum Festheft darge-
stellt sind [11]: dreiseitige Pyramiden mit gleichseitiger
Grundfldche und gleichlangen Kanten zur Spitze, noch wei-
tere gibt. Entsprechend einem Vorschlag von Herrn Tietz
sollte man, ausgehend von einem beliebig vorgegebenen
Grunddreieck A1A2A3 mit den Kanten aypr893s853s eine vierte
Ecke AO durch Angabe von drei Kantenl&dngen agqr80yr8g3 SO
bestimmen, daB ein Tangententetraeder entsteht. Dazu k&nnte
man zundchst versucht sein, folgendermafien vorzugehen: Man
wdhlt eine Kantenldnge agq SO daB d = a01+a23 z,an,a13
ist, und setzt a02 = d-a13, a03 = d—a12. Aber das flihrt im
allgemeinen nicht zum Ziel. Die Relationen aus (4) in

Satz 1 sind zwar erfiillt, aber diese Kantenl&ngen brauchen
nicht die "Dreiecksungleichung fiir Tetraeder" [10] zu er-
fiillen, d. h. sie brauchen sich nicht zu einem Tetraeder

zusammenzuschlieBen, wie man an Abb. 4 unmittelbar erkennt.

Abb. 4
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Man lberblickt die Situation besser, wenn man statt der
Kantenl&ngen die Radien r, der sich beriihrenden Kugeln um
die Ecken zu bestimmen sucht. Ist ein Dreieck A1A2A3 vor-
gegeben, so sind sein Inkreis, also dessen Beriihrpunkte
und damit die Radien TyrXysTqy sowie die entsprechenden
Kugeln um die Ecken bereits festgelegt. Wenn man nun noch
einen Radius r0 geeignet bestimmt, dann erhdlt man die
gesuchten Kanten aus der Beziehung aOi = r0+ri, i=1,2,3.
Nun sieht man aber, was los ist: der Radius T, muB minde-
stens so grof gewdhlt werden, daB eine Kugel mit diesem
Radius nicht durch das von den drei bereits bekannten Ku-
geln gebildete Loch fallen kann; eine zu kleine Kugel
kénnte ja niemals mit allen drei Kugeln gleichzeitig zur
Beriihrung gebracht werden. Damit haben wir eine scharfe
untere Schranke flir die mdglichen Radien r, gefunden. Im
Falle eines sehr stumpfwinkligen Grunddreiecks kann es
aber auch noch eine obere Schranke geben, ndmlich in der

in Abb. 5 dargestellten Situation:

A Abb. 5

Man sieht, daB eine zu groBe Kugel mit der kleinsten Kugel
nicht mehr zur Berilihrung gebracht werden kann; sie wird
durch die beiden anderen Kugeln davon abgehalten. Algebra-
isch kann man diesen Sachverhalt gleich n-dimensional
durch den Satz von Gosset beschreiben. Man kennt die Krim-
mungen €,,...,€, und hat so eine quadratische Gleichung
fir die Schranken der zuldssigen Krimmungen €

0* Die
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Gleichung hat immer zwei reelle L&sungen. Ist nur eine
davon positiv, so gibt es nur eine obere Schranke fir €7
d. h. nur eine untere Schranke fiir ry- Anderenfalls hat
die Gleichung zwei positive LOsungen und dann gibt es
sowohl eine untere als auch eine obere Schranke. Fiir n = 3

hat diese Uberlegung auch schon Soddy angestellt [22].

Wie man das Netz eines nichttrivialen Tangententetraeders
mit Zirkel und Lineal konstruieren kann, hat Herr Kratz

in [16] angegeben.

4. Ein Beispiel aus der Physik

Als ich diesen Stoff kilirzlich in einem Leistungskurs eines Minchner
Gymnasiums unterrichtete, wurde ich von einem Schiiller gefragt, ob es
sich dabei nicht um eine reine mathematische Spielerei handele. Ich
hdtte ihm dazu natlirlich etwas von der Pflege des ré&umlichen Anschau-
ungsvermégens erzdhlen und auch darauf hinweisen kénnen, da3 der
Chemiker Soddy und der Techniker Crelle von ihren Arbeitsgebieten her
auf diese Probleme gestoBen seien, aber ich hatte gliicklicherweise
etwas Aktuelleres.

Bei der Untersuchung von (nicht-relativistischen) Prozes-
sen in der Kernphysik benutzt der Experimentalphysiker
Detlef Kamke in Bochum (ein Sohn des vor allem wegen sei-
ner Sammlung von Differentialgleichungen beriihmten Mathe-
matikers Erich Kamke 1890-1961) sogenannte "Energietetra-
eder" [15]. Er betrachtet vier Teilchen fester Masse m,
(Massensumme m = ka) und sucht ein Tangententetraeder mit
den HbShen m/(m-mk). Die Bewegung der Teilchen soll zwei
Bedingungen unterliegen: Einmal soll der Gesamtimpuls ZPk
verschwinden, zum anderen soll die Gesamtenergie E = ZEk
konstant sein. Die relativen Energien EkIE summieren sich
dann zu 1 und kénnen als baryzentrische Koordinaten eines
Punktes des Tetraeders aufgefaBt werden. Herr Kamke geht
der Frage nach, welche Punkte des Tetraeders solche Ener-
gieverteilungen beschreiben k&nnen. Fiir drei Teilchen
wurde diese Konstruktion schon frilher durchgefiihrt und

lieferte als Ergebnis, daB diese Energieverteilungen genau
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die Fldche des Inkreises des entsprechenden Dreiecks aus-
flillen, was die Konstruktion eines Tetraeders mit einander
beriihrenden Inkreisen der Seitendreiecke motiviert. (Es
ist leicht zu sehen, daB auf jeder Kante nur ein Zustand

in Frage kommt! Genaueres dazu ist in [12] ausgefiihrt.)

5. Noch eine Verallgemeinerung

Wenn man sich satz 1° genau ansieht, stellt man sich un-
willkiirlich die Frage, wie es mit Hypersphdren steht, die
die p-dimensionalen Seiten eines n-Simplexes in inneren
Punkten berihren, flir beliebiges p < n. Nun, fiir p = 0 hat
man die Umsphdre, fiir p = 1 gegebenenfalls die Kantensphdre
und fir p = n-1 die Insphdre. Ganz analog zu Satz ke gilt
allgemein:

satz 1"'P. seien n,p € N, 0 £ p < n. Dann sind fiir ein
n-Simplex A& die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(1) & besitat eine Sphdre, die die p-dimensionalen
Seiten in inneren Punkten beriihrt;

(2) wenn Zmmer zwei (p+t1)-dimensionale Seiten von A
eine p-dimensionale Seite gemeinsam haben, so
beriihren sich ihre Inkreise;

(3) es gibt n+1 Hypersphdren mit den Ecken von A als
Mittelpunkten, von denen je p+1 genau einen Punkt
gemeinsam haben (das besagt im Fall p=0: jede
dieser Hypersphdren besteht nur aus einem Punkt,
hat also den Radius 0);

(4) jede g-dimensionale Seite (p+1 < g < n) besitzt
eine (g-1)-Sphdre, die ihre p-dimensionalen

Seiten beriihrt.

Im Fall p=1 ist das im wesentlichen der Satz 1n; es fehlt
vor allem die dort unter (4) genannte algebraische Bedin-
gung. Eine solche gibt es auch filir beliebiges p, ist aber
doch wesentlich schwieriger zu formulieren. Wir betrachten

dazu eine (p+1)-dimensionale Seite Aa von A mit den Ecken
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Aa(O)""Aa(p+1)‘ Die Ecke Aa(O) hat von den Beriihrpunkten
der Insphdre von by, auf den Widnden, die die Ecke Aa(O) ent-
halten, den Abstand

T (0)

2

= _1 . . — 2
=0 V6 ka 2= (p+1) Va ,

2a(0)a(k)

2-1ZV. V.- . .
% VIVJ aa(l)a(J)

wobei die Summationen lber i,j,k = 0,...,p+1 laufen (mit

der Konvention g = 0 fir alle k = 0,...,n) und

VOL den Inhalt (= das Volumen) von By

Vk den Inhalt der der Ecke Aa(k) gegeniiberliegenden

Wand von Aa und
0 = ka die "Oberfldche" von Aa
bezeichnet; alle diese GréBen V, Vk' 0 sind offensichtlich
durch die Kantenlé&ngen aij ausdriickbar. Im Falle p < n-1
gehdrt jede Ecke von A zu mehreren (p+1)-dimensionalen
Seiten Aa' AB,... von A und die angekiindigte algebraische
Bedingung 1&B8t sich beschreiben durch

Ta(0) = TB(O)’

immer wenn Aa(O) = AB(O)'

Sind AO = 0, A1""’An die Ecken eines solchen n-Simplexes
im Vektorraum R, so ergibt sich der Mittelpunkt der in (1)
genannten Hypersphédre als die wohlbestimmte L&sung des
linearen Gleichungssystems

_ 2 2_2
Ai-X = (r0+aOi ri)
fir i = 1,...,n; ihr Radius ist darum gegeben durch
o2 _ Mz_rz _
0 2
0 r’ 1
1 1 2 ’ 2 2
n+ -
(—5) «det ry aij 1 e(ntv) =,
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eine Formel, die die Radien der Hypersphdren aus (3) und
die Kantenldngen des gegebenen Simplexes enthdlt. Man kann
nun zwar die Radien rs fir i = 0,...,n noch durch die Kan-
tenldngen ausdriicken - das wird dann sehr uniibersichtlich -,

aber fiir p # 1 nicht umgekehrt.

Damit wird die Sonderrolle der Kantensphdren in diesem Zu-
sammenhang deutlich. Sie beruht darauf, daB ein Tangenten-
simplex durch die Radien der sich paarweise beriihrenden
Sphdren um die Ecken eindeutig bestimmt ist, eine analoge
Aussage im Fall p # 1 aber nicht gilt. Flir p = 0 ist das
unmittelbar klar, da gilt ja r, = 0 fir alle i, aber man
konstruiert auch leicht verschiedene Tetraeder mit der
Eigenschaft, daB entsprechende Ecken von den Beriihrpunkten
der Inkugel gleiche Abst&nde haben.

Zwei nun vielleicht auf der Hand liegende Problemkreise
bleiben offen: die Konstruktion nichttrivialer n-Simplizes
mit den in Satz 1P genannten Eigenschaften und die Frage
nach der Abhdngigkeit dieser Bedingungen filir verschiedene
p voneinander, d. h. beispielshalber, ob die Existenz einer
Kantensphdre die Existenz einer die p-dimensionalen Seiten
des n-Simplexes beriihrenden Sphdre (mit p > 1) impliziert
oder nur unter sehr einschrédnkenden Bedingungen zul&d8t.
(Man denke etwa daran, daB die gleichzeitige Existenz von
Kantenkugel und Raumh&henschnittpunkt bei einem Tetraeder
zur Folge hat, daB mindestens ein Seitendreieck gleichsei-
tig ist und auch die ibrigen Kanten die gieiche Linge
haben [11].)

Zum AbschluB sei noch erwdhnt, daB Junghann [14] in Analo-
gie zu den Ankreisen eines ebenen Dreiecks auch Kugeln un-
tersucht hat, die einige Kanten eines Tetraeders in inneren
Punkten, die Ubrigen aber in Punkten ihrer Verldngerungen
bertihren. Er spricht in diesem Fall von anschlieBenden
Tangententetraedern, im Gegensatz zu den umschlieBenden.

Welch weites Feld fiir Verallgemeinerungen sich hieraus
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ergibt, kann man vielleicht daran ermessen, daB schon die

Diskussion der Ankugeln am Tetraeder einigen Aufwand er-—
fordert [11].
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