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Scumipt, E.: Affin-regulare n-Ecke und ihre regularen
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ScuonwaLp, H. G.: Zu »Eine einfache Polynomdar-
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J. Dufner i
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J. Kuppe
STEINER, A.: Der Satz von Pythagoras

THomMas, B.: Systemtheoretische Konzepte fur facher-
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ner-Lemma
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EnceLHARDT, W.: Columbus kommt - Die Européer
planen eine Raumstation

- Space Telescope

Haasg, E.: Auswertbarer Modellversuch eines Doppel-
sterninterferometers

Heise, H.: Mechanische Kippschwingungen

HerrmaNN, F.: Eine elementare Einfithrung in die
Physik des Drehimpulses

HornNaceL, J. K.: Der Foucaultsche Pendelversuch im
Klassenzimmer

JAKEL-FESsENMAIER, CH.: Der »Looping« - unter die
Lupe genommen

Junce, H.: Die Brownsche Molekularbewegung, beob-
achtet in der Millikan-Kammer. Eine quantitative
Auswertung zur Bestimmung der Boltzmann-Kon-
stanten
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modore 64, Teil 3

LuchuNEr, K.: Realbeobachtung und Vorstellungsver-
moégen - Ein einfaches Demonstrationsmodell zur
Erklarung der scheinbaren Sonnenbahn

MEeLcHER, H.: Analyse physikalischer Meflkurven mit
Sattigungscharakter

II

150
451

202

64, 128, 192, 256, 320, 384, 448, 512

91

415

129

477
410

274

156

210

86
482

406

25
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W. Theis
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PramscHOFER, K.: Zur Didaktik der Protoneniiber-
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AsseLBorN, W.: Computersimulation im Chemieunter-
richt

Brume, R.: Modellversuche zur katalytischen Abgas-
reinigung
Dierks, W.: Fragen und Ergebnisse fachdidaktischer
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gang »Stoffe und Stoffumbildungen« und in den
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lehrpléanen auf der Sekundarstufe I

Hamann, C. H.: Neue Sekundarbatterien fiir die Elek-
trotraktion

JanseN, W. - FickenFrericHs, H. - FLINTJER, B. -
MartuscHEK, C. - PEPER-BIENZEILER, R. - RALLE,
B. - Wienekamp, H.: Geschichte der Chemie im

Chemieunterricht - das historisch-problemorien-
tierte Unterrichtsverfahren

Tell 1 .o
Teil 2 .o

KEUNE, H. - WINKLER, A.: Zur Anderung des raum-
lichen Baues von Molekiilen bei chemischen Reak-
tionen - Die Anderung der Chiralitit bei Substitu-
tionsreaktionen

Kosger, F.: Lavoisier contra Stahl
- Berichtigung

RALLE, B. - JaNseN, W.: Zur Behandlung des chemi-
schen Gleichgewichts und des Massenwirkungsge-
setzes in der Sekundarstufe II der Gymnasien unter
Einbeziehung der geschichtlichen Entwicklung
Teil 1

Scumipt, H.-J.: Die geplante Verfihrung - zur Er-
mittlung von Schiilervorstellungen beim st6chio-
metrischen Rechnen

ScuMIpT, M.: Gesicherte Experimentalbefunde - Hy-
pothesen im Wandel. Einige Beispiele aus dem Pro-
blemkreis des Chemieunterrichts

502

352

298

330

348

354
198

356

282

457

321
391

488
73
431

161
220

33

v

SCHWANKNER, R. J. - EiswirtH, M.: Alpha-Zerfall in
einer kontinuierlichen Nebelkammer - Zusammen-

hang zwischen Zerfallskonstante und Energie .... 139
SumrLETH, E. - GRaMM, A. - DannarT, F.: Analytik

der Citronensiure - Eine Unterrichtsreihe fir die

Jahrgangsstufe 13 ................ ... 415
WENzL, E.: Léslichkeit und Léslichkeitsangaben 94
WieperHoLT, E.: Zu den »Empfehlungen zur Gestal-

tung von Chemielehrplanen« .................. 104

Biologie

Dvira, K.: Unterrichtspraktische Versuche - Ein Weg

zur Verwissenschaftlichung des eigenen Unterrichts 98
ErBeRr, D. - KLEE, R.: Zwei Modelle zur Akkomoda-

tion des menschlichen Auges .................. 233
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Hanus, H.: Chemie in der Landwirtschaft - Segen

oder Fluch? ........ ... ... . ... ... ... 65
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Kiimr, D. - RUTHER, F.: Zwei neue Biologie-Filme

des WBF ... .. ... . i 237
Kieg, R. - ErBer, D.: Die Wirkung von Schwefel-

dioxid auf die Regulationsfahigkeit von Spaltoff-

nungen - Ein Schulversuch zum Thema Wald-

sterben (Saurer Regen) ....................... 494
LaHAUNE, G.: Der Gebrauch der Lupe als Mefinstru-

ment im Biologieunterricht .................... 227
LUrHjE, E.: Kunsthohlen fiir Flederméuse - Gedan-

ken uber die Behandlung eines Naturschutzprojek-

tes im Biologieunterricht

Tell 1 oo 287

Tell 2 oo 360
Pont, E.: Chemische Untersuchung von FlieRgewas-

sern im Biologieunterricht ................. 39, 298
Scuwarz, E.: Experimentelle Erarbeitung von Streu-

salzeffekten ............. ... ... ... ... 425
WukeTtits, F. M.: Evolutiondre Erkenntnistheorie -

die neue Synthese von Natur und Geist ......... 385

Allgemeines

Deppert, W.: Uber den Zusammenhang von Mathe-

matik, Physik und Philosophie. Gedanken zum

Werk Hermann Weyls ....................... 449
KLEIN, A.: Begriiflungsansprache auf der Festsitzung

(Hauptversammlung in Wiirzburg) ............. 257
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stufe I bzw. II und fiir den Computer-Einsatz im
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Jahrestagung der NVON .................... ... 239
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240, 304, 369, 433

Bericht Uber die 78. Hauptversammlung vom 23. bis

27. Marz 1986 in Wirzburg ................... 298
Mitgliederversammlung auf der 77. Hauptversamm-

lung in Wirzburg am 26. 3. 1986, 15.30 Uhr .... 302
Kassenbericht 1985 ............. .. ... ... ... ... 304
Offener Brief an die Kultusminister der Lénder in

der Bundesrepublik Deutschland ............... 432
Aus den Landesverbédnden
Baden-Wirttemberg ............. ... ... ... 110, 369
Bremen: Bezirksgruppe Bremerhaven ............. 111
Hessen ......... .. ... i 111
Niedersachsen: Bezirksgruppe Emsland ........... 112
Nordrhein ......... ... . ... ... . i . 112
Saar ... 113
Schleswig-Holstein . ......................o..u.. 113
Stdbayern .......... ... oo il 180,432
Westfalen ........ ... ... ... .. il 114
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Allgemeines

ARBEITSKREIS ENERGIE DER DPG: Warnung vor einer

drohenden Klimakatastrophe .................. 240
Brank, R. - ScHreip, A.: Berufsaussichten fur Che-
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EncEL, A.: XXVI. Internationale Mathematik-Olym-
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(IMO) . 434
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gebaudes ......... e 372
Heise, H. - Linp, G.: 16. Internationale Physikolym-
piade 1985 - 2. Platz fiir die Bundesrepublik .... 50
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Scumipt, H.-J.: 6. Dortmunder Sommersymposium 372
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Tagungsankiindigungen
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BESPRECHUNGEN

Zeitschriften

DL, O.: Chemie
Oktober 1985 bis Marz 1986
April bis September 1986

Govr, E. - Gorr, S.: Biologie
April bis September 1985
Oktober 1985 bis Marz 1986

KrUGER, H.: Physik
Juli bis Dezember 1985
Januar bis Juni 1986

Noack, H.: Mathematik
Juli bis Dezember 1985

SoLonpz, W. - STARkE, G.: Mathematik
Januar bis Juli 1986

Biicher

Mathematik

AmaNN, H.: Gewdhnliche
(D. Riithing)

BeckER, G. u. a.: Neue Beispiele zum Anwendungs-
orientierten Mathematikunterricht in der Sekundar-
stufe I (Band 2) (G. Starke)

BicarLke, H.-G.: Kugelgeometrie (J. Schonbeck)

BLum, W. - TOrner, G.: Didaktik der Analysis
(D. Riithing)
BrumaNn, G. W.: Problem Book for First Year Cal-
culus (W. Solondz)
Boume, G. (Hg.):
(J. Kiister)
Borovenik, M.: Was bedeuten statistische Aussagen?
(D. Riithing)
BosLer, U. u. a. (Hg.): Grundbildung Informatik -
Ziele, Anregungen, Beispiele (G. Starke)

BromM, K. U.: Anwendungen fur BASIC-Taschen-
computer (G. Starke)

Differentialgleichungen

Prifungsaufgaben Informatik

DEUTLER, T - SCHAFFRANEK, M. - StEINMETZ, D.:
Statistik-Ubungen im wirtschaftswissenschaftlichen
Grundstudium (H. Wiedling)

EsBiNgHAUS, H.-D. u. a.: Zahlen (R. Bodendiek) . ...

Frank, C.-G. - STADLER, U. - BURGER, P. - KRETSCH-
MER, P.: Lineare Algebra fur Wirtschaftsgymnasien
(J. Ramcke)
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319

444
61

VI

Frey, G.: Elementare Zahlentheorie (R. Bodendick) . .

GaL, I. u. a.: Mathematik fiur Wirtschaftswissenschaft-
ler Bd. 1: Lineare Algebra - Bd. 2: Analysis -
Bd. 3: Lineare Optimierung (H. Wiedling)

Gericke, H.: Mathematik in Antike und Orient
(J. Kiihl)

GratreLp, M. (Hg.): Anwendungsprobleme im Ma-
thematik-Unterricht der Sekundarstufe I (W. Olsson)

Gotas, H. G.: Einfihrung in die Datenverarbeitung
(W. Olsson)

HEeRING, E.: Software Engineering (G. Walther) . ...
HerrMAaNN, D.: Numerische Mathematik (G. Starke)

Hevmann, H. W. (Hg.): Mathematikunterricht zwi-
schen Tradition und neuen Impulsen (R. Bodendiek)

JaEcer, J. - Scuupp, H.: Curriculum Stochastik in
der Hauptschule (K. Baginski)

Kaier, E.: BASIC-Programmierbuch (W. Olsson) . ..

- BASIC-Wegweiser fir den Commodore 64 (W. Ois-
son)

KoEecHER, M.: Lineare Algebra und analytische Geo-
metrie (R. Bodendiek)
Krorr, W.: Grund- und Leistungskurs Analysis. Bd. 1:
Differentialrechnung 1 (M. Sienknecht)

Lorenz, J. H. (Hg.): Lernschwierigkeiten: Forschung
und Praxis (R. Bodendick)

PiepeR, H.: Zahlen aus Primzahlen. Eine Einfithrung
in die Zahlentheorie (R. Bodendiek)

Ponrmann, D. (Hg.): Materialien zum Kursunterricht
Mathematik. Teil 1, 2, 3 (4. Bikner)

PyensoN, L.: Neohumanism and the Persistance of Pure
Mathematics in Wilhelmian Germany (H. Kihl) ..

ReEiss, K. - SteiNer, H.-G. (Hg.): Mathematikkennt-
nisse - Leistungsmessung - Studierfahigkeit (R. Bo-
dend:ek)

RemMERT, R.: Funktionentheorie I (R. Bodendiek) . . .

REesnikorr, H. L. - WEeLLs, R. O.: Mathematik im
Wandel der Kulturen (H. Kiihl)

RoLike, K.-H.: Grundkurs in PASCAL (W. Olsson)

Scuumny, H. (Hg.): BASIC und PASCAL im Ver-
gleich (W. Olsson)

SmuLLyYAN, R.: Dame oder Tiger? (R. Bodendiek)
StampE, E.: Repetitorium Mathematik (G. Starke) ..

VorLratH, H.-]J.: Methodik des Begriffslehrens im
Mathematikunterricht (G. Starke)

WaHNER, W.: BASIC Programmieren lernen mit Sy-
stem fir alle Commodore Computer (G. Walther)
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Physik

BeckEer, F.: Neue Erkenntnisse Giber die Aggregat-

zustinde der Materie und .ihre Umwandlungen
(J. Bruhn)

BLECKMANN, A.: Physik mit vollstindig durchgerech-
neten Beispielen (G. Becker)

BorN, M.: Physik im Wandel meiner Zeit (E.-R.
Mewes)

Diaz-SantaniLLa, G.: Technik der Solarzelle (H.
Glunde)

FEICHTINGER, H.: Programmierpraxis mit dem 6502.
Tips und niitzliche Programmbeispiele in Maschi-
nensprache (J. Bruhn)

- Mit Computern steuern. Aufbau und Anwendung
von Einplatinen-Mikrocomputern (J. Bruhn)

Finzer, H.-U.: Prifungsfragen Physik (H. Racethjen) .

FrANKLIN, B.: Briefe von der Elektrizitat (E. Ddssel)

Henker, H. R.: Astronomie - Eine Einfithrung far
Schulen, Volkshochschulen und zum Selbststudium
(E.-R. Mewes) ................ .. .ciiii...

Herpy, M. - BErka, J.-C.: Aktive RC-Filter (E. Ds-
sel)

HicATSBERGER, M. J.: Physikalische Problemstellungen
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Aus der Schulpraxis

- Fur die Schulpraxis

Vorschlage fiir Raumgeometrie in der Mittelstufe!

Von RupoLr FriTscH

Mit 14 Abbildungen

Der systematische Geometrieunterricht beginnt in Klasse 7
mit einfachen raumgeometrischen Uberlegungen und endet in
Klasse 10 gelegentlich mit etwas Stereometrie oder darstellender
Geometrie. Dazwischen liegt eine lange Periode mit fast nur
ebenen Betrachtungen. Mit den entwickelten Methoden der
ebenen Geometrie lassen sich aber auch einfache raumgeometri-
sche Beziehungen herleiten, die gelegentlich in den Unterricht
einfligfen sollten. Eine besondere Rolle sprelt daber das (allge-
meine) Tetraeder: es ist das raumliche Analogon des ebenen
Dreiecks. Uberhaupt fiihrt der Gesichispunkt der Analogie-
Ubertragung von der Ebene in den Raum zu anschaulichen und
interessanten Ergebnissen.

! Vortrag auf der 76. Hauptversammlung des Deutschen Vereins zur For-
derung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts in
Braunschweig 1985.

1 Einleitung

Unbestritten gehort die Vermittlung eines raum-
lichen Anschauungsvermégens zu den wesentlichen
Zielen der allgemeinbildenden Schule. Im Prinzip han-
delt es sich dabei um eine facheribergreifende Auf-
gabe:

- Gegenstandsbeschreibungen bt man im Sprach-
unterricht,

- um die Darstellung rdumlicher Figuren geht es
haufig in der Kunst,

- der Geograph erklart den Raum um unsere Erde.
Der wichtigste Platz dafiir ist aber der Geometrie-

Unterricht, und da geschieht meines Erachtens zu

wenig. Gerade in der Mittelstufe, d. h. genauer in den

Klassen 7 bis 10, beschrankt man sich zu grofien Teilen
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auf die Planimetrie. Fir diesen Bereich moéchte ich
Thnen nun einige Vorschldge zur Anreicherung mit
raumlichen Betrachtungen vortragen. Mir geht es
dabei nicht um eine Anderung der Lehrplane. Ich
meine, dafl die vorhandenen Curricula dem Lehrer ge-
ntgend Freiraum lassen, gelegentlich von der Ebene
abzuheben. Zur Vermeidung von Mifiverstandnissen
mochte ich aber von vornherein betonen, daf das fol-
gende Material nicht als geschlossenes Paket fir den
Unterricht gedacht ist; das wirde wirklich zuviel Zeit
in Anspruch nehmen. Etwas davon habe ich gerade
selbst in einer 8. Klasse unterrichtet, und so ist mir
klar, wie schnell, d. h. wie langsam, man vorwirts
kommt. Ich biete Thnen Anregungen, von denen die
eine oder andere an passender Stelle in die Klasse ein-
gebracht werden kénnte. Dafl das im Moment so wenig
geschieht, liegt aber wohl auch daran, dafl bedauer-
licherweise in der Lehre an den Hochschulen diese
doch sehr anschaulichen Dinge stark vernachlassigt
werden.

2 VWiefindet man Sitze der riumlichen Geometrie?

Nun aber zur Sache: Nach einer propadeutischen
Raumlehre bis einschliefllich Klasse 6, in der einfache
Flachen und Kérper behandelt werden, beginnt tb-
licherweise in der 7. Jahrgangsstufe der systematische
Geometrie-Unterricht. Der Einstieg erfolgt durchaus
Uber raumliche Betrachtungen, danach kommt man
aber relativ schnell zur Dreiecks- und Viereckslehre,
zum Kreis und zur ebenen Trigonometrie. Die Jahre
vergehen bis Klasse 10, wo je nach Lehrplan noch
etwas Stereometrie oder darstellende Geometrie, viel-
leicht auch spharische Trigonometrie, moglicherweise
aber gar nichts Raumliches mehr behandelt wird.

Jedoch man beginnt mit den Inzidenzen von Punk-
ten, Geraden und Ebenen im Raum; man klart die
moglichen Lagen von zwei Geraden, von einer Gera-
den und einer Ebene zueinander. Begriffe wie Paralle-
litat und Orthogonalitat werden durchaus unter raum-
lichen Gesichtspunkten eingefiihrt. Hier will ich gleich
eine simple, aber fiir meine Absichten sehr niitzliche
Erganzung zum Ublichen erwahnen, die H. T1ETZ in
Hannover einmal explizit formuliert hat [11]. Es han-
delt sich um den kleinen Satz:

Vier Geraden, die sich paarweise schneiden, liegen in einer
Ebene oder gehen durch einen Punkt.

Diese Tatsache ist leicht einzusehen. Wir nehmen
uns zwei dieser vier Geraden her; sie schneiden sich
und bestimmen eine Ebene E (Abb. 1). Gehen die bei-
den anderen Geraden durch den Schnittpunkt, so sind
wir fertig. Andernfalls haben wir eine dritte Gerade,
die beide schneidet, aber nicht durch den Schnittpunkt
geht: Sie hat demnach mit der Ebene E mindestens
zwei verschiedene Punkte gemeinsam, liegt also ganz

Abb. 1

in E. Die vierte Gerade, die die drei anderen schneidet,
muf dieses in mindestens zwei verschiedenen Punkten
der Ebene E tun - es kénnen auch drei verschiedene
Schnittpunkte auftreten - und gehért deshalb auch
ganz zu E.

Bevor ich mit der Mathematik fortfahre, will ich
Thnen noch das Fabrikgeheimnis verraten, das zu den
folgenden Einsichten fiihrt. Ich bin nadmlich iberzeugt,
daf diese eigentlich metamathematischen Uberlegun-
gen den Lehrer, aber auch die Schiiler in die Lage ver-
setzen, Satze und Beweise der raumlichen Geometrie
selbst zu finden, die zwar nicht absolut neu sind, aber
nicht in den iiblichen Lehrbiichern stehen und durch
den Reiz der eigenen Entdeckung zu besonders positi-
ven mathematischen Erfahrungen fithren. Es handelt
sich
1. um den Gedanken, ebene Erkenntnisse auf dem

Wege der Analogiebildung in den Raum zu iiber-

tragen, und
2. um die Beachtung der Tatsache, dafl - im Gegen-

satz zur Situation in der Ebene - raumliche Objekte
der Dimension 1, das sind Geraden und Kurven
und Stiicke von solchen, grundsitzlich verschieden
sind von Objekten der Kodimension 1, das sind

Ebenen und krumme Flichen und Stiicke von

solchen.

Ein einfaches Beispiel dafiir bildet der Begriff des
Lotes (Abb. 2):

In einer Ebene gibt es zu einer gegebenen Geraden durch einen

gegebenen Punkt genau eine Lotgerade.

Im Raum gibt es zu einer gegebenen Ebene durch einen gege-

benen Punkt genau eine Lotgerade,

zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt

genau eine Lotebene.

Wenn wir diesen Gedanken weiterverfolgen, kom-
men wir fast unmittelbar zum Begriff der Mittelsenk-
rechten bzw. des Mittelpunktes (Abb. 3). In der Ebene
haben wir die Mittelsenkrechte einer Strecke, eine Ge-
rade, als den geometrischen Ort aller Punkte, die von
den Endpunkten der Strecke, zwei voneinander ver-
schiedenen Punkten, gleiche Abstéinde haben, und den
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Umkreis-Mittelpunkt eines Dreiecks, das ist der ein-
deutig bestimmte Punkt, der von den drei Ecken des
Dreiecks, drei Punkten, die nicht in einer Geraden
liegen, gleiche Abstinde hat.

Im Raum finden wir zunéchst die mittelsenkrechte
Ebene zu einer durch zwei verschiedene Punkte be-
stimmten Strecke und das Mittellot zu einem durch
drei nicht in einer Geraden liegende Punkte bestimm-
ten Dreieck: Zu jeder der drei Seiten des Dreiecks
haben wir eine mittelsenkrechte Ebene, und diese drei

Ebenen schneiden sich in einer Geraden (Abb. 4). Aber
jetzt liegt noch ein nachster Schritt auf der Hand. Im
Raum lafit sich die Reihe »zwei verschiedene Punkte«,
»drei Punkte nicht auf einer Geraden« noch um ein
Glied verlangern, namlich »vier Punkte nicht in einer
Ebene«. Das von vier solchen Punkten bestimmte
raumliche Gebilde ist ein neues interessantes geometri-
sches Objekt, das dreidimensionale Analogon des
ebenen Dreiecks, das Tetraeder! Bis zur »Tetrapak-
Affare« war unseren Schillern dieser Korper als Milch-,
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Kakao- und Limonadenbehéiltnis wohlbekannt, aber
auch jetzt gibt es mit einer anschaulichen Vorstellung
keine Schwierigkeiten: allerdings durfte die Bezeich-
nung als dreiseitige Pyramide gelaufiger sein.

Bevor wir uns dem systematischen Studium des Te-
traeders zuwenden, das auf wissenschaftlicher Ebene
mit einer 1775 verdffentlichten Arbeit von LAGRANGE
(1736-1813) begann [8], sollten wir erst die hinfiih-
rende Idee abschliefen. Sie fordert ja nun einen Punkt,
der von vier nicht in einer Ebene liegenden Punkten
gleiche Abstande hat. Dessen Existenz ergibt sich ein-
fach: Wir nehmen drei der vier Punkte, sie kénnen
nicht auf einer Geraden liegen und bestimmen deshalb
ein Dreieck; dessen Mittellot / ist der geometrische Ort
aller Punkte, die von ihnen gleiche Abstande haben.
Die mittelsenkrechte Ebene zu einem dieser drei und
dem vierten Punkt kann nicht parallel zur Geraden !/
sein, wird also in genau einem Punkt von [ geschnitten:
das ist der gesuchte Punkt (Abb. 5). Etwas systemkon-
former, aber vielleicht umstandlicher ist die folgende
Argumentation: Je drei der vier gegebenen Punkte be-
stimmen ein Mittellot. Es gibt vier solcher Mittellote,
sie liegen sicher nicht in einer Ebene. Aber je zwei die-
ser Mittellote liegen in einer Ebene, der mittelsenk-
rechten Ebene zur gemeinsamen Kante der zugehori-
gen Dreiecke. Keine zwei der Mittellote kénnen aber
parallel sein, sonst lagen die vier gegebenen Punkte ja
in einer Ebene. Also schneiden sich je zwei dieser Mit-
tellote, und damit gehen alle vier nach dem eingangs
genannten Satzchen durch einen Punkt.

3 Die Eulersche Gerade im Tetraeder

Nun kann man ein Stlick weit eine Tetraederlehre
entwickeln, die sich an den vertrauten Stoffen der Drei-
eckslehre orientiert. Den drei Ecken eines Dreiecks
entsprechen dabei die vier Ecken eines Tetraeders. Der
Begriff der Dreiecksseite zerfallt aber wieder: den drei
Seiten eines Dreiecks entsprechen einerseits sechs Kan-
ten, die drei Paare von Gegenkanten bilden, und ande-
rerseits vier Seiten(dreiecke) eines Tetraeders.

Hierbei sollte man erklaren, daf das Wort »Tetra-
eder« zu deutsch »Vierflichner« bedeutet, also die Ter-
minologie auf die vier Seiten und nicht auf die vier
Ecken des Tetraeders Bezug nimmt, was sich auch aus
den Benennungen der platonischen Kérper ergibt. Bei
einem direkten Einstieg in die Geometrie des Tetra-
eders anhand von Modellen habe ich auch gute Erfah-
rungen damit gemacht, zunédchst das Tetraeder seinem
Namen gemaf als einen von vier ebenen Dreiecken be-
grenzten Korper zu definieren. Beim Abzahlen von
Kanten und Ecken kamen wir dann auf die Tatsache,
daf vier nicht in einer Ebene liegende Punkte immer
genau ein Tetraeder bestimmen. Erst von da aus haben
wir die Analogie zum Dreieck hergestellt; aber nun ge-
lang es sogar einer sehr schwachen Schiilerin, auch die
Strecke noch in das System miteinzubeziehen.

Abb. 6

Gunstig ist es, die Ecken eines Tetraeders (Abb. 6)
analog zum Dreieck 4, B, C, D zu nennen; die Kanten,
die Seiten des Dreiecks ABC sind in ublicher Weise
a, b, ¢ und die jeweiligen Gegenkanten d, &, ¢. (Man
muf natiirlich darauf hinweisen, dafi im allgemeinen
keine der vier Seiten eines Tetraeders ausgezeichnet
ist, dafl es aber fur konkrete Berechnungen oft bequem
ist, eine Seite als Basis und die gegentiberliegende Ecke
als Spitze anzusehen, was der Vorstellung von der drei-
seitigen Pyramide entspricht.)
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Analog zu Um-, In- und Ankreisen hat man Um-,
In- und Ankugeln beim Tetraeder, aber dariiber hin-
aus noch etwas Besonderes: die Kantenkugel. Sie exi-
stiert nicht immer, sondern dann und nur dann, wenn
die Lingensummen der drei Gegenkantenpaare einan-
der gleich sind, d. h.

a+d=b+b=c+<.

Einen fir die Mittelstufe geeigneten Beweis far
diese Aussage hat H. Tietz mit Hilfe seines Satzchens
angegeben [11]. Der Schlissel dazu liegt in der simplen
Beobachtung, dafl eine Kantenkugel die Seiten des
Tetraeders in den Inkreisen schneidet. Bemerkenswert
fand ich im Unterricht, daf die Schiiler, die gerade
Kreise am Dreieck und am ebenen Viereck behandelt
hatten, auf die direkte Frage »Was schneidet die Kan-
tenkugel aus einer Seite des Tetraeders aus?« keine
Antwort gegeben haben. Besser waren wohl zwei Fra-
gen gewesen:

1. Wie sieht der Durchschnitt einer Kugel mit einer
Ebene aus (deren Abstand vom Mittelpunkt der
Kugel kleiner ist als der Radius)?

2. Welcher Kreis in bezug auf das Seitendreieck ergibt
sich im speziellen Fall?

Weiter moéchte ich darauf aber nicht eingehen;
»Merkwiirdige Kugeln am Tetraeder« habe ich aus-
fuhrlich in [6] behandelt.

Schwerer zu finden ist die Verallgemeinerung
der Eulerschen Geraden auf Tetraeder, die MoONGE

(1746-1818) im Jahre 1811 angegeben hat [9]. Lassen
Sie mich deshalb dies etwas genauer ausfiuhren. Ich
finde es allerdings erschreckend, wie viele Mathema-
tikstudenten heute erklaren, in der Schule nie etwas
von der Eulerschen Geraden des Dreiecks gehért zu
haben. Ich schlage vor, wenn schon nicht die Eulersche
Gerade des Tetraeders, so doch wenigstens die des
Dreiecks im Unterricht anzusprechen (Abb. 7). Sie ist
ja der Ausdruck der merkwiirdigen Tatsache, dafl in
einem Dreieck Umkreismittelpunkt, Schwerpunkt
und Hoéhenschnittpunkt immer auf einer Geraden lie-
gen, und zwar so, daf der Schwerpunkt die Verbin-
dungsstrecke der beiden anderen Punkte im Verhaltnis
1:2 teilt. (Dies folgt einfach daraus, daf die zentrische
Streckung mit dem Schwerpunkt als Zentrum und dem
Faktor —2 die Seitenmitten des Dreiecks in die Ecken
und damit die Mittelsenkrechten in die Hohen ab-
bildet.)

Zunachst kommt es darauf an, drei entsprechende
Punkte in einem Tetraeder zu finden. Fir den Um-
kreismittelpunkt ist das klar: Wir haben ja vorhin
schon den Umkugelmittelpunkt M eines Tetraeders
bestimmt. Der Schwerpunkt im Dreieck ist der Schnitt-
punkt der Seitenhalbierenden und teilt jede von ihnen
im Verhiéltnis 1:2. Im Tetraeder finden wir einerseits
die kantenhalbierenden Ebenen, die sechs Ebenen, die
bestimmt sind durch eine Kante und den Mittelpunkt
der Gegenkante, und andererseits die vier Schwer-
linien, die die Ecken mit den Schwerpunkten der Ge-
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Abb. 8

genseiten verbinden. Jede kantenhalbierende Ebene
schneidet aus dem Tetraeder ein Dreieck aus. Betrach-
ten wir nun einmal ein spezielles dieser Dreiecke
(Abb. 8), das Dreieck ABM,, wobei M, natirlich den
Mittelpunkt der Kante ¢’ bezeichnet. Die Seite AM,, ist
Seitenhalbierende des Dreiecks ACD und enthalt den
Schwerpunkt Sg dieses Dreiecks, der sie im Verhaltnis
2:1teilt. Also finden wir im Dreieck ABM, die Schwer-
linie BSp des Tetraeders und ebenso die Schwerlinie
AS,: Wir sehen, dafl diese beiden Schwerlinien sich in
einem Punkt § schneiden. Eine Hilfslinie klart den
Sachverhalt vollstandig: Wir zeichnen die Parallele
zur Schwerlinie BSp durch den Punkt S,. Thr Schnitt-
punkt L mit der Seite AM, teilt die Strecke Sz, im
Verhaltnis 2:1, und damit teilt der Punkt Sp die
Strecke AL im Verhéltnis 6 : 2. Dieses Verhaltnis tiber-
tragt sich auf die Schwerlinie A4Sy, die also durch den
Punkt S im Verhaltnis 3:1 geteilt wird. Analog teilen
auch die beiden iibrigen Schwerlinien des Tetraeders
die Schwerlinie 4S5, im Verhéltnis 3:1. Also gehen alle

Schwerlinien durch den Punkt .S, den Schwerpunkt des
Tetraeders! Wir bemerken noch, dafl der Schwerpunkt
auch den Durchschnitt der sechs kantenhalbierenden
Ebenen des Tetraeders bildet.

Aber wie weiter? Natlrlich kann man von einer
Ecke aus das Lot auf die Gegenseite féllen. So erhalten
wir vier Raumhéhen. Aber einfache Modelle zeigen,
dafl diese Lote windschief aneinander vorbeilaufen
konnen! Es ist leicht zu zeigen - ich verweise dazu auf
die Bemerkung von H. Tierz [10] -, daf diese Raum-
hoéhen sich genau dann in einem Punkt schneiden,
wenn Gegenkanten zueinander orthogonal sind. Etwas
Vektorrechnung unter Benutzung des inneren Pro-
dukts fithrt dann noch auf die dquivalente algebraische
Bedingung: A2+a?=b2+b%=c+ 2

Das geht also nicht, jedenfalls nicht im allgemei-
nen! Aber wir haben ja noch die zweite Mdglichkeit:
Héhenebenen. Das war die Idee von MonGe. Wir be-
trachten die sechs Lotebenen zu den Kanten, die den
Mittelpunkt der jeweiligen Gegenkante enthalten. Fiir
jede Kante x bezeichne 4, die entsprechende Lotebene.
Eine gute Vorstellung von dieser Situation liefert die
orthogonale Projektion des Tetraeders in die Ebene des
Dreiecks ABC (Abb. 9). Es sei D' der Bildpunkt von D,
also der Fufpunkt der Raumhéhe durch D. Dann sind
die Bildpunkte M, M, M/der Kantenmittelpunkte
M,, My, M, die Mittelpunkte der Strecken AD', BD',
CD'. Die Ebenen h,, h;, h, werden in zu a bzw. b
bzw. ¢ senkrechte Geraden #,, &, A, durch die Punkte
M, My, M projiziert. Der Kernpunkt liegt nun darin,
daf sich ja das Dreieck M, MM aus dem Dreieck ABC

Abb. 9
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durch zentrische Streckung mit Zentrum D' und

Faktor % ergibt, dafl also seine Seiten parallel zu den

Seiten des Dreiecks ABC sind. Damit sind aber die
Geraden 4, &}, k, die Hohen des Dreiecks MyMuM),
und schneiden sich in einem Punkt H’, dem Hoéhen-
schnittpunkt! Nun folgt aber, daf die Ebenen 4,, A, A,
selbst eine Gerade gemeinsam haben, die Lotgerade /p,
zur Projektionsebene durch den Punkt H'. Analog fin-
den wir ausgezeichnete Lotgeraden l, Ip, Ic zu den
Tragerebenen der anderen Seiten des Tetraeders. Die
vier so erhaltenen Geraden sollte man als Hohen zwei-
ter Art bezeichnen. Sie liegen offensichtlich nicht in
einer Ebene, und keine zwei von ihnen sind parallel. Je
zwei liegen aber in einer der Ebenen 4,, z. B. liegen {;
und /¢ in der Ebene /.. Also schneiden sich je zwei die-
ser Hohen zweiter Art, und nach dem Satz von TieTz
gehen alle vier durch einen Punkt H. Dieser Punkt wird
in der Literatur als »Punkt von Monge« bezeichnet,
verdient aber in unserem Zusammenhang durchaus
den Namen Hohenschnittpunkt des Tetraeders. Es ist
auch leicht zu sehen, daf Héhen erster und zweiter Art
zusammenfallen, wenn sich die Raumhohen (Hohen
erster Art) in einem Punkt schneiden.

Nun wird behauptet, daf die so definierten merk-
wiirdigen Punkte M, Sund H des Tetraeders auf einer
Geraden liegen. Um das einzusehen, hat mein Student
B. BaNNEs in seiner Zulassungsarbeit fiir das Lehramt
an Realschulen eine einfache Methode angegeben. Es
geniigt ja offensichtlich nachzuweisen, daf die ortho-
gonalen Projektionen der drei Punkte in die Trager-
ebenen der Seiten des Tetraeders jeweils auf einer Ge-
raden liegen. Dazu betrachten wir wieder die Projek-
tion in die Ebene des Dreiecks ABC (Abb. 10).
Zunachst bemerken wir, dafl H' einerseits durch die
vorhin beschriebene zentrische Streckung aus dem
Hohenschnittpunkt Hp des Dreiecks ABC erhalten
werden kann und damit die Strecke D'Hp, im Verhalt-
nis 1:1 teilt, andererseits aber bereits das Bild von H

unter der orthogonalen Projektion darstellt. Da diese
Projektion Teilverhaltnisse erhilt, folgt auflerdem,
daf das Bild S’ des Schwerpunkts S die Strecke D'Sp,im
Verhiltnis 3 :1 teilt. Nun gibt es wieder eine geeignete
Hilfslinie: Wir ziehen die Parallele zur Geraden S'H’
durch den Punkt Sp; sie schneide die Gerade D'Hp, in
dem Punkt K. Der Punkt H' teilt dann die Strecke D'’K
auch im Verhaltnis 3:1. Aber daraus folgt, dafl der
Punkt K die Strecke H'Hjy im Verhaltnis 1:2 teilt.
Dieses Verhiltnis uibertragen wir wieder auf die Ge-
rade SpHp. Es folgt, daf der Punkt S; die Verbin-
dungsstrecke des Schnittpunkts der Geraden S"H’ und
SpHp mit dem Punkt Hp ebenfalls im Verhaltnis 1:2
teilt. Nach dem Satz iiber die Eulersche Gerade eines
Dreiecks ist dann aber dieser Schnittpunkt gerade der
Umkreismittelpunkt Mp des Dreiecks ABC, und dieser
wiederum ist offensichtlich identisch mit der orthogo-
nalen Projektion M' des Umkugelmittelpunktes M.
Also liegen die Projektionen M’, §', H' auf einer Gera-

"den, was zu beweisen war. Aus der Figur lesen wir

schliefllich noch die folgenden Streckenverhaltnisse ab:
SH':SpK=3:4, MH':SpK=3:2.

Hieraus folgt, daf S’ der Mittelpunkt der Strecke M'H'
ist. Also liegen die merkwiirdigen Punkte M, S und H
nicht nur auf einer Geraden, der Eulerschen Geraden
des Tetraeders, sondern der Punkt § teilt auch die
Strecke MH im festen Verhaltnis 1:1! (Der Ubergang
vom Verhaltnis 1:2 in der Ebene zum Verhiltnis 1:1
wird nur verstandlich, wenn man die ganzen Uberle-
gungen n-dimensional durchfithrt, was mit Hilfe der
linearen Algebra aus der Anfangervorlesung leicht
moglich ist, aber natiirlich {iber den hier gegebenen
Rahmen weit hinausgeht. Das Teilverhiltnis dieser
drei Punkte in einem 7-Simplex betragt (n—-1):2,
vgl. [3].)

Es gibt noch einen anderen Weg zur Eulerschen
Geraden des Tetraeders, der analog zur Konstruktion
im Dreieck verlauft. Er braucht jedoch eine kleine,
aber auch fiir sich interessante Vorbereitung.

In einem Tetraeder halbiert der Schwerpunkt die Verbin-

" dungsstrecken der Mittelpunkte eines jeden Gegenkanten-
baares.

Um das einzusehen, betrachtet man wieder das
Dreieck ABM_ und die darin liegenden Schwerlinien
AS,, BSgmit ihrem Schnittpunkt S (Abb. 11). Als Hilfs-
linien ben6tigt man die Gerade M_.S und ihre Parallele
dazu durch S4. Erstere schneide die Kante AB in U,
letztere in V. Aus der Figur liest man ab:

AU:UV=3:1, BU:UV=3:1,
also U=M,, und
US:VSy=3:4, UM,:VS,;=3:2.
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Hieraus folgt, daf der Schwerpunkt S die Strecke
UM, = M M, halbiert.

Aus diesem Hilfssatz folgt nun aber sofort, daf die
Spiegelung am Schwerpunkt § (zentrische Streckung
mit Zentrum § und Faktor -1) die mittelsenkrechten
Ebenen zu den Kanten in die Héhenebenen, die Mit-
tellote zu den Seiten in die Hohen zweiter Art und den
Umkugelmittelpunkt in den Punkt von MoNGE iiber-
fihrt, womit alles bewiesen ist.

4 Der dreidimensionale Satz des Pythagoras

Nach diesem grofleren Block nun ein kleines

Thema: der dreidimensionale Satz des Pythagoras.
Fiir die Seitenflichen F,, Fg, Fi, Fy, eines Tetraeders, be
dem die an der Spitze D zusammenstofenden Seiten dort alle
einen rechten Winkel aufweisen, gilt

Fj+F3+ F¢=Fp.
 Die Voraussetzung besagt
be da al
AT I S
2778 2077

a?=b2+2, B2=c?+a?, 2=d?+02.

FA =
und

Daraus kénnte man F3 mit Hilfe der Heronischen
Formel berechnen und auf die gewiinschte Form brin-
gen. Aber auch die Heronische Formel ist heutzutage
fast aus dem Schulunterricht verschwunden, und das
Einsetzen ist zugegebenermafien nicht leicht. Der Satz
1aflt sich - mit einem Trick - auch einfacher begriin-
den. Dazu stellen wir zur Abwechslung das Tetraeder
einmal als Pyramide mit dem Dreieck ABD als Basis
vor (Abb. 12). Wir bezeichnen mit % die zur Ecke C ge-
horige Hohe des nunmehr schrigliegenden Dreiecks
ABC und mit /' ihre Projektion in die Basis: das ist die
zur Ecke D gehorige Hohe der Basis. Damit berechnen
wir

oy

also A = ——, und damit
¢

'2[,'2
h2=c'2+h'2=c'2+ac2 ,
woraus sich schliefilich ergibt
R c2h? 2% + a2 B b2¢2 %a? . a?h?
D="¢ ~T & & & 4

Dieser Satz hat eine interessante Geschichte. Er
wurde von zwei Franzosen am Ende des 18. Jahrhun-
derts als ihr geistiges Eigentum in Anspruch genom-
men, in [12] von dem Baron TINSEAU D’AMONDANS
(1748-1822), einem Schiiler von MoNGE, der aber die
Mathematik bald aufgab und sich ganz dem Kampf
gegen die Revolution verschrieb, und in [7] von dem
Abbé Gua DE MALVEs (1712-1786), dem ideellen Be-
griunder der Enzyclopédie frangaise. Wie BUZENGEIGER
(1771-1835) aber in einem Brief an seinen Schiiler
KarL FeuerBacH (1800-1834) bemerkt, stammt der
Satz in Wirklichkeit von dem Ulmer Rechenmeister
FauLHABER (1580-1635), der ihn 1622 veroffentlichte
[2] und dem auch Descartes’ (1596-1650) Anteil an
der Eulerschen Polyederformel zugeschrieben wird.
Allerdings muf man zugeben, daf TINSEAU eine etwas
starkere Aussage formuliert: Das Quadrat eines ebenen
Flichenstiickes im Raum ist gleich der der Summe der Quadrate
seiner Projektionen auf die Koordinatenebenen.

5 Kantenwinkel und Dreiecks-Ungleichung
im Tetraeder

Einen anderen Gegenstand, der umfangmafig
klein gehalten, aber auch beliebig ausgeweitet werden
kann, bildet die Betrachtung der Kantenwinkel eines
Tetraeders. Auch dazu gibt es Veréffentlichungen in
den Jahren 1981 [5] und 1983 [1], so daf ich mich hier
wieder kurz fassen darf. Man kann zwei Problemkreise
angehen. Den einen bilden die moglichen Verteilun-
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gen spitzer, rechter und stumpfer Winkel, den anderen
die Summe der Kantenwinkel. Ich sollte hier berich-
ten, daf bei meinem Unterricht nach der Erlauterung
der Analogie zwischen Tetraeder und Dreieck auf
meine Frage, welche Dreieckssitze wohl auf ihre Uber-
tragbarkeit gepruft werden kénnten, spontan der Win-
kelsummensatz genannt wurde. Ich habe dann einige
Grenzfalle besprochen und als Hausaufgabe unter
anderem gestellt, die Tetraeder zu basteln, die man in
zwei bestimmten Weisen aus einem Wiirfel mit der
Kantenlange 10 cm herausschneiden kann: Im ersten
Fall sollten der Wiirfelmittelpunkt und drei in einer
Seitenflache liegende Ecken des Wiirfels die Ecken des
Tetraeders bilden, im zweiten Fall der Wiirfelmittel-
punkt, der Mittelpunkt einer Seitenflache des Wiirfels
und zwei nebeneinander liegende Ecken in dieser Sei-
tenflache. Ein Schiiler hatte schon beim Herstellen be-
merkt, dafl der ganze Wiirfel aus 12 Tetraedern des
ersten Typs zusammengesetzt werden kann, womit
man die schwierigeren Kantenwinkel findet: Drei die-
ser Modelle, richtig zusammengefligt, ergeben einen
Vollwinkel; also hat jeder der einzelnen Winkel das
Maf} 120°. So kamen wir in einem Fall auf eine Winkel-
summe von 420° und im anderen auf 435°. Grofies Er-
staunen loste dann aber die einfach zu begriindende
Tatsache aus, daf} trotzdem beim Tetraeder durch finf
Kantenwinkel der sechste bestimmt ist.

Zum Schluf mochte ich noch kurz das Thema
»Dreiecksungleichungen« ansprechen. Wasich dazu in
unserer Zeitschrift geschrieben habe [4], eignet sich
fast nur fir den Leistungskurs. Aber etwas lafit sich
dartiber auch in der Mittelstufe sagen. Sicher kann
man die notwendige Bedingung an die Seitenflachen
klarmachen: Die grofite Seite, als Basis betrachtet,
wird von den Projektionen der anderen Seiten iber-
deckt. Da sich aber solche Fliachen bei orthogonalen
Projektionen hochstens verkleinern, mufi also die
grofite Seitenflache kleiner sein als die Summe der drei
anderen. Das entspricht der Giblichen Dreiecksunglei-
chung: die grofite Dreiecksseite mufd kleiner sein als
die Summe der beiden anderen. (Natiirlich kann es bei
einem Tetraeder mehrere »grofite« Seiten geben.) Aus
vier Flachenmafizahlen, die diese Bedingung erfillen,
ein Tetraeder mit entsprechenden Seitenflichen zu
konstruieren, ist jedoch eine Aufgabe, fir die ich keine
Losung ohne Benutzung der linearen Algebra héherer
Klassen anbieten kann.

Wiederum kann man aber auch die Frage noch in
einer anderen Weise stellen: Welche Bedingung mis-
sen sechs Langenmafzahlen erfiillen, damit sie als
Kantenldngen eines Tetraeders auftreten kénnen?
Dies ist im allgemeinen noch schwieriger zu beantwor-
ten [4]. Es genigt jedenfalls nicht, dafl je drei von
ihnen, die sich zu einem Dreieck zusammenschlieffen

c
Abb. 13

sollen, die Dreiecksungleichung erfiillen. Das kann
man leicht an einem Bild (Abb. 13) erlautern: Es kann
ja vorkommen, daf das grofite der entstehenden Drei-
ecke grofer ist als die Summe der drei anderen! Auf
Grund der vorhin diskutierten notwendigen Bedin-
gung ist aber ein Tetraeder mit solchen Seiten nicht
moéglich. Auch eine weitere Uberlegung laft sich schon
in der 8. Klasse anstellen. Seien a, b, ¢, a, b'so gegeben,
daB sowohl das Tripel (a, b, ¢) als auch das Tripel
(d, b, ¢) die Dreiecksungleichung erfiillt. Ein Tetraeder
ware dann durch Angabe des an der Kante ¢ anliegen-
den Kantenwinkels g, eindeutig festgelegt (bis auf Ebe-
nenspiegelung), und dieser Winkel kann beliebige
Werte zwischen 0° und 180° annehmen (Abb. 14).
Fir die Kantenliange ¢ ergibt sich daraus eine un-
tere Grenze fur ¢, = 0° und eine obere Grenze fir
@, — 180°. Daf wirklich eine untere Grenze vorliegt,
ist anschaulich unmittelbar klar, an der oberen Grenze
kénnte man zweifeln. Ganz elementare trigonometri-
sche Betrachtungen liefern jedoch die Darstellung

¢=k-1" cosg,

mit &, [€IR*, woran das Monotonieverhalten von ¢ in
Abhiangigkeit von ¢, deutlich wird. Die Verwendung
eines Modells von zwei an einer Achse ¢ drehbar ange-
brachten Dreiecken macht diese Uberlegung wohl fiir
jeden interessierten Schiiler anschaulich und verstand-
lich.

Damit mochte ich schliefen in der Hoffnung, dafl
Ihnen diese Dinge auch unabhéngig von ihrer unter-
richtlichen Verwendbarkeit Freude gemacht haben
und vielleicht doch die eine oder andere brauchbare
Idee dabei war?.

2 Ich danke Herrn Studiendirektor M. HorFMmaNN fiir die Gelegenheit, in
seiner Klasse 8b am Pestalozzi-Gymnasium in Miinchen zu unterrichten, und
dem Max-Planck-Institut fiir Biochemie in Plan€gg-Martinsried fir die Mog-
lichkeit zur Herstellung dieses Manuskripts.
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