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Rudolf Fritsch
Gudermann, Bodenmiller und der Satz von Bodenmiller-Steiner

Es handelt sich um eine elementargeometrische Miniatur. Wir stellen den Satz von Bodenmiller-
Steiner vor, erzdhlen seine Geschichte und erértern Moglichkeiten zur unterrichtlichen Behandlung
in Ober- und Mittelstufe. Einem kurzen vektoralgebraischen Beweis stellen wir die synthetischen
Methoden gegeniiber, wie sie vor allem von M&bius entwickelt wurden; sie beruhen auf klassischen
Sétzen von Apollonius, Menelaos und Pappos.

1. Personliches

Karl Weierstrass (1815-1897) studierte in seiner Schulzeit das in der Bibliothek des
katholischen Gymnasiums Paderborn vorhandene (!) Crellesche Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik*. Der Vater zwang ihn jedoch zu einem ungeliebten Studium der
Kameralistik (heute Verwaltungs- und Finanzwissenschaft) an der Universitdt Bonn.
Dort fithrte er zwar als Student eine beriihmte Klinge, aber das Studium brach er erfolglos
ab. Eine Vorlesungsmitschrift des Miinsteraner Mathematikprofessors Christoph Guder-
mann (1798-1852) tliber die Theorie der elliptischen Funktionen wies ihm den Weg in
seine Zukunft. Er begann in Miinster ein sehr ziligig durchgefiihrtes Mathematik-Studium
und legte in kiirzester Frist das Lehramtsexamen ab; in Mathematik hatte er dabei
groBten Erfolg, jedoch wire er auf Grund seiner schwachen Leistungen in den
Nebenfédchern beinahe wieder gescheitert [22]. Er ist im wesentlichen als mathematischer
Autodidakt anzusehen; nur Gudermann verdient es, als sein akademischer Lehrer
bezeichnet zu werden [2; 31].

Gudermann, Sohn eines Lehrers, hatte im Mérz 1822 in Berlin das Staatsexamen fiir das
hohere Lehramt abgelegt. Auch damals schon gab es Lehrerarbeitslosigkeit, und so erhielt
er erst im Oktober 1823 eine Anstellung als Gymnasiallehrer in der Lohengrin-Stadt
Kleve. In der Zwischenzeit lebte er von Sonderzuwendungen des Ministeriums, die er in
etwa halbjahrigen Abstinden in Hohe von 125, 60 und 50 Talern erhielt [17]. Als er seinen
Dienst in Kleve antrat, gab es zu seinem Leidwesen in der Schulbibliothek kein einziges
mathematisches Werk; die von ihm erbetene Erh6hung des Bibliotheksetats wurde zwar
gewdhrt, jedoch mit der MaBgabe:

daf} aber bei der Anschaffung von Biichern vorziiglich Philologie und Geschichte im Auge
behalten werden mufiten, indem es fiir den Unterricht der Mathematik auf Gymnasien ndchst
der Bekanntschaft mit dem Stoffe, der nicht iiber die Elemente hinausgehe, hauptsdchlich nur
einer guten Methode bediirfe, die aus Biichern nicht zu erlernen sei. [17, S. 755]

1 Heute wiirde man sich freuen, wenn wenigstens die Didaktik der Mathematik von jeder Schule
bezogen wiirde.
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Trotz dieser schlechten Rahmenbedingungen gelang es Gudermann, wdhrend seiner
Tatigkeit in Kleve ein interessantes Lehrbuch zur analytischen Geometrie auf der Kugel
zu verfassen, das 1830 unter dem Grundrifi der analytischen Sphdrik erschien [10]. Es
brachte ihm 1831 den Titel ,,Oberlehrer und ein Jahr spéter eine auBerordentliche
Professur an der Philosophisch-Theologischen Akademie (seit 1902 Universitit) in
Miinster; 1839 wurde er dort zum ordentlichen Professor ernannt. Sein mathematisches
Werk wiirdigte Moritz (Benedikt) Cantor (1863-1920) [S]:

Ein tiefer Denker bearbeitete er der Hauptsache nach zwei Gebiete der Mathematik: die
Geometrie der Kugel und die Theorie der hyperbolischen und elliptischen Funktionen.

Letztere filhrten ihm Weierstrass zu. Wir beschéftigen uns hier mit einem Abfallprodukt
aus der Kugelgeometrie: Auf Seite 138 des genannten Buches [10] findet man die folgende

Anmerkung: Der planimetrische Satz, daf sich die drei Kreise zweimal in Einem Punkte schneiden,
welche tiber den drei Diagonalen eines ebenen Vierecks, als Durchmessern, beschrieben werden, ist schon
sehr bemerkenswerth und mir von Herrn Bodenmiller hierselbst, der ihn gefunden hat, mindlich
mitgetheilt worden. Es findet sich in den mir bekannten, vom Kreise handelnden, Werken nicht. ( Fig. 1)

Fig. 1

Der hier beschriebene geometrische Sachverhalt wird seitdem als ,,Satz von Bodenmiller**
bezeichnet. Unter Bezug auf diese Notiz von Gudermann stellten unter anderen August
Ferdinand Mobius (1790-1868) [15] und neuerdings Gunter Weiss [29; 30] dazu
Uberlegungen an; dabei betrachtet Weiss die Situation unter Aspekten der darstellenden
Geometrie und der Grundlagen der Geometrie. Auch sonst wird der mathematische
Tatbestand in der Literatur erwihnt, so von Oskar Schlémilch (1823-1901) [21], Michel
Chasles (1793-1880) [6, S. 234], Paul Serret (1827-1898) [23, S.144ff.] und Eduard
Study (1862-1930) [28]; auf Teile der Uberlegungen von Schlémilch und Study wird
spiter noch eingegangen. Gudermann selbst geht es natiirlich an dieser Stelle seines
Buches um den entsprechenden, wohl von ihm selbst gefundenen Satz der Geometrie auf
der Kugel. In einem Zeitschriftenbeitrag stellt er auBBerdem fest, daB man statt Kreisen
dhnliche und dhnlich liegende Ellipsen nehmen kann [11]. Er gibt keinen weiteren
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Hinweis zur Person Bodenmiller; ein solcher findet sich auch nicht in der spiteren
Literatur. Eine Durchsicht der nicht verbrannten Jahresberichte des Gymnasiums Kleve
ausden Jahren 18301833, fiir die ich Herrn van Eimern in Kleve danke, ergab auch keine
Spur von Bodenmiller. Da sein Name untypisch fiir die Gegend ist, ist anzunehmen, daB3 er
aus beruflichen Griinden, vielleicht als Geistlicher oder Justizbeamter nach Kleve
verschlagen wurde. Weitere Spekulationen dariiber anzustellen ist allerdings miiBig. Eine
Anfrage an das Stadtarchiv in Kleve erbrachte bisher kein Ergebnis.

2. Ein analytischer Beweis des Satzes von Bodenmiller

Der Satz von Bodenmiller ist mit den in der Kollegstufe zur Verfiigung stehenden Mitteln
der analytischen Geometrie schnell zu beweisen. An Vorkenntnissen werden eigentlich nur
das Skalarprodukt und die mit seiner Hilfe in vektorieller Form geschriebene Kreisglei-
chung benétigt:

(x—m?=r?. 6))

Zur Vorbereitung kann man die Gleichung eines Kreises aufstellen, der eine gegebene
Strecke als Durchmesser hat. Sind dund e die Ortsvektoren der Endpunkte dieser Strecke,

| 1
so hat manin (1) m = E(d +e)undr = Ele — d| einzusetzen; dann ergibt eine einfache
Rechnung

x!—d+e)-x+d-e=0. ¥))

Eine elegantere Herleitung der Gleichung (2) hat Herr Pickert angegeben, dem ich fiir
zahlreiche weitere Anmerkungen zu dieser Arbeit herzlich danke. Der Kreis mit einer
gegebenen Strecke als Durchmesser ist ja nichts anderes als der Thaleskreis liber dieser
Strecke, das heif3t, der geometrische Ort aller Punkte, von denen aus die Strecke unter
einem rechten Winkel erscheint; dies fiihrt auf den Ansatz

(x—d) (x—¢)=0, 3)

der durch Ausmultiplizieren unmittelbar (2) liefert. Bestechend an dieser Uberlegung fiir
die Behandlung im Unterricht ist vor allem, dal man die allgemeine Kreisgleichung (1)
dazu gar nicht braucht.

Bevor man sich nun dem Satz von Bodenmiller zuwendet, muB3 man klarmachen, daB es
sich im Sinne unseres heutigen, auf Jakob Steiner (1796-1863) zuriickgehenden
Sprachgebrauchs [27, Nr. 19] nicht um einen Viereckssatz, sondern um einen Satz iiber
vollstdndige Vierseite handelt. Bei einem Viereck geht man von vier Punkten aus, von
denen keine drei kollinear sind, und betrachtet im ,,vollstindigen** Fall dazu die sechs
auftretenden Verbindungsgeraden. Ein Vierseit ist dagegen eine Konfiguration aus vier
Geraden, derart daB je drei nicht kopunktal sind; es ist vollstdndig, wenn man die sechs
(eigentlichen oder uneigentlichen) Schnittpunkte, genannt Ecken des Vierseits, mit in die
Uberlegungen einbezieht. Wir miissen uns hier allerdings auf vollstindige Vierseite mit
sechs eigentlichen Ecken beschridnken — das sind die Vierseite, bei denen also keine zwei
Seiten parallel sind — denn nur fiir solche 148t sich der Satz von Bodenmiller formulieren.
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Es sei nun ein vollstindiges Vierseit mit sechs eigentlichen Ecken gegeben. Wir bezeichnen
zunichst die vier Geraden mit g,, g,, g3, 84, sodann mit A;; den Schnittpunkt der
Geraden g; und g;, 1 i< < 4 (siehe Fig. 2, links); die Strecken [A,A;,], [A3A,,],
[A,4A,;] sind die Diagonalen des Vierseits. Der Satz von Bodenmiller behauptet, daB es
zwei Punkte gibt, in denen sich die drei Thaleskreise liber den Diagonalen schneiden; diese
drei Kreise wollen wir fortan Bodenmillersche Kreise nennen.

Fig. 2

Zum Beweis des Satzes von Bodenmiller wahlen wir den Punkt A, als Ursprung fiir die
Ortsvektoren. Die Ortsvektoren a und ¢ der Punkte A |, und A,, bilden dann eine Basis
des zugrundeliegenden Vektorraumes. Die Ortsvektoren von A, , und A, sind Vielfache
vonaund ¢, also von der Formr - aund s - ¢ mit eindeutig bestimmten reellen Zahlen r und
s, die von 0 und 1 verschieden sind (siche Fig. 2, rechts'). Der Ortsvektor b von A,, 146t
sich dann berechnen. Er ergibt sich zu

IS—r rs—s
= . -e

@

= a
rs—1 rs—1

1 Durch Umnumerierung kénnte man immer r, s > 1 erreichen. Das ist in Figur 2 der Fall, aber
allgemein von mehr theoretischem Interesse; der dafiir notwendige Aufwand lohnt sich im Unterricht
nicht.
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Da die Geraden g5, g, nicht parallel sind, sondern sich im Punkt A, schneiden, istrs = 1.
Fir die Bodenmillerschen Kreise erhalten wir durch Einsetzen in (2) die Gleichungen

P=x*-b-x =0,
Pb=x*-(@+c¢)-x+ac =0,
Py=x*—(ra+sc)-x+rsa-c=0. %)

Setzen wir in (5) den errechneten Wert fiir b ein, so erkennen wir
(rs—1)- P =rs"P,— Py. 6)

Algebraisch bedeutet das, daB das Verschwinden von zweien der Werte P,, P,, P, das
Verschwinden des dritten nach sich zieht. In geometrischer Umsetzung erhalten wir, da3
ein Schnittpunkt von zwei Bodenmillerschen Kreisen auch auf dem dritten liegt. Damit ist
der

Satz von Bodenmiller in der schwachen Fassung bewiesen: Wenn sich zwei der Bodenmiller-
schen Kreise eines Vierseits in zwei verschiedenen (reellen) Punkten schneiden, so geht auch
der dritte Bodenmillersche Kreis dieses Vierseits durch diese zwei Punkte. Wenn sich zwei
solche Kreise beriihren, so hat der dritte mit ihnen den Beriihrpunkt, aber keinen anderen
gemein. Meiden sich zwei dieser Kreise, so haben alle drei paarweise keinen Punkt
gemeinsam.

Bemerkung: Die Gudermannsche Verallgemeinerung von Kreisen auf dhnliche und dhnlich liegende
Ellipsen ist bei diesem Ansatz eine Trivialitit. Jede derartige Ellipsenschar bestimmt ein inneres
Produkt. Man hat nur die Multiplikation in den angegebenen Gleichungen beziiglich dieses inneren
Produktes zu interpretieren. Das ist jedenfalls klar, wenn man den Ansatz iiber die Gleichung (1)
wihlt; andernfalls sind zusitzliche Uberlegungen mit konjugierten Durchmessern notwendig. Dies
ist der Grund dafiir, da8 wir eingangs nicht nur von der Gleichung (3) ausgegangen sind, sondern
beide Methoden vorgestellt haben. Herr Pickert hat noch darauf hingewiesen, daB ein entsprechender
Satz fiir Hyperbeln mit festen Asymptotenrichtungen gilt.

Wenn sich bei einem Vierseit die Bodenmillerschen Kreise wirklich in zwei verschiedenen
Punkten der euklidischen Ebene schneiden, so nennt Paul Serret diese Punkte ,,les points
cycliques du quadrilatére* (die Kreispunkte des Vierseits) [23, S. 114], wihrend Weiss von
,,Bodenmillerpunkten‘ spricht. Die starke Fassung des Satzes von Bodenmiller wiirde
komplexe Schnittpunkte der Bodenmillerschen Kreise mit einbeziehen; aber man kann
diesen Sachverhalt doch noch ein ganzes Stiick rein reell weiterbehandeln. Bekannt ist die
algebraische Tatsache, daf} eine quadratische Gleichung immer zwei Losungen hat, wenn
doppelte Zahlung und — auch bei nur reellen Koeffizienten — echt komplexe Losungen
zugelassen werden. Darauf beruht der analytische Beweis der geometrischen Aussage, da
zwei Kreise der euklidischen Ebene sich in zwei Punkten schneiden, sich in einem Punkt
beriihren oder sich meiden. Wir untersuchen nun, ob fir die Bodenmillerschen Kreise
auch alle diese Fille moglich sind und nicht immer die in Figur 1 gezeigten zwei
Schnittpunkte vorhanden sind. Dabei ist jedoch eine Unterstiitzung durch einen
graphik-fihigen Computer sinnvoll, mit dem wir die Wirkung von Anderungen der
Parameter leicht sichtbar machen konnen. Zunidchst fragen wir uns, ob wir die
Konfiguration von Figur 1 so abandern konnen, daB sich die Thaleskreise iiber [A; A,,]
und [A,, A,;] meiden. Den Ausgangspunkt bildet die Bedingung fiir die Existenz reeller
Schnittpunkte zweier Kreise: der Abstand der Mittelpunkte muBl groBer als die Differenz
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und kleiner als die Summe der Radien sein. Man miifite also etwa den Abstand der
Mittelpunkte groB und die Radien klein machen. Ersteres erhédlt man bei der Wahl grofler
Werte fiir r und s, letzteres durch Verkleinern des Winkels zwischen den Vektoren @ und c.
Ein moégliches Ergebnis zeigt Figur 3.

Fig. 3

Der Fall des Beriihrens erfordert eine genauere Rechnung. Dabei ist der Ansatz einfach;
die Umformungen sind aber so ldstig, dafl man sie fiir den allgemeinen Fall nur mit Hilfe
eines Formelmanipulationsprogrammes wie etwa Derive durchfiihren sollte. Man hat den
Abstand der Mittelpunkte der Strecken [A;; A,,Jund [A,, A,,] der halben Summe ihrer
Léangen, das ist die Summe der Radien der entsprechenden Bodenmillerschen Kreise,
gleichzusetzen. Das Ergebnis einer solchen Rechnung ist in Figur 4 dargestellt.

Fiir Mathematiker liegt die Frage nahe, ob sich die gezeigten Fille durch geometrische
Bedingungen an Vierseite charakterisieren lassen. Dieses Problem wurde (unseres
Wissens) in der mathematischen Literatur bisher nicht behandelt. Herr Pickert hat zum
Beriihrfall einige Uberlegungen angestellt, die wir zusammen mit einem eigenen Ansatz im
Anhang wiedergeben werden.
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Fig. 4

Im Rahmen der leider aus dem Gymnasialunterricht verschwundenen Theorie der
Kreisbiischel [4] gibt es eine griffige, die Frage der nicht existierenden oder zusammenfal-
lenden Schnittpunkte vermeidende Formulierung des

Satzes von Bodenmiller: Die Bodenmillerschen Kreise eines vollstdndigen Vierseits gehoren
zu einem Kreisbiischel; dieses kann elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch sein.

Aber auch ohne Einstieg in die Biischeltheorie kan man die dem Biischel angehdrende
Gerade betrachten. Im Fall der Existenz reeller Schnittpunkte handelt es sich um die
Verbindungsgerade dieser Schnittpunkte, und es ist doch naheliegend, diese zu untersu-
chen (siehe Fig. 5, links). Sie geniigt in Bezug auf die friiher eingefiihrte Vektorraumstruk-
tur der Gleichung

P,—P,=0,
die dquivalent ist zu
(r=Na+Gs—-1c) - x=@s—1a-c. @)

Nun kann man die Geradengleichung (7) offensichtlich auch aufstellen, wenn ein
vorgelegtes Vierseit nicht so gutartig ist, wie das eben angenommene (siehe Fig. S, rechts).
Die Frage ist, ob die Gerade auch in diesen Fillen interessante geometrische Eigenschaf-
ten besitzt. Wir skizzieren hier zwei Mdglichkeiten, die kiirzere nimmt Bezug auf einen
Satz von Jakob Steiner, die zeitaufwendigere bringt den nahezu vergessenen Potenzbegriff
ins Spiel.
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Fig. 5

3. Potenz und Potenzgerade

Von der mathematischen Systematik her ist das Thema der Potenz zuerst zu behandeln.
Die notwendigen Grundlagen sollten aus der Elementargeometrie der Mittelstufe
bekannt sein [1, S. 72—82]. Wir erinnern an die wesentlichen Tatsachen: Ist K ein Kreis
mit Mittelpunkt m und Radius r und ist x der Ortsvektor eines beliebigen Punktes der
Ebene, soist P = (x — m)? — r? die Potenz des Punktes x beziiglich K. Mit Hilfe des Satzes
von Pythagoras erkennt man sofort folgende geometrische Bedeutungen der Potenz:

a) Ist P >0, so liegt x auBerhalb von K und VF ist die Lange der von r an K gezogenen
Tangenten.
b) Ist P =0, so liegt x auf K.

¢) Ist P<0, so liegt x innerhalb von K und |/ — P ist die halbe Linge der zu x —m
senkrechten Sehne durch ¢.

Allgemeiner ist P fiir Punkte auBerhalb von K die Konstante des Sekantensatzes und — P
fiir Punkte innerhalb von K die Konstante des Sehnensatzes [1, S. 72]. Damit ergibt sich
die fiir unseren Zusammenhang wichtige Eigenschaft der Potenz: Sie ist natiirlich
abhingig von einer gewihlten MaBeinheit, aber unabhidngig vom Koordinatensystem,
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insbesondere von der Wahl des Ursprungs. Sind zwei Kreise gegeben, so ist der
geometrische Ort der Punkte mit gleicher Potenz beziiglich dieser beiden Kreise auch
unabhingig von der MaBeinheit und allein durch die Geometrie bestimmt. Bei
Gleichsetzung der analytischen Ausdriicke fallen die quadratischen Terme weg, also
ergibt sich eine Geradengleichung. Im Fall nicht konzentrischer Kreise erhalten wir so die
Potenzgerade der beiden Kreise. Wenn sich diese Kreise in zwei Punkten schneiden, so
handelt es sich um die Verbindungsgerade der Schnittpunkte; wenn sich die Kreise
beriihren, so haben wir die gemeinsame Tangente.

Betrachten wir nun die Bodenmillerschen Kreise, so sind die Werte P, 1 =1, 2, 3, gerade
die Potenzen eines beliebigen Punktes mit dem Ortsvektor x in Bezug auf diese Kreise. Aus
der Gleichung (6) folgt unmittelbar, daB fiir alle Punkte der durch die Gleichung (7)
beschriebenen Geraden gilt:

P=P =P, ®

das heiBt, alle Punkte dieser Geraden haben gleiche Potenz in Bezug auf die drei
Bodenmillerschen Kreise, und diese Feststellung ist unabhingig davon, ob sich die
Bodenmillerschen Kreise schneiden, beriihren oder meiden.

Diese Gerade ist also die Potenzgerade zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen, das heiBt:

Die zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen eines volistindigen Vierseits gehorenden Potenz-
geraden fallen zusammen.

Damit haben wir eine rein reelle Formulierung der starken Fassung des Satzes von
Bodenmiller gewonnen. Die gemeinsame Potenzgerade der Bodenmillerschen Kreise eines
Vierseits nennen wir im folgenden Potenzgerade des Vierseits.

An dieser Stelle sollte man sich vielleicht iiber die Berechtigung der Einstufung als
,,.schwache® und ,,starke* Fassung des Satzes von Bodenmiller Gedanken machen. Wenn
die Potenzgeraden der drei Paare von Bodenmillerschen Kreisen zusammenfallen, so
bedeutet das, daB jeder Punkt mit gleicher Potenz in Bezug auf zwei Bodenmillersche
Kreise sogar in Bezug auf alle drei Bodenmillerschen Kreise die gleiche Potenz besitzt.
Damit ergibt sich, daf} ein gemeinsamer Punkt von zwei Bodenmillerschen Kreisen in
Bezug auf alle drei die Potenz 0 hat, also auch zu dem dritten Bodenmillerschen Kreis
gehort. Dies zeigt, daB die starke Fassung des Satzes von Bodenmiller tatsdchlich die
schwache impliziert.

4. Der Satz von Steiner

Der schon angekiindigte Satz von Jakob Steiner [27], macht die Potenzgerade eines
vollstdndigen Vierseits noch interessanter.

Satz von Steiner: Die Hdéhenschnittpunkte der vier durch ein vollstindiges Vierseit
bestimmten Dreiseite sind kollinear; sie liegen auf der Potenzgeraden des Vierseits.

Hier kommt natiirlich die Ubereinstimmung von Dreiseiten und Dreiecken zum
Ausdruck. Mit den Bezeichnungen von Figur 2 ist das von den drei Geraden g;, g;, g, mit
1< j <k gebildete Dreiseit zugleich das Dreieck mit den Ecken Aj;, Ay, Aj,.
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Fig. 6

Zum Beweis rechnen wir mit der schon frither beschriebenen Vektorraumstruktur. Weil
die Potenzgerade eines Vierseits durch ihre geometrische Ortseigenschaft unabhéingig von
der Vektorraumstruktur ist, geniigt es, den Hohenschnittpunkt eines Dreiecks zu
betrachten. Wir wahlen dazu das Dreieck A,,A,;A,;. Die Hohe durch A, ist
beschrieben durch die Gleichung

c-x=a-c, ©)

a-x=sa-c. (10)

Man sieht sofort, daB ein Punkt, fiir den beide Gleichungen gelten, auch die Gleichung (7)
der Potenzgeraden des Vierseits erfiillt.

Bemerkung: Der Satz von Steiner ging etwa gleichzeitig mit dem Satz von Bodenmiller in Druck.
Steiner nimmt keinen Bezug auf den Satz von Bodenmiller, sondern stellt nur die Kollinearitdt der
vier Hohenschnittpunkte fest und erkennt die entstehende Gerade als senkrecht zur Verbindungsge-
raden der Mittelpunkte der drei Diagonalen des vollstindigen Vierseits; fiir die Kollinearitit dieser
drei Punkte beruft er sich auf Newton (man lese dazu den diese Arbeit abschlieBenden Abschnitt iiber
den sogenannten Satz von GauB). Die Verbindung dieser an sich unabhéingigen Ergebnisse zum ,,Satz
von Bodenmiller—Steiner beruht auf der Tatsache, daB die Gerade, die nach Steiner die
Hohenschnittpunkte der einem vollstdndigen Vierseit zugeordneten Dreiecke enthilt, mit der
Potenzgeraden des Vierseits nach Bodenmiller zusammenfalit.
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5. Unterrichtserfahrungen

Der bisher dargestellte Stoff wurde in einem Unterrichtsversuch am Pestalozzi-Gymnasium
in Miinchen erprobt, fiir den eine Doppelstunde zur Verfiigung stand. Den Einstieg
bildete das Phinomen der Kopunktalitit dreier mit einem Dreieck verbundenen Geraden
in der Ebene, etwa der drei Mittelsenkrechten oder der drei Winkelhalbierenden. Der Satz
von Bodenmiller wurde als eine analoge Situation vorgestellt, wobei das Dreieck zum
vollstindigen Vierseit und die drei Geraden zu den drei Bodenmillerschen Kreisen in
Beziehung gesetzt wurden. Zur Vorbereitung wurden dazu erst zwei Gerade und zwei
Kreise betrachtet. Dem Sonderfall paralleler Geraden wurde der Sonderfall konzen-
trischer Kreise zugeordnet. Dem Schnittpunkt zweier nicht paralleler Geraden entspra-
chen dann bei zwei Kreisen mit verschiedenen Mittelpunkten die drei Moglichkeiten des
Schneidens in zwei Punkten, des Beriihrens in einem Punkt und des Meidens.

Fiir die Herleitung der schwachen Fassung des Satzes von Bodenmiller geniigte eine
Unterrichtsstunde. In der zweiten ging es dann zundchst um die Erkldrung der
notwendigen Fallunterscheidungen, wobei die Uberlegungen zur dynamischen Verénde-
rung der Konfiguration doch sehr viel Zeit in Anspruch nahmen, aber von den
Schiilerinnen (der einzige méannliche Teilnehmer an diesem Leistungskurs fehlte) schlieB-
lich gut aufgenommen wurden. Dann wurde zundchst der Satz von Steiner behandelt.

Zur Aufstellung der Gleichungen der Hohen wurde ein schnelles Verfahren verwandt, das
fiir die Gleichung (9) erldutert werden soll: Die betrachtete Hohe ist senkrecht zum Vektor
¢, ihre Gleichung ist also von der Form ¢-x = d mit einer zunédchst unbekannten
Konstanten d; da der Punkt mit dem Ortsvektor a auf der Hohe liegt, ergibt sich aber
sofort d = ¢ - a. Die Unabhingigkeit der Geraden mit der Gleichung (7) vom Koordina-
tensystem stand nicht zur Verfiigung; deshalb muBte der Inzidenznachweis fiir alle vier
Ho6henschnittpunkte getrennt gefiihrt werden. Dadurch ergab sich eine geeignete
Hausaufgabe, die allerdings nur von den beiden besten Schiilerinnen ansatzweise gelost
wurde. Es blieb aber noch Zeit den Potenzbegriff zu diskutieren und die sich daraus
ergebenden Folgerungen zu skizzieren.

6. Ein Spezialfall des Satzes von Bodenmiller fiir die Mittelstufe

Sobald der Satz von Apollonios (262-190 v.Chr.) [1, S.37], [12, S.56] in der
9. Jahrgangsstufe zur Verfiigung steht, kann man den Satz von Bodenmiller fiir den Fall
einfach behandeln, in dem zwei Diagonalen des vollstindigen Vierseits zueinander
parallel sind. Wir beziehen uns dazu auf Figur 7, setzen also die Parallelitdt der Geraden
A3A,, und A, A,; voraus.

Zunéchst behaupten wir, daB die dritte Diagonale, also die Gerade A, A,, die Strecken
[A;A,,] und [A,,A,;] halbiert, woraus folgt, daB die Schnittpunkte
E=A,;A;,nA A, undF = A, A;, A A,;die Mittelpunkte der entsprechenden
Bodenmillerschen Kreise sind. Um das einzusehen, betrachten wir die beiden zentrischen
Streckungen, die die Strecke [A,; A,,] indie Strecke [A, A,;] und damit den Punkt E in
den Punkt F iiberfithren. Die Streckungszentren sind A, und A,,, die Streckungsverhélt-
nisse sind gleich. Die Strecke [A,3;E] wird einerseits auf die Strecke [A,,F] und
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Fig. 7

andererseits auf die Strecke [A,, F] abgebildet, also ist A;,F = A,; F und damit auch
A5 E = A, E. Das beweist die Behauptung iiber die Mittelpunkte der Bodenmillerschen
Kreise mit den Durchmessern [A,;A,,], [A;4A,;]. Dariiberhinaus ergibt sich, daB die
beiden genannten zentrischen Streckungen den einen dieser Kreise auf den andern
abbildet und damit das Streckungsverhdltnis A ; E : A, F mit dem Verhéltnis der Radien
ibereinstimmt.

.
\Alz pRES— & 13 Al4

Fig. 8

Ein gemeinsamer Punkt der Bodenmillerschen Kreise hat also von den Punkten E und
F das Abstandsverhiltnis A ;E: A, F=A,E:A,F=A,,E: A, F, liegt also auf
dem zu diesem Abstandsverhiltnis beziiglich der Punkte E, F gehorigen Apollonioskreis
(in Fig. 8 gestrichelt gezeichnet). Aufder Geraden EF erfiillen aber gerade die Zentren der
Streckungen mit diesem Verhaltnis die entsprechenden Abstandsbedingungen, also ist die
Strecke [A,,A;,] ein Durchmesser des betrachteten Apollonioskreises, das heifit der
Apollonioskreis fallt mit dem dritten Bodenmillerschen Kreis zusammen. Damit ist die
schwache Fassung des Satzes von Bodenmiller in diesem Spezialfall bewiesen.

Interessant ist, daB sich bei Vierseiten mit zwei zueinander parallelen Diagonalen die
Fallunterscheidung des Schneidens, Beriihrens oder Meidens der Bodenmillerschen
Kreise einfach und mit den auch schon in der 9. Jahrgangsstufe zur Verfiigung stehenden
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Mitteln kldren 14B8t. Wir skizzieren hier nur den Fall des Beriihrens und zwar wieder unter
der Annahme der Parallelitit der Geraden A 3 A,, und A,, A,;. Dann liegen nidmlich die
Mittelpunkte der Bodenmillerschen Kreise auf der Tragergeraden der dritten Diagonalen,
das heiBt, der Geraden A, A,,. Wenn sich nun die Bodenmillerschen Kreise in einem
Punkt beriihren, so muB auch der Beriihrpunkt auf dieser Geraden liegen. Damit mu8 der
Beriihrpunkt aber entweder auf den Punkt A, , oder auf den Punkt A, , fallen. Ersteres ist
genau dann der Fall, wenn g, senkrecht zu g, ist, letzteres ist dquivalent zur
Orthogonalitit von g; und g, (siehe Fig. 9).

g1

Fig. 9

Dieser Spezialfall des Satzes von Bodenmiller bietet offensichtlich auch Stoff fiir
Konstruktionsaufgaben, was wohl nicht ndher ausgefiihrt zu werden braucht.

7. Yom Satz von Monge zum Satz von Bodenmiller
Mit einem gewissen Aufwand kann auch der aligemeine Satz von Bodenmiller schon mit

den elementargeometrischen Hilfsmitteln der Mittelstufe bewiesen werden. Einen An-
knipfungspunkt bietet der sog. Satz von Monge, benannt nach dem Erfinder der
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Darstellenden Geometrie, Gaspard Monge (1746-1818). In seiner 1798 erstmalig
erschienenen Geometrie descriptive beweist Monge [16, S. 54f.] (siehe auch die modernen
Darstellungen in [12, S. 43-44], [25, S. 38-40], [1, S. 56]") folgenden

Satz: Sind drei Kreise mit nichtkollinearen Mittelpunkten und paarweise verschiedenen
Radien gegeben, so sind kollinear

— die drei zu je zweien dieser Kreise gehdrenden dufleren Streckungszentren und
— Jjedes der duferen Streckungszentren mit zwei inneren Streckungszentren.

Fig. 10

Die Behauptung des Satzes von Monge liefert vier Geraden, die ein vollstidndiges Vierseit
bilden, mit den sechs auftretenden Streckungszentren als Ecken. Jede Diagonale dieses
Vierseits verbindet ein duBeres Streckungszentrum mit dem zum selben Kreispaar
gehorenden inneren Streckungszentrum; die Schnittpunkte der Diagonalen

E=ApAunARA,,,
F=ALA;0A A,
G=A3A0NnA LA,

sind die Mittelpunkte der gegebenen Kreise. Auf Seite 132 des 11. Bandes der Gergonne-
schen Annales de Mathématiques (erschienen 1820) wurde - natiirlich mit anderen Worten

1 In [1] ist allerdings nicht der volle Satz bewiesen.
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- die Aufgabe gestellt, die Behauptung des Satzes von Bodenmiller fiir vollstédndige
Vierseite zu beweisen, die auf diese Weise entstehen. Eine Losung haben der Mathema-
tikprofessor am Collége Royal in Cahors (Midi-Pyrénnées), Jean-Baptiste Durrande
(1798-1825), der sich — obwohl so jung verstorben — um die Elementarmathematik sehr
verdient gemacht hat, und der Professor der ,,Mathématiques spéciales* am Lyzeum in
Nimes (Languedoc-Roussillion), Vecten angegeben [8]. Bezeichnen wir mit r,, r,, ry die
Radien der gegebenen Kreise um E, F, G, so ergeben sich die Gleichungen

EA, 1, EAy,

= = (11)
FA,, T2 FA,,
EAs =0 EAs (12)
GA;; Tz GA,,
FA, _ L _ FA,s (13)

GA,, s GA,,

Diese Gleichungen kann man nun aber geschickt interpretieren: Die Bodenmillerschen
I .

Kreise sind Apollonioskreise zu den Abstandsverhéltnissen r—' beziiglich je zweier der drei

J
Punkte E, F, G. Fiir die Schnittpunkte P der Bodenmillerschen Kreise mit den Durchmes-
sern [A,,A;,] und [A,3A,,] gilt deshalb

EP r, FP 1,

oo Db (14)
FP T, GP I3

Daraus ergibt sich unmittelbar
EP
== (15)
GP I3

das heif3t, ein solcher Punkt P liegt auch auf dem Kreis mit dem Durchmesser [A 5 A,,].

Damit ist wieder die schwache Fassung des Satzes von Bodenmiller fiir diese speziellen
Vierseite bewiesen. Im Jahr 1881 bemerkte aber der damals 19-jdhrige StraBburger
Student Eduard Study, spater Professor in Marburg, Greifswald und Bonn, da8} sich zu
Jjedem vollstindigen Vierseit auf unendlich viele Arten Gruppen von drei Kreisen construieren
lassen, in Bezug auf welche seine Ecken die Ahnlichkeitspunkte sind. Dazu braucht man
allerdings den schon Pappos (um 300) bekannten

Satz vom vollstéindigen Vierseit': Auf jeder Diagonale eines vollstiindigen Vierseits trennen

sich die beiden darauf liegenden Ecken und die Schnittpunkte mit den anderen beiden
Diagonalen harmonisch.

"1 Ein in der 9. Jahrgangsstufe moglicher Beweis findet sich in [13].
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Hierbei sind allerdings die Diagonalen als Geraden und nicht — wie bisher — als Strecken
aufzufassen. Im Rahmen der affinen Geometrie ist auBerdem zu beachten, daB zwei der
Diagonalen eines vollstindigen Vierseits parallel sein konnen; diesen Fall haben wir aber
schon im vorigen Abschnitt behandelt und schlieBen ihn deshalb von den folgenden
Betrachtungen aus. Es sei also angenommen, dafl die Diagonalenschnittpunkte E, F, G
eines gegebenen Vierseits existieren. Wir wihlen einen beliebigen Kreis X; um E und
konstruieren dazu zunichst den Kreis K, um F, der sich aus K, durch zentrische Streckung
von A,, ergibt. Dann ist A;, duBeres und wegen der Eindeutigkeit des vierten
harmonischen Punktes A, inneres Ahnlichkeitszentrum der beiden Kreise. Als nichstes
strecken wir K, zu einem Kreis um G vom Zentrum A,; aus; nun bilden A,; und A, die
Ahnlichkeitszentren der Kreise K, und K,. Aus dem Satz von Monge folgt dann aber
auch, daB die Punkte A, ; und A, die Ahnlichkeitszentren der Kreise K, und X, sind, und
damit ist alles getan.

Fig. 11

8. Vom Satz von Menelaos zum Satz von Bodenmiller

Angeregt durch einen Vortrag des damals am Polytechnikum in Dresden tétigen Oskar
Schlémilch im Rahmen der koniglich sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Leipzig [21] hat August Ferdinand Mobius zwei Beweise des Satzes von Bodenmiller
gegeben [15]. Wie die Argumentation im vorigen Abschnitt beruht der erste Beweis von
Mobius auf der wegen des Satzes vom vollstindigen Vierseit moglichen Interpretation der
Bodenmillerschen Kreise als Apollonioskreise, vermeidet aber den Bezug auf den Satz von
Monge und verwendet stattdessen den auch in der 9. Jahrgangsstufe zu behandelnden

Satz von Menelaos (um 100 v.Chr.) [1, S. 33], [12, S. 42]: Schneidet eine Gerade die drei
Seiten eines Dreiecks in drei paarweise verschiedenen Punkten, so ist das Produkt der
(absoluten) Teilverhdltnisse in zyklischer Reihenfolge gleich 1.

Versieht man die Teilverhdltnisse mit einem Vorzeichen, um innere und duBere Teilung zu
unterscheiden, so hat das im Satz von Menelaos auftretende Produkt auf Grund des
sogenannten ,,Axioms von Pasch* den Wert —1, wenn die duBere Teilung negativ
genommen wird; so wird der Satz von Menelaos heute in den Lehrbiichern im allgemeinen
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formuliert. Aber wir benétigen hier den Satz von Menelaos im Zusammenhang mit dem
Apollonioskreis und da kommt es auf die Absolutbetrage der Teilverhiltnisse an.

Nun bezeichnen wir die Schnittpunkte der Diagonalen wieder mit E, F, G und schreiben
die zugehorigen Verhiltnisgleichungen auf. Der Bodenmillersche Kreis mit dem Durch-
messer [A,;,A;,] ist der geometrische Ort aller Punkte X mit

FX FA,,
EX EA,,

: (16)

Analog ist der Bodenmillersche Kreis mit dem Durchmesser [A,; A,,] der geometrische
Ort aller Punkte X mit

EX EAj,
GX GA,,

a7

und der Bodenmillersche Kres mit dem Durchmesser [A,, A,,] ist der geometrische Ort
aller Punkte X mit

FX FA,,
GX GA,,

(18)

Wir betrachten nun die Gerade g, als Transversale des Dreiecks EFG. Dann liefert der
Satz von Menelaos:

FA,, GA,, _EAy,
EA,, FA,, GA;;

=1. 19)

-
-
-
-
-
-

-

-
-
-

-
-
-

-
-

Fig. 12

Damit ist die Gleichung (18) dquivalent zu

FX FA,, EA,
GX EA,, GA,;

(20)

Nun sehen wir sofort, daBl ein Punkt X, fiir den zwei der Gleichungen (16), (17), (20)
gelten, auch der dritten gentigt, was wiederum die schwache Fassung des Satzes von
Bodenmiller ergibt.
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9. Der Satz von GauB

Die Vorgeschichte des Satzes von Bodenmiller reicht bis zu Isaac Newton (1643-1727)
zuriick [32, S.1003]. Newton bewies, daB der Mittelpunkt eines Mittelpunktskegel-
schnitts, der die Seiten eines Vierecks (innen oder auBlen) beriihrt, auf der Verbindungs-
geraden der Mittelpunkte der Diagonalen des Vierecks liegt [14, 1. Buch, Korollar 3 zu
Lemma 25]. Ohne Bezug auf Newton hat Carl Friedrich GauB (1777-1855) im Jahr 1810
bei der Bestimmung der groBten Ellipse, die einem Viereck einbeschrieben werden kann,
etwas Ahnliches bewiesen: Die Mittelpunkte aller Ellipsen, die einem vollstindigen Vierseit
mit sechs eigentlichen Ecken einbeschrieben werden konnen, liegen auf einer Geraden [9].
Interessant ist, daBl GauB dabei fir die Darstellung der Seiten des betrachteten Vierecks
im Prinzip die Hessesche Normalform verwendet, obwohl Ludwig Otto Hesse
(1811-1875) noch nicht geboren war. Wichtig in unseren Zusammenhang ist eine
Folgerung, die Gauss aus seinem Ergebnis zieht. Er bemerkt, da man die Diagonalen
eines vollstindigen Vierseits mit sechs eigentlichen Ecken als Ellipsen der Dicke
0 auffassen kann, die alle vier Seiten beriihren, also

Die Mittelpunkte der Diagonalen eines vollstindigen Vierseits liegen auf einer Geraden.

7 . B
; . S
B R .
. A s
.
-
-
-

Fig. 13

Diese Aussage wird gelegentlich auch als GauBscher Satz bezeichnet und kann als Teil des
Satzes von Bodenmiller angesehen werden: Wenn die drei Bodenmillerschen Kreise eine
Sehne gemeinsam haben, miissen ihre Mittelpunkte auf der Mittelsenkrechten zu dieser
Sehne, also auf einer Geraden, liegen. Unser vektoralgebraischer Ansatz im zweiten
Abschnitt zeigt unmittelbar, daB dies bei jeder Lage der Bodenmillerschen Kreise der Fall
ist und daB die durch die Gleichung (7) beschriebene Gerade immer senkrecht auf der
Verbindungsgeraden der Mittelpunkte steht. Die genauere Geschichte des GauB3schen
Satzes bis zum Ende des 19. Jahrhunderts ist in [24, S.157] dargestellt. Einen neuen,
projektiven Beweis hat Ludwig Bieberbach (1886-1982) angegeben [3]; auch Giinter
Pickert hat zwei Beweise geliefert, einen vermittels verallgemeinerter komplexer Zahlen
[18], den anderen inzidenzgeometrisch, unter Herausstellung der Rollen des Fa-
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no-Axioms und des SchlieBungssatzes von Pappos [19]. GauB selbst fand den Satz so
bemerkenswert, daB3 er in seiner Arbeit [9] noch ,,einen einfachen directen Beweis** angab,
der auf der Charakterisierung der Kollinearitiat von Punkten (x,, x,), (¥, ¥5), (z;, Z,) der
Ebene durch die Gleichung

X (Y2 —22) +¥1(2, — %) +2,(x, —y,) =0
— das ist die nennerlose Form der bekannten Bedingung an die Steigungen

X27Y2 _227 Y2

X1—=Y1 Z1— %

- beruht und zeigt, daB dieser Satz sogar schon in der 8. Jahrgangsstufe verstindlich
gemacht werden konnte. Im Jahr 1854 &duBert sich Schlomilch zur Bedeutung des
GauBschen Satzes [21]:

Unter den verschiedenen merkwiirdigen Eigenschaften des vollstindigen Vierecks zeichnet
sich der Gauss’sche Satz, dass die Mittelpunkte der drei Diagonalen in gerader Linie liegen,
durch eine fast gdnzlich isolierte Stellung aus, und es ist bis jetzt noch nicht bemerkt worden,
zu welchem grdsseren Abschnitte der neueren Geometrie er eigentlich gehort.

Unter den Folgerungen, die Schlomilch aus diesem Satz zieht, befindet sich auch der Satz
von Bodenmiller, allerdings ohne Nennung des Namens. Darauf wollen wir hier nicht
weiter eingehen, sondern stattdessen den zweiten Beweis von Mobius darstellen, der
ebenfalls den GauBschen Satz verwendet.

10. Vom GauBschen Satz zur starken Fassung des Satzes von Bodenmiller

Das Thema Potenz und Potenzgerade wird fiir die 9. Jahrgangsstufe vorgeschlagen; ist es
behandelt, so kann die frither angegebene starke Fassung des Satzes von Bodenmiller
formuliert werden:

Satz von Bodenmiller: Die zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen eines vollstindigen Vierseits
gebildeten Potenzgeraden fallen zusammen.

Die Potenzgerade zweier nicht konzentrischer Kreise ist senkrecht zur Zentrale. Aus dem
GauBschen Satz folgt damit, daB die drei Potenzgeraden zu je zwei Bodenmillerschen
Kreisen parallel sind. Es geniigt also zum Beweis des Satzes von‘Bodenmiller nachzuwei-
sen, daB diese Geraden einen Punkt gemeinsam haben. Dies zeigt Mobius in seinem
zweiten Beweis [15], wiederum bis auf den Sonderfall, in dem zwei Diagonalen des
betrachteten Vierseits parallel zueinander sind. Wird dies ausgeschlossen, so bilden die
Schnittpunkte E, F, G der Diagonalen ein Dreieck und Mobius rechnet aus, daB der
Umkreismittelpunkt M dieses Dreiecks auf jeder der drei Potenzgeraden liegt. Wir wollen
das fiir die Potenzgerade der Bodenmillerschen Kreise mit den Strecken [A,,A;,] und
[A;3A,,] als Durchmesser nachvollziehen.

Dazu bezeichne M’ den Mittelpunkt der Strecke [A,, A;,] und M” den Mittelpunkt der
Strecke [A;;A,,]; r sei der Radius des Bodenmillerschen Kreises mit dem Mittelpunkt
M’ und r” der Radius des Bodenmillerschen Kreises mit dem Mittelpunkt M”. Ferner



184 DdM 3, 1992 (165-187)

Fig. 14

bezeichne r den Radius des Umkreises K des Dreiecks EFG. Die einzige Schwierigkeit an
diesem Beweis ist, daBl der Satz vom vollstindigen Vierseit wieder eingeht. Er liefert
zundchst die harmonische Teilung der Strecke [A,, A;,] durch die Punkte E und F, also

r’=ME-MF (21)

(siehe [12, S. 59, Aufgabe 3c]). Da M’ nicht zwischen E und F, also auBerhalb von X liegt,
stellt die rechte Seite dieser Gleichung die Konstante des Sekantensatzes, das heiBt, die
Potenz von M’ (siehe Seite 9) beziiglich K dar; also gilt

M'E-M'F = MM'? —r2. (22)
Diese beiden Gleichungen zusammen ergeben:

r2 = MM?Z 12, (23)
Analog erhalten wir:

r2 = MM —r2. (24)

Losen wir nun die Gleichungen (23) und (24) nach r? auf und setzen die erhaltenen Werte
gleich, so ergibt sich
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MM?2 —r'? = MM"% — "2, (25)

Diese Gleichung besagt aber gerade, dal der Punkt M beziiglich der Bodenmillerschen
Kreise mit den Mittelpunkten M’ und M” die gleiche Potenz hat, also auf der
Potenzgeraden dieser beiden Kreise liegt. Damit ist auch dieser Beweis abgeschlossen.

11. SchluBwort

Aus den vorgestellten Beweisen ergibt sich, daB der Satz von Bodenmiller — Steiner
sicherlich ein Thema fiir die analytische Geometrie der Kollegstufe ist, wo er ohne grofen
Aufwand behandelt werden kann. Auch fiir eine Besprechung in der Mittelstufengeo-
metrie hdtten die Schiiler das nétige Rustzeug, allerdings ist dafiir doch ein erheblicher
Zeitaufwand anzusetzen. Allenfalls der Spezialfall fiir Vierseite mit parallelen Diagonalen
hat im Normalunterricht Platz. Deshalb iiberlassen wir auch dem Leser die Uberlegung,
ob und mit welchem Aufwand der Steinersche Anteil an dem Gesamtthema in der
Mittelstufe zu behandeln wire.

12. Anhang

Hier werden Teilergebnisse zu der mehr mathematischen als didaktischen Frage dargestellt, wann
sich die Bodenmillerschen Kreise eines Vierseits paarweise beriihren. Die Berechnungen benutzen die
in Figur 2 eingefiihrten Vektoren. Die durch die Gleichungen (5) beschriebenen Bodenmillerschen
Kreise werden dabei in der dort gegebenen Reihenfolge als erster, zweiter und dritter Bodenmiller-
scher Kreis bezeichnet.

Zunichst geben wir die Uberlegungen von Herrn Pickert wieder. Die Beriihrsituation liegt genau
1 1
dann vor, wenn der erste Bodenmillersche Kreis (Mittelpunkt Eb’ Radius E |b]) die Potenzlinie des

ersten und zweiten Bodenmillerschen Kreises beriihrt. Letztere hat aufgrund der Gleichungen (5) die
Darstellung

P—-P,=(@a—b+c)-x—ac=0.

Es sei nun d = a — b + ¢ gesetzt, und n bezeichne den zugehérigen Einheitsvektor: n = |d|™'d. Die
angegebene Beriihrbedingung besagt also, daB einer der beiden Punkte mit den Ortsvektoren

Eb + Elb |n auf der Potenzlnie liegt, also eine der Gleichungen

d-b+|d|-|b|=2-a-c (26)
erfiillt sein muB. Um diese Gleichung weiter zu diskutieren, nehmen wir ohne wesentliche
Einschrinkung b als Einheitsvektor an, das heiBt |b| =1, und wihlen einen dazu orthogonalen

Einheitsvektor e. Damit setzen wir an:

a+c=ub+ve
a=xb+ye

und erhalten fiir (26) die Koordinatengleichung
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2 2
<x—§> +<y—§) = ‘1;(1 ) (=12 + v

Bei festgehaltenen Punkten A ,, A,, und festgehaltenem Vektor a + ¢ ist also der geometrische Ort
fiir diejenigen Punkte A, mit Berithrung (der Bodenmillerschen Kreise) entweder

a) ein Kreis oder
b) ein Paar von konzentrischen Kreisen,

wobei der Mittelpunkt dieser Kreise auf den Mittelpunkt des zweiten Bodenmillerschen Kreises fallt.

Im Fall v=0 sind zwei Diagonalen des zugrundeliegenden Vierseits parallel; man hat dabei
d-b=u—1,also|d| =|u—1], so daB das eine Vorzeichen in (26) gerade a - ¢ = 0 und das andere
d-b=a-c,das heiBt, (a —b) - (b—c) =0, ergibt, das sind die in Figur 9 gezeigten Fille.

Soweit der Gedankengang von Herrn Pickert. Alternativ kann man sich bemiihen, unter Festhalten
der Punkte A, ,, A ;, A,;, Ay, den Punkt A, konstruktiv so zu ermitteln, daB der Beriihrfall
auftritt. Dazu geniigt es natiirlich, den Mittelpunkt M" des dritten Bodenmillerschen Kreises zu
bestimmen. Er ergibt sich als Schnittpunkt zweier Ortslinien:

1. der Mittelparalleln des Dreiecks A, A,;A,; als dem geometrischen Ort der Mittelpunkte aller
Strecken, die den Punkt A,; mit einem Punkt der Geraden g, verbinden, und

2. der Hyperbel mit den Brennpunkten A,, und M” (Mittelpunkt des zweiten Bodenmillerschen
Kreises), deren Punkte von den Brennpunkten die Abstandsdifferenz r” (Radius des zweiten
Bodenmillerschen Kreises) aufweisen, als dem geometrischen Ort aller Mittelpunkte von Kreisen, die
den zweiten Bodenmillerschen Kreis beriihren und den Punkt A, enthalten.
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Bei einem Vortrag iiber den Inhalt dieser Arbeit machte Herr Professor E. Schréder (Hamburg)
darauf aufmerksam, daB auf der Potenzgeraden eines vollstindigen Vierseits noch vier weitere
merkwiirdige Punkte liegen, die sogenannten Orthopole der Seiten des Vierseits beziiglich des durch
die jeweils drei anderen Seiten gebildeten Dreiseits (R. Goormaghtigh, Question 2388, in: Novelles
Annales de Mathématiques, Série 4, 19 (1919), S. 39). Man spricht seitdem auch von der
Acht-Punkte-Geraden des Vierseits.



