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Rudolf Fritsch, Miinchen

Bemerkungen zum Satz von Napoleon - Barlotti im Unterricht

Gerhard Gentzen (* Greifswald 24. 11. 1909, 1 Prag 4. 8. 1945), einer der bedeutendsten
mathematischen Logiker unseres Jahrhunderts, teilt als dreizehnjihriger Schiiler seinem
Grofivater Alfons Bilharz, einem jiingeren Bruder des berithmten Arztes Theodor Bilharz,
in einem Brief vom Dezember 1922 einige "selbstgefundene und selbstbewiesene” mathe-
matische Lehrsétze mit, von denen der vierte aussagt:

Die Umbkreise der drei iiber den Seiten eines Dreiecks gezeichneten gleichseitigen

Dreiecke schneiden sich im Schnittpunkt der Pereunten.
Dabei bezeichnet er - selbst sprachschopferisch titig - als Pereunten (pereuntes = die Hin-
durchgehenden) die Verbindungsgeraden einer Ecke des Dreiecks mit der Spitze des auf
die gegeniiberliegende Seite aufgesetzten gleichseitigen Dreiecks (Robbel, 1986). DaB die
drei Pereunten eines Dreiecks sich in einem Punkt schneiden, ist Gentzens selbstgefunde-
ner Lehrsatz 2, der aber zum Beispiel schon Ludwig Kiepert 1869 bekannt war; es handelt
sich um den Fermatschen Punkt des Dreiecks (siche Schmidt, 1990). Die hier interessie-
rende Aussage, daB der Fermatsche Punkt auf allen drei Umkreisen der aufgesetzten Drei-
ecke liegt, findet sich heute zumindest in einem Schulbuch (Kratz 1993a, Seite 85/86), wo
sie benutzt wird, um den Satz von Napoleon bereits mit den in der 8. Jahrgangsstufe zur
Verfiigung stehenden geometrischen Hilfsmitteln zu beweisen. Die Konfiguration des
Satzes von Napoleon hat offensichtlich nicht nur Gerhard Gentzen, sondern viele Mathe-
matiker vor ihm und nach ihm fasziniert (siche Schmidt, 1990). Barlotti hat diesen Satz
1955 von Dreiecken auf beliebige affin-regulire Polygone erweitert. Der Spezialfall der
affin-reguliren Vierecke, das heift, der Parallelogramme, findet sich allerdings schon in
einer Notiz des Mathematiklehrers und spéiteren Versicherungsdirektors Victor Thébault
aus dem Jahr 1937. Heutzutage wird viel dariiber nachgedacht, wie man den merkwiirdi-
gen Satz von Napoleon - Barlotti, fiir den sich ein mathematisch eleganter Beweis in
Fisher (1982) findet, einer unterrichtlichen Behandlung zuginglich machen kann (siche
Gerber, 1980; Schmidt, 1986; Kratz, 1992). In der Literatur bisher unbefriedigend gelost
ist der Grenziibergang vom affin-reguliren n-Eck zur Ellipse. Dieser wurde im Rahmen
einer Lehrerfortbildungstagung in Oberwolfach Ende 1992 ausfiihrlich diskutiert, und
dabei ergab sich eine recht gute Erklidrung.
Worum geht es? Der Satz von Napoleon - Barlotti besagt (Barlotti, 1955):

Satz 1: Errichtet man auf den Seiten eines affin-reguldren n-Ecks nach auf3en

(oder - auf allen Seiten - nach innen) reguldre n-Ecke, so bilden die Mittelpunkte

der errichteten n-Ecke immer ein reguldres n-Eck.
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Rudolf Fritsch Bemerkungen zum Satz von Napoleon - Barlotti im Unterricht

P R,

Fiir n = oo! hat Barlotti formuliert (1955/56):

Satz 2: Gegeben sei eine Ellipse mit den Halbachsen a und b. In jedem Punkt P
dieser Ellipse sei auf der dufleren Normalen der Punkt P' so bestimmt, da3 PP’
gleich der halben Lcnge des zu dem durch P gehenden Durchmessers konjugier-
ten Durchmessers ist. Dann ist der geometrische Ort fir die Punkte P' der Kreis
um den Mittelpunkt der Ellipse mit dem Radius a+b. Geht man statt nach auflen
dieselbe Entfernung nach innen, so erhdlt man als geometrischen Ort einen Kreis
mit dem Radius |a - b|

Fig.2: n=c

Im Unterricht ist zunéchst der Begriff des affin-reguldren Polygons zu kldren. Dazu ist
nach dem Zusammenhang zu fragen, in dem die genannten Sitze behandelt werden
konnten. Thematisch gehort zumindest Satz 1 zur Mittelstufengeometrie, in der der allge-
meine Begriff der affinen Abbildung nicht zur Verfiigung steht. Damit verbietet sich
eigentlich die priagnante Definition: Ein ebenes Polygon heifit affin-reguldr, wenn es affi-
nes Bild eines reguldren Polygons ist. Eine brauchbare Alternative hat Kratz angeboten
(1992). In Erginzung der iblichen Bchandlung der Schrigbilder rdumlicher Figuren,
schligt er vor, auch Schrigbilder ebener Figuren zu betrachten (Kratz, 1993, Seite 209).
Im Sinne der allgemeinen Theorie bedeutet das die Einschrinkung auf die Behandlung

1 n=oodient hier als Abkiirzung fiir den vollzogenen Grenziibergang n — .
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Rudolf Fritsch Bemerkungen zum Satz von Napoleon - Barlotti im Unterricht

von Achsenaffinitaten an Stelle von beliebigen Affinititen. Wir wollen die im Schulunter-

richt zu besprechenden Tatsachen kurz nennen.

Ein Schrdgbildverfahren ist eine Abbildung der Ebene auf sich, die folgendermaBien be-

schrieben ist:
Gegeben sind eine Gerade a, die Schrdgbildachse, ein Winkel @, der Verzer-
rungswinkel, und eine positive reelle Zahl g, der Verzerrungsmafistab. Die Punkte
von a sind Fixpunkte. Das Bild eines Punktes A ¢ a wird folgendermafien gefun-
den: Zunichst wird das Lot von 4 auf a gefillt. Im Lotfupunkt 4* wird an die
Halbgerade [4*4 der Winkel 90° + @ angetragen (in mathematisch positivem
Sinn). Auf dem freien Schenkel dieses Winkels wird die Strecke g-A4A4*. abge-

tragen. Thr Endpunkt ist das Bild 4’ von A4.
Ein Schrigbildverfahren ist eine geradentreue Abbildung, die zu a parallele Strecken in zu
a parallele Strecken gleicher Linge abbildet und Teilverhiltnisse erhilt. Konvexe Polygo-
ne werden auf konvexe Polygone abgebildet. Ein Schrigbildverfahren ist durch die Wahl
der Achse und des Bildes eines nicht auf der Achse gelegenen Punktes festgelegt. Die Um-
kehrabbildung zu einem Schrigbildverfahren ist auch wieder ein Schrigbildverfahren, und
zwar mit gleicher Achse. Alle diese Eigenschaften lassen sich leicht mit Hilfe der Gesetze
der zentrischen Streckung herleiten.
Eine leichte Umrechnung fithrt auf eine mehr gebriuchliche Charakterisierung der
Achsenaffinitit: Fiir alle Punkte 4 ¢ a sind die Geraden 44’ untereinander parallel und
die Strecken [44'] werden durch die Achse a in einem festen Verhiltnis geteilt.
Da der allgemeine Begriff des affin-reguliren Polygons sonst im Unterricht nicht vor-
kommt und bei der Behandlung der affinen Abbildungen in der Oberstufe sicher vergessen
ist, kann man bei der Behandlung des Satzes von Napoleon - Barlotti durchaus auf die
fremdklingende Vokabel "affin" verzichten und stattdessen von "fastreguldren" Polygonen
sprechen, im Sinne der folgenden, formalen Definition.
Ein ebenes Polygon # heifit fastreguldr, wenn es eine Seite [4,,4,] besitzt, derart daB das
auf [4,,4,] errichtete regulidre Polygon 2 Bild von # unter einem Schrégbildverfahren mit
der Achse 4,4, ist.
DaB diese Definition verniinftig ist, er-
gibt sich aus der folgenden Tatsache:
Satz 3: Ist das ebene Polygon P
Jastreguldr, so ist jedes auf
einer Seite von (P errichtete
reguldre Polygon Bild von
unter einem Schrdgbildverfah-
ren mit der Trdgergeraden die-
ser Seite als Achse.
Aus den genannten Eigenschaften des
Schragbildverfahrens folgt unmittelbar, . .
daB jedes Dreieck fastregulir und dieser Fig. 3: fastregulares 6-Eck
Satz fiir Dreiecke trivial ist. Da ein Schrigbildverfahren Parallelitit erhilt, muB ein fast-
reguléres Viereck ein Parallelogramm sein und damit erhilt man diesen Satz auch fiir alle
fastreguldren Vierecke. Also bleiben regulidre n-Ecke mit n>4 zu betrachten. Fiir n=5 ist
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ein schiillergemifer Beweis in (Kratz, 1992) ausgefiihrt; dort wird auch bemerkt, da man
fiir n>5 analog vorgehen kann. Dazu ist eine weitere Idee notwendig und deswegen wollen
wir hier die vollstindige Argumentation angeben. Dies bedeutet nicht, daB wir uns eine
Behandlung des Satzes von Napoleon - Barlotti ohne diesen Beweis nicht vorstellen
konnen. Die Einzelschritte des Beweises sind sicherlich fiir Schiiler nachvollziehbar; wie
viele von ihnen aber den Gesamtzusammenhang begreifen, dariiber sollte man sich keinen
Illusionen hingeben. Unseres Erachtens ist es erlaubt, diesen Satz als Faktum hinzuneh-
men, um damit die wesentlich interessantere Aussage des Satzes von Napoleon - Barlotti
zu erarbeiten. Aber nun zum

Beweis von Satz 3: Als Schrigbild eines reguliren Polygons ist ein fastregulidres Polygon
immer konvex. Es sei # = P|P,... P, cin fastreguldres Polygon (Orientierung gegen Uhr-
zeigersinn) und auf den Seiten [P,, P,], [P, P;,,] (fir eini € {2,..n}, Addition modulo n)
von { seien die reguldren Polygone 4 = PP, 45... A,, 8=B,..B;; PP, B,,,... B, nach
auflen errichtet (Orientierung im Uhrzeigersinn); wir setzen noch 4, =P, 4, = P,,
B; =P, B, = P,,,. Ein Schrigbildverfahren fist durch P,P, als Achse und f(P3) = 43
festgelegt. Da P als fastregulir vorausgesetzt ist, kénnen wir annehmen, daB 4 das Bild von
# unter fist, also auch f(Pj)=A f fir alle j €{4,...,n} gilt. Es ist zu zeigen, da® dann 3 Bild
von { unter einem Schrégbildverfahren mit Achse P,P,,, ist. Im Rahmen der allgemeinen
Theorie der affinen Abbildungen ist dies leicht einzusehen. Sei g die Drehstreckung mit
g4 j) = Bj fiir allej €{1,...,n}. Die Verkettung # = g - f("g nach /") ist dann eine Affinitéit
mit den beiden Fixpunkten P,, P,,,, also die gesuchte Achsenaffinitét.

Fiir einen "elementaren” Beweis betrachtet Kratz (1992) die Mittelpunkte A/ und My der
reguliren Polygone. Das liegt schon deshalb nahe, weil es im Satz von Napoleon - Barlotti
gerade um diese Mittelpunkte geht. Dabei ist es sinnvoll, das Urbild A von M) beziiglich
des Schrigbildverfahrens f als Mittelpunkt von # anzusehen. Ein Schrigbildverfahren 4 ist
durch PP, als Achse und h(M)=My festgelegt. Wir zeigen: h(Pj) = Bj fiir alle
Jj € {1,...,n}, woraus Satz 3 unmittelbar folgt.

Fiirj e{i,i+1} ist das klar, denn bei P; = B; und P,,; = B,,, handelt es sich um Fixpunkte.
Wir untersuchen nun einen Punkt P, mit i #/ #i+1. Die Punkte 4;, 4;,, und 4, liegen auf
einem Kreis (mit Mittelpunkt A Ai und sind deshalb nicht kollinear. Damit sind die
Geraden A;M) und A4;,,A; auf jeden Fall verschieden.

Wir haben nun zwei Fille zu behandeln.

1. Die Geraden 4;M, und 4,,,4; schneiden sich in einem Punkt 7 (die unseres Erachtens
notwendige Betrachtung des Punktes 7 fehlt in Kratz, 1992). Dann schneiden sich auch
die Geraden P;Mp und P;,,B; in einem Punkt Tj. Aus Ahnlichkeitsbetrachtungen folgt,
daB 7, die Strecke [4;,M] im gleichen Verhiltnis teilt wie Ty die Strecke [P;,Mj). Da das
Schrégbildverfahren Teilverhéltnisse erhlt, teilt das Urbild 7 von Ty beziiglich f die
Strecke P,M in eben demselben Verhiltnis und aus dem gleichen Grund folgt dann
h(T) = Tp. Dieses Argument wird nun noch einmal variiert: 4; teilt die Strecke [4;,;,7]
im gleichen Verhiltnis wie B, die Strecke [P, ;,Tg] und P; teilt die Strecke P;, T in eben
demselben Verhiltnis. Also teilt h(Pj) die Strecke [A(P,, ). /()] = [P;4,,Tp] im gleichen
Verhiltnis wie Bj, woraus - wie gewiinscht - h(Pj) = Bj folgt.
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2. Die Geraden A;M, und 4,,,4; sind parallel. Dabei liegen die Punkte M und 4, auf der
gleichen Seite der Geraden 4,4,,,.

Die Punkte 4,, My, 4;, 4;,, bilden also
ein Trapez und dessen Diagonalen 4,4 )
A1 My schneiden sich. Wir wiederho-
len die Argumentation des 1. Falles
unter Vertauschung der Rollen von i und
i+1, was auf h(Pj) = B, fihrt. (Dieser
zweite Fall tritt bei » =5 nicht auf, des-
wegen wird er in Kratz, 1992, nicht er-
wihnt.)

Damit ist Satz 3 vollstindig bewiesen.
Der weitere Beweis des Satzes von
Napoleon - Barlotti fiir fastregulire
Polygone kann nun genau wie in Kratz
(1992) erfolgen; es handelt sich dabei oA

unseres Erachtens auch um ein fiir Figd: AMy | 414,

Schiiler sehr gut geeignetes Vorgehen. Wir halten nur noch fest, da der im Beweis von
Satz 3 untersuchte Punkt M tatsidchlich der Mittelpunkt des reguldren Polygons aus der
Behauptung des Satzes von Napoleon - Barlotti ist. Man mag diese Tatsache als Recht-
fertigung dafiir ansehen, daB man den Punkt A als Mittelpunkt des fastreguldren Polygons
bezeichnet.

Nun wenden wir uns der angekiindigten Diskussion des Grenziiberganges n — « zu. Die
folgenden Ausfithrungen eignen sich zwar nicht mehr fir den Unterricht in der Mittel-
stufe, finden aber bei der Behandlung des Grenzwertbegriffes in der 11. Jahrgangsstufe
ihren natiirlichen Platz. Thr Wert liegt vor allem darin, da} hier Grenzwerte nicht nur von
Zahlenfolgen, sondern auch von Folgen geometrischer Objekte gebildet werden.

Beim ersten Hinsechen bemerkt man, daB8 bei Erhohung der Eckenzahl des fastreguldren
Polygons # unter Beibehaltung seiner Fliche die Seiten von #, und damit auch die Seiten
der betrachten reguliren Polygone, immer kleiner werden. Damit schliet man uniiberlegt
weiter, daB die zur Debatte stehenden Polygone gegen Punkte konvergieren, und zwar
gegen Punkte der Ellipse, gegen die die fastreguliren Polygone konvergieren, die in Satz 2
beschriebenen Kreise sind davon weit entfernt. Aber hierbei handelt es sich um einen
TrugschluBS. Wie der Mathematiklehrer Roland Fischer aus Freudenstadt bei der eingangs
erwihnten Tagung in Oberwolfach bemerkte, werden die Seiten kleiner, aber die Winkel
groBer, so daB sich diese Effekte gegenseitig aufheben und die Fliache der reguldren Poly-
gone bei Erhéhung der Eckenzahl im wesentlichen konstant bleibt.

Die Schrégbildauffassung von Kratz liefert ein wirkliches Verstandnis fiir den Grenziiber-
gang. Betrachten wir eine Ellipse € als angendhert durch fastreguliare Polygone wachsen-
der Eckenzahl. Sei P ein Punkt von €. Sehen wir P als Grenzwert der Strecken [P,,P,] an,
so bietet es sich an, die Tangente ¢ an ¢ durch P als Grenzwert der Geraden P,P, und
damit als Schrigbildachse zu nehmen. Der Witz an der Sache ist nun, daB} es zu dieser
Achse genau ein Schriigbildverfahren gibt, das die Ellipse in einen auf der anderen Seite
der Achse liegenden Kreis abbildet.
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Satz 4: Zu jedem Punkt einer Ellipse gibt es genau einen Kreis, der die Ellipse
von auf3en berithrt und Bild der Ellipse beziiglich eines Schragbildverfahrens mit
der gemeinsamen Tangente als Achse ist.

Beweis: Der gesuchte Kreis mufl die Tangente ¢ in P beriihren, also muB sein Mittelpunkt

Mp auf der dulleren Normalen zu ¢ liegen.

Bezeichnet A den Mittelpunkt der

Ellipse und P* einen Endpunkt des zu

dem durch P gehenden Durchmesser '
konJugxerten Durchmessers, so ist die /
Strecke MP* parallel zur Schrig-

bildachse, wird also durch ein Schrig- ’
bildverfahren auf eine Strecke gleicher .’
Linge abgebildet. Dabei handelt es sich
um eine Strecke, die den Kreismittel-
punkt mit einem Punkt der Kreislinie Fig. 5: Kreis als Schragbild einer Ellipse
verbindet, das heifit, um einen Radius
des gesuchten Kreises. Also mul Mp von P den gleichen Abstand haben wie M von P*.
Damit ist Mp als Punkt der duficren Normalen eindeutig festgelegt und zwar handelt es
sich gerade um den in Satz 2 beschricben Punkt P'. Weiterhin ist der gesuchte Kreis als
Kreis ¥ um Mp mit Radius rp = MP* festgelegt. Es bleibt zu zeigen, daB dieser Kreis tat-
sdchlich Schrégbild der Ellipse unter einem Schrigbildverfahren mit der Achse ¢ ist. Ein
mogliches Schragbildverfahren muB M in M, iberfithren; dadurch ist es aber schon
vollstindig bestimmt. Im allgemeinen fithrt ein Schrégbildverfahren eine Ellipse in eine
Ellipse iiber. In unserer Situation ist das Bild von ¢ eine Ellipse mit zwei zueinander
senkrechten, gleichlangen Durchmessern, also ein Kreis, der Kreis ¥X.
Damit gestattet Satz 2 folgende Umformulierung, bei welcher der Grenziibergang deutlich
wird.
Satz 2': Die Mittelpunkte der Kreise, die eine gegebene Ellipse von auflen beriih-
ren und Bilder der Ellipse beziiglich eines Schrdgbildverfahrens mit der gemein-
samen Tangente als Achse sind, liegen auf dem Kreis um den Mittelpunkt der
Ellipse, dessen Radius gleich der Summe der beiden Halbachsen ist. Spiegelt man
alle diese Berithrkreise an den zugehorigen Tangenten, so liegen die neuen Mit-
telpunkte auf dem Kreis um den Mittelpunkt der Ellipse, dessen Radius gleich der
Differenz der beiden Halbachsen ist.
Den Beweis, der zum Beispiel in Schmidt (1990) nachgelesen werden kann, wollen wir
hier nicht ausfiithren. Stattdessen wollen wir zum Abschlufl diese "qualitative” noch durch
eine "quantitative" Betrachtung erginzen, die zu einem echten Grenzwertprozef fiihrt.
Dazu iiberlegen wir zuerst, daB die Konfiguration des Satzes von Napoleon - Barlotti
durch die Eckenzahl n, die Punkte M, M, und die Gerade g = PP, (Bezeichnungen wie
im Beweis von Satz 3) festgelegt ist. Sind diese Daten gegeben, so erhilt man den Mittel-
punkt P der Strecke [P}, P,] als den FuBipunkt des Lotes von M auf g, die Punkte P, P,
befinden sich auf den durch die vereinbarte Orientierung festgelegten Halbgeraden, in die
die Gerade g durch den Punkt P zerlegt wird, im Abstand

n
p-tan;
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von P, wobei p = M, P den Abstand des Punktes M, von g bezeichnet. Durch M}, P, und
P, ist das regulire n-Eck 4 bestimmt. Das Schrigbildverfahren f, das durch die Achse g
und fIMy) = M festgelegt ist, erzeugt das fastreguldre Polygon # aus dem reguldren Poly-
gon 4. Wir halten nun M, My, g, und damit auch p, fest, lassen aber n gegen unendlich
gehen. Das regulire n-Eck 4 hat den Umfang

U, =2-n-p-tank.

Damit berechnen wir
limU,=2-p-n lim £ tan®=2.p.%
n—w n—owo ® n

Das ist der Umfang eines Kreises mit Radius p. Der Kreis mit Mittelpunkt A/, und Radius

p ist also der Grenzwert der in Betracht kommenden reguliren Polygone. Da das Schrig-
bildverfahren eine stetige Abbildung ist, ist die Ellipse, die sich als Bild des Kreises ergibt,
der Grenzwert der zugehorigen fastreguldren Polygone. Wir bemerken noch die besondere
Bedeutung des Kreises mit Mittelpunkt A und Radius WA‘ Er enthilt die Ecken aller
reguldren n-Ecke aus der Behauptung des Satzes von Napoleon - Barlotti, einschliefilich

n =00, Mit anderen Worten: Alle diese reguldren Polygone haben diesen Kreis als gemein-
samen Umkreis.

Dank gilt meinen Kollegen Schiitte und Schwichtenberg fiir den Hinweis auf den Brief
von Gerhard Gentzen.
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