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BiGaLkE, Hans-Giinther:
Kugelgeometrie

Frankfurt am Main: Salle, 1984. — 400 S.
ISBN 3-7935-5530-5

Aarau: Sauerldnder, 1984

ISBN 3-7941-2478-2

Rudolf FritscH, Miinchen

Die Strukturmathematik der vergangenen Jahrzehnte,
Bourbaki und die Kategorientheorie, haben grofie Ver-
dienste um die Aufklarung der inneren Zusammenhénge
der verschiedenen Zweige der Mathematik und ihrer
Anwendungen. Versucht man, sich die Mathematik als
einen lebenden Organismus zu veranschaulichen, so kdnnte
man sagen, daB} die Strukturen das Skelett dieses Organis-
mus bilden. Die damit verbundene hohe Abstraktion bei
zugleich einfachen Grundelementen hat auf viele Mathe-
matiker des 20. Jahrhunderts einen enormen Reiz ausge-
ibt, der in einem ibertriebenen Eindringen der sogenann-
ten ,,Mengenlehre® in den Schulunterricht, sogar in der
Grundschule, gipfelte. Aber der Rausch ist nun verflogen.
Was wir gegenwirtig erleben, konnte man beinahe unter das
Motto stellen ,,zuriick zur Natur“. Um das Bild vom Orga-
nismus noch einmal aufzugreifen, das Fleisch um das Ske-
lett wird wieder entdeckt. Selbstverstindlich sollte dabei
das Kind nicht mit dem Bade ausgeschiittet werden, was in
manchen neuen Lehrplédnen passiert. Die Strukturen bilden
weiterhin einen wichtigen Zweig reiner und angewandter
Forschung — man denke nur an die enge Verbindung zwi-
schen formaler Logik und Informatik! Kein praktizierender
Mathematiker kommt heute ohne Strukturtheorie aus.
Aber das Knochengeriist alleine ist nicht lebensfahig. Diese
Erkenntnis beginnt sich auch langsam in den Hochschulen
durchzusetzen, indem man immer mehr auch klassische
Stoffe der Mathematik behandelt. Eine Vorlesung unter
dem Thema , Anwendungsorientierte Kugelgeometrie®,
wie sie Bigalke vor kurzem in Hannover gehalten hat, wire
vor 15 Jahren wohl kaum in irgendeinem Vorlesungsver-
zeichnis zu finden gewesen. Aber sie fiillt sicher eine Liicke
im Lehrangebot, das sich sonst im wesentlichen an For-
schungsinteressen orientiert. Gliicklicherweise wird auch
den Mathematikern mehr und mehr klar, daf sie aus ihrem
Elfenbeinturm herausgehen und der breiteren Offentlich-
keit zeigen miissen, wie sehr auch die abstrakten Begriffs-
bildungen fiir Anwendungen von Bedeutung sind.

Entstanden ist aus dieser Vorlesung das vorliegende
inhaltsreiche Buch , Kugelgeometrie“. In seiner Einleitung
weist der Verfasser auf das breite Spektrum der Anwender
dieses mathematischen Gebietes hin: Kartographen, Geo-
diten, Astronomen, Navigatoren und Kristallographen.

Rezensionen

Die Konzeption des Verfassers lautet: , Kugelgeometrie

wird als ,Geometrie auf der Kugel* verstanden. Auf alle

anderen méglichen Interpretationen wird hier verzichtet.

Das Buch ist von Anwendungen her aufgebaut, jedoch

nicht primér fiir Anwender geschrieben. Anwender werden

auf die Spezialliteratur verwiesen, finden in diesem Buch

aber die mathematischen Grundlagen beziiglich der von

ihnen benétigten sphérischen Trigonometrie. Alle bendtig-

ten Kenntnisse aus der ebenen Trigonometrie werden vor-

ausgesetzt. Die Anwendungsorientierung schlégt sich darin

nieder, daBl die mathematischen Inhalte sich in den meisten

Fillen aus dem Bestreben ergeben, praxisorientierte Frage-

stellungen zu beantworten. Dabei wird auf die Herleitung

vieler in der sphérischen Trigonometrie bisher iiblicher For-

melsysteme verzichtet. Es zeigt sich namlich, dal man

praktisch im wesentlichen mit drei Sdtzen auskommt: mit

dem Sinussatz, dem Seiten-Kosinussatz und dem Kotan-

genssatz. Die besondere Betonung der kugelgeometrischen

Aspekte kommt darin zum Ausdruck, daBl geometrische

Konstruktionen und die Diskussion geometrischer Zusam-

menhdnge besonders gepflegt werden. Die geometrischen

Darstellungen in den Figuren sind in der Regel so angelegt,

daB an ihnen auch gemessen werden kann. Bei allen Dar-

stellungen wird auf Schulung der Anschauung und des

rdumlichen Vorstellungsvermogens groBer Wert gelegt.

Dabei wird aber absichtlich keine ,Darstellende Geome-

trie‘ betrieben.*

Das vorgelegte Material ist in 10 Kapitel gegliedert:

. Einfithrung einiger Grundbegriffe und Grundkonstruk-

tionen

. Dreiecke auf der Kugel

. Aus der Navigation

. Metrik und Kriimmung der Kugel

. Abbildungen der Kugel in die Ebene bzw. eines Rota-

tionsellipsoids auf die Kugel

. Sphérische Astronomie

. Astronomische Zeit- und Ortsbestimmungen

. Die Isometrien der Kugel

. Kristallgeometrie

. Kugelteilungen.

Jedes Kapitel wird — wie angekiindigt — eingeleitet durch

einige Fragen aus der Praxis, zu deren Beantwortung dann

die mathematischen Grundlagen entwickelt werden. Das

ist ein guter didaktischer Trick, der den Leser in Spannung

hélt. Hier seien als Beispiele wiedergegeben:

1b) Wie findet man zeichnerisch die Entfernung zwischen
Hannover und Tokio und die Richtung, in der Tokio
von Hannover aus gesehen liegt?

3b) An einem Ort werden die Funksignale von zwei Sen-
dern, die mit derselben Frequenz phasengleich senden,
empfangen. Wie kann aus der Phasendifferenz der Ort
des Empféngers bestimmt werden?

6b) Wo war der Sirius am 1. 5. 81 in Hannover zu beob-
achten?

—
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Kezensionen

7f) Wie kann man die Ortsveranderung bei einem fahren-
den Schiff fir die Ortsbestimmung ausnutzen?
9c) Konnen die Kristalle aufgrund der ihnen zugrundelie-
genden geometrischen Symmetrien  klassifiziert
werden?
Esist klar, daB die angesprochenen Themenkreise in einem
Lehrbuch verniinftigen Umfangs nicht erschépfend behan-
delt werden kénnen. Wenn man sich trotzdem an ein sol-
ches Unternehmen wagt, besteht die Gefahr, daf3 unter
knapper und kurzer Ausdrucksweise die Verstandlichkeit
leidet. Der Verfasser hat aber aus der Not eine Tugend
gemacht und sich der Miihe unterzogen, die Grundlagen,
insbesondere die geometrischen Konstruktionen, in aller
Ausfiihrlichkeit zu erkldren; fiir die offenbleibenden Pro-
bleme gibt er dann weiterfilhrende Literatur an, die in
einem ausfiihrlichen und nach Kapiteln gegliederten Litera-
turverzeichnis zusammengefafBt ist. (Im Zeichen der gegen-
wartigen Nostalgiewelle wiinschte man sich vielleicht noch
etwas mehr historische Hinweise, aber auch das wiirde den
Umfang des Buches sprengen.)

Nun zum Inhalt im einzelnen. Das erste Kapitel und einige
Teile des zweiten decken zusammen etwa den Stoff ab, der
inden fritheren Schulbiichern zur sphérischen Trigonometrie
behandelt wurde. Jedoch wird der Grundkonzeption ent-
sprechend mehr Wert auf die geometrischen Konstruktio-
nen, die in aller Ausfiihrlichkeit beschrieben und durchge-
fihrt werden, gelegt als auf trigonometrische Formeln.
Einen zentralen Punkt am Beginn des zweiten Kapitels
bildet das Pentagramma mirificum, jenes merkwiirdige
Kugelfiinfeck, das von einem rechtwinkligen (aber nicht
gleichseitigen) Kugeldreieck erzeugt wird. Es dient vor
allem zur Herleitung der Neperschen Regel auf dem Wege,
auf dem sie wohl auch von John Napier (= Neper,
1550-1617) gefunden wurde. Ein weiterer hier behandelter
Begriff, "der im vorigen Jahrhundert eine groBe Rolle
spielte und heute — zu Unrecht — fast vergessen ist, ist der
von v. Staudt 1842 eingefithrte Eckensinus. Es handelt sich
um eine Funktion, die jeder rdumlichen dreiseitigen Ecke
eine Zahl im Intervall (0,1] zuordnet und die fiir die Volu-
menberechnung von Tetraedern die gleiche Rolle spielt,
wie der Sinus eines Dreieckswinkels fir die Fliache des
Dreiecks, d.h. fiir ein Tetraeder mit an einer Ecke zusam-
menstoenden Kanten a, b, c und zugehorigem Eckensinus
p gilt: V=Y%abcp. Einen weiteren Edelstein in diesem
Kapitel bildet die Diskussion kleiner Dreiecke auf der
Erdoberflache, das sind Dreiecke, deren Seitenlangen nicht
wesentlich groBer als 60 km sind. Es wird dargestellt, wie
man in der Geodéasie vorgeht und wie man Erdellipsoid
oder Ersatzkugeln, insbesondere die Gaufsche Schmie-
gungskugel zur Grundlage von Vermessungen und Rech-
nungen macht. Im Anschlufl daran wird das Kapitel in
kanonischer Weise durch Uberlegungen beendet, wie sich
die Theorie der kleinen Dreiecke verwenden 14Bt, um die
Formeln der ebenen Trigonometrie aus denen der sphéri-
schen Trigonometrie zuriickzugewinnen.

Im dritten Kapitel wird Seemansgarn gesponnen. Einen
roten Faden darin liefert die Frage nach der terrestrischen
Ortsbestimmung auf hoher See oder in der Luft, d.h.
Fremd- und Eigenpeilung, mit rechnerischer und zeichneri-
scher Auswertung der MefBergebnisse; hinzu kommt das
Problem der Kursfestlegung. All das fiihrt zu interessanten
Kurven auf der Kugel: Orthodrome, Loxodrome und Azi-
mutgleiche. Die Orthodrome beschreibt den kiirzesten Weg
zwischen Start und Ziel, also einen GroBkreisbogen. Die
Loxodromen sind Kurven konstanten Kurses (gegen Nord
gemessen); sie erlauben die leichteste Navigation unter
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Inkaufnahme eines Umweges. KalkiilmiBig werden die
Loxodromen durch die Besteckrechnung erfa3t, konstruk-
tiv mit Hilfe von speziellen Karten: Grofkreiskarten (gno-
monische Projektion) und Mercatorkarten. Dem Zaren
aller ReuBen, der die Eisenbahn von Moskau nach Peters-
burg bauen wollte, unterlief — da er Bigalkes Buch verstand-
licherweise nicht kannte — ein folgenschwerer Fehler.
Wiitend iiber die unzéhligen Biirgerinitiativen zur Trassen-
fithrung entschied er sich fiir den kiirzesten Weg und zeich-
nete ihn mit einem Lineal eigenhdndig auf einer Karte ein.
Nur, es war eine Mercatorkarte, dort erscheinen die Loxo-
dromen als Geraden, nicht die Orthodromen wie in Grof3-
kreiskarten. So fihrt bis heute die Eisenbahn in einem
groBBen Bogen von Moskau nach Petersburg. In der Praxis
wihlte man friiher fiir eine Reiseroute Stiitzpunkte auf der
Orthodrome und verband diese durch Loxodromenbdgen;
da verkaufen uns die angewandten Mathematiker die
Spline-Interpolation als neuesten Hit und bezeichnen die
Geometrie als mathematische Mottenkiste, aber das
»Mischsegeln“ ist eine uralte Geschichte! Der Verfasser
vergiBt leider darauf hinzuweisen, daB3 heute diese Art der
Navigation berholt ist. Die bei einem Orthodromenkurs
notwendige stindige Kurskorrektur wird heutzutage von
Bordcomputer und Satelliten einfach erledigt; unter dem
Gesichtspunkt der Energieersparnis wird dann lédngs der
Orthodrome gefahren bzw. geflogen! SchlieBlich ist noch
die Azimutgleiche zu beschreiben: Sie ist der geometrische
Ort aller Punkte, in denen sich der Meridian und die
Orthodrome zu einem festen Punkt unter einem festen
Winkel schneiden.

Kapitel 4 enthélt die elementare Differentialgeometrie der
Flichen im dreidimensionalen euklidischen Raum bis hin
zum Theorema egregium auf knapp 20 Seiten. Hier sind
gewisse Zweifel angebracht, ob ein mit Differentialgeome-
trie nicht vertrauter Leser gentigend versteht. Auch wirkt
die auf Gaul3 zurtickgehende Notation der Fundamentalgro-
Ben mit E, F, G usw. heute etwas liberholt. (Der Verfasser
meint dazu: Ich hatte auch zuerst die moderne , Einstein-
sche Summationskonvention“ benutzt. Das erforderte
jedoch einige miihselige Erlduterungen. Als ich dann fest-
stellte, daB die Anwender noch weitgehend die alten
Bezeichnungen benutzen und auch Mathematiker in Ver-

‘anstaltungen, z.B. fiir Ingenieure, diese noch verwenden,

habe ich mich auch dazu entschlossen. Vielleicht war das
falsch. In ein paar Jahren kénnte sich die neue Bezeichnung
vielleicht auch bei den Anwendern durchgesetzt haben.)
Wichtig und niitzlich ist jedoch am Ende dieses Kapitels die
Nennung (ohne Beweis) der differentialgeometrischen und
topologischen Eigenschaften der Kugel, die sie unter allen
zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten auszeichnen.

Das vierte Kapitel dient vor allem der Vorbereitung des

finften. Dieses beginnt mit einem elementaren Beweis

dafiir, daB die Kugel nicht in die Ebene abwickelbar ist.

Darauf beruhen ja die ganzen Probleme der Kartographie,

die im folgenden abgehandelt werden. Die Beschreibung

der systemimmanenten Verzerrungen erfolgt mit Hilfe der

Verzerrungsellipse (= Tissotsche Indikatrix 1881). Zunéchst

werden Beispiele fiir echte Kartennetzentwiirfe angegeben.

Das sind solche, bei denen

- Meridiane auf Geraden und

- Breitenkreise auf Geraden oder Kreise abgebildet wer-
den, sowie

- die Netzlinien senkrecht aufeinander stehen.

Diese Bedingungen werden vor allem von den Kegelentwiir-

fen erfiillt. Die Abbildung eines Stiickes der Erdkugelober-

fliche in die Ebene erfolgt dabei in einem zweistufigen
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ProzeB. Zunichst wird auf einen Kegel abgebildet, dessen

Spitze auf der Erdachse, genauer auf ihrer Verldngerung

liegt, und der die Kugeloberflache in einem Breitenkreis

beriihrt. Dabei kommen zwei Extremfille vor:

1. Die Spitze fallt mit einem der Pole zusammen; dabei
degeneriert der Kegel zur Tangentialebene in dem
betreffenden Pol. Dann spricht man von einem azimuta-
len Entwurf (hierunter fallt auch die stereographische
Projektion).

2. Die Spitze des Kegels liegt im Unendlichen, dann hat
man einen Zylinderentwurf.

In allen anderen Flichen spricht man von einem eigentli-

chen Kegelentwurf. In der Wahl der Abbildung von der

Kugel auf den Kegel bestehen dabei noch gewisse Freihei-

ten, so daB man nach Wunsch Mittabstandstreue, Winkel-

treue oder Flichentreue erreichen kann. Im zweiten Schritt
wird dann der Kegel auf iibliche Weise in die Ebene abge-
wickelt, und man erhélt eine Karte von der Form eines

Kreissektors. Wenn eine der drei genannten Bedingungen

nicht erfiillt ist, so haben wir einen unechten Kartenent-

wurf, wie z.B. bei der Erdkarte, die gelegentlich im Fern-
sehen als Hintergrund zu sehen ist. Bei den vermittelnden

Karten hat man global weder Winkel- noch Flachentreue,

aber beide Eigenschaften werden approximiert.

Genaue Karten miissen berticksichtigen, daf8 die Erd-
oberfliche ja keine exakte Kugel ist und besser durch ein an
den Polen abgeplattetes Rotationsellipsoid approximiert
wird. Das geschieht in der Weise, da3 man zunéchst Abbil-
dungen eines Rotationsellipsoides auf eine Kugel betrach-
tet und ihre Verzerrungen untersucht. Diese beruhen natiir-
lich auf dem verschiedenen Kriimmungsverhalten von
Ellipsoid und Kugel, lassen sich aber durch geschickte
Wahl weitgehend vermeiden, wie am Schluf} dieses Kapi-
tels gezeigt wird. Eine wichtige Rolle spielt dabei wieder
die GauB3sche Schmiegungskugel.

Nun weiten wir unseren Blick von der Erdoberfliche weg
hinaus ins Weltall und wenden uns im sechsten Kapitel der
Astronomie zu, dem Fixsternhimmel und der astronomi-
schen Zeitbestimmung. Zunéichst gilt es eine Reihe von
Begriffen zu lernen, die man zwar irgendwie kennt — vor
allem, weil sie in den tblichen Schulatlanten vorkommen —
die aber selten richtig im Zusammenhang erklart werden, es
sei denn bei einer speziellen Einfithrung in die Astronomie:
Perihel, Aphel, Ekliptik, Aquinoktien, Friihlingspunkt, . ..
Fir die Ortsbestimmung im All werden verschiedene
Kugel-Koordinationssysteme verwendet, vor allem
- das vom Himmelsdquator (konzentrisch zum Erdaqua-
tor), den Himmelspolen (Polarstern) und dem Stand-
punkt bestimmte Aquatorsystem
— das vom Horizont und dessen Polen (Zenit, Nadir)
bestimmte Horizontsystem.
Der Ubergang zwischen diesen beiden Systemen wird durch
das nautische Dreieck vermittelt, das aus dem Polarstern,
dem Zenit und dem betrachteten Gestirn besteht. Beide
Systeme sind abhangig vom Beobachtungsort, was zu inter-
essanten Bewegungsgleichungen fiir die Fixsterne fiihrt.
Sowohl die Astronomie als auch die Nautik haben Verfah-
ren entwickelt, zumindest das Aquatorsystem von der Orts-
abhéingigkeit zu 16sen. In der Astronomie sind noch zwei
weitere ortsunabhingige Koordinationssysteme gebréuch-
lich, die kurz beschrieben werden: das Ekliptik-System und
das galaktische System.

Fiir die Zeitmessung hat man Sonnenzeit und Sternzeit zu
unterscheiden. Unsere mitteleuropdische Zeit basiert auf
der Sonnenzeit, in der Astronomie rechnet man mit der
Sternzeit. Beide sind nicht von Natur aus konstant, son-
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dern unterliegen periodischen Schwankungen (Perioden-
lange: 1 Jahr). Der Graph der Zeitgleichung (wahre Orts-
zeit — mittlere Ortszeit in bezug auf die Sonne) weist in
einer Periode vier Extremstellen aus, zwei Maxima und
zwei Minima. Deswegen rechnet man eben in der Praxis
mit mittleren Ortszeiten und mittleren Sternzeiten. Aber
auch der Jahresbegriff ist nicht eindeutig. Man unter-
scheidet

1 tropisches Jahr = 365,2422 mittlere Sonnentage =

= 366,2422 mittlere Sterntage
und

1 siderisches Jahr = 365,2564 mittlere Sonnentage.
Leider erwihnt der Verfasser nicht, daf die internationale
Generalkonferenz fiir Mafle und Gewichte aus diesen astro-
nomischen Schwankungen die Konsequenz gezogen hat,
die Zeiteinheit nicht mehr astronomisch, sondern atom-
physikalisch zu definieren. In der Bundesrepublik gilt seit
dem 2. Juli 1970 gesetzlich:

1 Sekunde = 9162631770 x Periodendauer der dem
Ubergang zwischen den beiden Hyper-
feinstrukturen des Grundzustandes von
Atomen des Nuklids 133 Cs entsprechen-
den Strahlung.

Urspriinglich galt

1 Sekunde = 1/86400 mittlerer Sonnentag
(Eine entsprechende Ergénzung wire auch im ersten Kapi-
tel anzubringen: Dort wird der Erdumfang mit 40.030,322
km angegeben; es fehlt der Hinweis auf die derzeit giiltige
atomphysikalische Festlegung:

1 km = 1000 m .

1km = 1650763,73 X Wellenlidnge der von Atomen des

Nuklids 86 Kr beim Ubergang vom Zustand 5ds
zum Zustand 2p;o ausgesandten sich im Vakuum
ausbreitenden Strahlung.
Das Gesetz soll aber noch dieses Jahr im Hinblick auf eine
neue EG-Vereinbarung novelliert werden; diese besagt:
= 1/2999792458 der Entfernung, die das Licht im
Vakuum wihrend 1 Sekunde zuriicklegt.
Der Unterschied zwischen den verschiedenen Definitionen
ist durchaus feststellbar: Aus den Angaben im dtv-Lexikon
Band 5, 1970 errechnet man fiir den Erdumfang 40.031,564
Urmeter.)

Weithin unbekannt diirfte sein, da der scheinbar
umgangssprachliche Begriff der Ddammerung mathematisch
prézise gefaft werden kann und dies auch in verschiedenen
Weisen geschieht. Man unterscheidet nach Licht- und Be-
obachtungsbediirfnissen
- burgerliche Ddmmerung(Abendddmmerung: Sonnenmit-

telpunkt unter dem Horizont, aber um weniger als 6°)

— nautische Ddmmerung (bis 12°) und
— astronomische Dammerung (bis 18°).
Man kann berechnen, an welchen Tagen an vorgegebenen
Orten die Dimmerung am kiirzesten ist und kommt dabei
auch zu einer mathematischen Begriindung der Erfahrungs-
tatsache, daB der Ubergang zwischen Tag und Nacht am
Aquator praktisch ohne Dammerung erfolgt.

Die groBen Entdecker, von Odysseus tiber Erich den Roten
und Leif Eriksson bis ins 19. Jahrhundert hatten natiirlich
noch keine Funkpeilmethoden zur Verfiigung. Sie benutz-
ten zur Zeit- und Ortsbestimmung auf hoher See oder auch
im afrikanischen Urwald nicht die im dritten Kapitel ange-
sprochenen terrestrischen, sondern astronomische Metho-
den (z.B. Odyssee V, 271-273), denen Bigalke sein 7.
Kapitel widmet. Daf8 mindestens schon die Wikinger sich
in dieser Weise gut orientieren konnten, ergibt sich daraus,
daB sie nicht nur Gronland und Amerika entdeckten — das
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hétte auch Zufall gewesen sein konnen —, sondern daB sie
auch den Weg zuriick fanden und von ihrer Entdeckung
berichten konnten. Die grundlegenden Techniken hierbei
sind die Zenitdistanzmessung und die Azimutmessung.
Beide gestatten es, bei bekanntem Ort eines Gestirns aus
der Beobachtung des Gestirns von der geographischen
Breite auf die Ortszeit, also die geographische Lange, oder
umgekehrt zu schlieBen. Das Zweihohenproblem ist die
Aufgabe, beide Koordinaten gleichzeitig zu ermitteln, und
benotigt solche Messungen an zwei bekannten Gestirnen.
Die Auswertung fithrt im Fall der Zenitdistanzmessung auf
ein System von zwei linearen und einer quadratischen
Gleichung, das sich standardmaBig 16sen 1aBt.

Da die Zenitdistanzmessung einen gewissen Aufwand
erfordert, hat man einen Weg gefunden, sie zu umgehen;
dazu miissen aber drei bekannte Gestirne beobachtet wer-
den (Dreihéhenproblem). Fir kleinere Segelschiffe war bis
vor kurzem die Ortsbestimmung mit Versegelung ein belieb-
tes Verfahren, die auf zwei Hohenmessungen der Sonne
beruht, die in Praxis mit geniigender Genauigkeit zeichne-
risch, z.B. mit der Standlinienmethode ausgewertet wer-
den. Heutzutage werden aber auch schon die kleinsten
hochseetiichtigen Boote mit Satelliten-Navigatoren ausgerii-
stet und wieder verschwindet ein Stiick Seemannsromantik.

Das Kapitel schlieBt mit einem Thema, das mathema-
tisch in den Zusammenhang gehort, aber eigentlich nichts
mit der Seefahrt zu tun hat. Es handelt sich um eine
Aufgabe, die in fast jeder Ubung zur Darstellenden Geo-
metrie gestellt wird, die Konstruktion einer Sonnenuhr.
Auch hier gibt es mehrere Typen: Aquatorial-Sonnenuh-
ren, Horizontal-Sonnenuhren, vertikale Ost-West-Uhren
und Vertikal-Sonnenuhren. In speziellen Situationen sind
aber auch noch Sonderkonstruktionen nétig.

Die Kapitel 8 und 9 sind einer weiteren Anwendung der
Kugelgeometrie gewidmet, der Kristallographie. Sie wurde
urspriinglich fast nur von Mathematikern betrieben, ist
heute aber eine Teildisziplin der Geowissenschaften. Kapi-
tel 8 enthélt die mathematische Vorbereitung, die Untersu-
chung der Isometrien der Kugel. Dabei setzt der Verfasser
die Kenntnis der Isometrien des dreidimensionalen euklidi-
schen Raumes nicht voraus, sondern entwickelt die Theo-
rie unabhéngig tiber die Diskussion der moglichen Systeme
von Fixelementen. Unter diesem Gesichtspunkt werden
sechs Typen von Isometrien unterschieden:

1. Drehungen mit einem Drehwinkel, der kein ganzzahli-
ges Vielfaches von m ist,

. Halbdrehungen,

. Spiegelungen,

. die Identitat,

. Drehspiegelungen,

. die antipodische Abbildung, die der Verfasser im
Gegensatz zum iblichen mathematischen Sprachge-
brauch, aber in Anlehnung an die Terminologie der
Kristallgeometer, Inversion nennt.

AN WN

Auch fiir die Isometrien der Kugel gilt der Dreispiegelungs-
satz: Jede Isometrie kann durch Verkettung von héchstens
drei Spiegelungen dargestellt werden.

Wesentlich fiir die Kristallographie, aber auch fiir Sym-
metrieuntersuchungen an Atomen und Molekiilen in der
Festkorperphysik bzw. der Chemie sind die Punktgruppen,
die endlichen Untergruppen der Gruppe aller Isometrien
der Kugel. Von besonderer Bedeutung sind die endlichen
Drehgruppen, das sind diejenigen Punktgruppen, die nur
gleichsinnige Isometrien enthalten. Enthilt eine Punkt-
gruppe auch gegensinnige Isometrien, so besitzt sie eine
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endliche Drehgruppe als Normalteiler vom Index 2 und es

sind nun die folgenden beiden Fille moglich:

1. die gesamte Punktgruppe ist die von dem Normalteiler
und der Inversion erzeugte Untergruppe der Gruppe
aller Isometrien, oder

2. es gibt eine endliche Drehgruppe mit demselben Nor-
malteiler vom Index 2, derart dal3 die nichttrivialen
Nebenklassen der gegebenen Punktgruppe und dieser
Drehgruppe durch die Inversion bijektiv aufeinander
abgebildet werden.

Damit kann man die Klassifikation der Punktgruppen im

einzelnen durchfithren. Zur Veranschaulichung wird jeder

solchen Gruppe eine Fixfigur zugeordnet, das ist ein kon-
vexes Polyeder in der Vollkugel mit moglichst wenig Ecken,
die alle zur Oberfliche der Kugel gehoren, und mit der

Eigenschaft, daf es bei allen Abbildungen der Gruppe und

nur bei diesen Abbildungen auf sich abgebildet wird. Diese

Klassifikation hat der Verfasser mit besonderer Liebe und

Sorgfalt durchgefiihrt und durch 44 sehr saubere und klare

Zeichnungen von Fixfiguren deutlich gemacht. Dabei gibt

es unerwartete Schwierigkeiten: wenn man etwa die Dreh-

gruppe betrachtet, die ein einer Kugel einbeschriebenes
reguléres Tetraeder in sich tiberfiihrt, so kann man nicht das

Tetraeder selbst als Fixfigur nehmen, da es auch noch

durch die Spiegelungen an den durch eine Kante und den

Mittelpunkt der Gegenkante bestimmten Ebenen in sich

ubergefihrt wird. So erfordert es einen geschickten Kunst-

griff, eine Fixfigur fiir die Drehgruppe des Tetraeders, die
die Ordnung 12 hat, anzugeben; auf dieselbe Weise lassen
sich dann aber auch Fixfiguren zu den Drehgruppen des

Oktaeders (Ordnung 24) und des Ikosaeders (Ordnung 60)

finden.

Gewisse dieser Punktgruppen treten als Symmetrien
eines Kristalls auf; sie werden kristallographische Punkt-
gruppen genannt. Daf} nicht alle Punktgruppen vorkom-
men, liegt an dem ,,Rationalitdtsgesetz* der Kristallogra-
phie (1816 von Chr. S. Weill empirisch gefunden): Bei
einem gegebenen Kiristall ist es immer mdoglich, ein seiner
Bauart angemessenes dreidimensionales Koordinationssy-
stem so anzugeben, daf} die Achsenabschnitte der verschie-
denen Ebenen, in denen die Flichen des Kristalls liegen,
auf jeder Achse sich zueinander wie kleine ganze Zahlen
(in der Regel < 10) verhalten. Diese Uberlegung hat uns
schon mitten in das neunte Kapitel gefiihrt, in dem zunéchst
gezeigt wird, wie man die Symmetrien eines Kristalls noch
mit Hilfe von Polbild und stereographischer Projektion
deutlich machen kann. Dies beruht auf dem ,,1. Grundge-
setz der Kristallographie“: Bei verschiedenen Kristallen
derselben Kristallart schneiden sich entsprechende Flachen
unter denselben WinkelgroBen (Nicolaus Steno 1669). Zur
Herstellung des Polbildes wahlt man eine Kugel, die den
Kristall enthilt und ihren Mittelpunkt im Inneren des Kri-
stalls hat. Vom Mittelpunkt aus zieht man die Normalen zu
den Begrenzungsflichen und bestimmt ihre Durchstof3-
punkte mit der Kugeloberfliche. Die Gesamtheit der so
erhaltenen Flichenpole bildet die Polfigur eines Kristalls.
Sie wird dann mit Hilfe der stereographischen Projektion
in die Ebene abgebildet. Das prinzipielle Verfahren wird
an einem Aragonitkristall in allen Einzelheiten vorgefiihrt.
In der Praxis verwendet man jedoch héaufig eine Zeichen-
hilfe, das Wulffsche Netz, Bild eines Koordinatennetzes der
Polkugel unter einer stereographischen Projektion.

Das Hauptergebnis ist Satz 9.3: Nur die Punktgruppen
sind kristallographische Punktgruppen, die entweder gar
keine Drehungen oder aber Drehungen oder Drehspiege-
lungen mit hochstens 2-, 3-, 4- oder 6zédhligen Drehachsen
enthalten. Es gibt insgesamt 32 kristallographische Punkt-
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gruppen. (Dabei heifit eine Drehachse n-zéhlig, wenn die
betreffende Gruppe eine Drehung um den Winkel 27/n
enthilt.) Auf diese Weise entstehen 32 Kristallklassen, fiir
die Représentanten in Schréigbild und Stereogramm angege-
ben werden. (Ein Stereogramm ist eine Skizze der stereo-
graphischen Projektion eines Flachenpoles samt seinen Bil-
dern, unter den Isometrien der jeweiligen Punktgruppe.)

Zur theoretischen Beschreibung eines Kristalls dient die
Kristallindizierung. Das dem Kiristall zu Grunde liegende
Raumgitter bestimmt ein im Sinne des Rationalitétsgesetzes
ausgezeichnetes Koordinatensystem. Dessen Einheitsvek-
toren bilden aber im allgemeinen kein Orthonormalsystem;
ihre euklidischen Lingen und die Winkel zwischen ihnen
werden als die Metrik des Kristalls bezeichnet. Durch die
Betrachtung der Achsenabschnitte der Drehebene einer
Seitenflache des Kristalls kommt man zu drei rationalen
Zahlen, die als Millersche Indizes zur Kennzeichnung der
Flache benutzt werden.

Bei der Zeichnung eines Kristalls sollen Symmetrien und
Parallelitditen moglichst deutlich zum Ausdruck kommen.
Dafiir bietet sich vor allem die senkrechte Parallelprojek-
tion an, wobei es nur noch darauf ankommt, den Kristall
geschickt auf die Zeichenebene zu stellen. Fiir die Ausfiih-
rung einer solchen Zeichnung gibt es wieder verschiedene
Methoden, wobei man das Polbild auch wieder giinstig
verwenden kann.

Im abschlieBenden zehnten Kapitel geht es schlieBlich um
Kugelnetze und Kugelteilungen. Ein Kugelnetz ist ein end-
licher, planarer, zusammenhéingender Graph, dessen
Ecken mindestens vom Grad 2 und dessen Kanten Gro8-
kreisbogen der Kugeloberflache sind. Ein Kugelnetz zerlegt
die Kugeloberflache in endlich viele einfach zusammenhén-
gende Gebiete, die Flichen des Netzes. Ihre Gesamtheit
wird als Kugelteilung bezeichnet. Uber eine Beziehung
zwischen der Anzahl e der Ecken, k der Kanten und f der
Flachen einer Kugelteilung gibt der Eulersche Polyedersatz
Auskunft: e—k+f=2. Einfach auflisten lassen sich die regu-
laren Kugelteilungen. Topologische Regularitat liegt vor,
wenn alle Flachen von sphérischen n-Ecken mit derselben
Kantenzahl n behandelt werden und alle Ecken denselben
Grad haben; fiir metrische Regularitit verlangt man zusitz-
lich, daf3 alle Kanten gleich lang und der Winkel zwischen
je zwei benachbarten Kanten immer derselbe ist. Offen-
sichtlich induzieren die platonischen K6rper metrisch regu-
lare Kugelteilungen. Daneben sind nur noch die Zweiecks-
netze, die genau zwei Ecken aufweisen, und die Kreistei-
lungsnetze, bei denen alle Ecken auf einem GroBkreis
liegen und die Kanten diesen GroBkreis ausfiillen, topolo-
gisch oder auch metrisch reguldr. Das ist schon die vollstan-
dige Liste! Eine groBere Klasse bildet die Klasse der halbre-
guldren Kugelteilungen. Davon gibt es zwei Sorten, die
fliachendquivalenten und die eckendquivalenten Kugelteilun-
gen. Eine Kugelteilung ist topologisch (metrisch) flichen-
(ecken) dquivalent, wenn jede Flache von der gleichen Zahl
von Kanten berandet wird (jede Ecke den gleichen Grad
hat) und zu jedem Paar von Flachen (Ecken) eine topologi-
sche Selbstabbildung der Kugel (Isometrie) existiert, die
die erste Fliche (Ecke) in die zweite und das ganze Kugel-
netz in sich iiberfiihrt. Jedes Kreisteilungsnetz gibt AnlaB zu
einer nichtreguldren dquivalenten Kugelteilung: man wihlt
in jeder Flache eine weitere Ecke und verbindet die neuen
Ecken mit allen alten Ecken durch eine Kante. Hat man
ein Kreisteilungsnetz mit gerader Eckenzahl, so kann man
die Konstruktion in der Weise abindern, daf3 man die eine
der neuen Ecken nur mit jeder zweiten alten Ecke verbin-
det und die zweite neue Ecke mit den vorher ausgelassenen
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alten Ecken. Aufler diesen trivialen nichtreguldren flichen-
aquivalenten Kugelteilungen gibt es noch dreizehn weitere,
sieben von Dreiecken begrenzte, vier von Vierecken
begrenzte und zwei von Fiinfecken begrenzte. Die ecken-
dquivalenten Kugelteilungen ergeben sich aus den flachen-
dquivalentendurch Dualisierung: isteine flichenédquivalente
Kugelteilung gegeben, so wihle man in jeder Flache einen
Punkt als Ecke und verbindet zwei Ecken genau dann
durch eine Kante, wenn die betreffenden Flichen eine
Kante gemeinsam haben. Das Ergebnis ist offensichtlich
eine eckeniquivalente Kugelteilung. Eine solche heif3t
archimedisch, wenn zusitzlich gilt, da3 alle Kanten des
Netzes zueinander kongruent sind, was auf die archimedi-
schen Korper Bezug nimmt.

Die Isometrien, die eine halbregulidre Kugelteilung in
sich tberfiihren, bilden natiirlich eine Punktgruppe. Das
Besondere in den flachenédquivalenten Kugelteilungen ist
nun - bis auf wenige Ausnahmen —, daf3 die zugehérigen
Punktgruppen von ebenen Spiegelungen erzeugt werden
koénnen. Damit kommen wir zu einer bisher noch nicht
genannten Anwendergruppe der Kugelgeometrie, zu den
Spielzeugfabrikanten, oder genauer zu den Kaleidoskop-
herstellern. Die entsprechenden Kugelnetze kdnnen ndm-
lich durch Winkelspiegel hergestellt werden und man nennt
sie deshalb auch Kaleidoskope. Die Theorie dazu steht nun
bereit und ist jedem verstdndlich, der einmal ein Kaleido-
skop in die Hand genommen hat. Die vom Verfasser
angefertigten Fotografien sind auch sehr tiberzeugend. Wer
sich selber einmal mit solchen technischen Aufnahmen
befaf3t hat, der kann den Verfasser nur bewundern, dal es
ihm gelungen ist, diese Aufnahmen herzustellen. Sie bilden
einen besonderen Leckerbissen in dem schmackhaften und
umfangreichen Menii, das hier geboten wird.

Anwendungen anderer Art haben die isogonalen Kugel-
teilungen, die dadurch gekennzeichnet sind, daf3 jede Ecke
denselben Grad hat und zwei benachbarte Kanten an einer
Ecke immer unter dem gleichen Winkel zusammenstofen.
Solche Kugeln gibt es mit Kreisteilungsnetzen, Zweiecks-
netzen, von platonischen Koérpern induzierten Netzen und
fiinf weiteren Netzen, bei denen der fragliche Winkel
jeweils 120° mi3t. 120°-Kugelnetze ganz allgemein spielen
in der Theorie der Minimalflichen eine wichtige Rolle und
sind fiir das beriihmte Plateausche Problem von Bedeutung.
Es geht dabei um Minimalflichen, das sind die Flichen
kleinsten Inhalts, die von gegebenen geschlossenen Kurven
berandet werden. Hier gibt der Verfasser noch einmal eine
Probe seiner Fotografierkunst und zeigt im Bild sowohl die
Minimalfliche eines Tetraedernetzes als auch die eines
Wiirfelnetzes.

Zum SchluB fithrt der Weg von den Kugelteilungen in die
Biologie. Es beginnt mit der Frage, wie kann eine gewisse
Anzahl Ecken moéglichst gleichmiaBig auf der Kugelfldche
verteilt werden. Praktische Bedeutung haben diese Pro-
bleme z.B. in der Pollenforschung. Die Natur scheint
bemiiht zu sein, méglichst viele Offnungen gleich verteilt auf
dem Pollenkorn so unterzubringen, daf ein genetisch
bestimmter Mindestabstand nicht unterschritten wird.
Diese Extremalprobleme finden aber auch Anwendung in
der Komplexchemie.

Zusammenfassend muf3 man erst noch einmal feststellen,
daB es sich wirklich um ein inhaltsreiches Buch handelt, das
in die Hand eines jeden Mathematiklehrers gehort und
jedem Anwender der Kugelgeometrie wiarmstens empfoh-
len werden kann. Die zahlreichen Ubungsaufgaben erleich-
tern das Selbststudium und sorgfiltig angelegte Namen-
und Sachverzeichnisse erméglichen die Beniitzung als Nach-
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schlagewerk. Auch die duB3ere Aufmachung ist sehr anspre-
chend, klarer Druck und deutliche Wiedergabe der Zeich-
nungen erleichtern Lesbarkeit und Verstandnis. Ein Wer-
mutstropfen ist nur der relativ hohe Preis von DM 120,—,
der vielleicht manchen Interessenten vom Kauf abhalten
wird. Natiirlich sind Satz und Druck eines mathematischen
Werkes viel aufwendiger als bei ,,schoner” Literatur. Aber
der Rezensent ist iiberzeugt, da bei einem wesentlich
niedrigeren Verkaufspreis sich so viel mehr Kéaufer fiir das
Werk finden wiirden, da8 der Gewinn fiir die Verlage der
gleiche bliebe.
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