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Abhandlungen 

Kategorien, Funktoren, natürliche Transformationen1) 
V o n R U D O L F F R I T S C H 

E s m u ß v o r a u s g e s c h i c k t w e r d e n , d a ß h i e r ke ine 
d i d a k t i s c h e n o d e r m e t h o d i s c h e n F r a g e n z u m M a t h e m a 
t i k u n t e r r i c h t i n d e r S c h u l e b e h a n d e l t w e r d e n . Dieses 
Re fe ra t h a t v i e l m e h r das Z i e l , e in ige neuere Begriffe z u 
e r l ä u t e r n , d i e h e u t e z u m W o r t s c h a t z jedes M a t h e m a 
t i k s tuden t en g e h ö r e n u n d i n Z u k u n f t v i e l l e i c h t d i e 
M e n g e n s p r e c h w e i s e fü r d ie G r u n d l e g u n g de r M a t h e 
m a t i k a b l ö s e n w e r d e n . O b w o h l s i c h e i n d i r e k t e r E i n 
f l uß dieser E n t w i c k l u n g auf d e n S c h u l u n t e r r i c h t erst i n 
e in ige r Z e i t e r g e b e n w i r d , e r sche in t m i r e i n W i s s e n d a r 
u m s c h o n j e t z t b e i de r s a c h l i c h e n V o r b e r e i t u n g des 
U n t e r r i c h t s n o t w e n d i g . 

D i e A u f g a b e n , d i e e i n e m M a t h e m a t i k e r gestell t 
w e r d e n , bes tehen z . T . d a r i n , k o n k r e t e P r o b l e m e v o n 
u n w e s e n t l i c h e m B a l l a s t z u befre ien u n d d a h i n t e r l i e -
gencle S a c h v e r h a l t e z u e r k e n n e n ; S a c h v e r h a l t e , d i e oft 
g l e i c h s i n d , a u c h w e n n d ie u r s p r ü n g l i c h e n P r o b l e m e 
sehr v e r s c h i e d e n ausgesehen h a b e n . S o k o m m t m a n 
z . B . auf d i e Begr i f fe M e n g e , G r u p p e , K ö r p e r , V e k t o r 
r a u m , m e t r i s c h e r R a u m u n d d i e e n t s p r e c h e n d e n T h e o 
r i en ( M e n g e n l e h r e , G r u p p e n t h e o r i e u sw . ) . D a b e i h a n 
de l t es s i ch , w i e es P . J . H I L T O N [3] e i n m a l a u s g e d r ü c k t 
hat , u m e ine A b s t r a k t i o n 1. S tufe . 

I n n e r h a l b d e r M a t h e m a t i k lassen s i c h solche A u f 
g a b e n w i e d e r f i n d e n . M a n beobach te t , d a ß d ie M e t h o 
d e n , d i e b e i d e r B e h a n d l u n g ve r sch iedene r T h e o r i e n 
a n g e w a n d t w e r d e n , oft e i n a n d e r sehr ä h n l i c h s i n d . I n 
d e m m a n das G e m e i n s a m e h e r a u s s c h ä l t u n d dessen 
S t r u k t u r be t r ach te t , ge lang t m a n z u e iner A b s t r a k t i o n 
2. Stufe, als d e r e n G r u n d b e g r i f f e heute » K a t e g o r i e « , 
» F u n k t o r « u n d » n a t ü r l i c h e T r a n s f o r m a t i o n « angesehen 
w e r d e n . A t i s s a g e n d e r M e n g e n l e h r e s i n d S ä t z e ü b e r 
d i e K a t e g o r i e d e r M e n g e n ; en t sp r echend ha t m a n d i e 
K a t e g o r i e d e r G r u p p e n , d i e K a t e g o r i e de r V e k t o r 
r ä u m e usw. U m S ä t z e ü b e r G r u p p e n z u beweisen , 
w e n d e t m a n m e n g e n t h e o r e t i s c h e S c h l ü s s e a n ; b e i m 
A r b e i t e n m i t V e k t o r r ä u m e n k o m m t m a n oft auf F r a g e n 
aus d e r G r u p p e n t h e o r i e . M a n e r h ä l t so Ü b e r g ä n g e 
z w i s c h e n K a t e g o r i e n , das s i n d » F u n k t o r e n « . S c h l i e ß 
l i c h ha t m a n F u n k t o r e n m i t e i n a n d e r z u v e r g l e i c h e n , 

') Vortrag auf der Hauptversammlung des Deutschen Vereins zur Förde
rung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts 1972 in 
Köln. 

das f ü h r t auf d e n Begriff der » n a t ü r l i c h e n T r a n s f o r m a 
t i on« . 

W i e d ie M e n g e n l e h r e ze r f ä l l t a u c h d ie T h e o r i e de r 
K a t e g o r i e n i n z w e i T e i l e ; e i n m a l liefert sie R ü s t z e u g 
für j e d e n M a t h e m a t i k e r , z u m z w e i t e n ist sie e i n F o r 
schungsgebie t f ü r Spez ia l i s t en . E i n e Z u s a m m e n s t e l l u n g 
de r G r u n d l a g e n v o n a l l geme ine r B e d e u t u n g f indet m a n 
i n [2] ode r [5 ] , spezie l l als E i n f ü h r u n g fü r d i e F a c h 
l eh re r a n G y m n a s i e n gedach t ist e i n Auf sa t z v o n 
P . J . H I L T O N [3 ] . 

D i e E n t w i c k l u n g der T h e o r i e de r K a t e g o r i e n b e g a n n 
m i t de r 1942 geschr iebenen , aber erst 1945 g e d r u c k t e n 
A r b e i t v o n S A M U E L E I L E N B E R G u n d S A U N D E R S M A C 

L A N E [ 1 ] , d i e e ine der i m m e r n o c h besten M o t i v a t i o n e n 
fü r d i e ganze T h e o r i e e n t h ä l t . E I L E N B E R G u n d M A C L A N E 

gehen v o n f o l g e n d e m Be i sp ie l aus : 
M a n k a n n auf der M e n g e der l i n e a r e n A b b i l d u n g e n 

f: V R (V ree l ler V e k t o r r a u r n , R K ö r p e r de r reel len 
Z a h l e n , a u f g e f a ß t als 1-d imensionaler reel ler V e k t o r 
r a u m ) eine A d d i t i o n u n d eine M u l t i p l i k a t i o n m i t S k a 
l a r e n so e r k l ä r e n , d a ß w i e d e r e in V e k t o r r a u m ent
steht, de r sogenannte d u a l e V e k t o r r a u m z u K , für d e n 
s i c h d i e B e z e i c h n u n g V* e i n g e b ü r g e r t hat . 

W i e d e r h o l u n g des V e r f a h r e n s l iefert d e n »zwe i f ach 
d u a l e n V e k t o r r a u m « F * * . D a r ü b e r h i n a u s i n d u z i e r t 
j e d e l i nea re A b b i l d u n g f: V —> W e ine l inea re A b 
b i l d u n g / * : W* —• V*9 d i e gegeben ist d u r c h 

(X:W-+M) i - > ( l o / : V-y W1R) (1) 

u n d s i c h als l i n e a r e rweis t ; d a m i t e r h ä l t m a n a u c h eine 
l i nea re A b b i l d u n g / * * * : V** M i t diesen Fest
se t zungen g i l t : 

S a t z 1. Zu jedem, reellen Vektorraum V gibt es eine (feste) 
lineare Abbildung i(V) : V —>• ]/**, derart daß für alle 
linearen Abbildungen f:V—>W gilt: 

f**oi(V) = i(W)of. (2) 

( D e n z w e i t e n T e i l dieses Satzes g i b t m a n z u r Z e i t oft 
i n e iner a n d e r e n F o r m a n , d i e m a n fü r e i n p r ä g s a m e r 
h ä l t , n ä m l i c h : 

M N U X X V I , 2 5 
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. . ., derart daß das Diagramm 

W 

(3) 

i(W) 

für alle linearen Abbildungen f:V—> W kommutativ ist, 
oder k ü r z e r : 

. . ., derart daß für alle linearen Abbildungen f: V W 
gilt: 

(3') 

( D i e A b b i l d u n g e n i(V) s i n d i n j e k t i v ; i m F a l l e e n d -
l i c h d i m e n s i o n a l e r V e k t o r r ä u m e h a n d e l t es s i c h sogar 
u m I s o m o r p h i s m e n . A u f dieser T a t s a c h e b e r u h t das 
W o r t » e q u i v a l e n c e « i m T i t e l v o n [1] , 

B e i d e m V e r s u c h , das N a t u r p h ä n o r n e n de r E x i 
stenz de r »un ive r se l l en« A b b i l d u n g e n i (V) r i c h t i g z u 
vers tehen, e r fanden E I L E N B E R G u n d M A C L A N E z u 
n ä c h s t d i e » n a t ü r l i c h e n T r a n s f o r m a t i o n e n « . 

( D i e Z u o r d n u n g Fi—> i{V) b i l d e t e ine n a t ü r l i c h e 
T r a n s f o r m a t i o n . ) U m diesen Begriff r i c h t i g z u fassen, 
b r a u c h t e n sie F u n k t o r e n (die Z u o r d n u n g e n V \—> F * * 
u n d f i — v / * * def in ie ren e inen F u n k t o r ) , u n d u m s c h l i e ß 
l i c h sagen z u k ö n n e n , was e in F u n k t o r ist, w u r d e n 
K a t e g o r i e n e i n g e f ü h r t (die ree l len V e k t o r r ä u m e z u 
s a m m e n m i t d e n l i n e a r e n A b b i l d u n g e n b i l d e n d i e 
» K a t e g o r i e der ree l len V e k t o r r ä u m e « ) . 

A u s s a g e n ä h n l i c h e r A r t k o m m e n a n v i e l e n S t e l l e n 
der M a t h e m a t i k v o r u n d h a b e n g r o ß e B e d e u t u n g . E i n 
C h a r a k t e r i s t i k u m d a b e i ist, d a ß m a n ga r n i c h t v o n d e n 
E l e m t e n de r bet rachte ten O b j e k t e sp rechen m u ß , 
sondern es n u r auf d ie A b b i l d u n g e n , d ie M o r p h i s m e n 
der K a t e g o r i e a n k o m m t . D a s sei n o c h a n e i n e m a n d e r e n 
Be i sp ie l geze ig t ; es e rg ib t s ich aus d e m fo lgenden 

S a t z 2. Zu jeder Gruppe G gibt es eine (bis auf Isomorphie 
eindeutig bestimmte) kommutative Gruppe Ab (G) und 
einen Epimorphismus k(G) : G—>Ab(G), derart daß zu 
jedem Homomorphismus g : G —• A von G in eine abel-
sche Gruppe A genau ein Homomorphismus g': Ab (G) 
—> A mit 

g'«k(G)=g (4) 
existiert. 

(Diese G l e i c h u n g v e r a n s c h a u l i c h t m a n s ich w i e d e r 
d u r c h das folgende D i a g r a m m 

(5) 

D ie se r Sa tz l ie fer t : 
1. z u j e d e m G r u p p e n h o m o m o r p h i s m u s f: G —>• H e in 

D i a g r a m m der F o r m 

HG) ~Ab(G) 

f (6) 

H-
k(H) 

-Ab(H) 

u n d 

2. d a k(H) of e i n H o m o m o r p h i s m u s v o n G i n e ine 
k o m m u t a t i v e G r u p p e ist, g e n a u e i n e n H o m o m o r 
p h i s m u s Ab{f) : Ab(G)-+Ab(H), d e r a r t d a ß g i l t : 

Ab(G) 

Ab(f) (7) 

AbCH) 

H i e r b i l d e t n u n d ie Z u o r d n u n g G i—>• k (G) e ine n a 
t ü r l i c h e T r a n s f o r m a t i o n ; d i e Z u o r d n u n g e n G —• 
Ab(G), f —• Ab(f) de f in ie ren e i n e n F u n k t o r , u n d m a n 
arbe i te t m i t de r K a t e g o r i e de r G r u p p e n b z w . m i t e iner 
U n t e r k a t e g o r i e d a v o n , de r K a t e g o r i e d e r k o m m u t a -
t i v e n G r u p p e n . 

N u n sol l te es m ö g l i c h se in , d i e e x a k t e n D e f i n i t i o n e n 
z u vers tehen . 

D e f i n i t i o n 1. Eine KATEGORIE t besteht aus 

a) einer Klasse I $1 | von Objekten 
( O b j e k t e w e r d e n ü b l i c h e r w e i s e d u r c h g r o ß e l a te in i sche 
B u c h s t a b e n A, B, C , . . . beze i chne t ) , 

b) einer Klasse ,S!° von Morphismen 
( M o r p h i s m e n w e r d e n ü b l i c h e r w e i s e d u r c h k l e ine 

l a te in i sche B u c h s t a b e n f g, h, . . . beze i chne t ) , 

c) zwei Abbildungen 

Q : ,St° —• j ! (Quelle Definitionsbereich) 
Z : .Stc S\ ! (Ziel, Wertebereich) 

( M a n schre ib t f:A-+B ode r A -+ B u m a u s z u d r ü k -
k e n , d a ß f£ $L° m i t Q ( / ) = A u n d Z ( / ) = B ist, 
u n d sagt i n e i n e m so lchen F a l l : »f ist e in M o r p h i s m u s 
v o n A n a c h Z?«), 

d) einer Abbildung 

Id: I I -> t ° (Identität) 
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und 

e) einer Abbildung 

*•• \{f,g) i / , « e . « ° , Q(g) = Z ( / ) } - . r 
( Komposition ) 

( M a n schre ib t g of statt y.(f g); g of w i r d gelesen »g 
n a c h / « ) , 

derart daß gilt: 

Q(Id(a)) = A ^ Z(Id(A)) (8) 

für alle A £ \ §E \ 
(d.h. 

Id(A) :A-+A) , (8') 

Id(B)of = f = f.Id{A) 

für alle A, B £ I ff I undf: A-+B (9) 

(cl. h. 
Iä(A) 

(9') 

(10) 

(11) 

und 

Id(B) 

Q(g°f) - Qif) 

Z(gof) = Z(g) 

für allef g £ ff° mit Q (g) - Z(f) 

(d. h. 

g o f : A ^ C ( 10 -11) 

f ü r / : / l - > # u n d £ : £ - > C ) , 

h " (g "/) = {!' ° g) °f (12) 

(Assoziativitäi) für alle f,g,h£Sl° mit Q(h) — Z(g) 

undQ{g) = Z(f) 

(anschaulich: 

hofgoß 

(h *<?)*/ 

(12') 

düngen und x die Hintereinanderausführung. Im zwei
ten Beispiel ging es um zwei Kategorien, einmal um die 
Kategorie @9t der Gruppen, mit den Gruppen als Ob
jekten und den Homomorphismen als Morphismen, 
zum zweiten um die Kategorie 91® der kommutativen 
Gruppen; deren Objekte sind eben die kommutati
ven Gruppen und als Morphismen nimmt man alle 
Homomorphismen zwischen solchen. 

Weitere Beispiele bilden die Kategorie 9M(£ der 
Mengen mit den Mengen als Objekten und den Men
genabbildungen als Morphismen2), die Kategorie ff 33 
der Vektorräume über einem Schiefkörper Ä" mit den 
K-linearen Abbildungen als Morphismen und die 
Kategorie 9K9i der metrischen Räume mit den stetigen 
Abbildungen; zu der letzteren gehören z. B. auch die 
stetigen Funktionen. 

Schließlich sei noch eine oft verwendete Katego
rie ff angegeben, deren Definition nicht so auf der 
Hand liegt. Dazu geht man von einem beliebigen 
Ring R mit Einselement aus und setzt: 

\ ® \ : = N (13) 

(JV bezeichnet die Menge der natürlichen Zahlen) 

ff°: - U R(m9n) (14) 
m, n 6 IN 

(R (m, n) bezeichnet die Menge der w-zeiligen, /?-spal-
tigen Matrizen über R) 

Q (aij) : — S p a l t e n z a h l v o n (a^) 

Z(a,-j) : = Z e i l e n z a h l v o n (ö,y) 

fü r a l l e (a,:/) £ ff° 

Id(m) : - (ö,-j) 
( d a b e i g i l t : 

falls i 
sonst 

-J 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

*((*«), (««)) = = («ö) x = (Za«A) (19) 
3 

( X beze ichne t das M a t r i z e n p r o d u k t ) . 

A l s N ä c h s t e s sol l der Begrif f des F u n k t o r s p r ä z i s i e r t 
w e r d e n . D a z u geht m a n v o n z w e i vo rgegebenen K a t e 
g o r i e n ff u n d £ aus. 

D e f i n i t i o n 2. Ein FUNKTOR 5 : ff -> 2 (man liest: 
»von ff' nach ä«) besteht aus 

a) einer Abbildung i % I : I ff' I -> I S I 

( m a n setzt z u r A b k ü r z u n g 

FA:=\%\ (A) (20) 

für a l le A £ I ff I ) 

und 

I m ersten Be i sp i e l w a r e n d i e O b j e k t e d i e ree l l en 
V e k t o r r ä u m e , d i e M o r p h i s m e n d i e l i n e a r e n A b b i l -

2) Hieran zeigt sich deutlich warum in der Definition der Begriff Klasse 
verwendet werden muß: j tyl® j ist die »Klasse aller Mengen«, aber nicht die 
mit Vorsicht zu genießende »Menge aller Mengen«. 
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b) einer Abbildung %° : Si° -> S° 

( m a n setzt w i e d e r u m z u r A b k ü r z u n g 

für a l l e / 6 St°) , 

derart daß gilt: 

Ff: FA -> FB 

für alle A, B £ ! t I M W / / : 1̂ B in S c 

F / r f ^ ) = Id(FA) 

für alle A £ \ St \ und 
F(g °f) = Fg°Ff 

für allef g £ SV mit Qg = Zf 

( a n s c h a u l i c h : 

Ff/* 

Bisher t r a ten folgende F u n k t o r e n auf : 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

•ft» 

- 9 t © 

@5R 

d ie zwei fache B i l d u n g des d u a l e n 

V e k t o r r a u m s 

das » A b e l s c h m a c h e n « 

d ie E i n b e t t u n g v o n 91© i n ©91 

als T e i l k a t e g o r i e 

©91 d ie H i n t e r e i n a n d e r a u s f ü h r u n g v o n 

9(u u n d @ 

ö S : Ä —> Sl d i e I d e n t i t ä t de r K a t e g o r i e ft, 
h i e r s i n d | S.St I u n d \sSl° d i e 
A b b i l d u n g e n , d ie jedes O b j e k t 
u n d j e d e n M o r p h i s m u s s ich selbst 
z u o r d n e n . 

W e i t e r e , oft geb rauch t e F u n k t o r e n s i n d d i e soge
n a n n t e n » V e r g i ß f u n k t o r e n « , z . B . : —> 3 ) t ß , de r 
j e d e m K-Vektorraum d ie M e n g e seiner V e k t o r e n z u 
ordnet , also d i e A d d i t i o n u n d d ie M u l t i p l i k a t i o n m i t 
S k a l a r e n »ve rg iß t« , u n d en t sp rechend eine A M i n e a r e 
A b b i l d u n g i n d i e » u n t e r l i e g e n d e « M e n g c n a b b i l d u n g 
ü b e r f ü h r t . 

N u n seien K a t e g o r i e n u n d 2 , sowie F u n k t o r e n 
5 : $ £ u n d © : f - > £ gegeben. 

D e f i n i t i o n 3 . NATÜRLICHE TRANSFORMA
TIONt: — > © besteht aus einer Abbildung t : i M I 

S°, derart daß gilt: 

u n d 
t ( . 4 ) : / v l - ^ G V l (26) 

(27) 

Satz 1 behauptet nun nichts anderes als die Exi
stenz einer natürlichen Transformation t: ö.St 3* —> ** 
(vgl. (3) und ( 27 ) ) ; Satz 2 impliziert die natürliche 
Transformation I : S®91 - > g o 9(u (vgl. (7) und 
(27)) . Es gibt noch viele weitere Beispiele, auf die hier 
leider nicht mehr eingegangen werden kann. 

Die auf diesen Begriffen aufbauende Theorie der 
Kategorien und Funktoren wurde seit der Arbeit von 
E I L E N B E R G und M A C L A N E kräftig entwickelt und hat 
sich weithin als sehr fruchtbar erwiesen. Begünstigt 
wurde diese Entwicklung dadurch, daß sich die Ein
stellung vieler Mathematiker zu der Frage, worauf es 
in der Mathematik wirklich ankommt, in den letzten 
Jahrzehnten geändert hat. A m Beginn dieses Prozesses 
galt das berühmte H I L B E R T - W o r t »Niemand soll uns 
aus dem Paradies der Mengenlehre, das Cantor ge
schaffen hat, vertreiben können« ziemlich unangefoch
ten. Seitdem hat sich jedoch mehr und mehr die An
sicht durchgesetzt, daß wirklich wichtige Eigenschaften 
mathematischer Objekte sich eher mit Hilfe ihrer ab
strakten Struktur ausdrücken lassen, d. h. mit Hilfe 
von Morphismen einer Kategorie, als mit Hilfe der 
Elemente, aus denen man sich die Objekte zusammen
gesetzt denkt. Diese Einstellung hat auch Untersuchun
gen veranlaßt, die das Ziel haben, die Mengenlehre in 
der Grundlegung der Mathematik durch eine geeignete 
Theorie der Kategorien und Funktoren abzulösen. Zu 
erwähnen ist hier vor allem die Arbeit von F. W. L A W -
V E R E [4]. Diese Überlegungen sind natürlich noch nicht 
abgeschlossen und werden auch noch einige Zeit in An
spruch nehmen. Es ist ja nicht einmal sicher, ob sie 
überhaupt erfolgreich zum Ende gebracht werden kön
nen. Aber im Hinblick darauf erscheint es doch lohnend, 
sich mit der ganzen Theorie schon jetzt vertraut zu 
machen. 
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