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DER MATHEMATISCHE UND NATURWISSENSCHAFTLICHE UNTERRICHT

26. Jaura., Herr 2

B m 7 1. Marz 1973

Abhandlungen

Kategorien, Funktoren, natiirliche Transformationen')

Von RupoLr FriTscu

Es muf3 vorausgeschickt werden, daB3 hier keine
didaktischen oder methodischen Fragen zum Mathema-
tikunterricht in der Schule behandelt werden. Dieses
Referat hat vielmehr das Ziel, einige neuere Begriffe zu
erldutern, die heute zum Wortschatz jedes Mathema-
tikstudenten gehoren und in Zukunft vielleicht die
Mengensprechweise fiir die Grundlegung der Mathe-
matik ablosen werden. Obwohl sich ein direkter Ein-
fluf} dieser Entwicklung auf den Schulunterricht erst in
ciniger Zeit ergeben wird, erscheint mir ein Wissen dar-
um schon jetzt bei der sachlichen Vorbereitung des
Unterrichts notwendig.

Die Aufgaben, dic einem Mathematiker gestellt
werden, bestehen z. T. darin, konkrete Probleme von
unwesentlichem Ballast zu befreien und dahinterlie-
gende Sachverhalte zu erkennen; Sachverhalte, die oft
gleich sind, auch wenn die urspriinglichen Probleme
sehr verschieden ausgesehen haben. So kommt man
z. B. auf die Begriffe Menge, Gruppe, Korper, Vektor-
raum, metrischer Raum und die entsprechenden Theo-
rien (Mengenlehre, Gruppentheorie usw.). Dabei han-
delt es sich, wie es P. J. HiLton [3] einmal ausgedriickt
hat, um cine Abstraktion 1. Stufe.

Innerhalb der Mathematik lassen sich solche Aul-
gaben wiederfinden. Man beobachtet, daf3 die Metho-
den, die bei der Behandlung verschiedener Theorien
angewandt werden, oft einander sehr dhnlich sind. In-
dem man das Gemeinsame herausschédlt und dessen
Struktur betrachtet, gelangt man zu einer Abstraktion
2. Stufe, als deren Grundbegriffe heute »Kategories,
»Funktor« und »natiirliche Transformation« angesehen
werden. Aussagen der Mengenlehre sind Sitze uber
dic Kategorie der Mengen; entsprechend hat man die
Kategorie der Gruppen, die Kategorie der Vektor-
raume usw. Um Satze tber Gruppen zu beweisen,
wendet man mengentheoretische Schliisse an; beim
Arbeiten mit Vektorraumen kommt man oft auf Fragen
aus der Gruppentheorie. Man erhilt so Uberginge
zwischen Kategorien, das sind »Funktoren«. Schlie3-
lich hat man Funktoren miteinander zu vergleichen,

') Vortrag auf der Hauptversammlung des Deutschen Vereins zur Forde-

rung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts 1972 in
Koln,

MNU XXVI, 2

das fuhrt auf den Begriff der »natiirlichen Transforma-
tione.

Wie die Mengenlehre zerfallt auch die Theorie der
Kategorien in zwei Teile; einmal licfert sie Ristzeug
fir jeden Mathematiker, zum zweiten ist sie ein For-
schungsgebiet fiir Spezialisten. Eine Zusammenstellung
der Grundlagen von allgemeiner Bedeutung findet man
in [2] oder [5], speziell als Einfiihrung fiir die Fach-
lehrer an Gymnasien gedacht ist cin Aufsatz von
P.J. Hiuron [3].

Die Entwicklung der Theorie der Kategorien begann
mit der 1942 geschriebenen, aber erst 1945 gedruckten
Arbeit von SAMUEL EILENBERG und SAUNDERs Mac
LaNE [1], die eine der immer noch besten Motivationen
fur die ganze Theorie enthilt. EILENBERG und MAcLANE
gehen von folgendem Beispiel aus:

Man kann auf der Menge der linearen Abbildungen
[ V— R (V reeller Vektorraum, R Korper der reellen
Zahlen, aufgefaBt als 1-dimensionaler reeller Vektor-
raum) eine Addition und eine Multiplikation mit Ska-
laren so erkliaren, dal3 wieder cin Vektorraum ent-
steht, der sogenannte duale Vektorraum zu V, fiir den
sich die Bezeichnung V'* eingebiirgert hat.

Wiederholung des Verfahrens liefert den »zweifach
dualen Vektorraume« V**. Dartiber hinaus induziert
jede lincare Abbildung f: V' — W ecine lineare Ab-
bildung f*: W* — V* die gegeben ist durch

(AW > R)— (Aof: V> W->R) ()

und sich als linear erweist; damit erhilt man auch eine
lineare Abbildung f** : V** — WW** Mit diesen Fest-
setzungen gilt:

Satz 1. Zu jedem reellen Vekiorraum V gibt es eine (feste)
lineare Abbildung i (V) : V. — V**_ derart daf fiir alle
linearen Abbildungen f: V — W gilt:

SFEoA(V) =i(W)of. (2)

(Den zweiten Teil dieses Satzes gibt man zur Zeit oft
in einer anderen Form an, die man fur einpragsamer
halt, namlich:
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.., derart daf} das Diagramm

% w) yxx
s C v ()
wx¥
4 W) w

[fiir alle linearen Abbildungen f: V — W kommutativ ist,
oder kiirzer:

..., derart daf fiir alle linearen Abbildungen f: V — W

gilt:

i)

V**

f ST,

WX’X’

i)

(Die Abbildungen (V) sind injektiv; im Falle end-
lichdimensionaler Vektorriume handelt es sich sogar
um Isomorphismen. Auf dieser Tatsache beruht das
Wort »equivalence« im Titel von [1].

Bei dem Versuch, das Naturphinomen der Exi-
stenz der »universellen« Abbildungen (V) richtig zu
verstechen, erfanden EiLENBERG und MacLANE zu-
nichst die »natiirlichen Transformationenc.

(Die Zuordnung Vi— (V) bildet eine natiirliche
Transformation.) Um diesen Begriff richtig zu fassen,
brauchten sic Funktoren (die Zuordnungen V i— V**
und f— f**delinicren eincn Funktor), und um schlie(3-
lich sagen zu kénnen, was ein Funktor ist, wurden
Kategorien cingefiithrt (die reellen Vektorrdume zu-
sammen mit den linearen Abbildungen bilden die
»Kategorie der reellen Vektorraume).

Aussagen dhnlicher Art kommen an vielen Stellen
der Mathematik vor und haben grofle Bedeutung. Ein
Charakteristikum dabei ist, dal3 man gar nicht von den
Elemten der betrachteten Objekte sprechen mul,
sondern es nur auf die Abbildungen, die Morphismen
der Kategorie ankommt. Das sei noch an einem anderen
Beispiel gezeigt; es ergibt sich aus dem folgenden

Satz 2. Zu jeder Gruppe G gibl es eine (bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte) kommutative Gruppe Ab(G) und
einen Epimorfhismus k(G) : G — Ab(G), derart daff zu
Jjedem Homomorphismus g : G — A von G in eine abel-
sche Gruppe A genau ein Homomorphismus g’ : Ab(G)
— A mit

g ok(G)=¢ (4)

exislierl.

(Diese Gleichung veranschaulicht man sich wieder
durch das folgende Diagramm

Dieser Satz licfert:
1. zu jedem Gruppenhomomorphismus f: G — H ein
Diagramm der Form

G k(6)

Ab(6)

S )- (6)

H " Ae(t)

und
2. da k(H) of ein Homomorphismus von G in eine

kommutative Gruppe ist, genau einen Homomor-
phismus Ab(f) : Ab(G) — Ab(H), derart daf} gilt:

¢ Ab(G)
f C AbGP) 7)
-Ab(H)

Hier bildet nun die Zuordnung G — £ (G) eine na-
tirliche Transformation; die Zuordnungen G —
Ab(G), f— Ab(f) definieren einen Funktor, und man
arbeitet mit der Kategorie der Gruppen bzw. mit einer
Unterkategorie davon, der Kategorie der kommuta-
tiven Gruppen.

Nun sollte es méglich sein, die exakten Definitionen
zu verstehen.

Definition 1. Eine KATEGORIE § besteht aus

a) einer Klasse | St | von Objekten
(Objekte werden tiblicherweise durch grof3¢ lateinische
Buchstaben 4, B, C, ... bezeichnet),

b) einer Klasse St° von Morphismen

(Morphismen werden tblicherweise durch kleine
lateinische Buchstaben f, g, &, ... bezeichnet),

¢) zwei Abbildungen

Q: \° — | 8 | (Quelle Definitionsbereich)

Z: 8\ — | | (Ziel, Wertebereich)
(Man schreibt f: 4 — B oder A4 Z/, B um auszudriik-
ken, daBl f€ §t° mit Q(f) =4 und Z(f) = B ist,
und sagt in einem solchen Fall: »f ist ein Morphismus
von A4 nach B«),

d) einer Abbildung

Id: | § | — Q° (Identitdt)
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und

e) einer Abbildung

2 A(f0) 1 /8 € 8% Qe) = Z(f)}) — R°

( Komposition)
(Man schreibt g o f statt % (f, g); ¢ o f wird gelesen »g
nach f«),
derart daf gilt:
Qd(a)) = A = Z(Ild(4)) (8)
Siir alle A € | §t
(d. h.
Id(4): A — 4), (89
Id(B) o f = f=f-1d(4)
Sfiralle A, BE€ | R |undf: A— B 9)
(d. h.
4 A, 4
7 X (9)
b~ ¢
Qg=f) = Q) (10)
und
Z(gof) = 2(g) (1)
Sfiir alle f, ¢ € 8° mit Q(g) = Z(f)
(d. h.
gof:4—-C (10-11)
fir frd—->Bundg: B—C),
sowie
ko (gof) = (hog)of (12)

(Assoziativitat) fir alle f, g, h € 8° mit Q (h) = Z(g)
und Q(g) = Z(f)

(anschaulich:

(127)

).

Im ersten Beispiel waren die Objekte die reellen
Vektorrdume, die Morphismen die linearen Abbil-

dungen und x die Hintereinanderausfuhrung. Im zwei-
ten Beispiel ging es um zwei Kategorien, einmal um die
Kategorie 3N der Gruppen, mit den Gruppen als Ob-
jekten und den Homomorphismen als Morphismen,
zum zweiten um die Kategorie A der kommutativen
Gruppen; deren Objekte sind eben die kommutati-
ven Gruppen und als Morphismen nimmt man alle
Homomorphismen zwischen solchen.

Weitere Beispiele bilden die Kategorie IE der
Mengen mit den Mengen als Objekten und den Men-
genabbildungen als Morphismen?), die Kategorie {8
der Vektorrdume tiber einem Schiefkérper K mit den
K-linearen Abbildungen als Morphismen und die
Kategorie MR der metrischen Raume mit den stetigen
Abbildungen; zu der letzteren gehéren z. B. auch die
stetigen Funktionen.

SchlieBllich sei noch eine oft verwendete Katego-
rie ' angegeben, deren Definition nicht so auf der
Hand liegt. Dazu geht man von einem beliebigen
Ring R mit Einselement aus und setzt:

I 1: =N (13)
(V bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen)

t°:= U R(m,n)

m,ne IN

(14)

(R (m, n) bezeichnet die Menge der m-zeiligen, n-spal-
tigen Matrizen Uber R)

Q (a;) : = Spaltenzahl von (a;) (15)
Z(a;) : = Zeilenzahl von (a;;) (16)
fur alle (a;) € §°
Id("l) L= (()U) (17)
(dabei gilt:
1 fallsi=j
O = {0 s?)nitl ! ) (18)
#((by), (@) : = (@3) % (by) = (Sazby)  (19)
i

(X bezeichnet das Matrizenprodukt).

Als Néchstes soll der Begriff des Funktors prazisiert
werden. Dazu geht man von zwei vorgegebenen Kate-
gorien §t und & aus.

Definition 2. Ein FUNKTORJ: ® — & (man liest:
won S nach L«) besteht aus
a) einer Abbildung 135 1: 1§t 1 —1 &
(man setzt zur Abkiirzung
FA: = 1§ 1(4) (20)
firalled €& 1)

und

2?) Hieran zeigt sich deutlich warum in der Definition der Begrilf Klasse
verwendet werden mufB: | ME | ist die »Klasse aller Mengen¢, aber nicht die
mit Vorsicht zu genieBende »Menge aller Mengene,
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b) einer Abbildung 5%°: {° — &°

(man setzt wiederum zur Abkiirzung

Ef o= 3&°(f) (21)
fir alle f € &°),
derart daf gill:
Ff: FA —~ FB (22)
Sfiiralle A, B € | | und f: A— B in &°
FId(A) = Id(FA) (23)
Siir alle A €1 & | und
F(gof)=Fg-Ff (24)
Jiir alle f, g € R° mit Qg = Zf
(anschaulich:
F8
v g )
FA FGop) FC
Bisher traten folgende Funktoren auf:
% @8 - QW die zweifache Bildung des dualen

Vektorraums
Ab: R — AG
E:A® — HN

das »Abelschmachenc

die Einbettung von A in GN
als Teilkategorie

CoAL: @R — BN die Hintereinanderausfithrung von
AL und €

die Identitit der Kategorie §t,
hier sind | 8% | und JK° die
Abbildungen, die jedes Objekt
und jeden Morphismus sich sclbst
zuordnen.

Jf: - &

Weitere, oft gebrauchte Funktoren sind die soge-
nannten »VergiBfunktorene, z. B. 8 : {8 — ME, der
jedem K-Vektorraum die Menge seiner Vektoren zu-
ordnet, also die Addition und die Multiplikation mit
Skalaren »vergiB3t«, und entsprechend eine K-lineare
Abbildung in die »unterliegende« Mengenabbildung
uberfuhrt.

Nun scien Kategorien & und £, sowie Funktoren
F:R—Lund @: & — L gegeben.

Definition 3. Eine NATURLICHE TRANSFORMA-

TION t:§ — & besteht aus einer Abbildung t: 1§ |

— Q°, derart daf gill:

t(A) : FA — GA (26)
und
p—LtA) s
24 C, 6f (27)

FB B GB
Sfiiralle AyBE€ | & lund f: A— B in &°.

Satz 1 bechauptet nun nichts anderes als dic Exi-
stenz ciner natiirlichen Transformation i: IRV — **
(vgl. (3) und (27)); Satz 2 impliziert die natiirliche
Transformation f: JGR — € o AL (vgl. (7) und
(27)). Es gibt noch viele weitere Beispicle, auf dic hier
leider nicht mehr eingegangen werden kann.

Die auf diesen Begriffen aufbauende Theoric der
Kategorien und Funktoren wurde seit der Arbeit von
EiLENBERG und MAacLANE kriftig entwickelt und hat
sich weithin als sehr fruchtbar crwiesen. Begtlinstigt
wurde diese Entwicklung dadurch, daf3 sich dic Ein-
stellung vieler Mathematiker zu der Frage, worauf es
in der Mathematik wirklich ankommt, in den letzten
Jahrzehnten geédndert hat. Am Beginn dieses Prozesses
galt das berithmte HiLBerT-Wort »Niemand soll uns
aus dem Paradies der Mengenlehre, das Cantor ge-
schaffen hat, vertreiben kénnen« ziemlich unangefoch-
ten. Seitdem hat sich jedoch mehr und mehr die An-
sicht durchgeseizt, daB3 wirklich wichtige Eigenschaften
mathematischer Objekte sich eher mit Hilfe threr ab-
strakten Struktur ausdriicken lassen, d.h. mit Hilfe
von Morphismen einer Kategorie, als mit Hilfe der
Elemente, aus denen man sich die Objekte zusammen-
gesetzt denkt. Diese Einstellung hat auch Untersuchun-
gen veranlaBt, die das Ziel haben, die Mengenlchre in
der Grundlegung der Mathematik durch eine geeignete
Theorie der Kategorien und Funktoren abzulésen. Zu
erwihnen ist hier vor allem die Arbeit von F. W. Law-
VERE [4]. Diese Uberlegungen sind natiirlich noch nicht
abgeschlossen und werden auch noch einige Zeit in An-
spruch nehmen. Es ist ja nicht ecinmal sicher, ob sic
iiberhaupt erfolgreich zum Ende gebracht werden kén-
nen. Aber im Hinblick darauf erscheint es doch lohnend,
sich mit der ganzen Theorie schon jetzt vertraut zu
machen.
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