Der Satz von Bodenmiller — Steiner

In der ebenen Geometrie betrachtet man haufig drei zu einem Dreieck gehdrige merkwiirdige
Geraden und untersucht diese auf Kopunktalitat, das heift, auf Schneiden in einem Punkt.
Beispiele dafiir bilden die drei Mittelsenkrechten oder die drei Winkelhalbierenden. DaB zwei
Geraden in der Ebene sich schneiden, ist nichts Besond, das Parallelsein bildet die Aus-
nahme. DaB drei Geraden durch einen Punkt gehen, ist im allgemeinen nicht zu erwarten, und
deshalb erregt dieser Fall besondere Aufmerksamkeit.
Dreieck und Geraden sind sehr spezielle Figuren, und man kann nach sinnvollen Verallgemei-
nerungen fragen. Ein Beispiel dafiir, das hier kurz vorgestellt werden soll, bildet der Satz von
Bodenmiller - Steiner®.
Dabei wird die iibliche Situation in zwei Richtungen verindert. Zum emen erhhen wir von
ndrei® auf ,vier*, das heiBt statt eines Dreiecks betrachten wir ein Vier...? - das gibt gleich
das erste Problem Ein Dreieck ist bestimmt durch drei Punkte in a.llgememet Lage, das sind
drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, oder durch drei Geraden in allgemeiner Lage,
" das sind drei Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen, aber von denen auch keine zwei
zueinander parallel sind. So haben wir zwei dquivalente Charakterisierungen des (geradlinigen)
Dreiecks in der Ebene. Was passiert aber. wenn wir darin ,drei® durch ,vier* ersetzen?

o Vier Punkte in allgemeiner Lage sind vier Punkte, von denen keine drei auf einer Gera-
den liegen. Je zwei von vier solchen Punkten haben eine Verbindungsgerade; das ergibt
insgesamt sechs Geraden. Die ganze Konfiguration aus vier Punkten und sechs Geraden
wird als (vollstd ‘, ) Viereck bezeichnet. Die Punkte sind die Ecken, die Verbindungs-
geraden von je zwei Ecken die Seiten des Vierecks.

e Vier Geraden in allgemeiner Lage sind vier Geraden, von denen keine drei durch einen
Punkt gehen und keine zwei zueinander parallel sind. Je zwei von vier solchen Geraden
haben einen Schnittpunkt; das ergibt insg t sechs Schnittpunkte. Die ganze Konfi-

tion wird als (1 ollstd diges) Vierseit bezeichnet. Die Geraden sind die Seiten, die
Schmttpunkte von je zwei Seaeen die Ecken des Vierseits.

Der Satz von Bodenmiller - Steiner beschreibt eine Eigenschaft von Vierseiten. Deshalb mii

wir noch einige hierzu gehdrige Begriffe erliutern.: Eine Ecke A eines Vierseits ist Schnittpunkt
von zwei Seiten des Vierseits; der Schnittpunkt C der beiden 'anderen Seiten ist die Gegenecke
zu A. Die Eckén A und C zusammen bilden ein Paar vos Gegenecken, ihre Verbindungsstrecke

(' nicht .. de) ist eine Diagonale des Vierseits. Ein''Vierseit hat demnach drei Paare von
genec) und drei Di len. Zwei Ecken bilder genau dann ein Paar von Gegenecken,

mnuemdltmianerSalelnegen.

Dletherindemngbetnﬁdle i) hene Kopuhiktalitit von drei Geraden.

Auch hier erhchen wir den Grad der Komylmutlmt um ,eine Stufe‘ wir gehen von Geraden zu
Kreisen iiber. Aber dabei wird die Situation sehr viel komplexer, 30 da8 wir sie nur stickweise
entwickeln werden. Im ersten Ansats bemerken wir, da8 dem Sonderfall paralleler Geraden der

Eine ausfiibrliche, mit Hinwei anl‘dn e Beckunft hene Darstellung wird PRI

in der Zeitschrift Didektik der Mathematik unter dem Titel: ,Gudermann, Bodenmiller und der Sats von
Bodenmiller - Steiner* erscheinen.
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Abbildung 1: Vierseit mit Diagonalen

Sonderfall konzentrischer Kreise entspricht, und daB statt zwei sich schneidender Geraden bei
zwei Kreisen mit hied Mittelpunkten die drei Maglichkeiten des Schneidens in zwei
Punkten, des Beriihrens in einem Punkt und des Meidens in Betnd:t zu ziehen sind.

Jetat ist der mathematische Hintergrund fiir die schwache Fassung des Satzes von Bodenmil-
ler bereitgestellt. Um ihn bequem formulieren zu kénnen, fihren wir noch einen Begriff ein:

Ein Kreis, der eine Diagonale eines Vierseits zum Durch hat, heifit Bodenmillerscher
Kreis des Vierseits. Ein Vierseit besitzt drei Bodenmillersche Kreise, vergleichbar den drei
Mittelsenkrechten oder den drei Winkelhalbierenden eines Dreiecks. Der Satz lautet nun:

Wenn sich zwei der Bodenmillerschen Kreise eines Vierseils in zwei verschiedenen
Punkten schneiden, so geht auch der dritte Bodenmillersche Kreis dieses Vierseits
durch diese zwei Punkte. Wenn sich zwei solche Kreise berihren, so hat dritte
mit ihnen den Berghrpunkt, aber keinen anderen gemein. Meiden sich zwei der
Bodenmillerschen Kreise, so haben alle drei paarweise keinen Punkt gemeinsam.

Abbildung 2: Satz von Bodenmiller

Dies 138t sich mit Mitteln der Vektoralgebra leicht bewei Es sei ein Vierseit gegeben. Um
vektoriell rechnen zu ko brauchen wir einen Ursprung und eine Basis. Wir wihlen eine
Ecke des Vierseits als Unpnmg. Die Ortsvektoren zweier benachbarter Ecken (auf den beiden
Seiten, die durch den Ursprung gehen) bilden eine Basis; wir bezeichnen sie durch a und ¢. Die
Ortsvek der beiden anderen Ecken auf den Seiten durch den Urprung sind Vielfache von a
und ¢, also von der Form r -a und s- ¢ mit eindeutig bestimmten reellen Zahlen r und s, die von
0 und 1 verschieden sind. Mit diesen Daten k3nnen wir nun den Ortsvektor b der Gegenecl
zum Urspung berechnen.

Sie ist der Schnittpunkt der Seiten, die die Ecken mit den O k a,s-ce its und
die Ecken mit den O ) ¢, r-a and its enthalten. Die Parameterdarstellungen
dieser Geraden mit den Vekt a und ¢ als Aufpunkt zeigen nun, daB reelle Zahlen k, ! zu
bestimmen sind, fiir die gilt:

b=a+k-(sc~a)=c+l-(ra-c). (1)
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Abbildung 3: Vektorielle Darstellung

Durch Umsortieren erhalt man daraus
(1—k=lIr)-a4+(ks=1410)-c=0.

Da die Vektoren a und ¢ linear unabhangig sind, ergeben sich k und ! als Losungen des linearen
Gleichungssystems

E+rl =1,
s-k + 1 = 1.
Es hat die Determinante 1 — r - 3; sie kann md:t verschwinden, denn sonst wiren die sich nach
Vonumtzung in einem Punkt schneidend den parallel. Aus der Cramerschen Regel
erhalten wir
k= 1-r _1-s
Tl-rs’  1-rs
uad it 1- rs s—rs
- —-r
b-a+l (u-u) =t 2)
Als nichst wir die Krei 7‘ ichung der Bodenmillerschen Kreise aufstellen. Dazu
gehen wir von der vektoriellen Form der allgemeinen Kreisgleichung aus:
E-m)?=/p", ®)

wobei m den Ortsvektor des Mittelpunktes und p den Radius des betracht Kreises bezeich-
net; das Quadrat auf der linken Seite dieser Gleichung bezieht sich auf das Skalarprodukt, das
wir im allgemeinen durch ,0* bezeich den.” Die Gleichung ergibt sich ittelbar aus
der Definition des Kreises als geometrischer Ort aller Punkte §, dic von dem festen Punkt m
den Abstand p haben. Nun iiberlegen wir, wie die Gleichung eines Kreises lautet, der eine
gegebene Strecke zum Durchmesser hat, wenn den Endpunkten der Strecke die Ortsvektoren ?
und ¢ zugeordnet sind. Der Mittelpunkt dieses Kreises ist der Mittelpunkt der Strecke, hat also
den Ortsvektor 1(9+¢), und der Radius ist der halbe Abstand dieser Punkte, also 1,/(d —¢)’.

Damit ergibt s:ch fir die Kreisgleichung

(- 30+0) = 30— - @
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Durch Ausquadrieren erhalten wir
1 1
x’—(a+¢)ox+;(o’+2'0°¢+¢’ =0 -2-20¢+¢),

woraus sich durch Zusammenfassung ergibt
F-(@+cor+doec=0.
Damit erhalten wir fiir die Bodenmillerschen Kreise die Gleichungen
F-bog =0,
P-(atc)op+acc =0, ®)
P—(rat+sc)or+rsaoc = 0

Kiirzen wir die linken Seiten dieser Gleichungen durch Py, P;, P; ab und setzen wir in (5) den
in (3) errechneten Wert fiir b ein, so erhalten wir zunachst

p= m((l ~ra)? — ((r — rs)a+ (s —rs)c)og),

also )
(1 =rs)P, = (1 —rs)f® —(ra —rsa + sc—rsc)of,
und erkennen damit
(L=rs)-Ph=Ps—rs-P;. (6)
Algebraisch bedeutet das, da das Verschwinden von zweien der Werte P, P;, P; das Ver-

schwinden des dritten nach sich zieht. In geometrischer Umsetzung erhalten wir daraus die
angegebene Behauptung des Satzes von Bodenmiller.

Um weitere Erkenntnisse zu gewinnen, lassen wir uns wieder von der Analogie Gerade - Kreis
leiten. Dem Abstand eines Punktes von einer Geraden entspricht die Potenz eines Punktes in
Bezug auf einen Kreis, die sich vektoriell durch

P=Pp)=@-m-7 ™
Mmmﬁﬂmmmch¢m;(a)mmo ktor des Mittelpunktes und p den
Radius des betrachteten Kreises bezei “DuPoOenzqneoPnnkteutgenmdmno wenn

der Punkt auf dem Kreis liegt. Sie ist positiv, wenn der Abstand des Punktes vom Mittelpunkt
groBer als der Radius ist, also der Punkt auBerhalb des Kreises liegt; in diesem Fall handelt es
sich um die Konstante des Sekantensatzes (siehe [1, Seiten 72, 82]). Die Potenz eines Punktes im
Kmainnemistnepﬁv;ihr.kholutbetn;indie" tante des Seh tzes (siche ebenfalls
{‘, 1, Seiten 72, 82]). Aus dieser geometrischen Beschreibung der Potenz folgt die fiir die folgenden
bahgu;nmdhgeMManﬂmnmbmgmchaMdsUnpmwud
wmtuthmMmdhndmmhphMPmmeMgdm
ist.
Bei zwei sich schneidenden Geraden ergibt sich das Paar der Winkelhlbtetqlden als geome-
trischer Ort aller Punkte, die gleichen Abstand von den beiden Geraden haben. Wir fragen
aun nach dem geometrischen Ort aller Punkte, die gleiche Potenz in Bezug auf zwei Kreise mit
hied Mittelpunk haben. Sind m;, m; die O X der Mittelpunkte und py,
p1 die Radien der zwei Kreise, 30 handelt es sich gemia8 der vektoriellen Definition der Potenz
(siche Gleichung (7)) um die Punkte g, far die

F~m) —pt = (- m)* ~ 4} ®)
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gilt. Durch Ausmultiplizieren und Umsortieren erhalten wir die Gleichung

(mg —my)og= -(m, - m? +p)

- das ist die Gleichung einer Geraden. Damit ist der gesuchte geometri:

wird als Potenzlinie der beiden Kreise bezeichnet. Ist g ein g . “heP?n:‘\i:‘::S::.;(i:mr
so, verschwinden beide Seiten der Gleichung (8), das Imﬁt r hegt auf der Potenzlinie. Daraus
folgt, dnﬂ im Falle zweier Kmse, die sich in zwei Punkten schneiden, die Potenzlinie mit der
Verbi den der Schni kt fallt. Ebenso ergibt sich fir zwei Kreise, die
sich in einem Punkt beriihren, die P ie als die gemei Tang, In beiden Fillen
ist damit unmittelbar ersichtlich, daB die Potenzlini mn & isch besti ist und nicht
vom gewahlten Ursprung abhingt. Nach den vorigen Erliuterungen gilt dies aber auch fir die
Potenzlinie zweier Kreise, die sich meiden; das bringt fiir den Beweis des ,Steiner“- Teils des
Satzes von Bodenmiller - Steiner eine wesentliche Vereinfachung.

Zunichst kommen wir aber nun zur starken Fassung des Satzes von Bodenmiller. Wir betrach-
ten wieder ein Vierseit und benutzen die schon eingefiihrten Ortsvektoren. Wir erkennen, daB
die friher definierten Grdfen P;, i = 1,2,3, gerade die Potenzen eines beliebigen Punktes in
Bezug auf die Bodenmillerschen Kreise des Vierseits sind. Aus der Gleichung (6) folgt nun
sofort: Hat ein Punkt gleiche Potenz in Bezug auf zwei der Bodenmillerschen Kreise, so hat
seine Potenz in Bezug auf den dritten Bodenmillerschen Kreis den gleichen Wert. Das beweist
die starke Fassung des Satzes von Bodenmiller:

Die drei zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen eines vollstandigen Vierseits gehdrigen
Potenzlinien fallen in einer Qeraden zusammen.

Wir nennen diese Gerade Potenzlinie des Vierseits; mit den eingefiihrten Bezeichnungen wird
sie durch die Gleichung

{(r=1a+(s=1))og=(rs —1)aoc 9)

dargestellt. Die P linie des Vierseits ist also der g ische Ort aller Punkte, die gleiche
Potenz in Bezug auf die drei Bodenmillerschen Kreise des Vierseits haben.

Die Qualifizierung als ,schwache® nnd ,starke* Fassung des Satzes von Bodenmiller rechtfertigt
sich daraus, daB erstere leicht aus der zweiten folgt, die zweite aber eine stirkere Aussage
im Falle sich meidender Bodenmillerscher Kreise eines Vierseits macht. Zur Herleitung der
schwachen aus der starken Fassung braucht man nur zu Giberlegen, daB ein gemei Punkt
von zwei Bodenmillerschen Kreisen auf der Potenzlinie des Vierseits liegen und damit in Bezug
auf alle drei Bodenmillerschen Kreise die Potenz 0 haben mu8.

Lassen wir eine der Seiten eines Vierseits weg, so erhalten wir ein Dreieck. Jedes Vierseit
bestimmt auf diese Weise vier Dreiecke; fiir diese gilt der Satz von Sleiner:

. Die Hohenschnittpunkte der vier durch ein vollstindiges Vierseit bestimmtien Drei-
ecke sind kollinear, sie liegen auf der Potendinie des Vierseits.

Zum Beweis verwenden wir wieder die eingefihrten Bezeichnungen. Da die Potenzlinie des
i trisch, unabhingig von den gewthlten Ortsvektoren, bestimmt ist, geniigt es,
ﬁr eines der durch dn V'lenﬂt bestimmt h isen, daB sein Hohenschnittpunkt

auf der P linie des Vierseits liegt. Wir neh dafiir das Dreieck, dessen Ecken durch die
Ortsvektoren O, q, s¢ beschrieben sind. .

Die Hohe dieses Dreiecks durch a hat die Gleichung

cor=aoc,
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Abbildung 4: Satz von Steiner

die Hohe durch sc die Gleichung
aog=gsaoc.
Man sieht nun sofort, daB ein Punkt, fiir den beide Gleichungen gelten, auch die Gleichung (9)
der Potenzgeraden des Vierseits erfiillt, und alles ist bewiesen.
Damit ko wir den g Satz von Bodenmiller ~ Steiner formulieren:

Die drei zu je zwei Bodenmillerschen Kreisen eines vollstindigen Vierseits gehorigen
Potenzlinien fallen in einer Geraden zusammen, die die Hohenschnittpunkte der vier
durch das Vierseit bestimmten Dréiccke enthdlt.

Zum AbschluB sei bemerkt, daf dle Einschrinkung der Behauptung des Satzes von Bodenmil-

ler auf Vierseite mit zwei zuei parallelen Diagonalen auch ohne den Vektorkalkil mit
Methoden der Ahnlichkeit trie bewi den kann, als A dung des klassisch

Satzes von Apollonios [1, Seite ).
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