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Gesetze, Effekte, Theoreme: Produktionsfunktionen 

Produktionsfunktionen 

1. Begri f f der Produktionsfunktion 

Produktionsfunktionen bilden die Beziehungen zwischen 
den eingesetzten und den hergestellten bzw. verwerteten 
Realgütermengen einer Wirtschaftseinheit ab. Sie stellen 
nomologischc Hypothesen dar, die nach Möglichkeit einen 
hohen empirischen Gehalt besitzen und für bestimmte A n ­
wendungsbereiche der Realität bestätigt sein sollen. Die 
Beziehungen zwischen den Einsatzgütermengen r i , . . ., r m 

und den Ausbringungsmengen χ χ , . . . , x s lassen sich auf 
unterschiedliche Weise mathematisch wiedergeben: 

Inputorientierte F o r m : (χχ, . . ., x s) = f ( r i , . . ., r m ) 
Outputorientierte F o r m : ( r i 5 . . . , r m ) = g(xj, . . ., x s) 
Implizite F o r m : h(rx, . . ., r m , Χχ, . . ., x s) = 0 

Die inputorientierte Schreibweise ist besonders aussage­
kräftig, wenn nach den Produktionsmöglichkeiten für einen 
gegebenen Bestand an Einsatzgütermengen gefragt w i r d . Sie 
ist vor allem in volkswirtschaftlichen Untersuchungen anzu­
treffen. Dagegen herrscht die outputorientierte Schreib­
weise i n betriebswirtschaftlichen Analysen vor, weil das 
Produktionsprogramm als eine der wichtigsten Entschei­
dungsvariablen der Unternehmung betrachtet w i r d . 

In Unternehmungen werden insbesondere die E insatz ­
güter (Produktionsfaktoren) Werkstoffe, Hi l fs - und Be­
triebsstoffe, menschliche und maschinelle Arbeit sowie Infor­
mationen zur Erzeugung materieller oder immaterieller 
Produkte (Ausbringungsgüter) kombiniert . Aus gesamt­
wirtschaftlicher Sicht bilden Arbeit , Kapital und gegebenen­
falls Boden die wichtigsten Einsatzgüterarten. Die Messung 
der Einsatz- sowie der Ausbringungsmengen w i r f t bei 
einzel- und bei gesamtwirtschaftlicher Betrachtung teilweise 
schwierige Probleme auf. Umstritten ist beispielsweise, ob 

bei der Verwendung von Gebrauchsgütern wie Maschinen, 
Gebäuden, Grundstücken sowie bei menschlicher Arbeit die 
Bestandsmengen oder deren Nutzungsabgaben die Maß­
größen des Einsatzes darstellen. 

2. Strukturmerkmale von Produktionsfunktionen 

Die in Volks- und Betriebswirtschaftslehre gebräuchlichsten 
Produktionsfunktionen können durch eine Reihe von Struk­
turmerkmalen gekennzeichnet werden. Das Merkmal B e -
trachtungsgegenstand der Produktionsfunktion gibt 
die Wirtschaftseinheit an, deren produktionstheoretische 
Beziehungen abgebildet werden. In der Wirtschaftswissen­
schaft werden Produktionsfunktionen für gesamte Volks­
wirtschaften, für Unternehmungen sowie als »Transforma­
tionsfunktionen* für einzelne Produktionsstellen in Unter­
nehmungen formuliert . 

Die Produktionsfunktion läßt sich bei Berücksichtigung 
einer Produktart (als Ertrag) und einer Einsatzgüterart 
graphisch in einer Ertragskurve wiedergeben. Bei zwei m i t 
variierbarer Menge einsetzbaren Gütern erhält man ein drei­
dimensionales Ertragsgebirge. Die Oberfläche des Ertrags­
gebirges bildet die Produktionsfunktion ab. Aus dem Er­
tragsgebirge lassen sich durch Schnitte parallel zu den 
Achsen der Einsatzgüter partielle Ertragskurven herleiten. 
Diese geben die Veränderung der Ausbringungsmenge einer 
Produktart bei Variation der Einsatzmenge eines Einsatz­
gutes und konstanten Einsatzmengen der anderen Güterarten 
wieder. Dividier t man jeden Punkt der (partiellen) Ertrags­
kurve durch die jeweilige Einsatzmenge des variierten Ein­
satzgutes, so erhält man die Kurve des (partiellen) D u r c h ­
schnittsertrages e = x / r j . Bildet man die erste Ableitung 
der (partiellen) Ertragskurve, ergibt sich die Kurve der (par-
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tiellen) Grenzproduktivitäten x ' = ö x / d r j . Durch eine 
Projektion der Höhenlinien des Ertragsgebirges auf die Ebene 
der beiden variierten Einsatzgüter erhält man Isoquanten. 
Jede Isoquante stellt den geometrischen O r t all der K o m b i ­
nationen der Einsatzgütermengen dar, die zu der gleichen 
Ausbringungsmenge führen. 

Nach der Form der Produktionsfunktion unterscheidet 
man homogene und inhomogene Funktionen. Diese 
Eigenschaft w i r d aus der Veränderung der Ausbringungs­
menge erkennbar, wenn alle Einsatzgütermengen i m glei­
chen Verhältnis erhöht oder vermindert werden. Eine Pro­
duktionsfunktion ist homogen v o m Grade k, sofern bei einer 
Mul t ip l ikat ion der Einsatzgütermengen m i t dem Faktor λ 
der Output λ k - m a l größer w i r d : 

tfai, λΓ 2 , . . . , Xrm) = Xk · χ 

W e n n k = 1 ist, n i m m t die Ausbringungsmenge i m glei­
chen Verhältnis wie die Einsatzmengen zu. Eine derartige 
Produktionsfunktion nennt man linear-homogen oder ho­
mogen v o m Grade 1 . Zieht man Geraden durch den N u l l ­
punkt, dann sind bei ihr die Abstände zwischen den Isoquan­
ten von proportional erhöhten Ausbringungsmengen gleich. 
Es liegen konstante Skalenerträge vor. Alle Linien auf dem 
Ertragsgebirge, die durch den N u l l p u n k t gehen, stellen 
Geraden dar. Ist der Homogenitätsgrad k > 1, so nehmen die 
Skalenerträge bei proportionaler Steigerung der Einsatz­
gütermengen zu, während sie bei einem Homogenitätsgrad 
k < 1 sinken. Bei inhomogenen Produktionsfunktionen be­
steht keine entsprechende eindeutige Beziehung zwischen 
der proportionalen Steigerung der Einsatzgütermengen und 
der Zunahme der Ausbringungsmenge. 

Produktionsfunktionen sind des weiteren in bezug auf das 
Merkmal Substituierbarkeit der Einsatzgüter zu charakte­
risieren. Z w e i Einsatzgüter sind substituierbar, wenn bei 
konstanter Ausbringungsmenge eine Verringerung der Ein­
satzmenge eines Gutes bei gleichzeitiger Erhöhung der Ein­
satzmenge eines anderen Gutes möglich ist. Die Austausch­
barkeit der Einsatzgüter w i r d durch die Grenzrate der Sub­
stitution gemessen, die dem Differentialquotienten dr i/dr 2 ' 
entspricht. Bei limitationalen Einsatzgütern kann dagegen 
die Ausbringungsmenge nur durch gleichzeitige Steigerung 
der Einsatzmengen aller Einsatzgüter erhöht werden. 

Ferner kann die Produktionsfunktion durch die Substi­
tutionselastizität σ beschrieben werden. Diese gibt das 
(negative) Verhältnis zwischen der relativen Änderung der 
Proportionen zwischen zwei Einsatzgütern und der relativen 
Änderung ihrer Grenzproduktivitäten (bei Konstanz der 
anderen Einsatz- und der Ausbringungsgütermengen) an: 

dx 
dt, 

α dx 

T\ ' dx 

r 2 dr i 
dx_ 

Eine Reihe weiterer Strukturmerkmale bezieht sich dar­
auf, inwieweit Produktionsfunktionen die Gegebenheiten 

der Realität strukturgleich abbilden. Der Aggregations­
grad einer Produktionsfunktion ist u m so niedriger, je 
schärfer zwischen artmäßig verschiedenen Gütern, Tei lpro­
zessen in Unternehmungen sowie zwischen Wirtschaftssek­
toren differenziert w i r d . Ein sehr hoher Aggregationsgrad 
liegt ζ. B. vor, wenn die gesamten Einsatzgüter einer Volks­
wirtschaft durch zwei Güterarten Kapital und Arbeit und 
die erzeugten Güterarten durch eine Größe Gesamtproduk­
tion erfaßt werden. Produktionsfunktionen können des 
weiteren für E i n p r o d u k t - und Mehrproduktunterneh­
mungen sowie für einstufige und mehrstufige Fertigung 
formuliert sein. Ferner ist wesentlich, i n welchem U m f a n g 
neben den Einsatz- und Ausbringungsmengen zusätzliche 
Einflußgrößen der Produktion wie Ausschuß, Maschinen­
belegung, Auftragsreihenfolgen usw. berücksichtigt sind. 
Die Übereinstimmung m i t der Realität n i m m t auch zu, 
wenn durch die Formulierung dynamischer Produktions­
funktionen zeitliche Beziehungen und Veränderungen sowie 
die Zeitdauer der Produktionsprozesse erfaßt werden. Die 
empirische Geltung einer Produktionsfunktion w i r d durch 
ihre Überprüfung an der Realität erkennbar. Produktions­
funktionen sind so zu formulieren, daß sie an den Gegeben­
heiten der Realität überprüft und dabei widerlegt werden 
können. Sofern eine Produktionsfunktion trotz einer V i e l ­
zahl empirischer Überprüfungen nicht widerlegt worden 
ist, k o m m t ihr ein hoher empirischer Bestätigungsgrad zu. 

3. Einzelwirtschaft ! iche Produktionsfunktionen 

3.1· Allgemeiner Input-Output-Ansatz 

Einzelwirtschaftliche (betriebswirtschaftliche, mikroökono­
mische) Produktionsfunktionen bilden die Input -Output -
Beziehungen der Realgüter in Unternehmungen ab. Eine 
geeignete Basis für die Formulierung einzelwirtschaftlicher 
Produktionsfunktionen stellt der Input-Output-Ansatz 
dar. Er umfaßt die Fälle der ein- und mehrstufigen sowie der 
Einprodukt- und Mehrproduktfert igung. In diesem Ansatz 
geht man davon aus, daß sich der Produktionsprozeß aus 
einer Vielzahl von Teilprozessen zusammensetzt. M a n unter­
stellt vereinfachend, daß von jeder Produktionsstelle nur 
eine Güterart hergestellt und/oder weitergegeben w i r d . Die 
von außerhalb der Unternehmung bezogenen originären 
Einsatzgüter werden als Ausbringungsgüter von Beschaf­
fungsstellen interpretiert. Für jede Stelle w i r d eine , T r a n s -
formationsfunktion' formuliert , welche die Beziehungen 
zwischen den i n der Stelle eingesetzten und den hergestellten 
bzw. weitergegebenen Gütermengen abbildet. Aus den 
Transformationsfunktionen und den Güterströmen, die z w i ­
schen den verschiedenen Stellen fließen, läßt sich die Pro­
duktionsfunktion der Unternehmung herleiten. 

Die Ausbringungsmenge rt der Stelle P, kann i n anderen 
Stellen der Unternehmung wiedereingesetzt oder am M a r k t 
abgesetzt werden. W e n n die Unternehmung insgesamt η 
Stellen umfaßt und die Wiedereinsatzmenge, die von Stelle 
Pi zur Stelle Pj fließt, m i t r^ sowie die Absatzmenge der Stelle 
Pi m i t Xj bezeichnet werden, läßt sich der Güterfluß durch 
folgendes Gleichungssystem abbilden: 
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Γι r u + Γ12 + 

+ r n 2 + 

+ «"Ι η + *1 

In der Regel sind die Absatzmengen nur bei den letzten 
Produktionsstellen (den Absatzstellen) größer als N u l l . Z u r 
Produktionsfunktion gelangt man, indem man in dieses 
Gleichungssystem die Transformationsfunktionen einsetzt, 
die für die Einsatzmengen r^ bestimmend sind. Jede Trans­
formationsfunktion ist so zu formulieren, daß sie aus Glei­
chungen der A r t 

r j j = £fj (—) ' r 3 

für die Beziehungen zwischen den Einsatzmengen r^ und 
der Ausbringungsmenge r j einer Stelle besteht. Setzt man 
die Transformationsfunktionen in dieser Form in das obige 
Güterfluß-System ein, so erhält man den allgemeinen Input-
Output-Ansatz 

r i = f n ( . . . ) ' r! + f 1 2 ( . . . ) · r 2 + . . . + f l n ( . . . ) • r n + X l 

Γ η = f n l ( . · · ) ' r l + f n 2 ( · · · ) ' Γ 2 + . . · "Η f n n ( · · · ) ' Γ η Η" Xn 

bzw. in Matrixschreibweise: 

r ~ F · r + χ 

Dabei gibt die Matr ix F die direkten funktionalen Beziehun­
gen zwischen den Einsatz- und Ausbringungsmengen der 
Produktionsstellen wieder. Durch U m f o r m u n g erhält man 
hieraus 

(1) 

r — F · r - - (Ε — F) · r — χ 

bzw. r = (Ε — F) ~ 1 · χ 

Sofern die ersten m Stellen die BeschafFungsstellen bilden, 
geben die ersten m Gleichungen des Gleichungssystems (1) 
die Beziehungen zwischen den originären Einsatzgüter- und 
den Endproduktmengen der Unternehmung wieder. Aus 
diesem allgemeinen Ansatz lassen sich spezielle Produktions­
funktionen der Unternehmung für bestimmte Ausprägun­
gen der Produktionsstruktur und der Transformationsfunk­
tionen herleiten. 

3.2. Ertragsgesetzliche Produktionsfunktion 

Ertragsgesetzliche Produktionsfunktionen (Produktions­
funktionen v o m T y p A ) werden üblicherweise für einstufige 
Einproduktfertigung formuliert . Der Produktionsprozeß 
vollzieht sich dann in einer Fertigungsstelle, deren Trans­
formationsfunktion zugleich die Produktionsfunktion der 
Unternehmung ist. V o n grundlegender Bedeutung für er­
tragsgesetzliche Produktionsfunktionen ist die Bedingung, 
daß die Ausbringungsmenge durch die isolierte Variation 
der Einsatzmenge einer Güterart bei konstanten Einsatz­
mengen der anderen Einsatzgüter verändert werden kann. 
Ferner w i r d vorausgesetzt, daß die Einsatzmengen beliebig 
teilbar sind. Steigert man die Einsatzmenge einer Güterart r i 
bei Konstanz der anderen Gütereinsatzmengen r 2 , . . . , r m 

sukzessiv, so n i m m t die Ausbringungsmenge χ nach der 

ertragsgesetzlichen Hypothese zuerst überproportional, dann 
proportional und schließlich unterproportional zu. Vielfach 
w i r d das Ertragsgesetz auf die Behauptung beschränkt, daß 
ab einer bestimmten Einsatzmenge des variierten Einsatz­
gutes dessen sukzessive Vermehrung bei Konstanz der ande­
ren Einsatzgütermengen eine unterproportionale Steigerung 
des Ertrags bewirkt . M a n spricht dann auch v o m Gesetz des 
abnehmenden Ertragszuwachses oder der neoklassischen Pro­
duktionsfunktion (Krelle). Ein ertragsgesetzlicher Verlauf der 
partiellen Ertragskurve bei isolierter Variation der Einsatz­
menge eines Gutes kann bei homogenen und bei inhomo­
genen Produktionsfunktionen auftreten. Einen möglichen 
Ansatz einer homogenen ertragsgesetzlichen Produktions­
funktion m i t zwei Einsatzgütern bildet die Funktion (Press-
mar): 

r i g > · r 2 ° 2 

(ri + r2)P 
( a 0 , a ! , a 2 , ß beliebige 

Konstante) 
Charakteristisch für ertragsgesetzliche Prodüktionsfunktio-
nen ist die stetige Substituierbarkeit der Einsatzgüter. A u f ­
grund der engen Anwendungsbedingungen und der bei i n d u ­
striellen Produktionsprozessen häufig bestehenden L imi ta -
tionalität der Einsatzgüter kann das Ertragsgesetz zumindest 
für den industriellen Bereich nicht als repräsentativ angesehen 
werden (Gutenberg). In empirischen Untersuchungen konnte 
ein ertragsgesetzlicher Verlauf der Produktionsfunktion bis­
her nicht bestätigt werden. 

3.3. L e o n tief-Produktionsfunktion 

Leon/ief-Produktionsfunktionen gelten für Produktionspro­
zesse, in denen verschiedenartige Einsatzgüter nur in k o n ­
stantem Mengenverhältnis effizient eingesetzt werden kön­
nen. Die Produktionskoeffizienten a^, die das Verhältnis 
zwischen der von Stelle P } bezogenen Einsatzmenge r^ und 
der in Stelle Pj hergestellten Gütermenge η wiedergeben, 
sind für alle Einsatzgüter konstant: 

—iL = a . j = konstant 

Die Transformationsfunktion einer Produktionsstelle besteht 
daher aus einem System von Funktionen der A r t 

(2) 

Bei ihnen lassen sich Isoquanten für die Einsatzmengen von 
jeweils zwei Einsatzgütern angeben. Diese Isoquanten ver­
laufen parallel zu den Einsatzgüterachsen. Effizient sind nur 
die Kombinationen der Einsatzgütermengen in den Eck­
punkten der Isoquanten. Durch die Verbindung dieser Eck­
punkte erhält man die Skalakurve. Da die Produktions­
koeffizienten konstant sind, verläuft die Skalakurve bei 
Leoni/e/^Funktionen linear. Eine Steigerung der Ausbrin­
gungsmenge ist nur durch gleichzeitige proportionale Er­
höhung aller Einsatzgütermengen möglich. Somit sind 
Leorcf^Funktionen limitational und linearhomogen. 

Die Produktionsfunktion der Unternehmung ergibt sich, 
indem man die Transformationsfunktionen (2) in den allge­
meinen Input-Output-Ansatz (1) einsetzt. Die Matr ix F der 
direkten funktionalen Beziehungen zwischen Gütereinsatz 
und Ausbringung der Produktionsstellen enthält bei Leontief-
Produktionsfunktionen als Elemente die konstanten Produk-
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tionskoeffizicnten a^. Deshalb lautet die Produktionsfunk­
tion in Matrixschreibweise: 

r = ( £ — F ) " 1 · χ - ( E — A ) ~ 1 · χ 

Leontiej-Funkuoncn sind für den Einsatz an Werkstoffen und 
an maschineller Arbeit m i t konstantem intensitätsgrad in 
der Praxis gut bestätigt. 

3.4. Produktionsfunktion v o m T y p Β 

In der Produktionsfunktion v o m T y p Β (Gutenberg, Kilger) 
werden zwei Typen von Transformationsfunktionen unter­
stellt. Für einen Tei l der Einsatzgüter (vor allem Rohstoffe 
und Zwischenprodukte) w i r d behauptet, daß ihre Einsatz­
mengen unmittelbar von den Ausbringungsmengen η der 
Stellen abhängen. Die Transformationsfunktionen dieser 
Güter sind: 

(3) r i j = gi j(r j) = gi j (r j ) · η 

Vielfach stellen sie Leottrie/-Funktionen dar. Charakteristisch 
für Produktionsfunktionen v o m T y p Β ist jedoch die A n ­
nahme, daß bei einer Reihe von Einsatzgütern (ζ. B. bei Be­
triebsstoffen wie Öl , Schmiermitteln und Energie) der Ein­
satz nur mittelbar outputabhängig ist. Die Einsatzmengen 
dieser Güter hängen unmittelbar von den technischen Eigen­
schaften und der Intensität des Aggregats ab, für dessen 
Leistungsabgabe sie eingesetzt werden müssen. Sofern die 
technischen Eigenschaften des j - t en Aggregats konstant blei­
ben, w i r d die bei einer Verrichtung oder Arbeitseinheit die­
ses Aggregats eingesetzte Menge pjj allein von dessen Inten­
sität dj beeinflußt. M a n erhält die ,Verbrauchsfunktion': 

Pij = f ü ( d j ) 

Aus dieser Verbrauchsfunktion bestimmt man die gesamte 
Einsatzmenge r i j , die während der Einsatzdauer tj am j - t en 
Aggregat benötigt w i r d , indem man die Einsatzmenge je 
Arbeitseinheit m i t der Zahl der Arbeitseinheiten bj = dj · t j 
mult ipl iziert : 

r i j = Pu · bj - f i j (d j ) · bj = f i j (d j ) · dj · tj 

Für die Anzahl der durchzuführenden Arbeitseinheiten w i r d 
die Hypothese aufgestellt, daß sie von der Ausbringungs­
menge Tj der Stelle abhängig ist: 

bj = 0 J > j ) = 0 j ( r j ) T j 

Demnach haben die Transformationsfunktionen mittelbar 
outputabhängiger Einsatzgüter die Gestalt: 

(4) ry = f i j ( d j ) - 0 J ( r j ) T j 

Z u r Herleitung der Produktionsfunktion einer Unterneh­
mung werden die Transformationsfunktionen (3) und (4) 
für unmittelbar und mittelbar outputabhängige Güter in den 
allgemeinen Input-Output-Ansatz (1) eingesetzt. Bislang 
ist die Produktionsfunktion v o m T y p Β lediglich für ein­
stufige Mehrproduktfert igung und spezielle Ausprägungen 
der Produktionsstruktur bei mehrstufiger Mehrproduktfer­
tigung hergeleitet worden (Kilger, Schweitzer\Küpper). Da 
in den Transformationsfunktionen neben den Ausbringungs­
mengen die Intensitäten d der Aggregate als zusätzliche Ein­
flußgrößen enthalten sind, kann die M a t r i x der direkten funk­

tionalen Beziehungen als F (d) gekennzeichnet werden 
(Kloock). Der Input-Output-Ansatz für die Produktions­
funktion v o m T y p Β lautet dann allgemein: 

r = [ E - F ( d ) ] " 1 χ 

In der Produktionsfunktion vom T y p Β w i r d Limitat ional i -
tät des Gütereinsatzes unterstellt. Die Produktionskoeffi­
zienten können aber variabel sein. Lediglich bei konstanten 
Intensitäten und proportionaler Beziehung zwischen A r ­
beitseinheiten und Ausbringungsmengen gehen die Ver­
brauchsfunktionen in Leo«iie/-Funktionen über. Für die 
Verbrauchsfunktionen w i r d kein bestimmter Verlauf be­
hauptet. Sie können sowohl homogen als auch inhomogen 
sein. Ihre empirische Geltung für Betriebsstoffe ist bislang 
in einer Reihe industrieller Fertigungsprozesse bestätigt 
worden. 

3.5. Produktionsfunktion v o m T y p C 

Kennzeichnend für die Produktionsfunktion v o m T y p C 
(Heinen) ist eine Gliederung des Produktionsprozesses in 
Elementarkombinationen, für welche sich die Beziehungen 
zwischen Einsatz- und Ausbringungsmengen eindeutig ab­
bilden lassen. Der Verbrauch mittelbar outputabhängiger 
Einsatzgüter w i r d für limitationale Güter in Abhängigkeit 
von den Intensitätsänderungen der Aggregate bestimmt. Er 
hängt von der Zeitdauer einer Elementarkombination ab, 
die als Maß für den Intensitätsverlauf d* interpretiert werden 
kann. Bei substituierbaren Einsatzgütern bilden die Einsatz­
mengen der anderen Güter zusätzliche Einflußgrößen der 
Input-Output-Bezichung. 

Nach der Häufigkeit der Durchführung von Elementar­
kombinationen während einer Periode werden primäre, 
sekundäre und tertiäre Elementarkombinationen unterschie­
den. Bearbeitungsprozesse an Werkstoffen werden durch 
primäre Elementarkombinationen abgebildet, während sich 
sekundäre Elementarkombinationen auf Anlauf- und Rüst­
vorgänge beziehen. Tertiäre Elementarkombinationen be­
treffen jene Prozesse, deren Durchführungszahl von der 
Endproduktmenge nicht oder kaum abhängig ist (z .B. 
Wartungsvorgänge, Planungs- und Kontrollprozesse). Ihre 
Einsatzmengen werden vereinfachend als zeitabhängig ange­
nommen. Als Bestimmungsgrößen für die Wiederholungs­
zahl l imitationaler primärer Elementarkombinationen wer­
den die Intensitätsverläufe d*, die Ausbringungsmengen bei 
einmaligem Vol lzug der Elementarkombinationen λ , die 
Arbeitsverteilung und die Maschinenbelebung ν sowie die 
Ausschußkoeffizienten c eingeführt. Bei sekundären Ele­
mentarkombinationen k o m m t die Auflagengröße γ als w e i ­
tere Einflußgröße hinzu. Diese Bestimmungsgrößen bilden 
die unabhängigen Variablen der Transformationsfunktio­
nen. Die M a t r i x der direkten funktionalen Beziehungen der 
Produktionsstellen läßt sich daher allgemein als F (d* λ , ν, c, 
γ ) kennzeichnen. Demnach lautet der Input-Output-Ansatz 
für die Produktionsfunktion vom T y p C : 

r = [ E — F ( d * λ , ν, c , y ) ] _ 1 · χ 

Die empirische Geltung der Produktionsfunktion v o m Typ C 
ist bislang noch nicht eingehend untersucht worden. 
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3.6. Produktionsfunktion v o m T y p D 

Für die Produktionsfunktion v o m T y p D (Kloock) ist die 
Abbi ldung der Produktionsstruktur durch die Verwendung 
des Input-Output-Ansatzes charakteristisch. Es werden expl i ­
zit auch komplexe Produktionsstrukturen m i t zyklischen 
Verflechtungen erfaßt. Die Transformationsfunktionen sind 
so allgemein formuliert , daß sie alle Funktionstypen umfas­
sen. Deshalb können aus dieser Produktionsfunktion alle 
anderen einzelwirtschaftlichen Produktionsfunktionen als 
Sonderfälle hergeleitet werden. Die Produktionsfunktion 
kann daher durch folgenden allgemeinen Ansatz beschrieben 
werden: 

r = [ E - F ( . . . ) ] " 1 - x 

Weitere einzelwirtschaftliche Produktionsfunktionen lassen 
sich ζ. B. durch die Einsetzung von Cobb-Douglas-Funktio-
nen und von CES-Funktionen in den Input-Output-Ansatz 
herleiten. Diese Funktionstypen werden jedoch meist als 
gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktionen verwandt. 

4. Gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktionen 

Die einzelwirtschaftlichen Input-Output-Beziehungen b i l ­
den die Grundlage der Produktionsfunktion einer V o l k s w i r t ­
schaft. Jedoch ist eine Herleitung der gesamtwirtschaftlichen 
Produktionsfunktion aus einzelwirtschaftlichen Produk­
tionsfunktionen nur in wenigen Sonderfällen möglich. U m 
die für gesamtwirtschaftliche Analyse relevanten Beziehun­
gen darzustellen, w i r d deshalb in gesamtwirtschaftlichen 
Produktionsfunktionen lediglich eine begrenzte Anzahl von 
Güterarten unterschieden. Ihr Aggregationsgrad ist meist 
sehr hoch. 

In der Input-Output-Analyse (Leontief) werden die z w i ­
schen den betrachteten Sektoren fließenden Güterströme in 
Wertgrößen gemessen. Die unterschiedlichen Erzeugnisse 
eines Sektors werden jeweils zu einer f ik t iven Produktart zu­
sammengefaßt. Die Produktionskoeffizienten, die das Ver­
hältnis zwischen eingesetzter und erzeugter Gütermenge der 
Sektoren angeben, n i m m t man als konstant an. M a n erhält 
eine gesamtwirtschaftliche Leoniie/^Produktionsfunktion, 
die in ihrer formalen Struktur der einzelwirtschaftlichen 
Leonn'e/^Funktion bei mehrstufiger Mehrprodukt fer t igung 
entspricht. 

Eine häufig verwandte gesamtwirtschaftliche Produk­
tionsfunktion stellt die Cobb-Douglas-Fvmktion dar. Geht 
man lediglich von den beiden Einsatzgütern Arbei t Α und 
Kapital Κ sowie einer Gesamtproduktion X aus, so lautet die 
Cobb-Douglas-Funkuon: 

X = a 0 - A a - K ß ( a 0 , a , ß > 0 ) 

Sie kann auch für mehr als zwei Einsatzgüter formulier t 
werden. Die Einsatzgüter sind gegenseitig begrenzt (peri­
pher) substituierbar. Die Cobb-Douglas-Funkuon ist h o m o ­
gen v o m Grade α + β und besitzt f ür α + β > 1 zunehmende, 
für α + β = 1 konstante sowie für α + β < 1 abnehmende 
Skalenerträge. Ihre Substitutionselastizität ist konstant und 
gleich 1. 

Produktionsfunktionen m i t konstanter Substitutionselasti­
zität gehören zur Klasse der C E S - F u n k t i o n e n (Constant 

Elasticity of Substitution). Für den Fall konstanter Skalen-
erträge (eine Erweiterung auf zu- und abnehmende Skalen­
erträge ist möglich) haben CES-Funktionen die Struktur: 

_ j_ 
X = [ a i · A ~ e + a 2 · K ~ e ] ρ ( a l f a 2 > 0 ; p > —1) 

Es besteht (periphere) Substituierbarkeit der Einsatzgüter. 
Bei isolierter Steigerung der Einsatzmenge eines Gutes er­
geben sich abnehmende Grenzerträge (sofern nicht p -> oo 
gi l t ) . CES-Funktionen dieser Form sind linear-homogen. 
Ihre Substitutionselastizität 
 ist v o m Parameter p abhängig: 

1 

 = 

1 + P 
Cobb-Douglas-Funktionen m i t konstanten Skalenerträgen 
(α + β = 1) und Leoni/e/^Funktionen sind Grenzfälle, die man 
für p = 0 bzw. p—• co aus obiger CES-Funktion erhält. 

Als wichtige Bestimmungsgröße der gesamtwirtschaft­
lichen Produktion w i r d neben den Einsatzgütern Arbeit und 
Kapital der technische Fortschritt angesehen. Seine Erfassung 
erfordert die Formulierung dynamischer Produktionsfunk­
tionen. Eine einfache dynamische Produktionsfunktion stellt 
eine Cobb-Douglas-Funkuon dar, die u m einen zeitabhängi­
gen Faktor für den technischen Fortschritt erweitert ist: 

X = e T t · a 0 · A a · K ß (a 0 ,T,a, β > 0) 

In ihr w i r d der technische Fortschritt als Variable erklärt, 
die von der Zeit abhängt. Diese stark vereinfachte Abbi ldung 
der Realität versucht man durch eine Analyse der Bestim­
mungsgrößen des technischen Fortschritts und die Unter­
suchung von Wachstumsprozessen zu überwinden. 

Leowi/ef-Funktionen, Cobb-Douglas-Funktionen sowie 
CES-Funktionen sind für die Produktionsentwicklung ein­
zelner Volkswirtschaften getestet worden. Die Ergebnisse 
der empirischen Untersuchungen lassen sich aber nicht 
eindeutig interpretieren, wei l die empirische Überprüfung 
gesamtwirtschaftlicher Produktionsfunktionen eine V i e l ­
zahl schwieriger Probleme aufwirf t . Deshalb kann keine 
der gesamtwirtschaftlichen Produktionsfunktionen bisher als 
bestätigt angesehen werden. 

5. Zusammenfassung 

Als Zusammenfassung sind in der nachfolgenden Tabelle 
(s. S. 134) die gekennzeichneten Strukturmerkmale der dar­
gestellten statischen Produktionsfunktionen angegeben. 
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Typ der 
Produktions­
funktion 

Ansatz 
Form der 
Funktion 

Substituier­
barkeit 

subst. l imi -
tat. 

Substi­
tutions-
elastizität 

Anzahl der 
Produkt­
arten 

eine meh­
rere 

Anzahl der 
Produk­
tionsstufen 

eine meh­
rere 

Berücksichtigte 
Einflußgrößen 

Ertragsgesetzl. 
Produktions­
funktion 
(PF vom Typ A) 

x _ a o , , ,ß (z-B.) 
( r i + r 2 ) p 

homogen, 
aber auch 
inhomogen 
möglich 

+ + 

Produkt­
menge 
Einsatzgüter­
mengen 

Leontief-
Produktions-
funktion 

r = [Ε — A] ~ 1 · χ linear-
homog. 

+ + + + Produktmengen 

Produktions­
funktion 
vom Typ Β 

r = [E — F ( d ) ] " 1 · χ + + + + (+) Produktmengen 
Intensitäten 

Produktions­
funktion 
vom Typ C r = [ E — F ( d U , r , c , Y ) ] _ 1 -x + + + + + + 

Produktmengen 
Intensitäts­

verläufe 
Outputniveaus 
Arbeitsvertei­
lung, Einsatz­
gütermengen 
Ausschuß 
Auflagengrößen 

Produktions­
funktion 
vom Typ D r = [ E - F ( . . . ) ] _ 1 -x + + + + 

Produktmen­
gen, weitere 
Einflußgrößen 
unbestimmt 

Cobb-Douglas-
Funktion X = a 0 · A a · K ß 

homogen 
vom Grade 
α I β 

-f 
konstant 
σ = 1 + + Einsatz-

gütermengen 

CES-Funktion 
1 

X = ( a i - A " e + a 2 - K _ e ) * linear-
homog. 

+ konstant 
1 


 = 
1 + P 

+ + Einsatz­
gütermengen 
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