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Produktionsfunktionen

1. Begriff der Produktionsfunktion

Produktionsfunktionen bilden die Beziehungen zwischen
den cingesctzten und den hergestellten bzw. verwerteten
Realgiitermengen einer Wirtschaftseinheit ab. Sic stellen
nomologische Hypothesen dar, die nach Moglichkeit cinen
hohen empirischen Gehalt besitzen und fiir bestimmte An-
wendungsbereiche der Realitdt bestitigt sein sollen. Die
Beziechungen zwischen den Einsatzgiitermengen 1y, . . ., Iy
und den Ausbringungsmengen xi, ..., X5 lassen sich auf
unterschiedliche Weise mathematisch wiedergeben:

Inputorientierte Form: (xy, ..., Xs) = f(ry, .. ., I'm)
Outputorientierte Form: (ry, . . ., Im) = g(x1, - . ., Xg)
Implizite Form: h(ry, .- o tm, X1, .., X)) =0

Die inputorientierte Schreibweise ist besonders aussage-
kriftig, wenn nach den Produktionsmdglichkeiten fiir einen
gegebenen Bestand an Einsatzgiitermengen gefragt wird. Sie
ist vor allem in volkswirtschaftlichen Untersuchungen anzu-
treffen. Dagegen herrscht die outputorientierte Schreib-
weise in betriebswirtschaftlichen Analysen vor, weil das
Produktionsprogramm als eine der wichtigsten Entschei-
dungsvariablen der Unternehmung betrachtet wird.

In Unternehmungen werden insbesondere die Einsatz-
giiter (Produktionsfaktoren) Werkstoffe, Hilfs- und Be-
triebsstoffe, menschliche und maschinelle Arbeit sowie Infor-
mationen zur Erzeugung materieller oder immaterieller
Produkte (Ausbringungsgiiter) kombiniert. Aus gesamt-
wirtschaftlicher Sicht bilden Arbeit, Kapital und gegebenen-
falls Boden die wichtigsten Einsatzgiiterarten. Die Messung
der Einsatz- sowie der Ausbringungsmengen wirft bei
einzel- und bei gesamtwirtschaftlicher Betrachtung teilweise
schwierige Probleme auf. Umstritten ist beispielsweise, ob
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bei der Verwendung von Gebrauchsgiitern wie Maschinen,
Gcbiauden, Grundstiicken sowie bei menschlicher Arbeit die
Bestandsmengen oder deren Nutzungsabgaben die Maf3-
grofen des Einsatzes darstellen.

2. Strukturmerkmale von Produktionsfunktionen

Die in Volks- und Betriebswirtschaftslehre gebrauchlichsten
Produktionsfunktionen konnen durch eine Reihe von Struk-
turmerkmalen gekennzeichnet werden. Das Merkmal Be-
trachtungsgegenstand der Produktionsfunktion gibt
die Wirtschaftseinheit an, deren produktionstheoretische
Bezichungen abgebildet werden. In der Wirtschaftswissen-
schaft werden Produktionsfunktionen fiir gesamte Volks-
wirtschaften, fiir Unternehmungen sowie als ,Transforma-
tionsfunktionen® fiir einzelne Produktionsstellen in Unter-
nehmungen formuliert.

Die Produktionsfunktion 148t sich bei Beriicksichtigung
einer Produktart (als Ertrag) und einer Einsatzgiiterart
graphisch in einer Ertragskurve wiedergeben. Bei zwei mit
variierbarer Menge einsetzbaren Giitern erhilt man ein drei-
dimensionales Ertragsgebirge. Die Oberfliche des Ertrags-
gebirges bildet die Produktionsfunktion ab. Aus dem Er-
tragsgebirge lassen sich durch Schnitte parallel zu den
Achsen der Einsatzgiiter partielle Ertragskurven herleiten.
Diese geben die Verinderung der Ausbringungsmenge einer
Produktart bei Variation der Einsatzmenge eines Einsatz-
gutes und konstanten Einsatzmengen der anderen Giiterarten
wieder. Dividiert man jeden Punkt der (partiellen) Ertrags-
kurve durch die jeweilige Einsatzmenge des variierten Ein-
satzgutes, so erhilt man die Kurve des (partiellen) Durch-
schnittsertrages ¢ = x/r;. Bildet man die erste Ableitung
der (partiellen) Ertragskurve, ergibt sich die Kurve der (par-
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tiellen) Grenzproduktivititen x'= 0x/dr;. Durch eine
Projektion der Hohenlinien des Ertragsgebirges auf die Ebenc
der beiden variierten Einsatzgiiter erhilt man Jsoquanten.
Jede Isoquante stellt den geometrischen Ort all der Kombi-
nationen der Einsatzgiitermengen dar, die zu der gleichen
Ausbringungsmenge fiihren.

Nach der Form der Produktionsfunktion unterscheidet
man homogene und inhomogene Funktionen. Diese
Eigenschaft wird aus der Verinderung der Ausbringungs-
menge erkennbar, wenn alle Einsatzgiitermengen im glei-
chen Verhiltnis erhdht oder vermindert werden. Eine Pro-
duktionsfunktion ist homogen vom Grade k, sofern bei einer
Multiplikation der Einsatzgiitermengen mit dem Faktor A
der Output A *-mal groBer wird:

fAry, Arg, ... Arg) = A¥ - x

Wenn k = 1 ist, nimmt die Ausbringungsmenge im glei-
chen Verhiltnis wie die Einsatzmengen zu. Eine derartige
Produktionsfunktion nennt man linear-homogen oder ho-
mogen vom Grade 1. Zieht man Geraden durch den Null-
punkt, dann sind bei ihr die Abstinde zwischen den Isoquan-
ten von proportional erhdhten Ausbringungsmengen gleich.
Es liegen konstante Skalenertrige vor. Alle Linien auf dem
Ertragsgebirge, die durch den Nullpunkt gehen, stellen
Geraden dar. Ist der Homogenititsgrad k > 1, so nehmen die
Skalenertrige bei proportionaler Steigerung der Einsatz-
giitermengen zu, wihrend sie bei einem Homogenititsgrad
k < 1 sinken. Bei inhomogenen Produktionsfunktionen be-
steht keine entsprechende eindeutige Beziehung zwischen
der proportionalen Steigerung der Einsatzgiitermengen und
der Zunahme der Ausbringungsmenge.

Produktionsfunktionen sind des weiteren in bezug auf das
Merkmal Substituierbarkeit der Einsatzgiiter zu charakte-
risieren. Zwei Einsatzgiiter sind substituierbar, wenn bei
konstanter Ausbringungsmenge eine Verringerung der Ein-
satzmenge eines Gutes bei gleichzeitiger Erthohung der Ein-
satzmenge eines anderen Gutes moglich ist. Die Austausch-
barkeit der Einsatzgiiter wird durch die Grenzrate der Sub-
stitution gemessen, die dem Differentialquotienten “dr; /dr,
entspricht. Bei limitationalen Einsatzgiitern kann dagegen
die Ausbringungsmenge nur durch gleichzeitige Steigerung
der Einsatzmengen aller Einsatzgiiter erhoht werden.

Ferner kann die Produktionsfunktion durch die Substi-
tutionselastizitit ¢ beschrieben werden. Diese gibt das
(negative) Verhiltnis zwischen der relativen Anderung der
Proportionen zwischen zwei Einsatzgiitern und der relativen
Anderung ihrer Grenzproduktivititen (bei Konstanz der
anderen Einsatz- und der Ausbringungsgiitermengen) an:

0x
Or,

[rl] 4 =
d - o
G = — 2 . 2

o 0x
] EH
O0x

N

Eine Reihe weiterer Strukturmerkmale bezieht sich dar-
auf, inwieweit Produktionsfunktionen die Gegebenheiten
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der Realitit strukturgleich abbilden. Der Aggregations-
grad ciner Produktionsfunktion ist um so niedriger, je
schirfer zwischen artmiBig verschiedenen Giitern, Teilpro-
zessen in Unternchmungen sowie zwischen Wirtschaftssek-
toren differenziert wird. Ein sehr hoher Aggregationsgrad
liegt z. B. vor, wenn die gesamten Einsatzgiiter einer Volks-
wirtschaft durch zwei Giiterarten Kapital und Arbeit und
die erzeugten Giiterarten durch eine GroBe Gesamtproduk-
tion erfaBt werden. Produktionsfunktionen konnen des
weiteren fiir Einprodukt- und Mehrproduktunterneh-
mungen sowie fiir einstufige und mehrstufige Fertigung
formuliert sein. Ferner ist wesentlich, in welchem Umfang
neben den Einsatz- und Ausbringungsmengen zusitzliche
EinfluBgréBen der Produktion wie Ausschufl, Maschinen-
belegung, Auftragsreihenfolgen usw. beriicksichtigt sind.
Die Ubereinstimmung mit der Realitit nimmt auch zu,
wenn durch die Formulierung dynamischer Produktions-
funktionen zeitliche Beziehungen und Verinderungen sowie
die Zeitdauer der Produktionsprozesse erfaBt werden. Dic
empirische Geltung einer Produktionsfunktion wird durch
ihre Uberpriifung an der Realitit erkennbar. Produktions-
funktionen sind so zu formulieren, daB sie an den Gegeben-
heiten der Realitit iiberpriift und dabei widerlegt werden
konnen. Sofern eine Produktionsfunktion trotz einer Viel-
zahl empirischer Uberpriifungen nicht widerlegt worden
ist, kommt ihr ein hoher empirischer Bestitigungsgrad zu.

3. Einzelwirtschaftliche Produktionsfunktionen

3.1. Allgemeiner Input-Output-Ansatz

Einzelwirtschaftliche (betriebswirtschaftliche, mikrockono-
mische) Produktionsfunktionen bilden die Input-Output-
Bezichungen der Realgiiter in Unternehmungen ab. Eine
geeignete Basis fiir die Formulierung einzelwirtschaftlicher
Produktionsfunktionen stellt der Input-Output-Ansatz
dar. Er umfaBt die Fille der ein- und mehrstufigen sowie der
Einprodukt- und Mehrproduktfertigung. In diesem Ansatz
geht man davon aus, daB sich der Produktionsprozel3 aus
einer Vielzahl von Teilprozessen zusammensetzt. Man unter-
stellt vereinfachend, daBl von jeder Produktionsstelle nur
eine Giiterart hergestellt und/oder weitergegeben wird. Die
von auflerhalb der Unternehmung bezogenen originiren
Einsatzgiiter werden als Ausbringungsgiiter von Beschaf-
fungsstellen interpretiert. Fiir jede Stelle wird eine ,Trans-
formationsfunktion® formuliert, welche die Bezichungen
zwischen den in der Stelle eingesetzten und den hergestellten
bzw. weitergegebenen Giitermengen abbildet. Aus den
Transformationsfunktionen und den Giiterstromen, die zwi-
schen den verschiedenen Stellen flieBen, 1483t sich die Pro-
duktionsfunktion der Unternehmung herleiten.

Die Ausbringungsmenge r; der Stelle P; kann in anderen
Stellen der Unternehmung wiedereingesetzt oder am Markt
abgesetzt werden. Wenn die Unternehmung insgesamt n
Stellen umfaBt und die Wiedereinsatzmenge, die von Stelle
P; zur Stelle P; flieBt, mit r;; sowie die Absatzmenge der Stelle
P; mit x; bezeichnet werden, 148t sich der GiiterfluB durch
folgendes Gleichungssystem abbilden:



r

=t ot oo et ox

—

In=T"p + T2+ ... r'nn+ Xa

In der Regel sind die Absatzmengen nur bet den letzten
Produktionsstellen (den Absatzstellen) groBer als Null. Zur
Produktionsfunktion gelangt man, indem man in dieses
Gleichungssystem die Transformationsfunktionen einsetzt,
die fiir die Einsatzmengen r;; bestimmend sind. Jede Trans-
formationsfunktion ist so zu formulieren, daf3 sie aus Glei-
chungen der Art

Iijj = f;j(.. ) Y]
fiir die Bezichungen zwischen den Einsatzmengen r;; und
der Ausbringungsmenge r; einer Stelle besteht. Setzt man
die Transformationsfunktionen in dieser Form in das obige

GiiterfluB-System ein, so erhilt man den allgemeinen Input-
Output-Ansatz

r1=f11(...) : I‘1+f12(...) . r2+...+f1n(...) -r,,—i—xl

n=fn1(..) rp+f2(.) 4+ Fiaa() tat Xy

bzw. in Matrixschreibweise:

r=F - r+x
Dabei gibt die Matrix F die direkten funktionalen Beziechun-
gen zwischen den Einsatz- und Ausbringungsmengen der

Produktionsstellen wieder. Durch Umformung erhilt man
hieraus

r—F r—=(E—F) r=x
(1) bzw. r=(E—F) ! -x

Sofern die ersten m Stellen die Beschaffungsstellen bilden,
geben die ersten m Gleichungen des Gleichungssystems (1)
die Bezichungen zwischen den originiren Einsatzgiiter- und
den Endproduktmengen der Unternechmung wieder. Aus
diesem allgemeinen Ansatz lassen sich spezielle Produktions-
funktionen der Unternehmung fiir bestimmte Ausprigun-
gen der Produktionsstruktur und der Transformationsfunk-
tionen herleiten.

3.2. Ertragsgesetzliche Produktionsfunktion

Ertragsgesetzliche Produktionsfunktionen (Produktions-
funktionen vom Typ A) werden iiblicherweise fiir einstufige
Einproduktfertigung formuliert. Der Produktionsprozef3
vollzieht sich dann in einer Fertigungsstelle, deren Trans-
formationsfunktion zugleich die Produktionsfunktion der
Unternehmung ist. Von grundlegender Bedeutung fiir er-
tragsgesetzliche Produktionsfunktionen ist die Bedingung,
daB die Ausbringungsmenge durch die isolierte Variation
der Einsatzmenge einer Giiterart bei konstanten Einsatz-
mengen der anderen Einsatzgiiter verindert werden kann.
Ferner wird vorausgesetzt, daf3 die Einsatzmengen beliebig
teilbar sind. Steigert man die Einsatzmenge einer Gliterart ry
bei Konstanz der anderen Giitereinsatzmengen 1, ..., I
sukzessiv, so nimmt die Ausbringungsmenge x nach der
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ertragsgesetzlichen Hypothese zuerst tiberproportional, dann
proportional und schlieBlich unterproportional zu. Vielfach
wird das Ertragsgesetz auf die Behauptung beschrinkt, daf3
ab einer bestimmten Einsatzmenge des variierten Einsatz-
gutes dessen sukzessive Vermehrung bei Konstanz der ande-
ren Einsatzgiitermengen eine unterproportionale Steigerung
des Ertrags bewirkt. Man spricht dann auch vom Gesetz des
abnehmenden Ertragszuwachses oder der neoklassischen Pro-
duktionsfunktion (Krelle). Ein ertragsgesetzlicher Verlauf der
particllen Ertragskurve bei isolierter Variation der Einsatz-
menge eines Gutes kann bei homogenen und bei inhomo-
genen Produktionsfunktionen auftreten. Einen méglichen
Ansatz einer homogenen ertragsgesetzlichen Produktions-
funktion mit zwei Einsatzgiitern bildet die Funktion (Press-

mar):
rlul . r2°!2

Tmtn)? (a0, &, 0, B beliebige
1t

Konstante)

X = 3¢ °

Charakteristisch fiir ertragsgesetzliche Produktionsfunktio-
nen ist die stetige Substituierbarkeit der Einsatzgiiter. Auf-
grund der engen Anwendungsbedingungen und der bei indu-
striellen Produktionsprozessen haufig bestehenden Limita-
tionalitdt der Einsatzgiiter kann das Ertragsgesetz zumindest
fiir den industriellen Bereich nichtals reprisentativ angesehen
werden (Gutenberg). In empirischen Untersuchungen konnte
ein ertragsgesetzlicher Verlauf der Produktionsfunktion bis-
her nicht bestatigt werden.

3.3. Leontief-Produktionsfunktion

Leontief-Produktionsfunktionen gelten fiir Produktionspro-
zesse, in denen verschiedenartige Einsatzgiiter nur in kon-
stantem Mengenverhiltnis effizient eingesetzt werden kon-
nen. Dice Produktionskoeffizienten a;j, die das Verhiltnis
zwischen der von Stelle P; bezogenen Einsatzmenge r;; und
der in Stelle P; hergestellten Giitermenge r; wiedergeben,
sind fiir alle Einsatzgiiter konstant:

Ly

—= = a;; = konstant

5]
Die Transformationsfunktion einer Produktionsstelle besteht
daher aus einem System von Funktionen der Art
(2) Ijj = ajj ° Tj
Bei ihnen lassen sich Isoquanten fiir die Einsatzmengen von
jeweils zwei Einsatzgiitern angeben. Diese Isoquanten ver-
laufen parallel zu den Einsatzgiiterachsen. Effizient sind nur
die Kombinationen der Einsatzgiitermengen in den Eck-
punkten der Isoquanten. Durch die Verbindung dieser Eck-
punkte erhilt man die Skalakurve. Da die Produktions-
koeffizienten konstant sind, verliuft die Skalakurve bei
Leontief~Funktionen linear. Eine Steigerung der Ausbrin-
gungsmenge ist nur durch gleichzeitige proportionale Er-
hohung aller Einsatzgiitermengen moglich. Somit sind
Leontief~Funktionen limitational und linearhomogen.

Die Produktionsfunktion der Unternehmung ergibt sich,
indem man die Transformationsfunktionen (2) in den allge-
meinen Input-Output-Ansatz (1) einsetzt. Die Matrix F der
direkten funktionalen Beziehungen zwischen Giitereinsatz
und Ausbringung der Produktionsstellen enthilt bei Leontief-
Produktionsfunktionen als Elemente die konstanten Produk-
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tionskoeffizienten a;j. Deshalb lautet die Produktionsfunk-
tion in Matrixschreibweise:

r=(E—F) ' x=(E—A)"" x

Leontief~Funktionen sind fiir den Einsatz an Werkstoffen und
an maschineller Arbeit mit konstantem Intensititsgrad in
der Praxis gut bestitigt.

3.4. Produktionsfunktion vom Typ B

In der Produktionsfunktion vom Typ B (Gutenberg, Kilger)
werden zwei Typen von Transformationsfunktionen unter-
stellt. Fiir einen Teil der Einsatzgiiter (vor allem Rohstoffe
und Zwischenprodukte) wird behauptet, daB ihre Einsatz-
mengen unmittelbar von den Ausbringungsmengen r; der
Stellen abhingen. Die Transformationsfunktionen dieser
Giiter sind:

@ = gil) = g 1

Vielfach stellen sie Leontief~Funktionen dar. Charakteristisch
fiir Produktionsfunktionen vom Typ B ist jedoch die An-
nahme, daf3 bei einer Reihe von Einsatzgiitern (z. B. bei Be-
triebsstoffen wie Ol, Schmiermitteln und Energie) der Ein-
satz nur mittelbar outputabhingig ist. Die Einsatzmengen
dieser Giiter hingen unmittelbar von den technischen Eigen-
schaften und der Intensitit des Aggregats ab, fiir dessen
Leistungsabgabe sie eingesetzt werden miissen. Sofern die
technischen Eigenschaften des j-ten Aggregats konstant blei-
ben, wird die bei einer Verrichtung oder Arbeitseinheit die-
ses Aggregats cingesctzte Menge p;; allein von dessen Inten-
sitat d; beeinflult. Man crhilt die ,Verbrauchsfunktion*:

pi; = fi;(d;)
Aus dieser Verbrauchsfunktion bestimmt man die gesamte
Einsatzmenge r;;, die wihrend der Einsatzdauer t; am j-ten
Aggregat bendtigt wird, indem man die Einsatzmenge je

Arbeitseinheit p;; mit der Zahl der Arbeitseinheiten bj= d; - t;
multipliziert:

rij = Pij - by = fi5(d;) - by = f£;(d;) - d; - ¢

Fiir die Anzahl der durchzufithrenden Arbeitseinheiten wird
die Hypothese aufgestellt, daf} sie von der Ausbringungs-
menge r; der Stelle abhingig ist:

b; = & (r;) = Bj(x) - 1

Demnach haben die Transformationsfunktionen mittelbar
outputabhingiger Einsatzgiiter die Gestalt:

@ = fi(dy) - D) - x

Zur Herleitung der Produktionsfunktion einer Unterneh-
mung werden die Transformationsfunktionen (3) und (4)
fiir unmittelbar und mittelbar outputabhingige Giiter in den
allgemeinen Input-Output-Ansatz (1) eingesetzt. Bislang
ist die Produktionsfunktion vom Typ B lediglich fiir ein-
stufige Mehrproduktfertigung und spezielle Ausprigungen
der Produktionsstruktur bei mehrstufiger Mehrproduktfer-
tigung hergeleitet worden (Kilger, Schweitzer|Kiipper). Da
in den Transformationsfunktionen neben den Ausbringungs-
mengen die Intensititen d der Aggregate als zusitzliche Ein-
fluBgroBen enthalten sind, kann die Matrix der direkten funk-
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tionalen Bezichungen als F(d) gckennzeichnet werden
(Kloock). Der Input-Output-Ansatz fiir die Produktions-
funktion vom Typ B lautet dann allgemein:

r= [E——F(d)]_1 “X

In der Produktionsfunktion vom Typ B wird Limitationali-
tit des Giitereinsatzes unterstellt. Die Produktionskoeffi-
zienten konnen aber variabel sein. Lediglich bei konstanten
Intensititen und proportionaler Bezichung zwischen Ar-
beitscinheiten und Ausbringungsmengen gchen die Ver-
brauchsfunktionen in Leontief~Funktionen iiber. Fir die
Verbrauchsfunktionen wird kein bestimmter Verlauf be-
hauptet. Sic kénnen sowohl homogen als auch inhomogen
sein. Thre empirische Geltung fiir Betriebsstoffe ist bislang
in einer Reihe industrieller Fertigungsprozesse bestitigt
worden.

3.5. Produktionsfunktion vom Typ C

Kennzeichnend fiir die Produktionsfunktion vom Typ C
(Heinen) ist eine Gliederung des Produktionsprozesses in
Elementarkombinationen, fiir welche sich die Bezichungen
zwischen Einsatz- und Ausbringungsmengen cindeutig ab-
bilden lassen. Der Verbrauch mittelbar outputabhingiger
Einsatzgiiter wird fiir limitationale Giiter in Abhingigkeit
von den Intensititsinderungen der Aggregate bestimmt. Er
hingt von der Zeitdauer ciner Elementarkombination ab,
die als MafB fiir den Intensititsverlauf d” interpretiert werden
kann. Bei substituierbaren Einsatzgiitern bilden dic Einsatz-
mengen der anderen Giiter zusitzliche EinfluBgroBen der
Input-Output-Bezichung.

Nach der Haufigkeit der Durchfithrung von Elementar-
kombinationen wihrend ciner Periode werden primire,
sekundire und tertidre Elementarkombinationen unterschie-
den. Bearbeitungsprozesse an Werkstoffen werden durch
primire Elementarkombinationen abgebildet, wahrend sich
sekundire Elementarkombinationen auf Anlauf- und Riist-
vorginge bezichen. Tertiire Elementarkombinationen be-
treffen jene Prozesse, deren Durchfithrungszahl von der
Endproduktmenge nicht oder kaum abhingig ist (z.B.
Wartungsvorginge, Planungs- und Kontrollprozesse). Thre
Einsatzmengen werden vereinfachend als zeitabhingig ange-
nommen. Als BestimmungsgréBen fiir die Wiederholungs-
zahl limitationaler primirer Elementarkombinationen wer-
den die Intensititsverliufe d*, die Ausbringungsmengen bei
einmaligem Vollzug der Elementarkombinationen A, dic
Arbeitsverteilung und die Maschinenbelebung v sowie die
AusschuBkoeffizienten ¢ eingefithrt. Bei sekundiren Ele-
mentarkombinationen kommt die Auflagengrofe y als wei-
tere EinfluBgroBe hinzu. Diese BestimmungsgroBen bilden
die unabhingigen Variablen der Transformationsfunktio-
nen. Die Matrix der direkten funktionalen Beziehungen der
Produktionsstellen liBt sich daher allgemein als F (d’ A, v,c,
Y) kennzeichnen. Demnach lautet der Input-Output-Ansatz
fiir die Produktionsfunktion vom Typ C:

r=[E—F@d'Av,cy)]" x

Die empirische Geltung der Produktionsfunktion vom Typ C
ist bislang noch nicht eingehend untersucht worden.



3.6. Produktionsfunktion vom Typ D

Fiir die Produktionsfunktion vom Typ DD (Kloock) ist die
Abbildung der Produktionsstruktur durch die Verwendung
des Input-Output-Ansatzes charakteristisch. Es werden expli-
zit auch komplexe Produktionsstrukturen mit zyklischen
Verflechtungen erfal3t. Die Transformationsfunktionen sind
so allgemein formuliert, daB3 sie alle Funktionstypen umfas-
sen. Deshalb konnen aus dieser Produktionsfunktion alle
anderen einzelwirtschaftlichen Produktionsfunktionen als
Sonderfille hergeleitet werden. Die Produktionsfunktion
kann daher durch folgenden allgemeinen Ansatz beschricben
werden:

r=[E—F(.)]"'-x

Weitere einzelwirtschaftliche Produktionsfunktionen lassen
sich z. B. durch die Einsetzung von Cobb-Douglas-Funktio-
nen und von CES-Funktionen in den Input-Output-Ansatz
herleiten. Diese Funktionstypen werden jedoch meist als
gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktionen verwandt.

4. Gesamtwirtschaftliche Produktionsfunktionen

Dic einzelwirtschaftlichen Input-Output-Beziehungen bil-
den die Grundlage der Produktionsfunktion einer Volkswirt-
schaft. Jedoch ist eine Herleitung der gesamtwirtschaftlichen
Produktionsfunktion aus einzelwirtschaftlichen Produk-
tionsfunktionen nur in wenigen Sonderfillen méglich. Um
die fur gesamtwirtschaftliche Analyse relevanten Beziehun-
gen darzustellen, wird deshalb in gesamtwirtschaftlichen
Produktionsfunktionen lediglich cine begrenzte Anzahl von
Giterarten unterschieden. Thr Aggregationsgrad ist micist
schr hoch.

In der Input-Output-Analyse (Leontief) werden die zwi-
schen den betrachteten Sektoren flieBenden Giiterstrome in
Wertgroflen gemessen. Die unterschiedlichen Erzeugnisse
cines Sektors werden jeweils zu einer fiktiven Produktart zu-
sammengefaB3t. Die Produktionskoeffizienten, die das Ver-
haltnis zwischen eingesetzter und erzeugter Giitermenge der
Sektoren angeben, nimmt man als konstant an. Man erhilt
eine gesamtwirtschaftliche Leontief-Produktionsfunktion,
die in ihrer formalen Struktur der einzelwirtschaftlichen
Leontief~Funktion bei mehrstufiger Mehrproduktfertigung
entspricht.

Eine hiufig verwandte gesamtwirtschaftliche Produk-
tionsfunktion stellt die Cobb- Douglas-Funktion dar. Geht
man lediglich von den beiden Einsatzgiitern Arbeit A und
Kapital K sowie einer Gesamtproduktion X aus, so lautet die
Cobb-Douglas-Funktion:

X =ap- A*-KP (ag, o, B > 0)

Sie kann auch fiir mehr als zwei Einsatzgiiter formuliert
werden. Die Einsatzgiiter sind gegenseitig begrenzt (peri-
pher) substituierbar. Die Cobb-Douglas-Funktion ist homo-
gen vom Grade o+ B und besitzt fiira.+ > 1 zunehmende,
fiir 4+ fp=1 konstante sowie fiir o+ B < 1 abnehmende
Skalenertrage. Thre Substitutionselastizitit ist konstant und
gleich 1.

Produktionsfunktionen mit konstanter Substitutionselasti-
zitdat gehoren zur Klasse der CES-Funktionen (Constant
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Elasticity of Substitution). Fiir den Fall konstanter Skalen-
crtrige (cine Erweiterung auf zu- und abnchmende Skalen-
ertrage ist moglich) haben CES-Funktionen die Struktur:

1
X = [le ‘A—°+82'K_Q]-° (a1,32>0;p>—1)

Es bestcht (periphere) Substituierbarkeit der Einsatzgiiter.
Bei isolierter Steigerung der Einsatzmenge eines Gutes er-
geben sich abnehmende Grenzertrige (sofern nicht p— o0
gilt). CES-Funktionen dieser Form sind linear-homogen.
Thre Substitutionselastizitit o ist vom Parameter p abhingig:

1
g = ——
14p

Cobb-Douglas-Funktionen mit konstanten Skalenertrigen
(2+ B=1) und Leontief~Funktionen sind Grenzfille, die man
fiir p=0 bzw. p— 00 aus obiger CES-Funktion erhilt.
Als wichtige Bestimmungsgrofe der gesamtwirtschaft-
lichen Produktion wird neben den Einsatzgiitern Arbeit und
Kapital der technische Fortschritt angesehen. Seine Erfassung
erfordert die Formulierung dynamischer Produktionsfunk-
tionen. Eine einfache dynamische Produktionsfunktion stellt
eine Cobb-Douglas-Funktion dar, die um einen zeitabhingi-
gen Faktor fiir den technischen Fortschritt erweitert ist:

)(Z(?n'?.l()'1‘\01‘}(ls (ao,T,Cl,ﬁ>0)

In ihr wird der technische Fortschritt als Variable erklart,
dic vonder Zeit abhingt. Diese stark vereinfachte Abbildung
der Realitat versucht man durch eine Analyse der Bestim-
mungsgroBen des technischen Fortschritts und die Unter-
suchung von Wachstumsprozessen zu iiberwinden.

Leontief~-Funktionen, Cobb-Douglas-Funktionen
CES-Funktionen sind fiir die Produktionsenewicklung ein-
zelner Volkswirtschaften getestet worden. Die Ergebnisse
der empirischen Untersuchungen lassen sich aber nicht
eindeutig interpretieren, weil die empirische Uberpriifung
gesamtwirtschaftlicher Produktionsfunktionen eine Viel-
zahl schwieriger Probleme aufwirft. Deshalb kann keine
der gesamtwirtschaftlichen Produktionsfunktionen bisher als
bestitigt angesehen werden.

sowie

5. Zusammenfassung

Als Zusammenfassung sind in der nachfolgenden Tabelle
(s. S. 134) die gekennzeichneten Strukturmerkmale der dar-
gestellten statischen Produktionsfunktionen angegeben.
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Gesetze, Effekte, Theoreme: Soziale Wohlfahrtsfunktion

Substituic Anzahlder | Anzahlder
pubstituier= Produkt- Produk-
barkeit .
arten tionsstufen
Typ der Formder Substi- Beriicksichtigte
Produktions- Ansatz Funktion |subst. limi-| tutions- |ecine mch-| eine  mch-| EinfluBgréBen
funktion tat. | clastizitdt rere rere
Ertragsgesetzl. homogen, Produkt-
Produktions- I TS aber auch menge
funktion X=2 (r1412)P (z.B.) inhomogen + + + Einsatzgiiter-
(PFvom Typ A) moglich mengen
Leontief-
Produktions- r=[E—A]"!'-x linear- + + + + =+ | Produktmengcen
funktion homog.
Produktions-
funktion r=[E—F(d)] ! x + + + +  (+)| Produktmengen
vom Typ B Intensititen
Produktions- Produktmengen
funktion Intensitits-
vom Typ C r=[E—F(dA,r,c,y)] ! x + + + + + + verliufe
Outputniveaus
Arbeitsvertei-
lung, Einsatz-
glitermengen
Ausschuf3
AuflagengroBen
Produktions- Produktmen-
funktion gen, weitere
vom Typ D r=[E—F(...)] ! x -+ -+ + + + + | EinfluBgréBen
unbestimmt
Cobb-Douglas- homogen konstant
Funktion X =129 A" KP vom Grade +- o=1 + + Einsatz-
o+ B glitermengen
1
CES-Funktion | X=(a;- A7+ 2,-K™9 ¥ llincar- + konstant =+ + Einsatz-
homog. o= 1 glitermengen
1+p

Tab.: Strukturmerkmale statischer Produktionsfunktionen
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