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An unsere Leser 
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schaft — und an eine Internationale Betriebswirtschaftslehre — umgesetzt. 
Das ZfB-Diskussionsforum ist dem Thema der Pensionierung als einem aktuellen Problem der betrieb­
lichen Personalwirtschaft gewidmet. Da die betriebswirtschaftliche. Personaltheorie wie kaum ein ande­
res Gebiet interdisziplinäre Offenheit erfordert, kommen neben dem Betriebswirt die Psychologin und 
der Praktiker aus dem öffentlichen Dienst zu Wort. 
Heft 3 der ZfB ist als Schwerpunktheft der sich immer stärker entwickelnden Speziellen Betriebswirt­
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Organisation und Kontrolle. 
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Dynamische Produktionsfunktion der Unternehmung auf der Basis 
des Input-Output-Ansatzes* 

V o n H a n s - U l r i c h Küpper* * 

A . Einführung in die Problemstellung 

In der betriebswirtschaftlichen Produktionstheorie ist es insbesondere durch die Unter­
suchungen von E r i c h G u t e n b e r g und die hierauf basierenden Weiterentwicklungen gelun­
gen, industrielle Fertigungsprozesse mit einem hohen Grad an Homomorphie abzubilden. 
Durch die Übertragung des von W a s s i l y L e o n t i e f entwickelten Input-Output-Ansatzes 
auf betriebliche Produktionsprozesse 1 wurde darüber hinaus ein umfassender Ansatz ent­
wickelt , der auch die strukturellen Verflechtungen zwischen verschiedenen Teilprozessen 
erfaßt. Diese produktionstheoretischen Ansätze sind jedoch statisch formuliert. Die in 
ihnen enthaltenen Variablen beziehen sich auf denselben Zeitraum. Beziehungen zwischen 
den Ausprägungen von Variablen zu verschiedenen Zeitpunkten bzw. in verschiedenen 
Zeiträumen werden in ihnen nicht wiedergegeben. 

Eine wichtige Aufgabe der produktionstheoretischen Forschung ist daher in der Ent­
wicklung dynamischer Produktionsfunktionen zu sehen. Erst mit dynamischen Ansätzen, 
die auch die Beziehungen zwischen verschiedenen Zeitpunkten bzw. Zeiträumen abbil­
den 2 , lassen sich Aussagen über die Dauer von Produktionsprozessen, die Entwicklung von 
Gütereinsatz sowie Güterausbringung im Zeitablauf und damit den Produktionsablauf aus­
reichend präzise formulieren 3 . Deshalb wird im folgenden auf der Basis des Input-Output-
Ansatzes eine a l l g e m e i n e dynamische Produktionsfunktion entwickelt. Diese soll einer­
seits eine verhältnismäßig präzise Abbi ldung der zeitlichen Entwicklung von Gütereinsatz, 
Fertigungszeiten und Güterausbringung ermöglichen. Andererseits soll sie eine Grundlage 
für die Verbindung produktionstheoretischer und ablauforganisatorischer Tatbestände 
l iefern 4 . 

B. Grundlagen für die Entwicklung eines dynamischen Input-Output-
Modells der Unternehmung 

I. Abbildung der Beziehungen zwischen Einsatz-, Ausbringungs-, Absatz- und 
Lagermengen im statischen Input-Output-Modell 

Das betriebswirtschaftliche I n p u t - O u t p u t - M o d e l l bildet einen großen Teil der Realgüter­
ströme mengenmäßig ab, die zwischen einer Unternehmung und ihrer Umwelt sowie in­
nerhalb der Unternehmung fließen. Jede im Produktionsprozess enthaltene Güterart wird 
als Output eines betrieblichen Teilprozesses interpretiert. Dies gelingt, indem man von 
außerhalb der Unternehmung bezogene (originäre) Einsatzgüter als Ausbringungsgüter von 
Beschaffungsprozessen auffaßt. 

* Eingegangen: 2. August 1978; Revidiert: 20. Oktober 1978. 
** Professor Dr. Hans-Ulrich Küpper, Universität Essen - Gesamthochschule, Universitätsstraße 12, 

4300 Essen. 
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Für jede Güterart des Produktionsprozesses wird eine M e n g e n g l e i c b u n g formuliert. 
Diese sagt aus, daß die gesamte Ausbringungsmenge t\ eines Teilprozesses i zum Wieder­
einsatz in anderen betrieblichen Teilprozessen j , zum Absatz und zur Veränderung ihres 
Lagerbestandes verwendet wird . Bezeichnet man die Menge der i-ten Güterart, die zur 
Herstellung der j-ten Güterart wiedereingesetzt wird , mit rg, die am Markt abgesetzte 
Menge dieser Güterart mit und ihre Lagerbestandserhöhung mit AI}, so gilt für jede 
Güterart i die Mengengleichung (1): 

(1) n = f ry + xj + A l i 

Im s t a t i s c h e n Ansatz beziehen sich alle Variablen der Mengengleichungen auf denselben 
Zeitraum. Bei den Ausbringungsmengen q und den Absatzmengen xj sind lediglich nicht­
negative Werte ökonomisch zulässig. 

Die Variable Al j ist bei Lagerbestandserhöhungen positiv und bei Lagerbestandsminde­
rungen negativ. Der absolute Wert einer Lagerbestandsminderung darf nicht größer sein 
als 1) der vorgegebene Lagerbestand zu Beginn des Betrachtungszeitraums und 2) die 
Summe aus Wiedereinsatzmenge und Absatzmenge dieser Güterart 5. 

Formuliert man für jede der Güterarten i , i = 1, . . ., J eine Mengengleichung, so kann 
der Güterfluß des gesamten Produktionsprozesses durch ein Gleichungssystem der A r t 

(2) r = R • e + x + Ae 

wiedergegeben werden. In (2) sind R = || || und e' = (1, 1, . . ., 1). 
Die Ausprägung der Wiedereinsatzmengen rjj in dem Gleichungssystem (2) werden 

durch die quantitativen Beziehungen zwischen den Einsatz- und Ausbringungsgütern der 
einzelnen Teilprozesse bestimmt. Hypothesen über diese Beziehungen werden durch all­
gemeine Transformationsfunktionen der A r t fjj in 

(3) ry = fij ( . . . ) . rj 

wiedergegeben. Setzt man die Beziehungen (3) in das Gleichungssystem (2) ein und faßt 
man dabei die in (3) enthaltenen funktionalen Beziehungen fjj( . . . ) zwischen den E i n ­
satzmengen rjj und den Ausbringungsmengen rj der Teilprozesse in einer D i r e k t v e r ­
b r a u c h s m a t r i x F zusammen, so erhält man das Input-Output-Modell der Unternehmung: 

(4) r = F • r + x + Ae 

Durch Umformung gelangt man z u 7 : 

(5) r = (E - F ) " 1 • (x + Ae) 

Dabei wird vorausgesetzt, daß die Gesamtverbrauchsmatrix ( E — F ) - 1 existiert. Ferner 
darf sie aus ökonomischen Gründen im Normalfall lediglich nichtnegative Elemente 
aufweisen. 

Dieses statische Input-Output-Modell gibt die quantitativen Beziehungen zwischen 
originärem und derivativem Gütereinsatz, den Ausbringungsmengen an Zwischen- und 
Endprodukten, den Absatzmengen und den Lagerbestandsänderungen der Unterneh­
mung wieder. 
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II. Berücksichtigung der Zeitdimension 

Eine präzise Beschreibung des Produktionsprozesses erfordert, daß die ihn konstituie­
renden Güter in jedem Zeitpunkt des Produktionsablaufs artmäßig, mengenmäßig sowie 
in ihrer räumlichen Anordnung gekennzeichnet werden. Die umfassende Abbildung eines 
jeden Gutes erstreckt sich demnach auf v i e r D i m e n s i o n e n : Güterart bzw. -qualität, Menge, 
zeitliche und räumliche Anordnung. Im folgenden wird auf eine explizite Berücksichti­
gung der Raumdimension verzichtet, weil wichtige Auswirkungen der räumlichen A n o r d ­
nung der Güter über die Dauer von Transportprozessen indirekt erfaßt werden können. 

Das statische betriebswirtschaftliche Input-Output-Modell (2) bildet Gütermengen ab. 
Diese werden einerseits entsprechend den Zeilen des Gleichungssystems (2) nach Güter­
a r t e n (i = 1, . . . , J) unterteilt. Andererseits unterscheidet man entsprechend den Spal­
ten des Gleichungssystems (2) nach ihrer V e r w e n d u n g s a r t Ausbringungs- (rj), (Wieder-) 
Einsatz- (r^), Absatz-(X J) und Lagerbestandsänderungs- (Alj)Mengen. Der Übergang auf 
einen dynamischen Ansatz ist durchführbar, indem man die Gütermengen zusätzlich zeit­
lich unterteilt. Jede nach Güterart und Verwendungsart gekennzeichnete Gütermenge 
wird einem bestimmten Z e i t p u n k t oder Z e i t r a u m zugeordnet. Dabei kann der Parameter 
Zeit entweder kontinuierlich oder diskret variiert werden 8 . 

Da die Arbeitsgänge im Produktionsprozeß vielfach nicht kontinuierlich nacheinander 
vollzogen werden und Veränderungen im Potentialgüterbestand diskontinuierlich erfol­
gen, wird eine Einteilung des Betrachtungszeitraums in diskrete Zeitintervalle t= l , . . . , T 
gewählt. A n die Stelle der Variablen rj, rjj und xj treten die zeitlich bestimmten Variablen 
r[, r[j und x[. Die Lagerbestandsänderung Al j wird durch die Differenz zwischen dem La­
gerendbestand 1? und dem Lageranfangsbestand eines Intervalls ersetzt. Der Lageranfangsbe­
stand entspricht dem Lagerendbestand l ? - 1 des vorhergehenden Intervalls. Dann erhält 
man anstelle von Gleichungssystem (2) ein System aus Gleichungen der A r t (6) 

(6) rf = rf, + r* + . . . r?T + xf + l5 - l f _ 1 

i i l i2 i j l l l 

Jede Gleichung dieses Systems gibt an, welche Mengen der i-ten Güterart im Intervall t 

hervorgebracht (r[), zur Herstellung einer anderen Güterart eingesetzt (rjj) oder am 

Markt abgesetzt (x[) werden sowie am Ende von t (l[) bzw. zu Beginn von t ( l [ _ 1 ) gela­

gert sind. 

Die Variablen r[, x[ und l[ der Güterarten i , i = l , . . . J lassen sich bei i n t e r v a l l w e i s e r 
Anordnung der Gleichungen (6) zu den Vektoren r t # = (r*, . . . , r j ) , x v = ( x * , . . . ,x*) 
und e c ' = (1* , . . . , l j ) zusammenfassen. Geht man vereinfachend davon aus, daß die 
Einsatzmengen r[j eindeutig von den Absatz- und den Lagermengen abhängig sind, so 
besitzt das dynamische Input-Output-Modell bei intervallweiser Anordnung der Glei­
chungen (6) allgemein die formale Struktur von (7): 

(7) 

r " r r 
r X e 
• • • 
• = f • • 
• • • 
T T T 

r X _ e 
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In (7) gibt die dynamische Produktionsfunktion f die Beziehungen zwischen den nach Gü­
terart, Verwendungsart und Zeitintervall differenzierten Gütermengen wieder. Durch die 
Berücksichtigung der Zeitdimension wird der Betrachtungsgegenstand gegenüber der stati­
schen Produktionstheorie erweitert. Es werden nicht nur die Beziehungen zwischen den 
Gütereinsatz- und -ausbringungsmengen, sondern auch die Beziehungen zwischen den 
Zeitpunkten des Einsatzes und der Ausbringung abgebildet. 

C. Grundstruktur des dynamischen Input-Output-Modells 
der Unternehmung 

I. Bedeutung der Lagerbestandsentwicklung 

Das dynamische Input-Output-Modell der Unternehmung bezieht sich auf einen bestimm­
ten Betrachtungs- oder Planungszeitraum. Dessen Dauer ist von der angestrebten Genauig­
keit, der Prognostizierbarkeit wichtiger Bestimmungsgrößen (z. B. des Absatzes) und den 
in der Realität üblichen Planungshorizonten abhängig. Der gesamte Betrachtungszeitraum 
wird in lückenlos aufeinanderfolgende diskrete Zeitintervalle eingeteilt. Die Anzahl der 
Zeitintervalle ist für den jeweiligen Betrachtungszeitraum vorzugeben. A u s Vereinfa­
chungsgründen wird die Dauer der Intervalle als gegeben und gleich lang unterstellt 9 . Der 
Ansatz ist darauf ausgerichtet, die Beziehungen zwischen den Ausprägungen der Varia­
blen in unterschiedlichen Intervallen abzubilden. Innerhalb eines Intervalls vollziehen sich 
Güterbewegungen in Form von Gütereinsatz, Gütertransformation und Güterausbringung. 
Die Ausprägung dieser Größen innerhalb eines Intervalls wird durch die gesamte Einsatz­
bzw. Ausbringungsmenge des Intervalls oder eine als konstant unterstellte Fertigungs­
bzw. Absatzgeschwindigkeit erfaßt. Die Zustandsgrößen werden somit i n n e r h a l b eines 
Intervalls als konstant betrachtet 1 0 . Die Höhe der Lagerbestände, die sich in der Realität 
laufend ändern kann, wird nur an den Intervalleinschnitten gemessen. Deshalb hängt der 
Präzisionsgrad des Modells davon ab, wie kurz die Intervalldauern gewählt werden. 

In der Regel können nicht alle während eines Intervalls benötigten Güter in demselben 
Intervall von außerhalb der Unternehmung bezogen bzw. in der Unternehmung herge­
stellt werden. Daher ist die Produktion in einem Intervall davon abhängig, welche Güter 
aufgrund von Handlungen früherer Intervalle als Anfangsbestände am Beginn des Inter­
valls verfügbar sind. So wird aus dem vorhergehenden Intervall ein Bestand an Arbeits­
kräften und maschinellen Anlagen übernommen, der meist nur in begrenztem Umfang 
verändert werden kann. Weitere Handlungen vorhergehender Intervalle schlagen sich 
in den Beständen an Roh- , Hilfs- und Betriebsstoffen, an Zwischen- und Endprodukten 
sowie an Aufträgen nieder. Aus den Anfangsbeständen und den im Intervall durchge­
führten Teilprozessen ergibt sich die Höhe der Güterbestände am Intervallende. Diese 
sind eine wichtige Bestimmungsgröße für den Vol lzug der Produktionsprozesse in den 
nachfolgenden Intervallen. Die Güterbestände an den Intervalleinschnitten verknüpfen 
die Prozesse aufeinanderfolgender Intervalle. In dynamischen Produktionsmodellen 
besitzt somit die L a g e r b e s t a n d s e n t w i c k l u n g eine besondere Bedeutung. 

Lagerfähig sind in erster Linie materielle Ge- und Verbrauchsgüter sowie (immate­
rielle) Informationen. Auftragsbestände sind Informationen über Kundenbestellungen. 
Sie können als Lagerbestände von Absatzprozessen interpretiert werden. Bei nicht lager-
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fähigen Gütern sind die Lagerbestandsvariablen \\ und l j _ 1 in den Gleichungen (6) 
stets gleich N u l l . Z u den nicht lagerfähigen Gütern gehören insbesondere menschliche und 
maschinelle Arbeit . 

II. Herleitung der Grundgleichungen des dynamischen Input-Output-Modells 
für verschiedene Typen von Transformationsfunktionen 

Maßgebend für die zeitliche Struktur des Produktionsprozesses ist die Zeitdauer der ein­
zelnen Teilprozesse. Da die Beziehungen zwischen Gütereinsatz und Güterausbringung 
eines Teilprozesses in den Transformationsfunktionen abgebildet werden, müssen in ihnen 
auch die Beziehungen zwischen Einsatz- und Ausbringungszeitpunkt wiedergegeben wer­
den. D y n a m i s c h e T r a n s f o r m a t i o n s f u n k t i o n e n der A r t (8) 

geben an, wie die Einsatzmenge r.j mit der Ausbringungsmenge r. des j-ten Teilprozesses 
zeitlich verknüpft ist. Durch diese Transformationsfunktionen kann eine zweite A r t 
von Verknüpfung zwischen den Variablen verschiedener Intervalle neben der Verknüp­
fung über die Lagerbestände hergestellt werden. 

Die Zeitdauer 8 zwischen Gütereinsatz und Güterausbringung in einem Teilprozeß 
wird bestimmt durch die Fertigungszeit je Stück und die A r t der Weitergabe bearbeiteter 
Produkte. Die Stückzeit entspricht dem Kehrwert der Produktionsgeschwindigkeit, mit 
welcher eine Produktiveinheit eine Produktart fertigt. Die Weitergabe eines bearbeiteten 
Produktes zum nächsten Arbeitsgang erfolgt bei „offener" Produktion unmittelbar nach 
seiner Fertigstellung. Bei „geschlossener" Produktion wird ein Fertigungslos insgesamt 
weitergegeben, nachdem der Arbeitsgang an allen zu ihm gehörenden Produkteinheiten 
abgeschlossen ist. Ferner können Teilmengen eines Loses weitergegeben werden. Eine 
exakte Abbildung von A r t und Zeitpunkt der Weitergabe erscheint nur möglich, wenn 
man spezielle Transportprozesse in das Input-Output-Modell einführt 1 1 . Der Koeffizient 6 
in (8) gibt die V e r w e i l z e i t 1 2 der Objektmenge r. während ihrer Bearbeitung im Arbeits­
gang j an. Dynamische Transformationsfunktionen entsprechend (8) eignen sich lediglich 
für eine näherungsweise Erfassung der Produktionsdauern, weil in ihnen die Verweilzeit 6 
je Arbeitsgang j unabhängig von der jeweiligen Objektmenge x- vorzugeben ist. 

In vereinfachter Abbi ldung der Realität werden zur Kennzeichnung der Grundstruktur 
des Ansatzes drei Modelltypen mit unterschiedlichen Transformationsfunktionen entwik-
kelt. T y p I wird als näherungsweise Abbi ldung der offenen Produktion angesehen. Ist die 
Intervalldauer gegenüber der Fertigungszeit je Stück verhältnismäßig groß, so erscheint es 
zulässig, die zeitliche Differenz zwischen Gütereinsatz und Güterausbringung zu vernach­
lässigen. Die in einem Intervall erzeugten Zwischenprodukte können während desselben 
Intervalls in dem nächsten Arbeitsgang oder in mehreren nachfolgenden Arbeitsgängen 
wieder eingesetzt werden. Die Verweilzeit in den Transformationsfunktionen (8) wird 
(approximativ) als N u l l angenommen. Setzt man die sich ergebenden statischen Transfor­
mationsfunktionen (9) 

(8) r« = f ? j ( . . . ) 

(9) r< = f° ( . . . ) . rj 
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in die Mengengleichungen (6) ein, so erhält man die Grundgleichung des dynamischen 
Input-Output-Ansatzes bei offener P r o d u k t i o n 1 3 (10) 

(10) r< = ? ß ( . . . ) . r ! + xF + l l - l * " 1 

i j ij J i i i 

Als Näherungslösung für den Fal l einer Weitergabe von Teillosen kann eine Verweilzeit 6 
von einem Intervall für alle Produktarten und Arbeitsgänge angesehen werden 1 4 . Dann 
lauten die Transformationsfunktionen des T y p s I T . 

(11) = f j ( . . . ) . f 1 

Bei ihnen wird davon ausgegangen, daß die gesamte Ausbringungsmenge rj am Ende des 
Intervalls t+1 fertiggestellt ist. Die zu ihrer Erzeugung einzusetzenden Güter müssen am 
Ende des vorhergehenden Intervalls t bereitgestellt werden. Durch die Einsetzung der 
Transformationsfunktionen (11) in die Mengengleichungen (6) ergeben sich die Grund­
gleichungen des dynamischen Input-Output-Ansatzes bei i n t e r v a l l w e i s e r Weitergabe (12) 

(12) r[ = f f\. ( . . ) .r< + 1
 + x ^ + 1 ^ - l J - 1 

Eine nähere Analyse der Gleichungen (12) zeigt, daß die Lagerbestandsvariablen l[ (bzw. 
I * - 1 ) nur die Güterbestände bezeichnen, über die an den Intervalleinschnitten (d. h . am 
Ende von t und Beginn von t+1) noch nicht disponiert worden is t 1 5 . Der Lagerbestand 
lj" erstreckt sich lediglich auf die Gütereinheiten, die nicht für eine Verwendung im näch­
sten Intervall bereitgestellt sind und sich daher „am Lager" befinden. Die gesamte Güter­
menge Ij", die am Ende des Intervalls t vorhanden ist, setzt sich bei einer Verweilzeit von 
0 = 1 entsprechend Gleichung (13) aus der am Lager befindlichen Gütermenge lF und der 
zum Einsatz bereitgestellten Gütermenge zusammen 1 6 : 

(13) IJ = lj + f f » ( . . . ) • r j + 1 

Schließlich kann in einem M o d e l l t y p I I I davon ausgegangen werden, daß in verschiedenen 
Teilprozesseri und für verschiedene Einsatzgüter unterschiedlich lange Verweilzeiten auf­
treten. Beträgt die kürzeste Verweilzeit für den Fall niedriger Stückzeiten und stück­
weiser Produktweitergabe null Intervalle und die längste Verweilzeit £2 Intervalle, so 
sind die Transformationsfunktionen (14) 

(14) r[. = f ? ( . . . ) . rj + . . . + f ? ( . . . ) . r | + n 

in die Mengengleichungen (6) einzusetzen. Man erhält dann als Grundgleichung des dyna­
mischen Input-Output-Ansatzes von Modell III: 

(15) r[ = 2 i f f . ( . . . ) . r [ + ö 

e = o j = i J J 

A u c h in diesem Modell wird angenommen, daß Einsatzgüter jeweils 6 Intervalle vor Fer­
tigstellung der mit ihnen erzeugten Ausbringungsmenge eingesetzt werden. Die Lagerbe­
standsvariablen lj geben daher nur die nicht disponierten Güterbestände an. 
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Aus ökonomischen Gründen können negative Ausbringungsmengen, Absatzmengen 
und Lagerbestände nicht zugelassen werden. Ferner kann die Ausbringungsmenge r[ eines 
Intervalls die Kapazität der sie erzeugenden Produktiveinheit nicht überschreiten. Wenn 
man vereinfachend voraussetzt, daß jede Produktiveinheit genau eine Güterart i erstellt 
und ihre Intervallkapazität mit Qj bezeichnet, müssen zusätzlich die Nebenbedingungen 

(16) Q j > r[ > O ; x[ > O ; 1[ > O 

beachtet werden. 

D. Entwicklung dynamischer Produktionsfunktionen bei intervallweiser 
Anordnung der Gütermengengleichungen 

I. Dynamische Produktionsfunktion bei statischen Transformationsfunktionen 

Faßt man die Gütermengengleichungen (6) aller Güterarten i , i = 1, . . . J eines Produk­
tionsprozesses intervallweise zusammen, so erhält man für jedes Intervall t unter Ver­
wendung der Matr ix R* =j|r[j || ein Gleichungssystem der A r t (17): 

(17) r € = R r • e + x r + e' - e t _ 1 

Setzt man die statischen Transformationsfunktionen (9) in (17) ein, gelangt man zu 
M o d e l l t y p I der offenen Produktion. Die direkten funktionalen Beziehungen f? zwi­
schen Einsatz- und Ausbringungsmengen können in einer D i r e k t v e r b r a u c h s m a t r i x F Q 

zusammengefaßt werden. Ihr tiefgestellter Index o drückt aus, daß die Verweilzeit 6 
der in F Q enthaltenen Transformationsfunktionen weniger als eine Intervalldauer be­
trägt und näherungsweise mit 0=0 angesetzt w i r d 1 7 . Dann ergibt sich für jedes Intervall 
t ein System von Gleichungen der A r t (18): 

(18) r l = F 0 • r* + x z + e f - e t _ 1 

Der gesamte Betrachtungszeitraum ist in T Intervalle t= l , . . . ,T unterteilt. Daher sind 
T Gleichungssysteme der A r t (18) aufzustellen. Man erhält das System von Gleichungs­
systemen (19) 

(19) 
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Bei Existenz der Kehrmatrix von (E— F Q ) läßt sich das Gleichungssystem (19) eines jeden 
Intervalls nach dem Ausbringungsvektor rl auflösen. Für den gesamten Betrachtungszeit­
raum ergibt sich dabei ein System von Gleichungssystemen mit folgender Struktur: 

(20) r* = ( E - F o ) " 1 • [ x l + e r - e t _ 1 ] t = 1, . . . T 

Das Gleichungssystem (20) gibt die quantitativen Beziehungen zwischen dem Güterein­
satz, dem Absatz und den Lagerbeständen der Unternehmung im gesamten Betrachtungs­
zeitraum wieder. Es kann daher als d y n a m i s c h e P r o d u k t i o n s f u n k t i o n der Unternehmung 
bei s t a t i s c h e n T r a n s f o r m a t i o n s f u n k t i o n e n bezeichnet werden. 

II. Dynamische Produktionsfunktion bei Transformationsfunktionen für 
Verweilzeiten von einem Intervall 

In der dynamischen Produktionsfunktion (20) des Modelltyps I wird die Verbindung 
zwischen aufeinanderfolgenden Intervallen nur über die Lagerbestände hergestellt. Eine 
zusätzliche Beziehung zwischen den Variablen verschiedener Intervalle besteht in M o d e l l ­
t y p I I durch die Annahme einer Fertigungsdauer von einem Intervall in sämtlichen Trans­
formationsfunktionen. Aus den funktionalen Beziehungen fjj (. . .) zwischen Einsatz- und 
Ausbringungsmengen in den Transformationsfunktionen (11) läßt sich die Direktver­
brauchsmatrix F j bilden. Dann gilt bei diesem T y p für jedes Intervall ein Gleichungssy­
stem der A r t (21) 1 8 : 

(21) r l = Fx • r t + 1 + x* + e c - e t _ 1 

Man kann davon ausgehen, daß im Planungszeitpunkt noch keine Dispositionen für das 
erste Intervall getroffen sind. Deshalb muß ein Gleichungssystem aufgestellt werden, das 
die Beziehungen zwischen den zu Beginn des Betrachtungszeitraums insgesamt vorhande­
nen Güterbeständen e ° , den für den Einsatz zu Beginn des ersten Intervalls bereitzustel­
lenden Gütern F j • r 1 und dem nicht disponierten Lageranfangsbestand e° des ersten In­
tervalls wiedergibt. Es lautet: 

(22) e° = Fx ' r 1 + e° 

Aus dem Gleichungssystem (22) und T Gleichungssystemen für die Intervalle t= l , . . . ,T 
der Art (21) erhält man den Input-Output-Ansatz des M o d e l l s I T . 

(23) O 

r 1 

r 2 

_ 

V 
V 

r 1 

r 2 

r 3 

+ 

o 
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x 2 
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_ x T 

e T - l e T - 2 
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In den zu Beginn des Betrachtungszeitraums insgesamt vorhandenen Güterbeständen e° 
schlagen sich die Auswirkungen der vor dem Betrachtungszeitraum liegenden Entschei­
dungen und Vollzüge nieder. Ferner erstreckt sich die Analyse nur bis zu den Variablen 
des letzten Intervalls T. Entscheidungen und Vollzüge jenseits des Betrachtungszeitraums 
werden nicht explizit berücksichtigt. Sie müssen global in den (vorhandenen u n d dispo­
nierbaren) Güterbeständen e T am Ende des Betrachtungszeitraums erfaßt werden. Die 
Gütermengengleichungen des letzten Intervalls in (23) enthalten keine bereitzustellenden 
Einsatzgüter. 

Zur Herleitung der Produktionsfunktion ist das Gleichungssystem (23) nach den Aus­
bringungsvektoren r r aufzulösen. Hierzu setzt man die Gleichung (24a) des letzten Inter­
valls T 

(24a) r T = x T + e T - e T _ 1 

in die Gleichung des vorletzten Intervalls T—1 ein und erhält: 

(24b) r T _ 1 = F j • ( x T + e T - e T _ 1 ) + ( x T _ 1 + e T _ 1 - e T ~ 2 ) 

Für die Ausbringungsmengen r T ~ 2 des Intervalls T - 2 ergibt sich entsprechend (24c) 1 9 : 

(24c) r T ~ 2 = F * • ( x T + e T - e T _ 1 ) + Fx • ( x T _ 1 + e T _ 1 - e T _ 2 ) 

+ ( x T - 2 + e T - 2 - e T - 3 ) 

A u f diese Weise läßt sich das Modell II rückwärtsschreitend entwickeln. Allgemein gilt für 
jedes Intervall t des Planungszeitraums, wie sich durch Induktion beweisen läßt, die Be­
ziehung (25): 

(25) rz = T r F? - [ x t + ö + c t + 6 - e ^ " 1 ] 
0 = O 

t = 0 , . . . ,T ; r° = o; F ° = E ; e " 1 = e° 

Durch das Gleichungssystem (25) werden die quantitativen Beziehungen zwischen den 
Einsatz- und Ausbringungsmengen sämtlicher Teilprozesse, den zu Beginn des Betrach­
tungszeitraums vorhandenen Güterbeständen, den Lagerbeständen sowie den Absatzmen­
gen in allen Intervallen des Betrachtungszeitraums abgebildet. Es gibt daher die d y n a m i ­
sche P r o d u k t i o n s f u n k t i o n der Unternehmung bei T r a n s f o r m a t i o n s f u n k t i o n e n für V e r w e i l ­
z e i t e n v o n einem I n t e r v a l l wieder. 

Die dynamischen Produktionsfunktionen (20) für T y p I und (25) für T y p II bilden un­
ter Beachtung der Nichtnegativitäts- und Kapazitätsbedingungen (16) die Produktions­
möglichkeiten der Unternehmung während des Betrachtungszeitraums ab. Gegenüber der 
statischen Betrachtung werden die Wahlmöglichkeiten der Unternehmung in der zeitli­
chen Verteilung der Produktion deutlich. Bei vorgegebenen Absatzmengen und Lagerbe­
ständen am Ende von T sowie eindeutigen Input-Output-Beziehungen in den Transforma­
tionsfunktionen enthalten die Modelle eine Vielzahl von Möglichkeiten, die erforderlichen 
Produktionsmengen auf die Intervalle zu verteilen. Betrachtet man die Einsatz- bzw. Aus-
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bringungsmengen rj- des Ausbringungsmengenvektors r* sowie die Lagerendbestände der 
Intervalle t=0, l , . . . ,T—1 bei gegebenen Absatzmengen als abhängige Variablen, deren 
Werte unter Beachtung der Nichtnegativitätsbedingungen wählbar sind, so enthält das 
Gleichungssystem (20) von Modell typ I J *T+J(T-1)=J(2T-1) abhängige Variablen 
bei J *T Gleichungen. Die Gleichungssysteme (25) von Model l typ II umfassen dagegen 
J-T+J-T=2-J-T abhängige Variablen bei J(T+1) Gleichungen. 

Die Höhe der Lagerbestände hängt von der zeitlichen Verteilung der Produktion ab. 
Die Unternehmung hat unter Beachtung der Kapazitäten, der Nichtnegativitätsbedingun­
gen und gegebenenfalls sonstiger Nebenbedingungen die zeitliche Verteilung der Produk­
tion auszuwählen, die ihre Zielfunktion optimal erfüllt. 

HL Dynamische Produktionsfunktion bei Transformationsfunktionen für 
Verweilzeiten unterschiedlicher Dauer 

In M o d e l l t y p I I I wird angenommen, daß der Produktionsprozeß Teilprozesse und Einsatz­
güter mit unterschiedlichen Verweilzeiten 0=0, . . . 12 umfaßt. Das Input-Output-Modell 
eines Intervalls setzt sich in diesem Fal l aus den Gleichungen (15) 

r[ = 2 2 f (. . .) • rt+U 

6 = O j = l *J J 

Q 

zusammen. Die funktionalen Beziehungen f~ (. . .) mit gleicher Verweilzeit 6 werden je­

weils in Direktverbrauchsmatrizen F^ zusammengefaßt. Wie bei Model l II können die Be­

stimmungsgleichungen des Ausbringungsvektors r r eines jeden Intervalls in die Gütermen­

gengleichungen des jeweils vorausgehenden Intervalls eingesetzt werden. A u f diese Weise 

kann auch das Modell III rückwärtsschreitend bis zu den Gleichungen des Lagerbestands 

e° zu Beginn des Betrachtungszeitraums entwickelt werden. 

Setzt man die Existenz der Gesamtverbrauchsmatrix ( E - F Q ) - 1 voraus, so erhält man 

für die Intervalle T und T—1 die Gleichungen (26a) und (26b): 

r T = F Q • r T
 + x T

 + e T - e 7 " 1 

beziehungsweise 

(26a) r T = ( E - F O ) _ 1 • ( x T + e T - e T _ 1 ) 

r T - l = F . r T - l + F • r T + x 7 " 1 + e 1 " - 1 - e T ~ 2 

O 1 
beziehungsweise 

(26b) r 1""" 1 = ( E - F o r x • F j • ( E - F ^ - 1 • ( x T + e T - e ^ 1 ) 

+ ( E - F o ) _ 1 • ( x T _ 1 + e T _ 1 - e T " 2 ) 
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Wie sich durch Entwickeln des Gleichungssystems für weitere Intervalle leicht erkennen 
und durch Induktion beweisen läßt, gilt allgemein die Beziehung (27): 

T — t 
(27) r c = 2 F j • [ x t + Ö + e t + Ö - e " 0 - 1 ] t=0, . . . ,T ; 

e = o 

wobei F * : = ( E - F 0 ) _ 1 r° = o ; F°Q = E ; e _ 1 = e° 

6 

Fe- = „ ? ! ( E - F o > ' F u * P 6 - u 

Das Gleichungssystem vereinfacht sich wesentlich, wenn man F Q =0 setzt und damit Ver­
weilzeiten von weniger als einem Intervall ausschließt. 

Das Gleichungssystem (27) stellt die d y n a m i s c h e P r o d u k t i o n s f u n k t i o n der Unterneh­
mung bei T r a n s f o r m a t i o n s f u n k t i o n e n für V e r w e i l z e i t e n m i t u n t e r s c h i e d l i c h e r D a u e r dar. 

A u c h für diese dynamische Produktionsfunktion gelten die Nichtnegativitätsbedingun-
gen (16) der Variablen r[, xf und I*. Die Kapazitätsbedingungen müssen gegenüber den an­
deren entwickelten dynamischen Produktionsfunktionen erweitert werden. Wenn ein Teil­
prozeß eine Fertigungsdauer von mehreren Intervallen besitzt, kann er nicht in jedem In­
tervall neu begonnen werden. Deshalb müssen zusätzliche Kapazitätsbedingungen gewähr­
leisten, daß ein Teilprozeß i mit einer Fertigungsdauer von 8\ Intervallen innerhalb dieser 
Zeit höchstens einmal begonnen bzw. abgeschlossen werden kann. 

In der zuletzt entwickelten dynamischen Produktionsfunktion ist auch die Möglichkeit 

enthalten, daß mehrere Einsatzgüter zur Herstellung derselben Produktmenge rj" in ver­

schiedenen Intervallen nacheinander einzusetzen sind. Dann sind für einen Prozeß i posi­

tive Elemente f.. (. . .) in verschiedenen Direktverbrauchsmatrizen FQ mit unterschiedli­

chen Verweilzeiten 6 definiert. Die Fertigungsdauer 0j des i-ten Prozesses entspricht der 

längsten Verweilzeit 6 der in ihm eingesetzten Güter. 
Der Geltungsbereich dieser Produktionsfunktion wird vor allem durch die Prämisse ein­

geschränkt, daß die Fertigungsdauern Q\ sowie die Verweilzeiten 6 der Einsatzgüter unab­
hängig von den Ausbringungsmengen für jeden Prozeß gegeben und konstant s ind 2 0 . Diese 
Annahme entspricht nur bei Chargenprozessen exakt der Realität. Insbesondere bei ge­
schlossener Produktion sind die Fertigungsdauern der Aufträge in den einzelnen Arbeits­
gängen von der jeweiligen Losgröße abhängig. Deshalb kann diese dynamische Produk­
tionsfunktion lediglich als näherungsweise Abbildung der Realität unter der Annahme 
durchschnittlicher Fertigungsdauern und Verweilzeiten angesehen werden. Die Interde-
pendenzen zwischen Losgrößen und Fertigungsdauern können mit ihr nicht erfaßt werden. 

E. Die dynamische Produktionsfunktion auf der Basis des 
Input-Output-Ansatzes als Grundlage für die Verbindung von 

Produktionstheorie und Organisationstheorie 

Die auf der Basis des Input-Output-Ansatzes entwickelte dynamische Produktionsfunk­
tion der Unternehmung ermöglicht eine homomorphe Abbi ldung des quantitativen und 
des zeitlichen Vollzugs von Produktionsprozessen. Damit wird eine größere Realitäts-
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nähe der Produktionstheorie erreicht. Darüber hinaus ist ein Ansatz gegeben, durch den 
sich eine Verbindung zu Tatbeständen der Ablauforganisation herstellen läßt. Dies wird 
möglich durch die Einführung von binär definierten und intervallbezogenen Zuordnungs­
variablen. Mi t ihnen können die ablauforganisatorischen Handlungsalternativen der A r ­
beitsverteilung, Maschinenbelegung, Auftragsreihenfolgen und Leistungsabstimmung er­
faßt werden 2 1 . Diese Zuordnungsvariablen lassen sich jedoch nicht unmittelbar in die 
dynamische Produktionsfunktion einführen. Vielmehr ist die dynamische Produktions­
funktion um ein System von Kapazitäts-, Maschinenbelegungs-, Umrüst- und Ganzzahlig-
keitsbedingungen zu ergänzen. Man gelangt dann zu einem umfassenden theoretischen 
Aussagensystem, das den Einfluß der Ablauforganisation auf die Input-Output-Bezie-
hungen abbildet 2 2 . Es stellt ein integriertes produktions- und (ablauf)organisationstheo-
retisches Aussagensystem dar und bildet eine zweckmäßige Grundlage für die Analyse 
weiterer organisatorischer Tatbestände wie die Organisationstypen der Fertigung, die 
Stellenbildung und den Personaleinsatz. Deshalb ist die dynamische Produktionsfunk­
tion auf der Basis des Input-Output-Ansaztes als fruchtbare Grundlage für eine Ver­
bindung von Produktionstheorie und Organisationstheorie anzusehen. Ihre Bedeutung 
liegt vor allem in der theoretischen Analyse der Interdependenzen zwischen den ver­
schiedenen Handlungsvariablen zur Gestaltung von Produktionsprozessen und deren 
Auswirkungen auf die Ziele der Unternehmung. 
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Zusammenfassung 

Den Ansatzpunkt für die Formulierung einer dynamischen Produktionsfunktion der Un­

ternehmung bildet die Erweiterung des Input-Output-Ansatzes um Lageranfangs-und La­

gerendbestände. Ferner werden der gesamte Betrachtungszeitraum in eine vorzugebende 

Zahl diskreter Zeitintervalle unterteilt und für jede Güterart in jedem Intervall Input-

Output-Gleichungen aufgestellt. In diese werden (1) statische Transformationsfunktionen 

ohne zeitliche Verzögerung zwischen Gütereinsatz und Güterausbringung, (2) Transforma­

tionsfunktionen für eine Verweilzeit von einem Intervall und (3) Transformationsfunk­

tionen für Verweilzeiten unterschiedlicher Dauer eingesetzt. Durch intervallweise A n o r d ­

nung der sich ergebenden Gleichungen und Auflösung der jeweiligen Gleichungssysteme 

nach den Produktionsmengen erhält man drei verschiedene Typen dynamischer Produk­

tionsfunktionen. Sie bilden eine Grundlage für die Abbildung des quantitativen und zeit­

lichen Vollzugs von Produktionsprozessen sowie die Verbindung von Produktionstheorie 

und Organisationstheorie. 
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Summary 

The starting point for the formulation of a dynamic production function of the firm is 
the enlargement of the input-output-model by recording the Stocks of goods at the begin 
and at the end of each period. The whole planning period is divided into a fixed number 
of discrete intervals. Then for each kind of goods in each interval an input-output-
equation ist formulated. Inthese equations one can put (1) static transformationfunctions, 
(2) transformation functions with time duration of one interval and (3) transformation 
functions with variable time-periods. The Solution of these equations leads to three types 
of dynamic production functions of the f i rm. They form the basis to analyze the dynamic 
structure of production processes as well as to combine production and Organization 
theory. 


