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Zusammenfassung

Nach den Basel-1I-Kriterien ist die Verwendung externer Daten und der Szenarioanalyse
zur Messung operationeller Risiken zwingend erforderlich, da wenig interne Verlustbeob-
achtungen speziell im Randbereich vorliegen und die externen Daten sowie die Szenarien
dazu benutzt werden koénnen, um die Schatzung von Verlustverteilungen zu verbessern.
Bei der Messung operationeller Risiken muss eine Bank bei der Integration externer
Daten bzw. Szenarien jedoch Vorsicht walten lassen. Ohne passende Skalierung bzw.
Gewichtung der spezifischen Art des Risikos der Bank kann es zu relevanten systema-
tischen Risiken kommen (Vgl. Torresetti and Nordio 2014). Neben den unmittelbaren
Skalierungs- bzw. Gewichtungsmethoden existieren einige Kombinationsmethoden, die
es ermoglichen, externe Daten und Szenarien in geeigneter Weise in die OpRisk-Messung
zu integrieren und die Vielfaltigkeit der Szenarien sowie Unterschiede der internen und
externen Daten zu berticksichtigen.

Zur Modellierung der Verlustverteilung aus operationellen Risiken greift die Bayern.B
neben intern gesammelten Schadensfalldaten auf externe Daten zurtick, die von DakOR
(Datenkonsortium fiir Operationelle Risiken) bereitgestellt werden. Die Hinzunahme ex-
terner Daten ist notwendig, um eine verldssliche Schatzung der Verlustverteilung durch-
zufithren. Neben der Modellierung der Verlustverteilung aus operationellen Risiken auf
Basis von gesammelten historischen Daten fiihrt die BayernLLB Szenarioanalysen durch,
um die nicht beobachteten, hypothetische Schadensfille aus operationellen Risiken zu
beriticksichtigen.

Ziel dieser Arbeit ist die Darstellung verschiedener Bayes-Ansétze zum Kombinieren der
internen und externen Daten sowie der Szenarien und die Illustration der Methoden am
Beispiel der simulierten Daten wie auch die Anwendungsmoglichkeiten der Methoden auf
die realen Schadensfalldaten zum operationellen Risiko. Insbesondere wird beim reinen
Bayes-Ansatz auf Kombination von zwei Datenquellen fokussiert. Zwei Moglichkeiten
der Umsetzung der Bayes-Anséitze werden in dieser Arbeit présentiert: die Umsetzung
auf Basis der analytischen Herleitungen sowie die nummerische Aquivalenzlésung. Um
das Problem von hochdimensionalen Integralen zu losen, braucht man Verfahren zur
praktischen Ermittlung von a posteriori. Die meisten Verfahren drehen sich hierbei um
MCMC (Markov-Chain-Monte-Carlo). Die Hauptidee von MCMC ist, approximative a
posteriori zu generieren, wenn diese nicht direkt simuliert werden kann. Diverse Metho-
den 16sen approximativ das Problem von Integralen unter der Verwendung der Markov-
Kette (Kap. 4.2, Def. 3), die gegen die wahre Verteilung konvergiert (Vgl. Robert 2007:
S. 301-303; Gelman et al. 2013: S. 275-276). Metropolis-Hastings und Gibbs-Sampler sind
die bekanntesten Methoden dafiir (Kap. 4). Desweiteren wird aufgezeigt, wie die drei
Datenquellen kombiniert werden konnen. Zum Schluss werden die Vor- und Nachteile
der Methoden diskutiert.
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Notation

Abkiirzungsverzeichnis
ACF - Autokorrelationsfunktion (Autocorrelation Function)

AMISE - asymptotischer mittlerer integrierter quadratischer Fehler (Asymptotic
Mean Integrated Squared Error)

BayernLLB - Bayerische Landesbank

BCBS - Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (Basel Committee on Banking Su-
pervision)

DakOR - Datenkonsortium fiir Operationelle Risiken

itd - unabhéngig identisch verteilt (independent identically distributed)

KDE - Kerndichte-Schétzer (Kernel Density Estimator)

LDA - Verlustverteilung-Ansatz (Loss Distribution Approach)

MCMC - Markov-Ketten-Monte-Carlo (Markov-Chain-Monte-Carlo)

MISE - mittlerer integrierter quadratischer Fehler (Mean Integrated Squared Error)
MLE - Maximum Likelihood Schétzer (Mazimum Likelihood Estimator)

MSEP - mittlerer quadratischer Fehler der Vorhersage (Mean Squared Error of
Prediction)

OpRisk - Operationelle Risiken ( Operational Risk)

SA - Simulierte Abkthlung (Simulated Annealing)

SCV - Gegléttete Kreuzvalidierung (Smoothed Cross Validation)
VaR - Wert im Risiko (Value at Risk)



Symbolverzeichnis
X,Y - Zufallsvariablen
X, Y - Vektor der Zufallsvariablen
x,1y - Beobachtungen
z,y - Vektor der Beobachtungen
f(+) - Dichtefunktion
f() - geschitzte Dichtefunktion
F(-) - Verteilungsfunktion
F(+) - geschiitzte Verteilungsfunktion
E(:) = p - Erwartungswert
Var(-) = 0% - Varianz
o - Standardabweichung der Daten
7 - Standardabweichung der Parameter
f - der wahre Parameter
6 - Vektor der wahren Parameter
6 - der geschitzte Parameter
n - Anzahl der Daten
int - Bezeichnung von internen Daten, Schétzern, etc.
ext - Bezeichnung von externen Daten, Schéatzern, etc.
sz - Bezeichnung von Daten, Schétzern, etc. aus Szenarien
total - Bezeichnung von gemeinsamen Daten, Schétzern, etc.
Loss - Verlusthohe
S - Hohe der Einzel-Schaden
H - Anzahl der eingetretenen Schiaden
P(-) - Wahrscheinlichkeit

P - Wahrscheinlichkeitsmatrix



p(@) - a priori, Dichtefunktion der Parameter (Wahrscheinlichkeitsverteilung vor
Beobachtung der Daten)

p(@|z) - a posteriori, Dichtefunktion der Parameter gegeben die Daten (Wahr-
scheinlichkeitsverteilung nach Beobachtung der Daten)

f(z|@) - Likelihood, Dichtefunktion der Daten gegeben die Parameter
f(z,0) - gemeinsame Dichtefunktion der Daten und Parameter
f(z) = [ f(z|0)p(8)dl - marginale Dichte der Daten (der stetige Fall)

DP(«, H) - Dirichlet-Prozess (mit H(z) - Basisverteilung a - Konzentrationspa-
rameter)

% > 1,,<, - empirische Verteilungsfunktion

seed - Startwert fir Simulation
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1. Einfiihrung

Der Basler Ausschuss fir Bankenaufsicht (BCBS) wurde 1974 von den Zentralbanken
und Bankaufsichtsbehérden der G10-Staaten gegriindet. Operationelle Risiken (OpRisk),
wie z. B. Betrug, Diebstahl, Systemausfille, etc., wurden lange Zeit in den Aufsichtsricht-
linien ohne eindeutige Definition den ,sonstigen Risiken* zugeordnet. Das erste Arbeits-
papier zum Thema ,, Operational Risk Management” wurde im Jahr 1998 publiziert und
erste verbindliche Standards zu diesem Thema sowie die eindeutige Definition wurden
erst im Jahr 2004 mit Basel II eingefithrt (Inkrafttreten 2007). Der Basler Ausschuss fiir
Bankenaufsicht definiert operationelles Risiko als ,,Die Gefahr von unmittelbaren oder
mittelbaren Verlusten, die infolge der Unangemessenheit oder des Versagens von inter-
nen Verfahren, Menschen und Systemen oder von externen Ereignissen eintreten® (Bank
fir Internationalen Zahlungsausgleich 2003: S. 2). In der BayernLLB wird ein mathemati-
sches Modell zur Analyse und Schétzung der operationellen Risiken seit 2016 verwendet.
OpRisk-Datengrundlage wird aus zwei Perspektiven betrachtet: Analyse historisch be-
obachteter Schadensfille (ex post) und Abbildung der zukiinftigen Schadensfélle unter
der Berticksichtigung von Schadensszenarien (ex ante). Dabei werden in der ex post Per-
spektive nicht nur interne Schadensfille betrachtet, sondern auch externe Schadensfille
aus DakOR! herangezogen. In der ex ante Perspektive werden die nicht beobachteten,
hypothetischen Schadensfélle aus operationellen Risiken, deren Eintreten in der Zukunft
moglich ist, durch Hinzunahme der Szenarien abgebildet.

Der gesamte Verlust Lossi., aus OpRisk fiir einen gegebenen Betrachtungszeitraum
lasst sich als Summe der Verluste in einzelnen Segmenten Loss,, darstellen. Ein Segment
wird als Kombination aus dem Geschéftsfeld und dem Verlustereignis definiert (siehe Ta-
belle 1.1). Der Verlust in einzelnen Segmenten setzt sich zusammen aus den eingetretenen
Einzel-Schéden im Betrachtungszeitraum. Der gesamte Verlust aus OpRisk fiir einen Be-
trachtungszeitraum lésst sich somit als doppelte Summe der Hohen der Einzel-Schéden
Sy darstellen?:

M M Hp
L0SSipta1 = Z Loss,, = Z Z Simhs (1.1)
m=1 m=1 h=1

mit S,,; - Hohe der Einzel-Schdden im Segment m, H,, - Anzahl der aufgetretenen
Schaden im Segment m und M - Anzahl der Segmente.

'DakOR wurde 2006 von Finanzinstituten zum Austausch von OpRisk-Schadensfalldaten gegriindet.
2Nach Verlustverteilungs-Ansatz (LDA - Loss Distribution Approach).
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Tabelle 1.1.: Beispiel Segmentbildung. Seg; = Segment 1, ..., Segy, = Segment M.

Ziel der OpRisk-Messung ist die Prognose der unbekannten Verlustverteilung und der
daraus berechneten Risikomafle, wie z. B. VaR (Value at Risk) - einer der standardméaBigen
Risikomafle. Der VaR zum Signifikanzniveau « ist als a—Quantil der prognostizierten
Verlustverteilung definiert:

Var,(Lossioa) = inf{loss € RY|Fross,,,.,(l0oss) > a}

= inf{loss € RT|P(LoSSiparr+1 > loss) <1 —a)}. (1.2)

Der VaR gibt den Verlust fiir die nachste Periode 7'+ 1 an, der mit einer Wahrschein-
lichkeit von « nicht iiberschritten wird. Dabei wird « typischerweise nahe 1 gewéhlt. In
der BayernL.LB wird VaR zum Niveau 99.95% (o = 0.9995) bestimmt. Um eine moglichst
gute Schitzgenauigkeit zu gewihrleisten, wird die rechtsschiefe Heavy-tailed-Verteilung?

3Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit relativ viel Masse im tail-Bereich. Die Dichte-Funktion fallt
langsamer als exponentiell.



des gesamten Verlusts in 2 Bereiche aufgeteilt: body und tail (siche Abb. 1.1). Dabei

Aufteilung der Verteilung

empirische parametrische
Modellierung Modellierung
o
=
o
s
body Car——
Datenerfasungsgrenze body-tail-Grenze

Abbildung 1.1.: Aufteilung der Verteilung von Gesamtschaden.

werden die Schdden nur ab einer bestimmten Hoéhe (Datenerfassungsgrenze) erfasst. Die
Verteilung des gesamten Verlusts wird fiir den body empirisch und fiir den tail para-
metrisch bestimmt. Die Grenze zwischen body und tail wird dabei so bestimmt, dass
moglichst viele Beobachtungen im body-Bereich und moglichst wenige, aber immer noch
fiir die parametrische Schatzung ausreichend viele, Beobachtungen im tail-Bereich liegen.
Es handelt sich im tail-Bereich um die Verluste mit grofien Verlusthéhen und niedriger
Héaufigkeit. Die hohen Quantile sind hierbei besonders schwierig genau zu schéitzen, da
nur wenige interne Beobachtungen vorliegen, sodass die externe Daten und Szenari-
en zur Schétzung herangezogen werden sollen. Erste Analysen historisch beobachteter
Schadensfille zeigten, dass die externen Schadensfalldaten sich von der internen Scha-
densfalldaten unterscheiden. Um die Moglichkeit zu gewéhrleisten, externe Schadensfille
sowie die Szenarien in der Modellierung der Verlustverteilung aus OpRisk sinnvoll nutzen
zu konnen, miissen diese in geeigneter Weise integriert werden. Dies ist der Ausgangs-
punkt dieser Arbeit.

Neben den expliziten Skalierungs- bzw. Gewichtungs-Methoden, die es ermoglichen, ex-
terne Verluste an die internen so anzupassen, dass sich externe und interne Daten dhnlich
verhalten und es moglich und sinnvoll wird, sowohl interne als auch externe Daten fiir
Analysen und Vorhersagen zu nutzen, existieren Methoden ohne explizite Skalierung
bzw. Gewichtung, die eine sinnvolle Integration der externen Daten sowie der Szenarien



in die OpRisk-Messung bieten und den Unterschied der internen und externen Verlust-
daten sowie die Vielfaltigkeit der Szenarien berticksichtigen. Die in den letzten Jahren in
der Literatur meistbeschriebenen Methoden sind u.a. die Bayes-Ansétze. Diese stellen
die grundlegenden Methoden dieser Arbeit dar.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt: Im Kapitel 2 wird die Datengrundlage fiir die Analy-
sen prasentiert. Kapitel 3 beinhaltet einen Uberblick von Bayes-Ansétzen, die in den letz-
ten Jahren in der Literatur am héufigsten beschrieben und fiir die Analysen verwendet
wurden. Dies sind der reine Bayes-Ansatz (Kap. 3.1), der empirische Bayes-Ansatz (Kap.
3.2) und der nicht parametrische Bayes-Ansatz (Kap. 3.3). Kapitel 4 stellt die Methoden
zur praktischen Umsetzung der Bayes-Ansitze dar. Dies sind Monte-Carlo-Methoden
(Kap. 4.1), die es ermoglichen, das Berechnungsproblem von hochdimensionalen Inte-
gralen, welches eines der grofiten Probleme bei Bayes-Ansédtzen ist, auf Basis statisti-
scher Stichproben approximativ zu losen. Das Markov-Ketten-Monte-Carlo-Verfahren
(Kap. 4.2) ist eines davon, welches unter anderem mithilfe der Metropolis-Hastings-
Algorithmus (Kap. 4.3) und Gibbs-Sampler (Kap. 4.4) praktisch realisierbar ist. Kapi-
tel 4.5 und 4.6 stellen die Hilfs-Methoden dar, die bei der praktischen Umsetzung der
Bayes-Anséitze verwendet werden konnen. Kapitel 4.7 priasentiert die Erweiterungen des
Metropolis-Hastings-Algorithmus und deren Vergleich. Danach werden drei ausgewahlte
Bayes-Ansétze detailliert mit Hinsicht auf die OpRisk-Messung beschrieben: der rei-
ne Bayes-Ansatz in der OpRisk-Messung (Kap. 5), der empirische Bayes-Ansatz in der
OpRisk-Messung (Kap. 6) und der nicht parametrische Bayes-Ansatz in der OpRisk-
Messung (Kap. 7). AuBerdem werden in Kapitel 5.1 die Simulationsstudien beschrieben,
sowie die Funktionalitdt der ausgewéhlten Methoden anhand dieser Simulationsstudien
dargestellt, die zum Schluss im Kapitel 8 zusammengefasst und diskutiert werden.



2. Datengrundlage

Die Datengrundlage besteht aus internen (Bank) und externen (DakOR) Schadensfall-
daten fiir ein Segment bis Mérz 2017. Fiir diese Arbeit sind vor allem Schadensfélle aus
dem tail-Bereich relevant, weil genau dort zu wenig interne Beobachtungen vorliegen, um
eine verléssliche parametrische Schatzung der Verlustverteilung durchfiihren zu kénnen.
Aus diesem Grund beschrénkt sich die Prasentation der Daten auf den tail-Bereich.

In der Abb. 2.1 sind relative Haufigkeiten der Schadensfille der zwei Mandanten ab-
gebildet. Es liegen insgesamt 34 Beobachtungen (10.66%) bei internen (intSF) und 285
Beobachtungen (89.34%) bei externen (extSF) Schadensfalldaten vor.

Balkendiagramm
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Abbildung 2.1.: Balkendiagramm tail-Bereich. Schadensfélle der zwei Mandanten.

In der Abb. 2.2 sind die Histogramme von internen (oben) und externen (unten) Ver-
lusten dargestellt!. Aus den Grafiken ist der Unterschied der Verteilungen zu erkennen.
Verlust-Intervalle sind durch externe Daten gleichméfBiger abgedeckt als durch interne
(besonders das erste Intervall auf der x-Achse), was unter anderem durch die Anzahl der
Schaden erklarbar ist. Aulerdem sind die zwei groBiten Beobachtungen bei den internen
Schéden auffillig, da diese erheblich grofer sind als bei den externen Schiaden (das letzte
Intervall auf der x-Achse).

'Die Skala der x-Achse ist aus den Datenschutzgriinden ausgelassen.



Histogramm interner Verlust (tail)
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Abbildung 2.2.: Histogramme tail-Bereich. Verlust intern (oben) vs. Verlust extern
(unten).

Die Unterschiede der beiden Verteilungen sind im QQ-Plot (Abb. 2.3) noch besser zu
erkennen, wobei die empirischen Quantile der internen gegen die empirischen Quantile
der externen Schadensfalldaten geplottet werden. Die Punkte liegen auf der Diagonale,
wenn beide Verteilungen gleich sind, was bei internen und externen Schadensfalldaten
im tail-Bereich nicht der Fall ist. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Punkte von der
Diagonale abweichen. Die hoheren Quantile der internen Verluste sind deutlich grofier
als die hoheren Quantile der externen Verluste.

Eine weitere Moglichkeit den Unterschied (bzw. Ahnlichkeit) der heavy-tailed-Vertei-
lungen darzustellen ist der Log-log-Plot (Abb. 2.4). Dabei werden die logarithmierten
Beobachtungen log(z) (x-Achse) gegen die logarithmierten Werte 1 — F(z) (y-Achse)
geplottet. Wenn beide Verteilungen gleich sind, werden die Punkte auf einer Linie liegen.
Aus der Abbildung ist zu erkennen, dass sich die Verteilung der internen Daten im tail-
Bereich (schwarze Punkte) von der Verteilung der externen Daten im tail-Bereich (rote
Punkte) unterscheidet. Die Unterschiede liegen besonders fiir hohere Werte (x-Achse: [16;
20], y-Achse: [-6; -1]) vor. Die Ungleichméfigkeit und Spriinge bei hoheren Werten weisen
auf eine nicht geniigende Anzahl der Beobachtungen hin. Grolere Abstande zwischen
den Punkten einer Verteilung weisen auf die weiter auseinander liegende Werte hin. Diese
Art von Grafiken wird in dieser Arbeit fiir die Darstellung der Ergebnisse verwendet.



QQ-Plot Verlust intern vs. extern (tail)
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Log-log-Plot Verlust intern vs. extern (tail)
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3. Uberblick von Bayes-Ansitzen

Die Bayes-Ansétze basieren auf dem Satz von Bayes:

Satz 1 (Satz von Bayes). Sei A, ..., Aj eine disjunkte Zerlegung von 2, wobei fiir
mindestens ein i, 1 = 1, ..., k, P(A;) > 0 und P(B|A;) > 0 erfiillt ist. Dann gilt:

P(B, 4)) _ P(B,A;)  P(B|Aj) - P(4))
" P(BJA)-P(4;)  P(B) P(B) ’

(Vgl. Fahrmeir et al. 2016: S. 199).

P(4,]B) =

j=1,...k (3.1)

Diese Bayes-Regel fiir Wahrscheinlichkeitsrechnung lasst sich auf die Analyse von pa-
rametrischen Modellen tibertragen. Integriert man die Parameter aus der gemeinsamen
Dichte der Daten und Parameter heraus, so erhélt man die marginale Dichte der Da-
ten. Teilt man die gemeinsame Dichte der Daten und Parameter durch diese marginale
Dichte, bekommt man die a posteriori Dichte:

Flo)p®) _ f(zl8)p(®)
@)~ T lf)p(@)de

mit p(0|z) - a posteriori (Parameterverteilung nach Beobachtung der Daten), p(@) - a
priori (Parameterverteilung vor Beobachtung der Daten), f(z|0) - Likelihood (Dichte-
funktion der Daten gegeben die Parameter), f(z) = [ f(z|@)p(0)df - marginale Dichte
der Daten (Vgl. Cruz et al. 2015: S. 561-562). Die marginale Dichte der Daten spielt
hierbei die Rolle der Normierungskonstante, die nicht von Parametern abhéngt. D. h.
die a posteriori kann als Proportionalitdt zu dem Produkt aus der Likelihood und a
priori erfasst werden:

p(flz) = (3.2)

p(0]z) o< f(z|0)p(0). (3.3)

Der Unterschied der Bayes-Ansétze zu den anderen Schétzmethoden liegt darin, dass
die Parameter © als Zufallsvariablen betrachtet werden.

Oft ist nicht die a posteriori von Interesse, sondern die Vorhersageverteilung der zukiinftigen
Beobachtung X, ;1 bedingt auf alle beobachtete Daten X = (X1, ..., X,,). Unter den An-
nahmen, dass die zukiinftige Beobachtung X, und alle beobachtete Daten X gegeben
Parameter © = (©y, ..., ©y) unabhingig - bedingt unabhéngig - und Xj, ..., X,,11 gegeben
Parameter © idid sind, ist die bedingte Dichte der zukiinftigen Beobachtung folgender-
mafen definiert:

[@aile) = [ F@nal@p(@la)de. (3.4)

Falls X, 11 und X nicht unabhéngig sind, ist die bedingte Dichte der zukiinftigen Beob-
achtung folgendermaflen definiert:

Fnle) = [ F(zaalt 2)p(@lz)de (3.5)



(Vgl. Cruz et al. 2015: S. 589).
Um die Vorhersageverteilung zu schétzen, miissen die folgenden Schritte ausgefithrt wer-
den:

1. Schatzung der a priori
2. Schatzung der a posteriori (Formel 3.2)
3. Berechnung der Vorhersageverteilung gegeben die Daten (Formel 3.4 oder 3.5)

Sowohl in Schritt 2 als auch in Schritt 3 miissen die hochdimensionalen Integrale be-
rechnet werden. Die Monte-Carlo-Methoden (Kap. 4.2) kénnen hierbei benutzt werden,
um das Problem numerisch zu lésen und praktisch umzusetzen.

Der Unterschied der Bayes-Anséatze liegt in der Schatzung der a priori. Die meist ver-
wendete Moglichkeiten, die a priori zu schitzen, wurden unter anderen von Cruz et al.
2015: Kap. 15 zusammengefasst. Das sind unter anderen: der reine Bayes-Ansatz, der
empirische Bayes-Ansatz und der nicht parametrische Bayes-Ansatz.

3.1. Der reine Bayes-Ansatz

Der reine Bayes-Ansatz basiert auf unterschiedlichen Expertenmeinungen und Annah-
men. Die Experten duflern die Meinungen z. B. iiber die Verteilungsfamilie, Verteilungs-
parameter, etc. Die Expertenmeinungen konnen auf theoretischen Wissen oder auch auf
den Ergebnissen fritherer Studien oder Forschungen aufgebaut werden. In diesem Fall
koénnen die Expertenmeinungen fiir die Schétzung der Parameterverteilung vor der Be-
obachtung der Daten (a priori) genutzt werden. Diese werden mit der Likelihood der
beobachteten Daten kombiniert und daraus die Parameterverteilung nach der
Beobachtung der Daten (a posteriori) geschatzt und anschlieend die Vorhersagevertei-
lung bestimmt.

Oft wird als a priori die konjugierte Verteilung angenommen:

Definition 1 (Konjugierte Verteilung). Eine Familie F von Verteilungen auf dem
Parameterraum @ heifit konjugiert zu einer Dichte f(z|@), wenn fiir jede a priori p(0)
auf F die a posteriori p(@|z) ebenfalls zu F gehort (Vgl. Schmid and Happ 2017: S.
14-15).

D.h. die a priori ist zu einer Dichte konjugiert, wenn a priori und a posteriori aus
gleicher Verteilungstyp stammen!.
Berger 1980: S. 63-68 beschreibt einige Moglichkeiten, die a priori unter Verwendung

von Expertenmeinungen zu schatzen:

e Histogramm-Methode: Der Parameterraum wird in Intervalle geteilt und die
subjektive Wahrscheinlichkeit fiir jedes Intervall spezifiziert. Das Histogramm die-
ser Wahrscheinlichkeiten kann geplottet werden. Daraus kann die a priori z. B. als
Kerndichte-Schétzer bestimmt werden.

!Einige konjugierte Verteilungen sind in Anh. A.4 dargestellt.



e Relative Likelihood-Methode: Likelihoods fiir verschiedene Parameterwerte
werden verglichen. Daraus kann die a priori bestimmt werden.

e Bestimmung der Verteilungsfunktion: subjektive Konstruktion der Vertei-
lungsfunktion fiir a priori und Skizzieren der Dichte.

e Anpassung der gegebenen Funktionsform: a priori Verteilungsparameter
werden so bestimmt, dass eine Funktionsform fiir die a priori Verteilung so nahe
wie moglich an das a priori Wissen iiber Momente, Quantile, etc. angepasst wird.

Die Anpassung der gegebenen Funktionsform wird bevorzugt, weil die Expertenmei-
nungen Ofters iiber einige Groflen wie Quantile oder andere Risikomerkmale anstatt
direkt tiber die Parameter angegeben werden. Cruz et al. 2015 und Shevchenko and
Peters 2013 beschreiben die Moglichkeit der Anpassung der gegebenen Funktionsform
genauer. Experten definieren die Risikoeigenschaften, die von den Parametern abhiangen
d; = gi(0),i = 1,2,...,n (z.B. Quantile, Erwartungswerte, erwartete Dauer zwischen
Verlusten, die hohe Schwellenwerte tiberschreiten, etc.?). Wenn die gemeinsame a priori
von den definierten Risikoeigenschaften abhiangt p(dy, ..., d,), kann die a priori fur die
Parameter folgendermaflen definiert werden:

9(91(8), -, 9n(0)

201, ) | (3.6)

p(8) = P(g1(68), o 9u(0)) - ‘

mit |0(g1(0), ..., gn(0)/0(01, ..., 0k)| - Determinante der Jacobi-Matrix. Die Risikoeigen-
schaften miissen hierbei so gewdhlt werden, dass die Unabhangigkeit der Parameter
angenommen werden kann.

3.2. Der empirische Bayes-Ansaz

Der empirische Bayes-Ansatz basiert auf den empirischen Analysen der historisch beob-
achteten Daten aus den zur Verfiigung stehenden externen Quellen vor der Beobachtung
der aktuellen Daten. In diesem Fall wird die a priori aus den Daten ermittelt, also die
Parameterverteilung aus den vorher gesammelten Daten geschétzt. Die Grundidee hier-
bei ist, die Parameter aus den gelieferten identischen Daten der unabhéngigen Quellen
oder Datengruppen abzuleiten und daraus die gemeinsame Verteilung der Parameter zu
beobachten, die folglich als a priori fiir die weiteren Berechnungen dienen soll.

Shevchenko and Peters 2013: S. 14-15 beschreiben dazu die theoretische Grundlage. Zu
betrachten sind die Risikodaten X) = (Xl(j), ...,Xff]',)),j = 1,...J mit n; - Anzahl der

Beobachtungen im Risikoprofil® j. X 1(j ), ey X}Li) seien fiir gegebene OV = 99 bedingt un-
abhéngig und 4id mit der Dichte f(-|8). Fiir jede Risikoart* bezeichnet 09 j =1,.....J

2Beliebige Risikoeigenschaften, die ausreichend sind, um die Parameter der a priori zu bestimmen.
Die Verteilungstyp der a priori muss hierbei ebenfalls von Experten festgelegt werden.

3Ein Profil kann z. B. fiir eine Bank bzw. Bankgruppe definiert werden (Shevchenko and Peters 2013:
S. 14-15).

4Im Rahmen der OpRisk kann eine Risikoart als ein Segment (siche Kap. 1) definiert werden.
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den Parametervektor des j—ten Risikoprofils. Die Risiken sind aus der bedingten Ver-
teilung F'(x]8Y)) generiert. Die Risiken sind unterschiedlich und haben unterschiedliche
Profile. Die Parameter fiir alle dhnliche Risikoprofile ©, ..., ©) stammen allerdings
aus der gleichen Verteilung p(f), also #id (siche Abb. 3.1).

‘ Gemeinsame a priori Dichte p(6) ‘
/ | \
e
l | |
X(l) ~ F(X|Q(1) _ Q(l)) X( ) o F

(X|0Y =6)

Abbildung 3.1.: Der empirische Bayes-Ansatz. Interpretation der a pmom chhte p(0).
O - Parameter des j—ten Risikoprofils. Gegeben © ) = 9U) sind Ri-
sikodaten X aus der bedingten Verteilung F(x|0)) generiert. Die
Risiken sind unterschiedlich und haben unterschiedliche Profile Q(j ), die
Parameter O ..., ©) haben allerdings die gleiche gemeinsame a priori
Dichte p(6)°.

Die marginale Dichte aller Beobachtungen ist folgendermafien definiert:

f(i(l),. H/ lnf |9 J) ] (Q(j))dQ(j). (3‘7)

Daraus konnen die Parameter der a priori Dichte p(f) ermittelt werden, beispielswei-
se unter Verwendung des Maximum Likelihood Schatzers (MLE - Mazimum Likelihood
FEstimator), indem die marginale Dichte (Formel 3.7) maximiert wird. Die a posteriori
Formel 3.3 kann fiir ein Risikoprofil fiir die jeweilige Risikoart folgendermafien umge-
schrieben werden:

p(691) oc T £ l89)p(6) = [ £(z69)p(6), (3.8)

wobei p(8Y) = p(). Diese a posteriori kann weiterhin bei der Schétzung der Vorhersa-
geverteilung benutzt werden.

3.3. Der nicht parametrische Bayes-Ansatz

Im Unterschied zu den parametrischen Bayes-Anséitzen wird bei dem nicht parametri-
schen Bayes-Ansatz keine Annahme getroffen, dass die zugrundeliegende das Verlustpro-
zess generierende Verteilung parametrisch ist. Die a priori wird direkt in die Verteilung

®Eigene Darstellung in Anlehnung an Cruz et al. 2015: S. 592
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versteckt und die a posteriori (bedingte Verteilung der Parameter gegeben die Daten)
wird als Kombination der a prior: und der empirischen Verteilung der Daten bestimmt.
Der nicht parametrische Bayes-Ansatz basiert auf dem Dirichlet-Prozess (der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von den Wahrscheinlichkeitsverteilungen) (Shevchenko and Pe-
ters 2013: S. 30). Der Dirichlet-Prozess DP(a, H(x)) kann mithilfe einer Basisvertei-
lung H(x) und einem Konzentrationsparameter o > 0 spezifiziert werden. Eine unbe-
kannte Verteilung F'(x), die zuféllig in jedem Punkt z mithilfe des Dirichlet-Prozesses
DP(a, H(z)) modelliert wurde, hat Mittelwert H(x) und Varianz H(z) (1 — H(z)) /(a+
1). Wenn der Konzentrationsparameter « sinkt, ndhert sich die wahre Verteilung der
Basisverteilung H(z) an. Die Ziehung aus dem Dirichlet-Prozess ist eine Verteilungs-
funktion und fir geordnete xt—Werte 1 < 25 < ... < x,, ist die Verteilungsfunktion von
F(zy), F(xg) — F(21),...,1 — F(z,) definiert als n + 1 multivariate Dirichlet-Verteilung
Dir(aH (z1),aH(xs), ...,aH(xy)) (Def. 2).

Definition 2 (Dirichlet-Verteilung). Die d—variate Dirichlet-Verteilung wird be-
zeichnet als Dir(aq, ag, ..., ag) mit a > 0. Der Zufallsvektor (Q1, Qa, ..., Qq) folgt einer
Dirichlet-Verteilung, wenn seine Dichte folgendermaflen ist:

F(Oéh()ég,..., ai—1
s 425 -y 4d—1) = L 3.9
f(Ch q2 qd 1) a 1F(04 Hq ( )

wobei ¢; > 0, X%, ¢; = 1, I'(-) - Gammafunktion ist (Vgl. Shevchenko and Peters 2013:
S. 31).

Die i—te marginale Verteilungsfunktion von Dir(a;) ist die Beta-Verteilung Be(ay;, 2?11 a;—
«;). Die marginale Verteilung des Dirichlet-Prozesses DP(a, H(x)) ist somit die Beta-
Verteilung:

F(z) ~ Be(aH(x),a(l — H(x))). (3.10)

Wenn die a priori fir die unbekannte Verteilung F'(x) der Dirichlet-Prozess DP(«, H(x))
ist, dann ist die a posteriori Verteilung fir F(z):

DP<a+n, Y Hx)
a-+n

i ) (3.11)

a+nn

t %Zi 1,,<, - empirische Verteilungsfunktion. Anders gesagt, der Dirichlet-Prozess
ist die konjugierte® a priori fiir die empirische Stichprobenverteilung. Die a posteriori
Verteilung konvergiert gegen die empirischen Verteilung, die ihrerseits gegen die wahre
Verteilung F'(z) konvergiert. Die Basisverteilung H(z) kann hierbei als die Experten-
meinung fiir F'(x) festgelegt werden.

6Siehe Def. 1.
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4. Methoden zur praktischen Umsetzung der
Bayes-Ansatze

4.1. Monte-Carlo-Methoden

Zu den Monte-Carlo-Methoden gehoéren die Methoden, die mithilfe statistischer Stich-
proben ein mathematisches Problem annaherungsweise 1osen. Dies sind z. B. die Berech-
nung eines Fliacheninhaltes, die numerische Losung der Differentialgleichungen oder die
(hochdimensionale) numerische Integration (Uhlmann 1965: S. 116; Neumann 2013: S.
193-194). Die Berechnung der hochdimensionalen Integrale ist bei den Bayes-Ansédtzen
ein grofles Problem, das sich unter anderem mithilfe der Monte-Carlo-Methoden 16sen
lasst. Die Simulation von Zufallsprozessen kann zur numerischen Berechnung von Inte-
gralen eingesetzt werden.

Das gesuchte Integral liasst sich numerisch berechnen, wenn es sich auf folgende Weise

faktorisieren lasst:
1= [ f@gl@)ds, (4.1)

mit f(x) - Wahrscheinlichkeitsdichte: f(z) > 0 und [ f(x)dx = 1. Das gesuchte Integral
ist in diesem Fall der Erwartungswert der Funktion g(x):

| f@)g(x)dz = B(g(a)). (42

Zieht man eine Stichprobe &, ....&, aus f(x), kann das gesuchte Integral durch den
Stichprobenmittelwert g geschétzt werden:

[ F@@s = By ~ o= | S otc) (43)

(Neumann 2013: S. 210-211).

4.2. MCMC

Das Markov-Ketten-Monte-Carlo-Verfahren (MCMC - Markov-Chain-Monte-Carlo) ist
eine der Monte-Carlo-Methoden, welches auf den Ziehungen aus den approximativen
Verteilungen und deren Korrektur basiert (Gelman et al. 2013: S. 275). Diese Methode
eignet sich unter anderem fiir die Schétzung der a posteriori p(8|z). MCMC ist dann
anzuwenden, wenn es nicht moglich ist, die Parameter 8 direkt aus der a posteriori
p(@]z) zu ziehen. Die Parameter § werden aus einer Verteilung bestimmt, die gegen die

'Hier kann sowohl ein ein- oder ein hochdimensionales Integral gesucht werden. Ebenso kann x eine
einzelne Variable oder ein Vektor sein.
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a posteriori p(0|x) konvergiert. Dieses Verfahren hat gewisse Vorteile, die die Verwen-
dung vor allem der komplexen Bayes-Ansatze praktisch erleichtern. Die interessierende
Dichte muss nur bis auf eine Normierungskonstante bekannt sein, d.h. die Berechnung
der marginalen Dichte der Daten f(z) (Formel 3.2) kann ausgelassen werden und die
Proportionalitit der a posteriori zum Produkt aus der Likelihood und a priori (Formel
3.3) kann benutzt werden. Hierbei kénnen auch Zufallszahlen aus hochdimensionalen
Dichten gezogen werden. Der zugrunde liegende Prozess in diesem Verfahren ist die
Markov-Kette (auch Markov-Prozess genannt) (Def. 3).

Definition 3 (Markov-Kette). P sei eine k x k-Matrix mit Eintragen (P ;); j=1,. k-
Ein (zeitdiskreter) stochastischer Prozess (X, X1, ...)> mit endlichem Zustandsraum
{51, ..., 51} heiBt genau dann (homogene®) Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P, wenn
fiur alle n € N, alle 4, j € {1, ..., k} und alle iy, ...,i,—1 € {1, ..., k} gilt:

P(Xn+1 = Sj|Xn = SiaXn—l = Sin—l? ...,X() = Sio) = P(Xn+1 = Sj|Xn = Si) = Pi,j (44)

mit P;; - die Ubergangswahrscheinlichkeit (die bedingte Wahrscheinlichkeit, sich zum
Zeitpunkt n 4+ 1 im Zustand s; zu befinden, gegeben, dass man zum Zeitpunkt n im
Zustand s; ist) (Vgl. Schomaker 2012: S. 3).

Das Grundprinzip des MCMC-Verfahrens ist es, eine Markov-Kette zu erzeugen, deren
stationire? Verteilung die spezifizierte a posteriori p(f|z) ist und die Simulation dann so
lange laufen zu lassen, dass die Verteilung der aktuellen Ziehungen gegen diese stationare
Verteilung konvergiert (Robert 2007: S. 301-303; Gelman et al. 2013: S. 275-276). Der
Erwartungswert lasst sich hierbei durch den Mittelwert der Markov-Kette ohne burn-
in (die ersten Ziehungen vor dem die Konvergenz erreicht wurde) schitzen. Es gibt
verschiedene Algorithmen, die es ermdglichen, MCMC-Verfahren praktisch umzusetzen.
Der Metropolis-Hastings-Algorithmus (Kap. 4.3) und der Gibbs-Sampler (Kap. 4.4) sind
die grundlegende Algorithmen.

4.3. Metropolis-Hastings-Algorithmus (MH-Algorithmus)

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus wurde von Metropolis et al. 1953: S. 10871092
und Hastings 1970: S. 97-109 fiir die Integration komplexer Funktionen mithilfe der
Zufallsziehung eingefiihrt. Diese Methode ist dann anzuwenden, wenn eine direkte Zie-
hung aus der Dichte schwierig oder unmoglich ist. Ziel des MH-Algorithmus ist, die
Markov-Kette zu erzeugen, sodass die Dichte vom aktuellen Zustand abhéngt. Der Al-
gorithmus basiert auf der Vorschlagsdichte, aus der die Vorschlagswerte generiert werden

2Ein (zeitdiskreter) stochastischer Prozess (X, X1,...) ist eine Folge von Zufallsvariablen X,, mit
demselben Wertebereich. Ist dieser Wertebereich gleich der Menge S, so spricht man von einem
S-wertigen stochastischen Prozess (Kersting and Wakolbinger 2014: S. 33).

3Unter Homogenitét der Markov-Kette ist die Zeitunabhéngigkeit zu verstehen: zu allen Zeitpunkten
n liegen dieselben Ubergangswahrscheinlichkeiten P; ; vor. Siehe dazu auch Stationaritit?.

4Ein stochastischer Prozess heifit stationir, wenn die Verteilungen der Zufallsvariablen und dariiber
hinaus alle endlichdimensionalen Verteilungen des Prozesses zeitlich konstant bleiben, also derselben
Verteilung geniigen (Heller et al. 1978: S. 131). Siehe dazu auch Homogenitit?.
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und entsprechend der bestimmten Wahrscheinlichkeit (Akzeptanzwahrscheinlichkeit) an-
genommen bzw. abgelehnt werden. Im Falle der Ablehnung wird die letzte Ziehung (der
aktuelle Zustand) der Kette als néachste Ziehung (der neue Zustand) beibehalten.

Es wird die Existenz einer komplexen stetigen Zieldichte 7(6) = f(0)/K, mit f(0) -
nicht normierte Dichte und K - die Normierungskonstante (kann unbekannt sein) an-
genommen. Weiterhin existiert eine Vorschlagsdichte ¢(#), aus der die Vorschlagswerte
¥;, 1 =1,..., B gezogen werden konnen, die mit einer Akzeptanzwahrscheinlichkeit

a;(0;,9) = min (1, W) ,i=1,...,B (4.5)

angenommen werden (Vgl. Chib and Greenberg 1995: S. 329). Da die Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit den Quotient der zwei a posterior: Dichten enthélt, wird sich die Normie-
rungskonstante wegkiirzen (d.h. die Normierungskonstante K kann unbekannt sein).
Ist die Vorschlagsdichte unabhéngig von der letzten Ziehung (der aktuelle Zustand)
q(%:10;—1) = q(¥%;), wird die Akzeptanzwahrscheinlichkeit folgendermafien modifiziert:

a;(0;,9) = min (1, W) ,i=1,..,B. (4.6)

Wenn die Vorschlagsdichte eine symmetrische Dichte® ist (q(6;]9) = q(9]6;)), reduziert
sich die Akzeptanzwahrscheinlichkeit zu

Die Vorschlagsdichte spielt hierbei wichtige Rolle. Wie diese auszuwéhlen ist, wird ge-
nauer im Kap. 4.7.1 beschrieben. Der MH-Algorithmus ist in der Tabelle 4.1 dargestellt.
Der MH-Algorithmus lasst sich fiir Verteilungen mit zwei (bzw. mehr) unbekannten
Parametern erweitern®. In Kombination mit anderen Methoden, z.B. Gibbs-Sampler
(Kap. 4.4), Simulated Annealing (SA) (Kap. 4.5), etc., ermoglicht der MH-Algorithmus,
die Bayes-Ansétze fir beliebig komplexe Verteilungen sowohl von Daten (Likelihood) als
auch von a priori praktisch anzuwenden. Das ist besonders wichtig, wenn die analytische
Herleitung komplex oder unmoglich ist.

®Der Algorithmus mit symmetrischen Vorschlagsdichten ist als Metropolis- Algorithmus bekannt, der
von Hastings 1970: S. 97109 fiir nicht symmetrische Vorschlagsdichten verallgemeinert wurde.
SErweiterung des MH-Algorithmus fiir zwei unbekannten Parameter siche Kap. 4.7.
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Algorithmus: MH-Algorithmus
1. Initialisiere Startwert 6,

Fari=1,.., B:
2. Generiere Vorschlagswert ¢J; aus Vorschlagsdichte ¢(v;]0;-1)
und Zufallszahl u; aus Gleichverteilung U (0, 1)
4. Akzeptiere ; mit der Wahrscheinlichkeit o:
m(Vilz)q(0i-1|0:) >
T(0i-1]x)q(Vi]0;-1)

o — Y, wenn u; < o;(6;-1,9;) = min <1,

0;,_1, sonst

5. Gebe die erhaltenen Werte 64, ..., 0 zuriick

Tabelle 4.1.: MH-Algorithmus’.

4.4. Gibbs-Sampler

Der Gibbs-Sampler ist ein Spezialfall des Ein-Schritt-MH-Algorithmus, der nach J. W.
Gibbs benannt und von Geman and Geman 1984: S. 721-741 entwickelt wurde. Diese
Methode eignet sich besonders dann, wenn die gemeinsame Verteilung des Zufallsvektors
q(@) = q(by, ..., ;) unbekannt, jedoch die bedingte Verteilung einer jeden Zufallsvaria-
ble ¢;(0;101,...,0;_1,0;11, ..., 0k) = q;(0;]0_;) (full conditional) bekannt ist. Der Gibbs-
Sampler-Algorithmus ist in der Tabelle 4.2 dargestellt.

Algorithmus: Gibbs-Sampler
1. Initialisiere Startwerte 65, ..., 6%

2. Fire=1,..., B: ' ‘
2.1. Generiere 0] aus ¢ (611657, ...,0,7")
2.2. Generiere 6} aus go(6]0%, 0571, ..., 0071)

2.k. Generiere 0} aus q(6x|07, ..., 0% ;)
3. Gebe die erhaltenen Werte Ql, - 0P zuriick

Tabelle 4.2.: Gibbs-Sampler®.

Da der Gibbs-Sampler ein Spezialfall des Ein-Schritt-MH-Algorithmus ist, kénnen die
beiden Algorithmen kombiniert werden. In der Praxis wird 6fters der nicht kombinierte
MH-Algorithmus bevorzugt, weil die full conditionals meistens unbekannt sind und (bzw.
oder) die Implementation des nicht kombinierten MH-Algorithmus leichter ist.

"Der Algorithmus wurde aus Chib and Greenberg 1995: S. 329 iibernommen.
8Der Algorithmus wurde aus Dahlberg 2015: S. 17-18 iibernommen.
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4.5. Simulated Annealing (SA)

Simulated Annealing (SA) ist ein approximatives Optimierungsverfahren, das hauptsachlich
in der Physik verwendet wird (Kirkpatrick et al. 1983: S. 671-680). Die Grundidee der
Methode ist die Nachbildung des Abkiihlungsprozesses in der Metallurgie. Im Sinne
von Optimierungsverfahren kann die Temperatur als die Wahrscheinlichkeit interpretiert
werden, mit der sich der Zwischenstand des gesuchten Optimums auch verschlechtern
kann, d. h. es kann das lokale Optimum verlassen werden und somit wird nach einem
globalen Optimum gesucht. Diese Methode eignet sich zum Optimieren des Prozesses mit
mehreren Einflussfaktoren (Parametern) und wird oft in der Statistik mit unterschied-
lichen Schatzmethoden kombiniert, beispielsweise MLE, etc. (Ergashev 2008: S. 7-10) .
Der SA-Algorithmus ist in der Tabelle 4.3 dargestellt. g(@) ist hierbei zu minimierende
Funktion.

Algorithmus: Simulated Annealing
1. Initialisiere Startwerte 0,,; = 0y,t = to > 0, A, gora = 9(001a)

2. Fir t = t(), ceny 0:

2.1. Berechne die neuen Vorschlagswerte
Qnew = Qold + cez

2.2. Berechne den neuen Funktionswert:

Gnew = g(Qnew)
2.3. Akzeptiere und speichere den Funktionswert:

Gnew; WEINN Goid — Gnew >0
Gold = \ Gnew; sonst wenn S €$p((gold - gnew)/t)

Gold, sonst
2.4. Speichere entsprechende Vorschlagswerte:

Qnewa WENN GJoid = Gnew

Qold =
0,14, sonst

2.5. Reduziere Temperatur ¢t = At

3. Gebe die erhaltenen Werte 6,,; und g¢,;4 zuriick

Notation: ¢g(f) - zu minimierende Funktion, ¢g - Funktionswert, ¢ - die Temperatur,
A € (0,1) - Reduktionsfaktor der Temperatur, ¢ > 0 - der Skalierungsfaktor,

e - FEinheitsvektor mit 1 in zuféllig gewahlter Dimension,

z~ N(0,1) - Zufallszahl, u ~ U(0,1) - Zufallszahl.

Tabelle 4.3.: Simulated Annealing”.

Da der Metropolis-Algorithmus ein SA mit fixer Temperatur ist (Wegener 2004: S. 1),
kann der MH-Algorithmus gut mit SA kombiniert werden.

9Der Algorithmus wurde aus Ergashev 2008: S. 12 iibernommen.
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Bei der praktischen Anwendung der SA kann das existierende R-Paket “optimization”
(Husmann et al. 2017: S. 1-16) mit der implementierten R-Funktion “optim_sa()” ver-
wendet werden.

4.6. Klassische Kerndichte-Schatzung (KDE)

Fiir den klassischen Kerndichte-Schatzer (KDE - Kernel Density Estimator) muss die
Annahme getroffen werden, dass X, ..., X,, ~ iid sind. Unter dieser Annahme ist die
geschétzte univariate Dichte im Punkt x gegeben als

() = zizz;K(:C _bX) (4.8)

mit b > 0 - Bandbreite (Glattungsparameter), sowie einer K(-) - Kernfunktion. Die
geschétzte d-variate Dichte im d-variaten Datenpunkt ist gegeben als

p(x) = B YK (Bl = ) , (4.9)

i=1

mit B > 0 - d x d symmetrische Bandbreitenmatrix'® (Gléttungsparameter), | - | -
Determinante einer Matrix, z = (1, Zs,...,74)7 - der d-variate Datenpunkt, X, =
(Xi1, Xio, ., Xia)T,i =1,..n - die d-variate Daten und K(-) - multivariate Kernfunk-
tion (Wang 2009: 3, 17). Die Auswahl der Kernfunktion und der Bandbreite spielt dabei
eine wichtige Rolle. Kernfunktionen miissen positiv, symmetrisch und stetig sein, des-
weiteren muss die Fliache unter der Kurve eins ergeben (Nedden 2012: S. 119-129). Es
gibt unterschiedliche Kernfunktionen, die diese Eigenschaften erfiillen'!. Allerdings wird
im univariaten Fall der Epanechnikov-Kern

K(z) = (4.10)

3(1 —2?), wemn |z| < 1
0, sonst

bevorzugt, weil er die mittlere quadratische Abweichung des zugehorigen Kerndichte-
Schéitzers minimiert. Im d-variaten Fall kann der d-variate Gauf3-Kern benutzt werden'?:

1 1 .
K(z) = geap(—3a x). (4.11)
Die Wahl der Bandbreite spielt bei der Kerndichte-Schatzung ebenfalls eine wichtige
Rolle. Je mehr Daten vorhanden sind, desto kleiner ist die Bandbreite b auszuwéhlen
und desto besser ist die Anpassung der geschitzten Kerndichte an die Daten. Es gibt
viele Faustregeln, wie die Bandbreite ausgewédhlt werden kann. Fiir eindimensionale
Daten wird oft die Regel von Silverman benutzt (Bolance et al. 2012: S. 39):

-

b=2.346n"3, (4.12)

"Tm univariaten Fall ist die Bandbreitenmatrix B = b?.
Giehe dazu Anhang A.1.
12Kernfunktion iibernommen aus Duong 2018: S. 1.
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mit 2.34 - Konstante!? fiir Epanechnikov-Kern, 6 - geschitzte Standardabweichung der
Daten, n - Anzahl der Beobachtungen. Viele Methoden wurden in den letzten Jahren
entwickelt, die zeigen, wie die Glattungsparameter im d-variaten Fall ausgewahlt werden
koénnen. Einige davon wurden unter anderen von Duong 2004: S. 1-161 und Duong and
Hazelton 2005: S. 485-506 zusammengefasst und analysiert. SCV (Smoothed Cross Va-
lidation) ist eine der Methoden fiir die Auswahl der Glattungsparameter, die von Jones
et al. 1991: S. 1919-1932 vorgeschlagen wurde. Diese Methode kombiniert MISE (Mean
Integrated Squared Error) und AMISE (Asymptotic Mean Integrated Squared Error)'
in der zu minimierenden Zielfunktion und ist auch fiir die Schatzung der Daten mit
Duplikaten geeignet (Duong and Hazelton 2005: S. 486-489). Der nach SCV geschétzte
Glattungsparameter fiir den KDE (Formel 4.9) ist folgendermaflen definiert:

Q = argmin(SCV(B)),

wobei
1 n

n= =

n
7 =

(KE*KE*Lg*Lg—QKé*Lg*Lg+Lg*Lg)(Xi—Xj)

1j=1

1 2
B Jo K

die Zielfunktion der Methode ist, mit Kp(z) = ‘B‘%/QK (BT/Q> - die Kernfunktion zu

+

bestimmten Gliattungsparameter B, * - Zeichen fiir die Faltung und Le(-) - Pilotkern mit
Pilotbandbreitenmatrix G** (Duong and Hazelton 2005: S. 489). KDE wurde praktisch
in R umgesetzt. Die univariate KDE wurde im R-Paket “stats” (R Core Team 2017)
R-Funktion “density()” implementiert. Die d-variate KDE wurde im R-Paket “ks” (R
Core Team 2017) zusammengefasst: R-Funktion “kde()” - fiir Berechnung der d-variaten
KDE, R-Funktion “Hscv()” - fiir die Berechnung der Bandbreitenmatrix. Diese kann zur
Dichteschétzung der mit MH simulierten Parameter genutzt werden.

4.7. Erweiterungen des MH-Algorithmus

In dieser Arbeit wird der MH-Algorithmus fir zwei unbekannten Parameter (Kap. 4.3)
und die Kombination!'® von MH-Algorithmus und SA (Kap. 4.5) verglichen. Der auf
Basis der Analysen ausgewahlte Algorithmus wird im Zwei-Schritt-Bayes-Ansatz (Kap.
5) verwendet.

13N#heres zu der Konstante bei der Auswahl der Bandbreite unter der Benutzung von unterschiedlichen
Kernfunktionen siehe Hansen 2009: S. 1-24.

14Das Ziel der meisten Methoden fiir den Auswahl der Glattungsparameter ist, MISE oder AMISE zu
minimieren.

5Der Pilotkern sorgt fiir die Betrachtung der Duplikate in den Daten.

16Die Kombination von MH-Algorithmus und SA wurde vom Dahlberg 2015: S. 1-60 beschrieben.
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4.7.1. Wahl der Vorschlagsdichte und deren Parameter

Die Vorschlagsdichte spielt im MH-Algorithmus eine sehr wichtige Rolle. Zum einen
muss diese eine moglichst einfache Dichte sein, um die Anwendung einfach und leicht zu
machen. Zum anderen miissen die simulierten Werte eine gute Streuung (Vermischung)
aufweisen und die Akzeptanzrate muss hoch genug sein. In dieser Arbeit wird die Dichte
der Normal-Verteilung als Vorschlagsdichte fiir die Simulation der Lokations- und die
Dichte der Lognormal-Verteilung als Vorschlagsdichte fiir die Simulation der Skalen-
parameter der Lognormal-Verteilung benutzt!'”. Eine Moglichkeit ist, die auf die letzte
Ziehung (der aktuelle Zustand) bedingte Vorschlagsdichte zu benutzen. In diesem Fall
ist der Lokationsparameter der Normal- bzw. Lognormal-Verteilung gleich dem Wert der
letzten Ziehung q(v;]0;—1) = N(6;,_1,0) bzw. q(09;|0;—1) = LN(0;_1,0). Der Skalenpara-
meter ¢ muss hierbei so gewahlt werden, dass die Akzeptanzwahrscheinlichkeit nicht
zu niedrig ist'®. Der erweiterte MH-Algorithmus fiir zwei unbekannten Parameter und
bedingter Vorschlagsdichte ist in der Tabelle 4.4 dargestellt.

Eine weitere Moglichkeit ist, die Vorschlagsdichte unabhédngig von der letzten Ziehung
(dem aktuellen Zustand) zu machen. In diesem Fall muss die Vorschlagsdichte im Mo-
dus und Standardabweichung dhnlich der Zieldichte sein (Dahlberg 2015: S. 19). Die
Auswahl der Lokations- und Skalenparameter geschieht auf Basis von SA (Kap. 4.5)
- Bestimmung des Modus - und Berechnung der Krimmung in diesem Modus. Somit
wird die Vorschlagsdichte benutzt, die nicht vom vorherigen Wert abhéangt ¢(v;]0;,_1) =
q(¥;) = N(u,0) bzw. q(9;|0;—1) = q(9¥;) = LN (1, o).

Die Kriimmung der Zieldichte!® kann durch die negative Hesse-Matrix im gesuchten
Parameter (Modus) approximiert werden:

0’p(8]z)

k= ————"/
82eModus’

(4.13)
die fiir die Berechnung der Skalenparameter fiir die Vorschlagsdichte verwendet wird.
Bei der praktischen Berechnung der Hesse-Matrix kann das existierende R-Paket “num-
Deriv” (Gilbert, Paul and Varadhan, Ravi 2016: S. 1-12) mit der implementierten R-
Funktion “hessian()” verwendet werden, das die numerische Losung beliebiger komplexer
Funktionen erméglicht.

1"Die Vorschlagsdichte fiir die Simulation der Skalenparameter sdlog der Lognormal-Verteilung muss
auf dem positiven Bereich definiert werden, da der Skalenparameter nicht negativ werden darf. Fiir
andere Verteilungen, falls der Lokationsparameter auch nicht negativ werden darf (z.B. Weibull-
Verteilung), kann auch die Lognormal-Verteilung als Vorschlagsdichte benutzt werden. Der Algo-
rithmus muss entsprechend angepasst werden.

18EFine ausreichende Akzeptanzwahrscheinlichkeit liegt bei 10% — 40%, eine gute Akzeptanzwahrschein-
lichkeit liegt bei 40% — 80%.

97ur Vereinfachung der Berechnung und numerische Stabilitit muss die Log-Likelihood der Parameter
statt der Likelithood der Parameter benutzt werden.
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Algorithmus: MH-Algorithmus fiir zwei unbekannte Parameter
1. Initialisiere Startwerte 0 ;—oy und 605 (;—o)
entsprechend dem Definitionsbereich der Dichten 7(6;|z) und 7(6s|x)

Far:=1,..., B:

2. Generiere Vorschlagswert 1, (; aus Vorschlagsdichte ¢(v1|61,-1))
und Zufallszahl u; (; aus Gleichverteilung U(0, 1)

3. Akzeptiere ¥, (;) mit der Wahrscheinlichkeit oy ¢;y:

b — P35y, wenn uy ) < o (3)(01,i-1), V1,33))
1,(i) =

01 (i—1), sonst

. . 7T(191 (i)‘L 0 (z’—l))Q(91 (i-1) ’191 (i))
mit a1 (5 (017 i— ,1917 i ) =mwn (]_, : : : :
OFLED, TLO T(01,-1y|z, 02— 1)) q(V1,05) |01~ 1))
4. Generiere Vorschlagswert 0 ;) aus Vorschlagsdichte ¢(U2|02,-1))
und Zufallszahl us (; aus Gleichverteilung U(0, 1)
5. Akzeptiere 15 (;y mit der Wahrscheinlichkeit s (;):
V2,33, wenn ug () < g (3)(02,(i-1), Va,(1))

0 i) —
20 02 (i—1), sonst

T(Va,) |2, 01,3)) 2 (02,(i=1) | V2,4)) )

mit ag ) (02,-1), V2,)) = min (1’
(i) (02, -1), V2.0 7(Oa,i-1) )z, 01, )0 (V2,9 |02, i-1)

6. Gebe die erhaltenen Werte #; und 6, zurtick
Bemerkung: 0, ;1) im Schritt 3. und 6, ;) im Schritt 5. werden als
feste bekannte Groflen angenommen.

Tabelle 4.4.: Tab. MH-Algorithmus fiir zwei unbekannte Parameter®.

Die Kriimmung des Graphen einer flachen Funktion im Punkt x ist gegeben durch:

/" ()|
(1+ (f(@)?)?

mit f'(z) und f”(z) - die erste und die zweite Ableitung im Punkt z. Die laut Formel 4.14

ausgerechnete Kriitmmung der Normal-Verteilung im Modus-Punkt (z = p) ist gegeben
als?!:

k(x) =

(4.14)

kin () = 03\1/%'

Die laut Formel 4.14 ausgerechnete Kriimmung der Lognormal-Verteilung im Modus-

(4.15)

20Der erweiterte Algorithmus wurde auf Basis Dahlberg 2015: S. 19 ermittelt.
21Herleitung siche Anh. A.2.1.
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Punkt (z = exp(p — 0?)) ist gegeben als®?:

exp(3)
ki (eap(p = 02)) - Modu53023\/27r'

(4.16)

Die Auflésung der Formeln 4.15 und 4.16 nach o ergibt die gesuchten Skalenparameter
der Normal- bzw. Lognormal-Verteilung in Abhéngigkeit von der Kriimmung?:

1 \s
oN = <W> (4.17)

und

1
exp(z) )’
=| —= . 4.18
LN (kModus?’ V2m (4.18)

Der um die SA und die Berechnung der Kriitmmung erweiterte MH-Algorithmus?* ist in
der Tabelle 4.5 dargestellt.

22Herleitung siehe Anh. A.2.2.
23Die Subskripte N und LN stehen fiir Normal- und Lognormal-Verteilung.
24Hierbei wird der MH-Algorithmus fiir zwei unbekannte Parameter 4.4 benutzt.
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Algorithmus: MH-SA-Algorithmus fiir zwei unbekannte Parameter
1. Initialisiere Startwerte 0 (;—p) und 0y (;—o)

Fari=1,..., B:

2. Optimiere die Zielfunktion 7(0; ;)|x, 02,i-1)) bzgl. ersten Parameter 0, (;
mit SA-Algorithmus (Tabelle 4.3) und nutze den optimalen Wert my,
als Modus fiir die Vorschlagsdichte

3. Berechne die Kritmmung der Zieldichte (Formel 4.13) im Punkt 77,

)

und die dazugehorige Standardabweichung sAdgL « fur die Vorschlagsdichte
4. Generiere den Vorschlagswert v ;) aus Vorschlagsdichte q(;[rg, 0 sAdgl’(i))
und Zufallszahl uy (; aus Gleichverteilung U(0, 1)
5. Akzeptiere 9 (;) mit der Wahrscheinlichkeit o ;y:

0. Y1,y wenn uy () < a, ) (01,3-1), V1,6))
L) 01,(i—1), sonst

T(V1,)|2, 02,-1))q(01,(i-1)| 0, ;) 5o, ;) ))

mit o () (61,6-1), Y1,6)) = min (L - =
(01 (i-1) |, O2,-1))g(V1, 3y [ g, ) 5o, (,))
6. Optimiere die Zielfunktion 7 (s, |z, 01,;)) bzgl. zweiten Parameter 05 ;)
mit SA-Algorithmus (Tabelle 4.3) und nutze den optimalen Wert g, ,
als Modus fiir die Vorschlagsdichte
7. Berechne die Kriimmung der Zieldichte (Formel 4.13) im Punkt g,

)

und die dazugehorige Standardabweichung sAdgz « fur die Vorschlagsdichte
8. Generiere den Vorschlagswert i, ;) aus Vorschlagsdichte g(d2|rig, e sAng (i))
und Zufallszahl u, (;y aus Gleichverteilung U(0, 1)
9. Akzeptiere 9, (;y mit der Wahrscheinlichkeit o (;):
V2,33, Wenn ug () < g 3)(02,i-1), Va,31))

9 i) —
2(0) B, (i—1), sonst

7T<1927(i) |£7 91,(1‘))([(92,(1‘—1) |m92,(i) ) SdGQ,(i) ) )

mit 0427(1-)(927@_1), 1927@)) = min (1, N =
T(0a,i-1) |, 01,(i)) q(D2, 3y [ 720, ) 5o, ;)

10. Gebe die erhaltenen Werte #; und 6, zurtick

Bemerkung: 0 ;_;) im Schritt 2. und 5. und 6, ;) im Schritt 6. und 9.
werden als feste bekannte Grofien angenommen.

7T(917 92|£) = 7T(91|L 92,fest) = 77(92|L 91,fest)

Tabelle 4.5.: MH-SA-Algorithmus fiir zwei unbekannte Parameter.

Der MH-Algorithmus fiir zwei unbekannte Parameter (Tabelle 4.4) wurde hierbei als Basis-

Algorithmus genommen.
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4.7.2. MH- und MH-SA-Algorithmus im Vergleich

Um beide Algorithmen (MH- und MH-SA-Algorithmus) zu vergleichen, wurden die Da-
ten aus der Lognormal-Verteilung mit den wahren Parametern meanlog = 16.2 und
sdlog = 0.96 simuliert (seed = 5728). Die empirischen Parameter der Stichprobe sind
meanlog = 16.14274 und sdlog = 0.91307. Fir die Ubersichtlichkeit wurde eine kon-
stante a priori gleich Eins als gemeinsame a priori fiir beide Parameter angenommen.
Das Ziel war, die Parameter aus der gemeinsamen a posteriori zu ziehen. In der Abb.
4.1 und Abb. 4.2 sind Simulationen des Parameters meanlog der Lognormal-Verteilung
mit MH- (Abb. 4.1) und MH-SA-Algorithmus (Abb. 4.2) dargestellt. Jeweils oben links
ist die simulierte Markov-Kette fiir 1250 Iterationen abgebildet. In beiden Féllen kon-
vergiert der Mittelwert der Markov-Kette gegen den empirischen Parameter. Jeweils in
der unteren Zeile der Abb. 4.1 und Abb. 4.2 sind die Histogramme fiir alle (unten links)
und letzte 1000 (unten rechts) Iterationen dargestellt.

MH meanlog
17.0 —
—— meanlog empirisch: 16.14274
(@] —— Mittelwert mh mit burnin: 16.14265
O 165 —— Mittelwert mh ohne burnin: 16.15203
% —— meanlog wahr: 16.2
(3] = burnin: 250
€ 160 Iterationen: 1250
MH-Algorithmus Dauer: 0.09 Min.
155 —
0 200 400 600 800 1000 1200
Iteration
Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin

8 — 8 —
w w

6 6
[a) ()
< <
g 7 g
S S
— 2 - — 2 -
o @]

o - 0 -

T l T l
155 16.0 16.5 17.0 155 16.0 165 17.0
meanlog meanlog

Abbildung 4.1.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 1250 Iterationen betragt 0.09 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fir 1250 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fiir letzte 1000 Iterationen mit KDE (un-
ten rechts).
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MH-SA meanlog

17.0 -
—— meanlog empirisch: 16.14274
(@] —— Mittelwert mh sa mit burnin: 16.15437
LD 165 —— Mittelwert mh sa ohne burnin: 16.15761
% —— meanlog wahr: 16.2
Q i ! | WIS —— burnin: 250
€ 160 Iterationen: 1250
MH-SA-Algorithmus Dauer: 75.91 Min.
155
T T T T T T T
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155 16.0 16.5 17.0 155 16.0 165 17.0
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Abbildung 4.2.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1250 Iterationen betragt 75.91
Minuten = 1.27 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
1250 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fir letzte 1000
Iterationen mit KDE (unten rechts).

Aus den Histogrammen ist die bessere Stabilitdt und Approximation des MH-SA- im
Vergleich zu MH-Algorithmus erkennbar. Allerdings dauert der MH-SA- bei gleicher
Anzahl der Iterationen ca. 850 Mal langer als der MH-Algorithmus (Iterationen: 1250,
MH: 0.09 Minuten, MH-SA: 75.91 Minuten). Dies ist durch die Optimierung (SA) in
jeder Iteration fir jeden Parameter erklarbar. Mit einer wachsenden Anzahl der Itera-
tionen werden simulierte Verteilungen mit beiden Algorithmen immer &hnlicher und der
Unterschied in den Laufzeiten immer grofler. Fiir die ausreichende Anzahl der Itera-
tionen?® (ca. 3000 Iterationen) liefern beide Algorithmen dhnliche Ergebnisse, d.h. der
MH-Algorithmus ist aus Sicht der Laufzeiten fiir die praktische Umsetzung attraktiver.

26F{ir Ergebnisse beider Algorithmen fiir beide Parameter der Lognormal-Verteilung mit unterschied-
licher Anzahl der Iterationen siehe Anh. A.3.
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Autokorrelation MH ohne burnin, Iterationen: 1000

meanlog sdlog
1.0 Akzeptanzrate: 0.722 1.0 Akzeptanzrate: 0.678
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, Iterationen: 1000
meanlog sdlog
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Abbildung 4.3.: Die Autokorrelation der mit MH- (obere Zeile) und mit MH-
SA-Algorithmus (untere Zeile) simulierten meanlog und sdlog der
Lognormal-Verteilung. Iterationen: 1000.
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Ein weiterer wichtiger Punkt beim Vergleich der beiden Algorithmen ist die Autokorre-
lation der simulierten Markov-Kette. Da die Parameter in Bayes-Ansétzen als Zufallsva-
riablen betrachtet werden und die Annahme einer unabhéngigen identischen Verteilung
(© idid) getroffen wird, muss bei der Simulation idealerweise keine Autokorrelation auf-
treten.

In Abb. 4.3 ist die Autokorrelation der zwei mit beiden Algorithmen simulierten Para-
metern abgebildet. Eine Langsam abnehmende Autokorrelationsfunktion bedeutet, dass
der Algorithmus eine niedrige Streuung (Vermischung) hat und dass nicht nur die nach-
einander gezogenen Werte sondern auch die weiter in der Vergangenheit (Lag grofler
Eins) gezogenen Werte miteinander korrelieren. Die Autokorrelationsfunktion des MH-
SA-Algorithmus fir beide Parameter (Abb. 4.3, untere Zeile) nimmt viel schneller ab
als die Autokorrelationsfunktion des MH-Algorithmus (Abb. 4.3, obere Zeile). Die Ak-
zeptanzrate des MH-SA-Algorithmus (meanlog : 0.803 und sdlog : 0.559) fiir beide
Parameter liegt etwa im gleichen Bereich wie die Akzeptanzrate des MH-Algorithmus
(meanlog : 0.722 und sdlog : 0.678). Das bedeutet, dass der MH-SA-Algorithmus
aus Sicht der Unabhéngigkeit der Ziehungen und Vermischung besser ist als der MH-
Algorithmus.

Autokorrelation MH ohne burnin, thin = 3, Iterationen: 1000

meanlog sdlog

1.0 Akzeptanzrate: 0.722 1.0 Akzeptanzrate: 0.678

0.8 — 0.8 —

0.6 —

0.6 —

0.4 —

0.4 —

0.2 —

Autokorrelationsfunktion
Autokorrelationsfunktion

‘W'\H“ Il T

-0.2 — -0.2 —

Abbildung 4.4.: Die Autokorrelation der mit MH-Algorithmus simulierten und
verdiinnten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
1000. Verdiinnungsfaktor ist gleich drei (thin = 3).

Es gibt die Moglichkeit, das Problem der Abhéngigkeit der simulierten Werten zu ver-

bessern. Die simulierte Markov-Kette kann hierzu verdiinnt werden. D.h. fiir weitere
Analysen werden nicht alle gezogene Werte sondern z. B. jeder zweite, dritte, usw. Wert
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betrachtet. Je langsamer die Autokorrelationsfunktion abnimmt, desto gréfier muss der
Verdiinnungsfaktor gewahlt werden. Das Verhalten der Autokorrelationsfunktion héngt
von der Stichprobe ab, was auch nachteilig bei der praktischen Anwendung ist. Somit
muss jedes Mal untersucht und analysiert werden, wie die Markov-Kette zu verdiinnen
ist. In der Abb. 4.4 ist die Autokorrelation der verdinnten Markov-Kette mit MH-
Algorithmus simulierten Parameter dargestellt. Hierbei wird jeder dritte Wert (thin = 3)
betrachtet. Aus der Grafik ist zu erkennen, dass die Autokorrelationsfunktion in diesem
Fall viel schneller abféllt als bei der nicht verdiinnten Markov-Kette.

In dieser Arbeit wird der MH-Algorithmus fiir die praktische Umsetzung des reinen
Bayes-Ansatzes in der OpRisk-Messung (Kap. 5.1.3) verwendet. Hierbei wird in jedem
weiteren Schritt die verdinnte Markov-Kette (thin = 3, thin = 5 und thin = 7) ver-
wendet.
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5. Der reine Bayes-Ansatz in der OpRisk-Messung

Der reine Bayes-Ansatz basiert auf der Szenario-Analyse und der Einbeziehung von ex-
ternen Daten. Szenarien sind die hypothetischen Realisationen der spezifischen Risiken in
einer Bank unter bestimmten Umsténden. Szenarien werden von Experten festgelegt. Die
Experten duflern die Meinungen iiber potentielle Verluste und dazu korrespondierende
Wahrscheinlichkeiten im jeweiligen Segment, z. B. die Meinungen iiber Verteilungsfami-
lie, Verteilungsparameter, Anzahl der Verluste im bestimmten Héhenbereich, Quantile
der Verlustverteilung und gesamte Haufigkeit, etc. Der reine Bayes-Ansatz kann ver-
wendet werden, um die Parameter der Haufigkeits- und Hohenverteilung der Verluste zu
schiatzen. In diesem Fall konnen die Expertenmeinungen fiir die Schatzung der Parame-
terverteilung vor der Beobachtung der Daten (a priori) genutzt werden. Diese werden
mit der Likelihood der beobachteten Daten kombiniert, daraus die Parameterverteilung
nach der Beobachtung der Daten (a posteriori) geschétzt und anschliefend die Vorher-
sageverteilung bestimmt.

Der reine Bayes-Ansatz ermoglicht es, auf drei unterschiedliche Weisen die Daten zu kom-
binieren: die Kombination der internen mit den externen Verlustdaten, die Kombination
der internen Verlustdaten mit den Szenarien und die Kombination aller drei Quellen. Da-
bei ist es moglich, sowohl die Schadenhohen- als auch Schadenhaufigkeitsverteilung auf
Basis des reinen Bayes-Ansatzes zu schitzen. Da das Ziel der OpRisk-Messung ist, die
Vorhersage fiir die interne Verlustverteilung zu modellieren, kann es fachlich sinnvoller
sein, die Haufigkeitsverteilung nur auf Basis der internen Daten zu schéatzen.

Das mathematische Konstrukt zur Kombination der internen mit den externen Verlust-
daten und der internen Verlustdaten mit den Szenarien ist identisch. Dabei wird die
Likelihood der internen Verluste mit der a priori kombiniert, die auf Basis der externen
Daten oder Szenarien geschatzt werden kann. Hierbei kann die Parameterverteilung von
Experten festgelegt werden (z. B. die konjugierte! Verteilung) und die Hyperparameter?
kénnen aus externen Daten bzw. Szenarien ermittelt werden.

Sobald die externen Verlustdaten zur Analyse herangezogen werden, kann der reine
Bayes-Ansatz im Zwei-Schritt-Verfahren realisiert werden (Tabelle 5.1). Dieses Verfahren
wurde vom Hassani and Renaudin 2013: S. 7-8 beschrieben und ist in der Literatur als
Two-Step Bayes Approach oder Cascade Bayesian Approach bekannt. Im ersten Schritt
wird die a posteriori aus externen Verlustdaten ermittelt: Likelihood der externen Daten
mit a priori kombiniert. Diese a posteriori aus Schritt 1 wird als a priori in Schritt 2
verwendet.

!Siehe Def. 1.
2Parameter der a priori Verteilung.
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Kombination von mehreren Datenquellen in zwei Schritten
Schritt 1: py(0]108Sest) X f(10SSert|0)po(0)
Schritt 2: py(0|lossine) X f(1055i:|0)p1(0|l055ct) = f(l055:m:]0)p1(0)

Tabelle 5.1.: Zwei-Schritt-Bayes-Verfahren.

Wenn keine Vorinformationen iiber die Verteilung der Hyperparameter der externen
Daten vorliegen, kann die Jeffreys a priori (uninformative a priori) po(€) = ps(0) ver-
wendet werden. Diese Art von a priori Information wurde von Jeffreys 1946: S. 453-461
vorgeschlagen. Jeffreys a priori ist proportional zu der Wurzel aus der Determinante der
Fisher-Information?:

2

pa(0) = \Jdet(1(9)) - Jdet (-2 Fgteatr@) ) 6.1

2

mit det(1(0)) = det (—E 58

(Vgl. Schmid and Happ 2017: S. 16-17).

An diesem Punkt konnen alternativ die Szenarien po(f) = ps.(€) herangezogen wer-
den. Somit kann das Zwei-Schritt-Bayes-Verfahren zur Kombination von zwei (interne
und externe Verlustdaten) als auch von drei (interne und externe Verlustdaten sowie
Szenarien) Datenquellen verwendet werden.

log(f (a:]@)))) - Determinante aus Fisher-Information

5.1. Kombination von zwei Datenquellen

In diesem Abschnitt wird aufgezeigt, wie zwei Datenquellen kombiniert werden kénnen.
Als Beispiel wird hier die Kombination der internen und externen Verlustdaten darge-
stellt. Ersetzt man die externen Daten durch Szenarien, bekommt man den Ansatz zur
Kombination der internen Verlustdaten mit den Szenarien.

5.1.1. Schatzung der Schadenhaufigkeitsverteilung

Das Ziel der OpRisk-Messung ist es, die Vorhersage fiir interne Verlustverteilung zu mo-
dellieren. Deswegen kann es fachlich viel sinnvoller sein, die Haufigkeitsverteilung nur
auf Basis der internen Daten zu schétzen. Das Eintreten der Schéden héngt von un-
terschiedlichen Faktoren (z.B. der Grofle der Bank, etc.) ab, so dass der Einfluss bzw.
Nicht-Einfluss dieser Faktoren dabei berticksichtigt werden muss. Aus diesem Grund
muss vorher klargestellt und bestimmt werden, ob die externen Informationen tiber die
Haufigkeitsverteilung mitberticksichtigt werden sollen und damit die Verteilung basie-
rend auf der gesamten Situation in der Bankenbranche geschétzt oder die Verteilung fiir
interne Zwecke vorhergesagt und die interne Situation beurteilt werden soll.

3Die Fisher-Information beschreibt, wie viel Information {iber den Parameter in der Stichprobe zu
erwarten ist. Benannt nach dem Statistiker Ronald Fisher.
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Ofters werden fiir die Modellierung des Schadenseintritts die Poisson-* oder die nega-

tive Binomial-Verteilung® angenommen. Im Folgendem wird anhand des Beispiels der
Poisson-Verteilung prasentiert, wie die internen und externen Daten bzw. interne Ver-
lustdaten und Szenarien kombiniert werden koénnen. Solche Anwendung zeigen unter
anderen Cruz et al. 2015: S. 593-597.

Poisson-, Gamma-Verteilung

Zu betrachten sind die Anzahl der eingetretenen Schiden N = (N, ..., Nr) iber die
letzten T Jahre. Die Anzahl der eingetretenen Schiden Np,; fiir das nachste Jahr T+
1 muss modelliert werden. Es wird angenommen, dass die Anzahl der eingetretenen
Schéden einer Poisson-Verteilung N ~ Pois(\), A > 0 folgt mit der Dichte:

n

F(n]\) = P(N, = |0y = \) = 2,6& n e N, (5.2)

Der einzige Parameter § = X ist unbekannt und nach Bayes-Ansatz ist die Zufallsvariable
O, zu modellieren. Bei der Modellierung miissen folgende Annahmen getroffen werden:

e Die Daten N und N, sind bedingt unabhéngig (gegeben Parameter ©).
e Die Daten Ny, ..., Ny, Nry1 gegeben Parameter ©, = A sind iid.

e Die a priori Verteilung von O, ist die Gamma-Verteilung® ©, ~ G(a,3), mit
a > 0 - der Formparameter, 3 > 0 - der inverse’” Skalenparameter.

Die a priori Dichte ist folgendermaflen definiert:

p(Na, B) = FB(Z))\alexp(—ﬁx\), A0 (5.3)

mit ['(-) - Gammafunktion. Die a posteriori (Formel 3.3) ist fiir die Poisson-Verteilung
(Likelihood) und die konjugierten Gamma-Verteilung (a priori) folgendermafien defi-
niert:

(6% T ne
An) o A Lexp(—BA exp(—A
p(Aln) (@) p(—8 )t:H1 5 p(=N)
bzgl.\ 1 T
&7 N lexp(—BA) [ A exp(—A)
=1

= /\o‘_lexp(—ﬁ)\))\thzl"texp(—T)\)

4Informationen zur Poisson-Verteilung siehe Anh. A.5.5.

SInformationen zur negativen Binomial-Verteilung siehe Anh. A.5.7.

6Die Gamma-Verteilung ist die zur Poisson-Verteilung konjugierte a priori Verteilung. Informationen
zu konjugierten a priori Verteilungen siehe Anh. A.4. Informationen zur Gamma-Verteilung siehe
Anh. A.5.6.

"Der inverse Skalenparameter ist definiert als %
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= A legp(— A (B 4+ T)), (5.4)

mit I'(-) - Gammafunktion. Die a posteriori ist proportional zu dem Kern einer Gamma-
Verteilung (Formel 5.4): ©) 4 posteriori ~ G(d,@), wobei & = a + Y/, n; und B =
g+ T die a posteriori Hyperparameter sind (& - der Formparameter, 3 - der inverse
Skalenparameter®).

Die bedingte Dichte der zukiinftigen Beobachtung (Formel 3.4) ist demzufolge die Dichte
der negativen Binomial-Verteilung®:

flmln) = P(Nriy = mlN =) = [ fm\)p(\n)dA

A s 5
_ / = reap(—=)) Fﬁ(d>)\°‘_1exp(—6)\)d)\

(") (1%)&(1‘ )

m -+ &neu -1 5 A >
= neu Gneu 1 - Mneu m) 55
(7 0 ) 1 ) 55
mit e, = @ - der Formparameter und Bneu =7 f 3 der Skalenparameter der negativen

Binomial-Verteilung.

Die erwartete Anzahl der Verluste im folgenden Jahr ergibt sich als gewichtete Summe
der MLE fiir Parameter \ aus den internen Daten und dem Schétzer aus der a priori
Verteilung:

E(NT+1) - W/\MLE + (]- - w>/\a priori » (56)

1
mit A\yrg = T Zthl Nintt - der MLE fiir Parameter A aus den beobachteten internen
Daten, A\, priori = & _ E(X), X ~ G(a, ) - die Schiatzung fiir Parameter A aus der a

B

T
priori auf Basis von externen Daten bzw. Szenarien, w = 31T w € [0,1] - das Ge-

wicht zur Kombination der beiden Schéatzer, a und 3 - die Hyperparameter der a priori
Gamma-Verteilung, 7' - Anzahl der Jahre (Zeitperioden) in historisch beobachteten Da-
ten.

Die Hyperparameter o und § koénnen von Experten festgelegt (Szenarien) oder aus
externen Daten geschatzt werden. Shevchenko and Wiithrich 2006: S. 12-14 beschrei-
ben, wie die Hyperparameter o und 3 auf Basis von Expertenmeinungen geschétzt wer-
den koénnen. Die beste Schiatzung fiir die erwartete Anzahl der Verluste ist gegeben als
E(E(N|))). Die erwartete Anzahl der Verluste fiir die Poisson-verteilte Zufallsvariable

8Der a posteriori inverse Skalenparameter ist definiert als % Der a posteriori nicht inverse Skalenpa-

. . 1 _ 1 _ 5 . . .
rameter ist damit 157 = T~ 9T mit B - der nicht inverse Skalenparameter.

9Zur Herleitung der Formel siehe Anh. A.7 Formel A.3
10Zur Herleitung der Formel sieche Anh. A.7 Formel A.4.
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ist A und der Erwartungswert der Gamma-verteilen Zufallsvariable ist 2!, Folglich gilt
E(E(N[X)) = E(A) = §. Der Experte kann E(X) (z.B. E(A) = 0.5) und die Unsicher-
heit tiber den wahren Parameter \ spezifizieren, indem die Wahrscheinlichkeit p (z. B.

p= %) angegeben wird, mit der der wahre Wert in einem Intervall zwischen 2 Werten a
und b (z.B. a = 0.25,b = 0.75) liegt:

b
Pla<A<b)=p= /a P(Aa, B)dA = Faa) (b) = Faas(a), (5.7)

wobei
(e}

Fotan(®) = [ Fray™ ern(=fa)dz (5.8)

die Verteilungsfunktion der Gamma-Verteilung ist. Die Formel 5.7 kann unter Verwen-
dung von Formel 5.8 und der Nebenbedingung E(A) = § numerisch geldst (optimiert)
und die Parameter a und /3 kénnen folglich bestimmt werden. Fiir die numerische Losung
des nicht linearen Gleichungssystems kann das R-Paket “nlegslv” (Hasselman 2018: S.
1-19) mit der implementierten R-Funktion “nlegslv()” verwendet werden. Neben der Op-
timierung besteht noch eine Moglichkeit, die Parameter zu bestimmen, wenn neben dem

E(\) der Variationskoeffizient Vco(\) von Experten geschitzt wurde:

Vool Var(X) .
CO( ) = W ( . )
Unter den Nebenbedingungen
B =% und Veo(h) = — (5.10)
= —1u = — .
B NG

lassen sich die Parameter leicht berechnen.

Alternativ kénnen die Hyperparameter aus externen Daten geschéitzt werden. Die Pa-
rameterverteilung kann wiederum anhand des Bayes-Ansatzes ermittelt werden. Da wir
iiber keine andere a priori Informationen verfiigen, kann hierbei Jeffreys a priori ver-
wendet werden. Unter Verwendung der Formel 5.1 kann Jeffreys a priori fiir die Poisson-

Verteilung berechnet werden'?:
1

ps(A) x %
Die a posteriori Verteilung aus externen Daten (Schritt 1, Tabelle 5.1) unter Ver-
wendung der Formel 5.11 ist die Gamma-Verteilung mit neuen Parametern's: O ext ~
G(exts Pext), WObEL (regy = §+Zf;ﬁt Negtt = %+nezt und Bey = Th.pe - die a posteriori Hy-
perparameter der Gamma-Verteilung sind. Diese Verteilung bzw. die Hyperparameter
kénnen als a priori Information bei der Schitzung aus internen Daten genutzt wer-
den. Somit ist die a posteriori Verteilung aus internen Verlustdaten (Schritt 2, Tabelle

(5.11)

113 ist der inverse Skalenparameter.
127Zur Herleitung der Formel siehe Anh. A.6 Formel A.1.
13Die Herleitung siche Anh. A.6 Formel A.2.
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5.1) unter Verwendung von Formel 5.4 die Gamma-Verteilung mit neuen Hyperpara-
metern: @)\,int ~ G(aintaﬁint>, wobei Qint = Qlegt + Zf;nlt Nint,t = % + Neat + Nint und
Bint = Beat + Tint = Togr + Ty - die a posteriori Hyperparameter der internen Daten
sind.

Vergleich der Schatzungen

Um zu entscheiden, wie der Parameter A der Poisson-Verteilung zu schétzen ist, wurden
die Analysen auf simulierten Daten durchgefiihrt, die die Realitat und Problemstellen der
OpRisk-Messung moglichst genau abbilden. Die wahren Parameter sind in der Tabelle
5.2 dargestellt.

Die wahren Parameter fiir die Simulation der Daten
Poisson-Verteilung (lambda)

Aint  0.86
/\ezt 6
Lognormal-Verteilung (meanlog, sdlog)
Mint  16.5
o 141
fezt 16.2
Oext 0.96

Tabelle 5.2.: Die wahren Parameter fiir die Simulation der Daten.

Die Haufigkeiten wurden jeweils aus der Poisson-Verteilung gezogen. Zu den existieren-
den Hiufigkeiten wurden die Verluste aus der Lognormal-Verteilung simuliert!®. Neben
dem MLE aus internen Daten wurden Schétzer nach Bayes-Ansatz aus internen (Ein-
Schritt-Verfahren'®), aus externen (Zwei-Schritt-Verfahren) Daten und aus Expertenmei-
nungen (Zwei-Schritt-Verfahren) ermittelt. Hierbei wurden Parameter jeweils aus der a
posteriori Verteilung und aus der Verteilung fiir die zukinftige Beobachtung (zukiinftig)
ermittelt. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 5.3 dargestellt.

Der MLE aus den internen Daten (S\mt MLE: a posteriori = 0.66, zukinftig = 0.66) und
der Schétzer nach Bayes-Ansatz nur aus internen Daten (S\W Bayes-Ansatz: a posteriori
= 0.674, zukiinftig = 0.66) sind identisch und néhern sich eher dem wahren Parameter
der internen (\;,; wahr = 0.86) als der externen Daten (A.;; wahr = 6). Die Schéatzer
nach Bayes-Ansatz aus den externen Daten unterscheiden sich grundlegend (:\m Bayes-
Ansatz: a posteriori = 6.199, zukiinftig = 3.165). Beide Schatzer sind deutlich grofier
als der wahre Wert der internen Daten. Der Schéitzer aus der a posteriori Verteilung
nahert sich dem wahren Parameter der externen Daten und ist grofler als der Schéatzer
aus der Verteilung fiir die zukiinftige Beobachtung. Es ist durch die Anzahl der exter-
nen Schadensfélle erklarbar, die im ersten Fall in den Schétzer direkt einflieBen und im

143, .+ ist der inverse Skalenparameter. Der nicht inverse Skalenparameter ist somit
15Um die Simulation nachvollziehen zu kénnen, wurde seed = 5728 gewihlt.
16Hierbei werden die Likelihood der internen Daten und die Jeffrey’s a priori benutzt.

1
Teat+Tint
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Vergleich der Schitzungen: Parameter lambda der Poisson-Verteilung

Aint Wahr 0.86
Aegt Wahr 6
j\mt MLE a posteriori 0.66
Aint MLE zukiinftig 0.66
S\im Bayes-Ansatz a posteriori 0.674
S\im Bayes-Ansatz zukinftig 0.66
S\mt Bayes-Ansatz a posteriori 6.199
S\mt Bayes-Ansatz zukiinftig 3.165
b\ Experten €TWartet 1 0.86
Wahrscheinlichkeit fir erwartetes Z\Emm 1 1
untere Grenze fiir erwartetes S\Expemn 1 0.795
obere Grenze fiir erwartetes S\Expe,.ten 1 0.925
b\ Experten Bayes-Ansatz a posteriori 1 1.314
b\ Experten Dayes-Ansatz zukiinftig 1 0.797
S\Expe,.ten erwartet 2 1.2
Wahrscheinlichkeit flr erwartetes XExpeTten 2 0.65
untere Grenze fiir erwartetes S\Expe,.ten 2 0.655
obere Grenze fiir erwartetes S\Expe'rten 2 1.745
A Experten Bayes-Ansatz a posteriori 2 9.12
A Experten Dayes-Ansatz zukinftig 2 0.692

Tabelle 5.3.: Poisson-, Gamma-Verteilung. Vergleich der Schétzer.

zweiten Fall wegen der Gewichtung einen kleineren Einfluss auf die Schatzung haben.
Um die externen Daten fiir die Bestimmung der Schadenhéufigkeitsverteilung sinnvoll
heranziehen zu kénnen, muss hierbei z. B. die mittlere Anzahl der Schadensfélle in einer
Bank ermittelt oder der geschatzte Parameter entsprechend skaliert werden. Experten-
meinungen verbessern die Schétzung (:\Experten Bayes-Ansatz: a posteriori 1 = 1.314
zukunftig 1 = 0.797), sobald die Genauigkeit der erwarteten Parameter hoch ist: der
erwartete Parameter (XExperten erwartet 1 = 0.86) liegt mit hoher Wahrscheinlichkeit
(Wahrscheinlichkeit fir erwartetes A Experten 1 = 1) im sehr engen Bereich ([untere Gren-
ze 1, obere Grenze 1] = [0.795, 0.925]). Je schlechter die Vorhersage der Experten ist,
desto schlechter wird der Schétzer.

Das Ziel der OpRisk-Messung ist, vor allem die interne Situation abzuschitzen und
die internen Verluste vorherzusagen. Aus diesem Grund ist es sinnvoller, die Scha-
denshéufigkeits-verteilung aus internen Daten zu schétzen. Weiterhin wird in dieser Ar-
beit der MLE aus internen Daten fiir die Schadenshéufigkeitsverteilung benutzt.
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5.1.2. Schatzung der Schadenhohenverteilung unter Verwendung der
analytischen Herleitung

Wie schon in Kap. 1 erwahnt wurde, werden rechtsschiefe Heavy-tailed-Verteilungen fiir
die Schatzung der Schadenhohen im tail-Bereich verwendet. Solche sind beispielsweise
unter anderen die Lognormal-, Loggamma- und Weibull-Verteilung. Die Datenverteilung
kann auf Basis des statistischen Anpassungstests'” ausgewihlt werden. Im Folgenden
wird am Beispiel der Lognormal-Verteilung dargestellt, wie die internen Verlustdaten
mit den externen Daten bzw. mit den Szenarien kombiniert werden konnen.

Lognormal-, Normal-, skalierte inverse Chi-Quadrat-Verteilung

Die Modellierung der Verlustverteilung mit der Lognormal-Verteilung kann unterschied-
lich ausfallen. Dies héngt von den Modellannahmen ab, die getroffen werden: ob die
beiden Parameter pu und o? unbekannt sind oder einer der beiden Parametern be-
kannt ist und als eine Konstante betrachtet wird. Ebenso spielt die Unabhéngigkeit
bzw. Abhéngigkeit der beiden Parameter eine grofie Rolle.

Fir die Ausgangssituation kénnen die folgenden Annahmen tiber die Parameter p und
o? der Lognormal-Verteilung getroffen werden:

e Die Daten Loss und Loss, 1 sind bedingt unabhéngig (gegeben Parameter ).

e Die Daten Lossy, ..., Loss,, Loss, 1 gegeben Parameter ©, = pund 6,2 = o2 sind
iid.

e Die bedingte a priori Verteilung von ©,,2 ist die Normal-Verteilung'® ©,,2 ~
N(po, %2), mit jg - der Erwartungswert, %2 - die Varianz.

e Die marginale a priori Verteilung von ©,: ist die skalierte inverse Chi-Quadrat-
Verteilung!® ©,2 ~ scaledIx*(v,7%), mit v > 0 - die Freiheitsgrade, 72 > 0 - der
Skalenparameter.

e Die Parameter sind abhéingig und es gilt fiir die a priori : p(u, o?) = p(u|o?)p(c?).

Shevchenko and Wiithrich 2006: S. 24-25 beschreiben die Modellierung der Verlustvertei-
lung mithilfe der Lognormal-Verteilung mit zwei unbekannten abhéngigen Parametern.
Die bedingte und marginale®® a priori Dichten der Parameter sind entsprechend:

o’ 1 1 — po)?
p(ulo?®) = p(ulpo, E) = —exp (—[2020] , ER, (5.12)
1/271'? ?

177. B. Anderson-Darling-, Kolmogorov-Smirnov-Test, etc.

18F{ir Informationen zur Normal-Verteilung sieche Anh. A.5.2.

9F{ir Informationen zur skalierten inversen Chi-Quadrat-Verteilung siche Anh. A.5.4.

20Die Formel 5.13 ist die umgeschriebene Formel der Dichte der skalierten inversen Chi-Quadrat-
Verteilung A.5.4.
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273 o? ~(1+3) vr?
2y _ 2 2y _ 2
p(o”) = plo”|y,77) = (2o <V7'2> cap| =53] 0 > 0. (5.13)
Die gemeinsame a priori laut Bayes-Regel p(u,0?) = p(plo?)p(a?) ist die Mischver-
teilung aus der Normal- und der skalierten inversen Chi-Quadrat-Verteilung mit dem
Kern?!: ]
_val_

p(p, 0?) o< (6?)" 2 “texp (_202(¢[M — pio)® + 1/72)) . (5.14)
Diese ist die zur Lognormal-Verteilung konjugierte a priori Verteilung. Die a posteriori
(Formel 3.3) ist fiir diesen Fall folgendermaBen definiert®?:

_ Vneut+l

1
p(,u, O'Qlw) X (0‘2) 2 1€£Ep (_W (¢neu [;u - ,UO,neu]2 + (VTQ)neu)) y (515)

mit neuen a posteriori Parametern der Mischverteilung:

Vnew = V + 1,

2
nloss + (;5,u0)
VT ) pew = VneuT2or = VT2 4+ du2 + nloss? — ( ,
( ) neu ngO ¢ +n
7_2 — (VTQ)neu7
_ nloss + gug
:u(),neu - gb +n )
¢neu - ¢ +n,

loss = + 31 log(loss;),

loss®> = =371 log®(loss;).

Die Hyperparameter pg, ¢, v, 72 kénnen auf Basis von Expertenmeinungen (Szenarien)
oder aus externen Daten ermittelt werden. Cruz et al. 2015: S. 599-601 beschreiben die
Schétzung der Hyperparameter auf Basis von Expertenmeinungen. Dieses Vorgehen ist
der in Kap. 5.1.1 beschriebenen Moglichkeit dhnlich.

Das ¢—Quantil der Lognormal-verteilten Zufallsvariable ist folgendermafien definiert:

QLOSSNLN(M,02)<Q) = 637]7(@“ + GJZq)a (516)

mit Z, = ®7*(q) - das ¢—Quantil der Standard-Normal-Verteilung. Unter Verwendung
von Formel 5.16 kann die Zufallsvariable ©, durch das Verhéltnis von zwei Quantilen

dargestellt werden:
_ lOg (QLOSS(QZ)/QLOSS(Ql))
Z Q@2 Zlh
Unter Verwendung von Expertenmeinungen iiber den E(log (Qross(q2)/@Loss(q1))) und
Pla < (QrLoss(q2)/Qross(q1)) < b) kann die a priori fiir ©, geschitzt werden?*. Wenn die
21Die Herleitung der Formel siche Anh. A.8 Formel A.5.

22Die Herleitung der Formel siehe Anh. A.8 Formel A.6
23Die Hyperparameter v und 72 konnen hierbei numerisch bestimmt werden.

O,

. (5.17)
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ermittelte Varianz o? als bekannte Konstante betrachtet wird, kann die a priori fir ©,,
auf Basis von Expertenmeinungen wie folgt geschétzt werden. Es wird die Lognormal-
Verteilung fiir die Verluste Loss ~ LN (uo + %2, 02) und die Normal-Verteilung fiir die
unbekannten Parameter ©, ~ N (uo, 03) angenommen. Der erwartete Verlust F(Loss) =

ea:p(ug—l-";—i-%g) und die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Verlust in einem bestimmten
Intervall liegt (Formel 5.18) werden von Experten angegeben.

Pla<Loss<b)=p=>® (log(b) — %2 — MO) - (log(a) — %2 — HJO) : (5.18)

a5 ot
mit ®(-) - die Verteilungsfunktion der Standardnormal-Verteilung.
Die Hyperparameter kénnen alternativ aus externen Daten geschétzt werden. Genauso
wie bei der in Kap. 5.1.1 beschriebener Vorgehensweise wird die a posteriori Verteilung
fiir die Parameter aus externen Daten ermittelt. Hierbei wird die Jeffreys®* a priori fiir
die Lognormal-Verteilung® benutzt:

[SII¥Y

pr(p, 0?) o< ()72, (5.19)

Die a posteriori aus externen Verlustdaten (Schritt 1, Tabelle 5.1) ist die Mischvertei-
lung aus der Normal- © 52 ¢zt ~ N (10 cxt, %) und der skalierten inversen Chi-Quadrat-

Verteilung O,z o0y ~ scaledIx*(Veyt, 72

2 ) mit folgenden Hyperparametern aus externen
Verlustdaten?®:

Vegt = Next,
2 _ 2 _ l0552 Toss. .2
(VT )ext — Ve:):tText - ne:):t( OSSezt — 10SSegt )7

5 —2
2 2
Text = lossext - lossext 5

Ho,ext = losse;rt )

¢emt = Negt,

1 n
lossewt - Temt Zz:egit log(lossext,i)7

2 _ 1 Nex 2
lOSSeact T ewt Zz:mit lOg (loss@mt:i)a

2
lossextQ = ( L yriteat log(lossext,i)) )

Next

Diese Parameterverteilungen konnen anschlieend als a priori Verteilung bei der Schéitzung
aus internen Daten genutzt werden. Die a posteriori aus internen Verlustdaten (Schritt
2, Tabelle 5.1) ist demzufolge wiederum die Mischverteilung aus der Normal- und der
skalierten inversen Chi-Quadrat-Verteilung mit neuen a posteriori Parametern:

24Informationen zur Jeffreys a priori sieche Kap. 5.1.1 Formel 5.1.

25Zur Herleitung der Formel sieche Anh. A.9 Formel A.7.

26Die Herleitung der a posteriori aus externen Daten sowie die Bestimmung der Hyperparameter siche
Anh. A.9 Formel A.15
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Vint = Next + Nint,

—_—— — 9 —_—
N _ 2 2
(VT2)int = Next (10882, —108Seat ) FNextl0SSert +NiniloSss, —

o nintlossint + neactlossext
Ho,int = )
Next + Nint

(bint = Negt + Nint,
_ 1 n
1088 = Eom DY 1t log(lossint.i),

1 n
o D log*(LosSint.i),

2 1 n 2
l0sSini = (nint Z ey lOg(lOSSmt z)) )
_ 1 n
108Seat = 7 — i<t 109 (10SSext.i),

1 n
loss?,, = ) D & 10g*(l0SSexti),

—
108Seps = (nm

Ergebnisse der Schatzung

L eat log(losSeqt, z))2.

—\2
(nmtlossim + nextlossext)

Next + Nint

Die geschatzte a posteriori Verteilung (bzw. die Hyperparameter) kann im Weiteren zur
Schétzung der Vorhersageverteilung benutzt werden.

Fir die Analysen der Schiatzung der Schadenshéhenverteilung wurden dieselben Verlust-
daten benutzt (siche Tabelle 5.2) und noch fiinf zusatzliche Datensétze mit verschiede-
ner Anzahl von internen und externen Verlustdaten erzeugt. Die wahren Parameter aller
sechs Datensétze sind in der Tabelle 5.4 dargestellt.

Die wahren Parameter fiir die Simulation der sechs Datensitze

Daten 1 Daten 2 Daten 3 Daten4 Daten 5 Daten 6

Poisson-Verteilung (lambda)

Aint 0.86 2.112 6 2.112 4.06 6
Aezt 6 25.52 56.3 6 6 6
Lognormal-Verteilung (meanlog, sdlog)
Ming  16.5 16.5 16.5 16.5 16.5 16.5
Ot 141 1.41 1.41 1.41 1.41 1.41
Mezt 16.2 16.2 16.2 16.2 16.2 16.2
Oext  0.96 0.96 0.96 0.96 0.96 0.96

Tabelle 5.4.: Die wahren Parameter fur Simulation der sechs Datensatze.

39

I



Parameter A der Poisson-Verteilung reguliert hierbei die Anzahl der internen und exter-
nen Verlustdaten. Die Haufigkeiten wurden wie vorher jeweils aus der Poisson-Verteilung
gezogen. Zu den existierenden Haufigkeiten wurden die Verluste aus der Lognormal-
Verteilung simuliert?”. Unter der Verwendung der sechs simulierten Datensétze und
analytisch hergeleiteten Hyperparametern der Normal- und der skalierten inversen Chi-
Quadrat-Verteilung fiir Schritt 2 wurden jeweils 1000 Parameter x4 und o aus der a pos-
teriori gezogen. In der Abb. 5.1 und Abb. 5.2 sind die Ziehungen (jeweils oben links), die
dazugehorige Histogramme (jeweils unten links) und die Autokorrelationsfunktionen (je-
weils unten rechts) dargestellt, die unter Verwendung des ersten Datensatzes (A;,; = 0.86
und A, = 6 ) erzeugt wurden.

2 Quellen Bayes—-Ansatz analytisch
meanlog Schritt 2 (Verluste simuliert)

165 —
16.4 —— meanlog empirisch extern: 16.19309
meanlog empirisch intern: 16.415
log empirisch i 6.4159
(@] —— Mittelwert Bayes—Ansatz analytisch: 16.2179
9O 163 - —— meanlog wahr extern: 16.2
% | ‘ ‘ ‘ meanlog wahr intern: 16.5
Q ., eampma e e L e R Iterationen: 1000 )
e % i i ‘ Simulation Dauer: 0.006 Min.
Anzahl intern: 35
16.1 Anzahl extern: 300
160 = T T T T T
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Iteration
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16.05 1610 1615 1620 1625 1630 16.35 0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Abbildung 5.1.: Der mit analytischer Herleitung simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. simulierte Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links). Schritt 2. Interne Daten: 35. Externe Daten:
300.

2TUm die Simulation nachvollziehen zu kénnen, wurde seed = 5728 gewiihlt.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
sdlog Schritt 2 (Verluste simuliert)

1.4 —

—— sdlog empirisch extern: 1.00802
sdlog empirisch intern: 1.34108
—— Mittelwert Bayes—Ansatz analytisch: 1.02642
12 —— sdlog wahr extern: 0.96
sdlog wahr intern: 1.41
Iterationen: 1000
Simulation Dauer: 0.006 Min.
Anzahl intern: 35
Anzahl extern: 300
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sdlog
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Abbildung 5.2.: Der mit analytischer Herleitung simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. simulierte Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links). Schritt 2. Interne Daten: 35. Externe Daten:
300.

Aus der Grafiken ist zu erkennen, dass die Mittelwerte der beiden a posteriori Verteilun-
gen (meanlog = 16.2179 und sdlog = 1.02642) dhnlich den Parametern der externen Da-
ten sind (empirisch: meanlog = 16.19309, sdlog = 1.00802 und wahr: meanlog = 16.2,
sdlog = 0.96), was durch den Einfluss der wesentlich groferen Anzahl externer Daten
erkldarbar ist. Aulerdem ist zu bemerken, dass keine Autokorrelation fiir beide Ketten
vorliegt, weil hierbei keine Markov-Kette, sondern gleich die 7id Werte aus der entspre-
chenden Verteilungen gezogen wurden. Aus diesem Grund miissen die Ziehungen fiir die
weitere Verwendung nicht verdiinnt werden.

Das Ergebnis der simulierten Vorhersageverteilung der Schadenshéhen im Vergleich zu
den Verteilungen der internen und externen Daten ist im Log-log-Plot (Abb. 5.3) zusam-
mengefasst. Die schwarzen und roten Punkte bilden die internen und externen Verteilun-
gen entsprechend ab. Zu jeder Kombination der aus a posteriori Verteilungen gezogenen
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Parameter (1000) wurden Verluste fir die folgenden 1500 Jahre (Simulation: 1500) si-
muliert (dunkelgriine Punkte). Die hellgriinen Punkte stellen die simulierten Verluste
mit Bayes-Schitzer (Erwartungswert der a posteriori Verteilung®®) dar. Die Vorhersage-
verteilung neigt sich bei kleineren Werten (x-Achse: ca. 13 bis 18, y-Achse: ca. -2.5 bis
0) zur externen Verteilung und weicht im Randbereich (x-Achse: ca. ab 18, y-Achse: ca.
bis -2.5) in Richtung der internen Daten ab. Die Ergebnisse auf Basis der anderen fiinf
Datensétze sind im Anh. A.10 aufgefiihrt.

2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz analytisch

0.0 T Haeufigkeiten: MLE
05 — Haeuf Vert: Poisson
40 4 lambda: jaehrlich
) Verlusthoehen: Bayes ext. Daten
-1.E Hoehen Vert: Lognormal
-2.0 Simulationen: 1500
25 — Anzahl intern: 35
Anzahl extern: 300
-2.0 —
— 35 —
Z 0
'".' -4,
- 45
o™ 50
2 55 —
50 —
55 —
7.0 —
TE
— intern
=0 = axtern
2% 7| — Bayes-Ansatz
8.0 Bayes-Ansatz EW
I I I I I I I
10 12 14 18 18 20 22 24 28
log(x)

Abbildung 5.3.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz analytisch. Zwei-Schritt-Verfahren. In-
terne Daten: 35. Externe Daten: 300.

28 Als Bayes-Schitzer kann hierbei auch a posteriori Modus genommen werden.
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5.1.3. Schatzung der Schadenhohenverteilung unter Verwendung des
MH-AIlgorithmus (Verallgemeinerung)

Die im Kap. 5.1.2 beschriebene Vorgehensweise bei der Schétzung der Schadenshohen-
verteilung eignet sich fiir Félle, in denen die analytische Herleitung der a posteriori
bzw. Hyperparameter unkompliziert ist, sodass die direkte Ziehung aus der a posterio-
ri Verteilung moglich ist. Dies ist unter vielen Annahmen und unter Verwendung von
bestimmten Verteilungen realisierbar?. In der Realitit ist die analytische Herleitung
der a posteriori Verteilung meistens schwierig und komplex. Allerdings erméglichen die
Monte-Carlo-Methoden (Kap. 4.1) die praktische Umsetzung der Bayes-Anséitze ohne
groen Aufwand und lange Herleitungen. Wie die Analysen gezeigt haben (Kap. 4.7.2),
ist der MH-Algorithmus wegen der Rechenzeiten fiir die praktische Anwendungen bes-
ser als der MH-SA-Algorithmus geeignet und wird aus diesem Grund in dieser Arbeit
verwendet.

Um die Schitzung der Schadenhéhenverteilung unter Verwendung des MH-Algorithmus
und unter Verwendung der analytischen Herleitung gegeniiberstellen zu kénnen, wird
die gleiche Ausgangssituation (Lognormal-verteilte Verluste) mit folgender Annahmen
betrachtet:

e Die Daten Loss und Loss, . sind bedingt unabhéngig (gegeben Parameter ©).

e Die Daten Lossy, ..., Loss,, Loss, 1 gegeben Parameter ©, = pund 6,2 = 02 sind

iid.

e Die a priori Verteilung im Schritt 1. des Zwei-Schritt-Bayes-Ansatzes (Tabelle 5.1)
ist die Jeffreys a priori fir die Lognormal-Verteilung (Formel 5.19).

e Die a priori Dichte im Schritt 2. des Zwei-Schritt-Bayes-Ansatzes (Tabelle 5.1)
wird mithilfe der Kerndichte-Schéitzung (Kap. 4.6) aus den simulierten Parametern
bestimmt.

Ergebnisse der Schatzung

Fiir die Analysen der Schatzung der Schadenshohenverteilung wurden die gleichen sechs
Datenséitze benutzt (sieche Tabelle 5.4). Zundchst werden die Ergebnisse auf Basis des
ersten Datensatzes (A, = 0.86 und A,y = 6 ) dargestellt. Die Ergebnisse auf Basis der
anderen fiinf Datensétzen sind im Anh. A.10 zu finden.

In der Abb. 5.4 und Abb. 5.5 sind Simulationen der zwei Parameter meanlog und sdlog
aus dem Schritt 1 des Zwei-Schritt-Bayes-Verfahrens dargestellt. Jeweils oben links sind
die Markov-Ketten mit burnin (rote Linie) fir 8750 Iterationen abgebildet und unten
links die dazugehorigen Histogramme. Jeweils unten rechts sind die Histogramme fiir
die letzten 7000 Iterationen (ohne burnin) dargestellt. Aus den Grafiken ist zu erkennen,
dass die Mittelwerte der Markov-Kette ohne burnin (meanlog = 16.19308 und sdlog =
1.00833) gegen die empirischen Parameter der externen Daten (meanlog = 16.19309,

297.B. nicht komplizierte Daten-, konjugierte a priori Verteilungen (Siehe dazu Kap. 3.1 Def. 1).
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sdlog = 1.00802) konvergieren, was auch durch die Verwendung der Jeffrey’s a priori
erklarbar ist.
In der Abb. 5.6 sind die Autokorrelationsfunktionen der Markov-Kette ohne burnin (obe-
re Zeile) und der verdiinnten Markov-Kette ohne burnin (untere Zeile) abgebildet. Fiir
die KDE werden die verdiinnten Markov-Ketten (thin = 7) verwendet, weil die Auto-
korrelationen zwischen den weiter in der Vergangenheit liegenden Werten hierbei kleiner

ist.
2 Quellen MH meanlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)
16.4 —
16.3 —
—— meanlog empirisch extern: 16.19309
16.2 —— Mittelwert mh mit burnin: 16.19332
(@] —— Mittelwert mh ohne burnin: 16.19308
9O 161 - —— meanlog wahr extern: 16.2
% —— burnin: 1750
O 160 Iterationen: 8750
IS MH-Algorithmus Dauer: 1.134 Min.
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Abbildung 5.4.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-Verteilung.

Dauer des Algorithmus mit 8750 Iterationen betrdgt 1.134 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 8750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fiir letzte 7000 Iterationen mit KDE (un-
ten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 35. Externe Daten: 300.
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

sdlog empirisch extern: 1.00802
Mittelwert mh mit burnin: 1.00769
Mittelwert mh ohne burnin: 1.00833
sdlog wahr extern: 0.96

burnin: 1750

Iterationen: 8750

MH-Algorithmus Dauer: 1.134 Min.
Anzahl intern: 35

Anzahl extern: 300

sdlog
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Abbildung 5.5.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 8750 Iterationen betragt 1.134 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 8750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fr letzte 7000 Iterationen mit KDE (un-
ten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 35. Externe Daten: 300.
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 7, Iterationen: 7000
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Abbildung 5.6.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der verdiinnten

Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simulierten meanlog
und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen: 7000. Schritt 1. Inter-
ne Daten: 35. Externe Daten: 300.
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In der Abb. 5.7 und Abb. 5.8 sind Simulationen der zwei Parameter meanlog und sdlog
aus dem Schritt 2 des Zwei-Schritt-Bayes-Verfahrens dargestellt. Jeweils oben links sind
die Markov-Ketten mit burnin (rote Linie) fiir 8750 Iterationen abgebildet und unten
links die dazugehorigen Histogramme. Jeweils unten rechts sind die Histogramme fiir
letzte 7000 Iterationen (ohne burnin) dargestellt. Aus den Grafiken ist zu erkennen,
dass die Mittelwerte der Markov-Ketten ohne burnin (meanlog = 16.21458 und sdlog =
1.05366) etwas hoher sind als in Schritt 1 (meanlog = 16.19308: Abb. 5.4 und sdlog =
1.00833: Abb. 5.5). Allerdings genau so, wie im analytischen Fall neigen sie sich zu den
Parametern der externen Daten (empirisch: meanlog = 16.19309, sdlog = 1.00802 und
wahr: meanlog = 16.2, sdlog = 0.96).

In der Abb. 5.9 sind die Autokorrelationsfunktionen der Markov-Kette ohne burnin (obe-
re Zeile) und der verdiinnten Markov-Kette ohne burnin (untere Zeile) dargestellt. Fiir
weitere Simulationen werden die verdinnten Markov-Ketten (thin = 7) verwendet, weil
die Autokorrelationen zwischen den weiter in der Vergangenheit liegenden Werten hierbei
kleiner ist.

Das Ergebnis der simulierten Vorhersageverteilung der Schadenshéhen im Vergleich zu
den Verteilungen der internen und externen Daten ist wie im analytischen Fall (Vgl. Abb.
5.3) im Log-log-Plot (Abb. 5.10) zusammengefasst. Die schwarzen und roten Punkte bil-
den die internen und externen Verteilungen entsprechend ab. Zu jeder Kombination der
aus a posteriori Verteilungen gezogenen Parameter (die verdiinnte Markov-Kette betragt
Lange 1000) wurden wie zuvor Verluste fiir die folgenden 1500 Jahre (Simulation: 1500)
simuliert (dunkelgriine Punkte). Die hellgrinen Punkte zeigen wiederum die simulier-
ten Verluste mit Bayes-Schétzer (Erwartungswert der a posteriori Verteilung®®). Wie im
analytischen Fall neigt sich die Vorhersageverteilung bei kleineren Werten (x-Achse: ca.
13 bis 18, y-Achse: ca. -2.5 bis 0) zur externen Verteilung und weicht im Randbereich
(x-Achse: ca. ab 18, y-Achse: ca. bis -2.5) in Richtung der internen Daten ab.

Die Ergebnisse der Schitzungen der Schadenshéhenverteilung auf Basis aller sechs Da-
tensitze (siehe Tabelle 5.4) unter der Verwendung der analytischen Herleitung und unter
der Verwendung der MH-Algorithmus sind identisch3!. Fiir kleine Anteile der internen
Daten dhneln die geschatzten Parameter und folglich auch die simulierten Verluste den
externen Daten. Je grofler der Anteil der internen Daten ist, desto mehr neigt die Vor-
hersageverteilung zu den internen Daten. Die Identitéit der Ergebnisse bestétigt, dass die
Verwendung des MH-Algorithmus die nummerische Aquivalenzlosung der analytischen
Herleitung ist. Die Verwendung des MH-Algorithmus kann somit als generische Losung
(Verallgemeinerung) bei Bayes-Ansétzen verwendet werden, insbesondere dann, wenn
die analytische Herleitung kompliziert oder nicht moglich ist.

30Als Bayes-Schétzer kann hierbei auch a posteriori Modus genommen werden.
31Ergebnisse siehe Anh. A.10
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Abbildung 5.7.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 8750 Iterationen betragt 15.973 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 8750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 7000 Iterationen mit KDE (un-
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Abbildung 5.8.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 8750 Iterationen betragt 15.973 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 8750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 7000 Iterationen mit KDE (un-

Dichte (KDE)

15

=
o

o

sdlog empirisch extern: 1.00802
sdlog empirisch intern: 1.34108
Mittelwert mh mit burnin: 1.0532
Mittelwert mh ohne burnin: 1.05366
sdlog wahr extern: 0.96

sdlog wahr intern: 1.41

burnin: 1750

Iterationen: 8750

MH-Algorithmus Dauer: 15.973 Min.
Anzahl intern: 35

Anzahl extern: 300

Histogramm ohne burnin

1.00 1.05 1.10 115

sdlog

ten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 35. Externe Daten: 300.

49



Autokorrelation 2 Quellen Schritt 2. Ohne burnin (Verluste simuliert),
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Abbildung 5.9.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der verdiinnten
Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simulierten meanlog
und sdlog der Lognormal-Verteilung. [terationen: 7000. Schritt 2. Inter-

ne Daten: 35. Externe Daten: 300.
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Abbildung 5.10.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz MH. Zwei-Schritt-Verfahren. Interne
Daten: 35. Externe Daten: 300.

5.1.4. Auswirkung der Schatzung auf VaR

Da das Ziel der OpRisk-Messung unter anderem ist, VaR zu bestimmen, ist es sinnvoll
zu untersuchen, welche Auswirkungen die Umsetzung des Zwei-Schritt-Bayes-Verfahrens
unter Verwendung von unterschiedlichen Datensétzen auf VaR hat. Da die Verwendung
des MH-Algorithmus die generische Losung (Verallgemeinerung) bei Bayes-Anséitzen ist,
wurde diese zur Ermittlung des Bayes-Schéatzers verwendet. Neben dem Bayes-Schétzer
nach dem Zwei-Schritt-Verfahren wurden zum Vergleich MLE und Bayes-Schétzer nach
dem Ein-Schritt-Verfahren ermittelt. Die Schatzer wurden hierbei jeweils aus internen,
externen und kombinierten (zusammengefiigten internen und externen) Daten ermit-
telt. Die geschiatzten Parameter und deren Standardabweichung sind in der Tabelle 5.5
dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der MLE und Ein-Schritt-Bayes-Schétzer jeweils
fiir interne, externe und kombinierte Daten identisch sind, was durch die Verwendung
der uninformativen a priori erkliarbar ist. Die geschiatzten Parameter nach Zwei-Schritt-
Bayes-Verfahren liegen im gleichen Bereich mit MLE und Ein-Schritt-Bayes-Schéatzer
fiir kombinierte Daten und ndhern sich bei allen sechs Datensétzen eher den wahren
Parametern der externen als internen Daten. Im Unterschied zum Ein-Schritt-Bayes-
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Schétzer fiir kombinierte Daten liegen der MLE und der Zwei-Schritt-Bayes-Schéatzer
zwischen den wahren Parametern den internen und externen Daten fiir alle sechs Da-
tensétze. Ebenso ist es ersichtlich, dass die Schéatzer fiir die Datensétze mit dem kleineren
Anteil von internen Daten (z. B. Daten 1) weniger von den wahren Parametern der ex-
ternen Daten abweichen als die Schétzer fiir die Datensétze mit dem gréfleren Anteil
der internen Daten (z.B. Daten 4, 5 und 6). Je grofier der Anteil der internen Daten in
der Datenbank ist, desto mehr dhnelt der Schitzer den wahren Parametern der inter-
nen Daten. Die Standardabweichung des Zwei-Schritt-Bayes-Schétzers fiir kombinierte
Daten ist fiir alle sechs Datensétze kleiner als die Standardabweichung des Ein-Schritt-
Bayes-Schétzers und fast immer kleiner als die Standardabweichung des MLE (aufler
Standardabweichung fiir meanlog im ersten Datensatz).

Zu den oben geschatzten Parametern wurde die VaR zum Niveau von a = 99.95 er-
mittelt. Die Werte sind in der Tabelle 5.6 zusammengefasst. Es ist zu erkennen, dass
VaR ermittelt auf Basis des Zwei-Schritt-Bayes-Schatzers deutlich kleiner ist als VaR
ermittelt auf Basis des Ein-Schritt-Bayes-Schatzers und MLE.
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Die geschitzten Parameter fiir sechs Datensétze

€¢

Daten 1 Daten 2 Daten 3 Daten 4 Daten 5 Daten 6

meanlog sdlog meanlog sdlog meanlog sdlog meanlog sdlog meanlog sdlog meanlog sdlog
int. wahr 16.500  1.410 16.500  1.410 16.500  1.410 16.500  1.410 16.500  1.410 16.500  1.410
ext. wahr 16.200  0.960 16.200 0.960 16.200  0.960 16.200  0.960 16.200  0.960 16.200  0.960
int. MLE 16.416  1.322 16.360  1.515 16.490  1.478 16.360  1.515 16.406  1.481 16.490  1.478
sd. int. MLE 0.223  0.158 0.152  0.107 0.085  0.060 0.152  0.107 0.105 0.074 0.085  0.060
ext. MLE 16.193  1.006 16.188  0.990 16.210  0.977 16.193  1.006 16.193  1.006 16.193  1.006
sd. ext. MLE 0.058 0.041 0.027 0.019 0.018 0.013 0.058  0.041 0.058 0.041 0.058  0.041
total. MLE 16.216 1.046 16.200 1.036 16.236 1.035 16.235 1.157 16.278 1.223 16.341 1.273
sd. total. MLE 0.057 0.040 0.027  0.019 0.018 0.013 0.058  0.041 0.055 0.039 0.052  0.037
int. Bayes 1-Schritt 16.417 1.334 16.364 1.524 16.490  1.476 16.381  1.522 16.397  1.482 16.490  1.476
sd. int. Bayes 1-Schritt 0.216  0.157 0.154 0.110 0.089 0.058 0.168 0.108 0.106 0.071 0.089 0.058
ext. Bayes 1-Schritt 16.191  1.006 16.187  0.990 16.209  0.976 16.196  1.008 16.191  1.006 16.196  1.009
sd. ext. Bayes 1-Schritt 0.059  0.042 0.026  0.019 0.017 0.013 0.057  0.042 0.055 0.041 0.055 0.043

total. Bayes 1-Schritt 16.218 1.049 16.198 1.035 16.236 1.037 16.235 1.158 16.276 1.224 16.341 1.273
sd. total. Bayes 1-Schritt 0.059 0.041 0.028 0.019 0.019 0.013 0.060 0.043 0.054  0.039 0.052  0.036
Bayes EW 2-Schritt 16.215 1.053 16.201 1.040 16.223 1.008 16.233 1.123 16.258 1.141 16.286 1.151
sd. Bayes EW 2-Schritt 0.058 0.040 0.026  0.019 0.013  0.006 0.047  0.021 0.034 0.015 0.030 0.013
Bayes min. 2-Schritt 16.037  0.931 16.123  0.969 16.176  0.986 16.056  1.039 16.094  1.087 16.204  1.102
Bayes max. 2-Schritt 16.389  1.178 16.282  1.075 16.271  1.023 16.369 1.172 16.351  1.179 16.363  1.179

Tabelle 5.5.: Die geschatzten Parameter fir sechs Datensétze. Verschiedene Schétzer und deren Standardabweichung (sd.) fiir
interne Daten (int.), externe Daten (ext.), zusammengefiigte/kombinierte Daten (total.). Standardabweichung
von Zwei-Schritt-Bayes-Schétzer fiir meanlog der kombinierten Daten beim ersten Datensatz (0.058) ist grofer
als die Standardabweichung von MLE fiir kombinierte Daten (0.057). Zwei-Schritt-Bayes-Schétzer fiir meanlog
der kombinierten Daten beim zweiten Datensatz (16.198) ist kleiner als der wahre Parameter der externen Daten
(16.2).
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VaRyg g5 fiir sechs Datensitze auf Basis der verschiedenen Schitzer

Daten 1 Daten 2 Daten 3 Daten 4 Daten 5 Daten 6
99.95-Quantil int. wahr 1516457245 1516457245 1516457245 1516457245 1516457245 1516457245
99.95-Quantil ext. wahr 255544127 255544127 255544127 255544127 255544127 255544127
VaRygg g5 int. MLE 1420452279 3118814352 54445380512 9406421634 6885534844 54445380512
VaRgg 95 ext. MLE 1323095725 2748602603 6298927111 1276584256 1409048939 1187512130
VaRyg 95 total. MLE 1265488245 3452591330 6710821324 3104353685 3303930512 4862503155
VaRygg 95 int. Bayes 1-Schritt 1914184368 7664747982 6563472091 5673327307 12203764580 4933800691
VaRygg 95 ext. Bayes 1-Schritt 1043915677 3020298291 5618656328 1764259774 1475099280 1819132455
VaRyg o5 total. Bayes 1-Schritt 1436943316 3306614580 6615851022 2502210361 2381608780 5992902618
VaRyg 95 Bayes EW 2-Schritt 471435535 1142208684 1177315500 889122093 2208109831 2102041426
VaRygg.95 Bayes min. 2-Schritt 270518318 473928857 943457373 559394769 882021759 1318866659
VaRygg 95 Bayes max. 2-Schritt 2463005923 3964036312 4972781105 6076981729 8749679908 12096490840

Tabelle 5.6.: VaRgg o5 fiir sechs Datensétze. VaRgg o5 ist auf Basis der verschiedenen Schétzer fiir interne Daten (int.), externe
Daten (ext.), zusammengefiigte/kombinierte Daten (total.) ermittelt.



5.2. Kombination von drei Datenquellen

Das Zwei-Schritt-Bayes-Verfahren kann zur Kombination von drei Datenquellen be-
nutzt werden, indem die a priori aus den Szenarien im Schritt 1. po(f) = ps.(@) her-
angezogen wird. Bei der Schétzung der Schadenshéhenverteilung unter Verwendung
der analytischen Herleitung konnen die Hyperparameter der a prior: Verteilung bei-
spielsweise wie im Kap. 5.1.2 beschrieben bestimmt werden. Bei der Schatzung der
Schadenshohenverteilung unter Verwendung des MH-Algorithmus (Verallgemeinerung)
kénnen die Verluste aus Szenarien mehrmals simuliert und daraus die Vektoren der em-
pirischen Parameter erzeugt werden. Die daraus geschétzte Dichte (KDE) kann als a
priori im Schritt 1. benutzt werden.
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6. Der empirische Bayes-Ansatz in der OpRisk-Messung

Die Idee des empirischen Bayes-Ansatzes ist weiterhin, die a priori aus den externen
Verlustdaten zu bestimmen und diese mit der Likelihood der internen Verlustdaten zu
kombinieren, um die a posteriori fiir die internen Verlustdaten unter Berticksichtigung
der externen Verlustdaten zu bekommen. Die marginale Dichte aller Beobachtungen
(Formel 3.7) kann fiir externe Verluste folgendermafien umgeschrieben werden:

)

Next

J A ) . .
P55 s losss™) =TT [ 1] Fllossth, 18 ?) | p(Oess )0, (61)
j=1

=1

mit J - Anzahl der externen Banken bzw. Bankgruppen. Die daraus geschitzte a priori
P(0ext?) = p(Beye) wird fiir die Ermittlung der a posteriori benutzt, die dann fir die
Berechnung der Vorhersageverteilung genutzt werden kann:

Nint

P(Oine|l055int) o< [ f(105Sin1,i|0int)P(Peat)- (6.2)

i=1

Da das DakOR aus Datenschutzgriinden nur anonymisierte Daten liefert, liegen die
Informationen tiber die Verteilung der Verlustdaten zwischen den externen Banken bzw.
Bankgruppen nicht vor. Die praktische Umsetzung des empirischen Bayes-Ansatzes ist
somit nur unter Verwendung der Bootstrap-Methode moglich, indem die .J Stichproben
mit Zuriicklegen der Lange n.,; aus externen Daten gezogen und fiir jede Stichprobe die
Parameter geschétzt (z. B. MLE) werden und daraus die a priori ermittelt wird.
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7. Der nicht parametrische Bayes-Ansatz in der
OpRisk-Messung

Die Basisverteilung H (z) kann hierbei als die Expertenmeinung fir F'(x) festgelegt wer-
den, die auf Informationen aus Szenarien basiert.
Setzt man den Dirichlet-Prozess DP(«, H(losss,)) als a priori mit marginaler Verteilung

F(losss,) ~ Be(aH (losss,),a(1 — H(losss,))), (7.1)

hat man als a posteriori wiederum einen Dirichlet-Prozess:

DP(a + iy, ———H(loss,.) + —
Q + Nijnt O+ Nipt Nint

Z llossint,i<lossmt), (72)

i
mit dem a posteriori Erwartungswert:

Ea posteriori (F(ZOSSint)) = LH(ZOSSS;J + L

o+ Nipt O+ Nipt Nint i

]llossmt,i<lossmt . (73)

Der a posteriori Erwartungswert ist hier eine gewichtete Summe der Verteilungsfunktion
aus Szenarien H (loss,,) und der empirischen Verteilungsfunktion der internen Verluste
% 32 Nossing s <lossime - i€ a posteriori Verteilung héngt stark von der Anzahl der internen
Daten n;,; ab. Liegen im Datenbestand nur wenige interne Beobachtungen vor, so haben
diese kaum einen Einfluss auf die Schatzung, was eher gegen die Verwendung dieser
Methode in der OpRisk-Messung spricht.
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8. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden drei Bayes-Anséitze zur Integration von externen Daten und
Szenarien in die OpRisk-Messung dargestellt: der reine, der empirische und der nicht
parametrische Bayes-Ansatz. Hierbei wurde insbesondere auf den reinen Bayes-Ansatz
eingegangen. Zum einen liegen im Vergleich zum empirischen Bayes-Ansatz alle hierfiir
notigen Informationen vor. Zum anderen ist es im Vergleich zum nicht parametrischen
Bayes-Ansatz moglich, relativ gute Schéitzung der Parameter zu bekommen, auch im
Falle, dass im Datenbestand nur wenige interne Daten vorliegen.

Neben der Umsetzung auf Basis der analytischen Herleitungen wurde die nummerische
Aquivalenzlsung unter Verwendung der Monte-Carlo-Methoden (MH-Algorithmus) so-
wie anderer Hilfsmethoden (KDE und SA-Algorithmus) dargestellt. Die Anwendung des
MH-Algorithmus hat gewisse Vorteile. Zum einen ist es so moglich, Bayes-Ansétze auch
dann anzuwenden, wenn die analytische Herleitung komplex oder unméglich ist. Zum an-
deren sind die Rechenzeiten relativ klein fiir hdufige Durchlaufe. Der MH-Algorithmus fiir
zwei unbekannte Parameter und der um SA-Algorithmus und Berechnung der Kriimmung
erweiterte MH-Algorithmus wurden in dieser Arbeit verglichen. Die Analysen haben ge-
zeigt, dass der MH-SA-Algorithmus aus Sicht der Unabhéangigkeit der Ziehungen und
der Vermischung viel besser ist als der MH-Algorithmus. Es gibt die Moglichkeit, die
Unabhéangigkeit der Ziehungen beim MH-Algorithmus zu steuern, indem die verdiinnte
Markov-Kette verwendet wird. Ebenso kénnen mit der Angabe des Skalenparameters
fiir die Vorschlagsdichten die Vermischung und die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ge-
steuert werden. Dies muss fiir jeden neuen Datensatz und fiir jeden Schritt des Zwei-
Schritt-Bayes-Verfahrens erledigt werden, was auch den MH- im Vergleich zum MH-SA-
Algorithmus nachteilig macht. Auflerdem leistet der MH-SA-Algorithmus eine bessere
Stabilitat der Ergebnisse und Approximation der Parameterverteilung. Allerdings sind
die Rechenzeiten des MH-SA-Algorithmus wegen der zweifachen Optimierung in jeder
Iteration viel grofier: z. B. dauert der MH-SA-Algorithmus (75.91 Minuten) fiir 1250 Ite-
rationen ca. 850 Mal ldnger als der MH-Algorithmus (0.09 Minuten). An diesem Punkt
ware es sinnvoll, fiir weitere iiber diese Arbeit hinausgehende Analysen oder produktive
Umsetzung den MH-SA-Algorithmus in den Rechenzeiten zu optimieren (Parallelisie-
rung, etc.).

Basierend auf simulierten Schadensfalldaten wurde die Umsetzung des reinen Bayes-
Ansatzes auf Basis der analytischen Herleitung bei der Schatzung der Schadenhéufigkeits-
verteilung mit MLE verglichen und deren sinnvolle Anwendung diskutiert. Abgesehen
vom Ziel der OpRisk-Messung, vor allem die interne Situation abzuschéitzen und die
internen Verluste vorherzusagen, ist es sinnvoller, die Schadenshéufigkeitsverteilung nur
aus internen Daten zu schéatzen.

Basierend auf simulierten Schadensfalldaten wurden zwei Moglichkeiten der Umset-
zung des reinen Bayes-Ansatzes zum Kombinieren der internen und externen Daten
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untersucht: die Schatzung der Schadenshohenverteilung unter Verwendung der analy-
tischen Herleitung und unter Verwendung des MH-Algorithmus. Die Ergebnisse der
Schatzungen der Schadenshohenverteilung in beiden Féllen sind identisch. Die Iden-
titdt der Ergebnisse bestétigt, dass die Verwendung der MH-Algorithmus die numme-
rische Aquivalenzlésung der analytischen Herleitung ist, d.h. die Verwendung des MH-
Algorithmus kann als generische Losung (Verallgemeinerung) bei Bayes-Ansétzen ver-
wendet werden, insbesondere dann, wenn die analytische Herleitung kompliziert oder
nicht moglich ist. Die Analysen der simulierten Daten zeigen, dass die geschatzten Pa-
rameter und folglich auch die simulierte Vorhersageverteilung fiir kleine Anteile der in-
ternen Daten den externen Daten dhneln. Je grofler der Anteil der internen Daten ist,
desto mehr neigt die Vorhersageverteilung zu den internen Daten.

Die Schwachstelle des Zwei-Schritt-Bayes-Verfahrens unter Verwendung des MH-Algorith-
mus ist nicht nur die kleine Anzahl der internen Beobachtungen, sondern auch der
Unterschied der Parameter der Verlustverteilungen. Je unterschiedlicher die Parame-
ter der Verlustverteilungen (intern, extern sowie Szenarien) sind, desto kleiner wird
die Akzeptanzwahrscheinlichkeit der MH-Algorithmus. Weitere Schwachstelle des MH-
Algorithmus ist die Auswahl der Startparameter. Wenn diese sehr stark von der wahren
Parametern abweichen, ergibt sich eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit von Null. Die op-
timalen Startwerte wéren hier die empirischen Parameter der Daten.

Uber die in dieser Arbeit beschriebenen Analysen hinaus gibt es noch viele weitere
Moglichkeiten, die Untersuchungen zu erweitern. Ein Beispiel hierfiir wire die Anwen-
dung des Zwei-Schritt-Bayes-Verfahrens unter der Verwendung des MH-SA-Algorithmus
mit Erweiterung fiir andere Schadenshohenverteilungen (z.B. Weibull-, generalisierte
Pareto-Vertei-lung oder beliebige andere rechtsschiefe heavy-tailed-Verteilungen). Vor-
ab miissten die Verteilungs-Anpassungstests sowohl fiir die internen als auch fiir die
externen Verluste durchgefiihrt werden.

Auflerdem sollte die Kombination der drei Datenquellen in der Praxis untersucht und
analysiert werden. Der Unterschied der Parameter der verschiedenen Szenarien kann
Schwierigkeiten bei der praktischen Umsetzung verursachen. Folglich kénnte es sinnvol-
ler sein, die anderen Methoden zur Integration von Szenarien zu untersuchen und zu
analysieren.
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A. Anhang

A.1. Kernfunktionen

Beispiele fiir univariate Kernfunktionen fiir die klassische Kerndichte-Schétzung?.

o Rechtseckkern:

1
K(z) = {2 wenn |z| < 1
0, sonst

e Dreieckskern:

K() 1 —|z|, wenn |z| <1
xT) =
0, sonst

o GauB-Kern:

K(z) = \/12_7Texp(—0.5x2)

¢ Epanechnikov-Kern:

3(1 _ 2
K(z) = 2(1—2?%), wenn |z| <1
0, sonst

Aquivalenzform (wird oft in R implementierten Funktionen verwendet)

K(x) 4—\3/5(1 — 12?), wenn |z] < /5
0, sonst

Beispiel fiir d-variate Kernfunktion fiir klassische Kerndichte-Schéitzung?

o GauB-Kern d-variat: ! ]
K(z) = —exp(—-z"z)
27 2

! Beispiele {ibernommen aus Nedden 2012: S. 119
2Kernfunktion iibernommen aus Duong 2018: S. 1.
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A.2. Bestimmung der Parameter fiir Normal- und
Lognormal-Verteilung in Abhangigkeit von Modus und
Kriimmung

Herleitungen zur Kap. 4.7.1

A.2.1. Bestimmung der Normal-Verteilung Parameter

flz) = ! exp<—[x_'u]2), r€R

Dichte-Funktion:

oV 2w 202

Modus: Modus = p
Erste Ableitung nach x:

Fa) = =) (_[x—uP) —_r

= V2o P 202

Zweite Ableitung nach z:

v« (pto—z)(—p+o+ux) [z — )2\ = 1
f(z) = - o5 exp<— 902 ) = —Ugm
Kriimmung im Modus-Punkt z = u:
/" ()] 1
k(p) = =
W T TmE Ve
=
lim)
7 \ker

A.2.2. Bestimmung der Lognormal-Verteilung Parameter

Dichte-Funktion:
1 { — u]?

o\ 2T 202

Modus: Modus = exp(p — o) < pu = log(Modus) + o>
Erste Ableitung nach z:

(0% + log(x) — u)exp _llog(z) = p*\ w=empt—o)
220321 202

Zweite Ableitung nach x:

fla) = -

(1* + log(x)[30® + log(x) — 2u] — o®[3p + 1] + 204)%]) (_ [log(x) — p)?
202

f”($) = 1;30_5\/%
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z:ex;i,u—aQ) B 637]?(%)
lexp(p — 0?) P32
Kriimmung im Modus-Punkt z = exp(u — o?):
|[f"(exp(p — 0®))| ezp(3)

Heapl =) = 0 (eaptu— o ))E ~ [eapln — o?)oov/an

'u,:log(M_odus)-‘ro’2 exp(%)
Modus3o3+/27
=
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A.3. MH- und MH-SA-Algorithmus im Vergleich

A.3.1. Markov-Kette

MH meanlog
17.0 o
—— meanlog empirisch: 16.14274
(@] —— Mittelwert mh mit burnin: 16.16008
O 165 —— Mittelwert mh ohne burnin: 16.15503
% —— meanlog wahr: 16.2
Q —— burnin: 125
£ 160 Iterationen: 625
MH-Algorithmus Dauer: 0.03 Min.
155 —
T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600
Iteration
Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin
8 — 8 —
w w
a ‘7 o ‘7
X X
N—r N—r
o 7 o 47
— +—
5 ! 5
=2 - | L2 -
° ikl °
f .
0 _‘1”“.mthHI M\Hm I, 0
I T T 1 I 1
15.5 16.0 16.5 17.0 15.5 16.0 16.5 17.0
meanlog meanlog

Abbildung A.1.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 625 Iterationen betragt 0.03
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 625 Iterationen
mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 500 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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MH-SA meanlog

17.0

16.5

meanlog

16.0

155 —

meanlog empirisch: 16.14274
Mittelwert mh sa mit burnin: 16.13985
Mittelwert mh sa ohne burnin: 16.13632
meanlog wahr: 16.2

burnin: 125

Iterationen: 625

MH-SA-Algorithmus Dauer: 30.75 Min.

Dichte (KDE)

155
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Iteration
Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin
8 —
~—~
g
X
3
I HP“ g S , “ I | \H
IS ° il
I N , i
H.‘mmumm\um\ H ‘l\ \HHMH\Hnmm.m_u o .wuunmmmH MH H \HWHHHN e
I T T 1 I T T 1
16.0 16.5 17.0 155 16.0 16.5 17.0
meanlog meanlog

Abbildung A.2.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-

Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 625 Iterationen betrégt 30.75
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 625 Iterationen
mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 500 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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MH sdlog

sdlog empirisch: 0.91307
Mittelwert mh mit burnin: 0.94752
Mittelwert mh ohne burnin: 0.94675
sdlog wahr: 0.96

burnin: 125

Iterationen: 625

MH-Algorithmus Dauer: 0.03 Min.

sdlog

Iteration

Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin

o~ ~
m o .-
o )
X <
8 o 7 ’ | H
< - S ]
: 21 il

) IR

. Lo |I| || | "||||||"!|I|!||||III|r.::;..
I T T T 1
0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

sdlog

Abbildung A.3.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 625 Iterationen betrdgt 0.03 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 625 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fiir letzte 500 Iterationen mit KDE (un-
ten rechts).
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MH-SA sdlog

16
—— sdlog empirisch: 0.91307
1.4 — —— Mittelwert mh sa mit burnin: 0.95995
8’ —— Mittelwert mh sa ohne burnin: 0.96246
5 12 —— sdlog wahr: 0.96
n —— burnin: 125
10 e P R Iterationen: 625
VAL M r" AR MH-SA-Algorithmus Dauer: 30.75 Min.
0.8
T T T T T T T
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sdlog sdlog

Abbildung A.4.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 625 Iterationen betrégt 30.75
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 625 Iterationen
mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 500 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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MH meanlog

17.0

meanlog empirisch: 16.14274
Mittelwert mh mit burnin: 16.14265
Mittelwert mh ohne burnin: 16.15203
meanlog wahr: 16.2

burnin: 250

Iterationen: 1250

MH-Algorithmus Dauer: 0.09 Min.
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Abbildung A.5.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1250 Iterationen betragt 0.09
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1250 Iterationen
mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 1000 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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MH-SA meanlog
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meanlog empirisch: 16.14274
Mittelwert mh sa mit burnin: 16.15437
Mittelwert mh sa ohne burnin: 16.15761
meanlog wahr: 16.2

burnin: 250

Iterationen: 1250

MH-SA-Algorithmus Dauer: 75.91 Min.
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Abbildung A.6.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-

Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1250 Iterationen betrigt 75.91
Minuten = 1.27 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
1250 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
1000 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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MH sdlog

sdlog empirisch: 0.91307
Mittelwert mh mit burnin: 0.94898
Mittelwert mh ohne burnin: 0.95017
sdlog wahr: 0.96

burnin: 250

Iterationen: 1250

MH-Algorithmus Dauer: 0.09 Min.
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Abbildung A.7.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 1250 Iterationen betragt 0.09 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fir 1250 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fiir letzte 1000 Iterationen mit KDE
(unten rechts).
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Abbildung A.8.: Der

Dichte (KDE)

mit MH-SA-Algorithmus
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1250 Iterationen betrigt 75.91
Minuten = 1.27 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
1250 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
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Abbildung A.9.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3125 Iterationen betrigt 0.24
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3125 Iterationen
mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 2500 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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Abbildung A.10.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3125 Iterationen betragt 222.34
Minuten = 3.71 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
3125 Tterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
2500 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.11.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 3125 Iterationen betrigt 0.24 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3125 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fiir letzte 2500 Iterationen mit KDE
(unten rechts).
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Abbildung A.12.:

Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3125 Iterationen betragt 222.34
Minuten = 3.71 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
3125 Tterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
2500 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.13.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betrdgt 0.51
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fir 6250 Iterationen
mit KDE (unten links) und Histogramm fir letzte 5000 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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MH-SA meanlog

17.0 o
meanlog empirisch: 16.14274

Mittelwert mh sa mit burnin: 16.14307
Mittelwert mh sa ohne burnin: 16.14561
meanlog wahr: 16.2

burnin: 1250

Iterationen: 6250

MH-SA-Algorithmus Dauer: 410.91 Min.

16.5

meanlog

16.0

155 —

T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Iteration

Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin

Dichte (KDE)
Dichte (KDE)

155 16.0 16.5 17.0

meanlog meanlog

Abbildung A.14.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betragt 410.91
Minuten = 6.85 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
6250 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
5000 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.15.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betrigt 0.51 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 6250 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fiir letzte 5000 Iterationen mit KDE
(unten rechts).
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Abbildung A.16.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betragt 410.91
Minuten = 6.85 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
6250 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
5000 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.17.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 9375 Iterationen betrigt 1.23
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm ftr 9375 Iterationen
mit KDE (unten links) und Histogramm fir letzte 7500 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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Abbildung A.18.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 9375 Iterationen betragt 467.17
Minuten = 7.79 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
9375 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
7500 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.19.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 9375 Iterationen betrigt 1.23 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 9375 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fiir letzte 7500 Iterationen mit KDE
(unten rechts).
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Abbildung A.20.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 9375 Iterationen betragt 467.17
Minuten = 7.79 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir
9375 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte
7500 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.21.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-

Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 12500 Iterationen betragt 1.59
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fir 12500 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 10000 Iteratio-
nen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.22.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 12500 Iterationen betragt
927.72 Minuten = 15.46 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histo-
gramm fiir 12500 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm
fir letzte 10000 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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Abbildung A.23.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 12500 Iterationen betrégt 1.59 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 12500 Iterationen mit
KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 10000 Iterationen mit
KDE (unten rechts).
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Abbildung A.24.: Der mit MH-SA-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 12500 Iterationen betragt
927.72 Minuten = 15.46 Stunden. Markov-Kette (oben links), Histo-
gramm fiir 12500 Iterationen mit KDE (unten links) und Histogramm
fir letzte 10000 Iterationen mit KDE (unten rechts).
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A.3.2. Autokorrelation

Autokorrelation MH ohne burnin, Iterationen: 500
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Autokorrelation MH ohne burnin, thin = 3, Iterationen: 500
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Abbildung A.25.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen: 500.
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, Iterationen: 500
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Abbildung A.26.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiunnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-SA-Algorithmus si-
mulierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:

500.
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Autokorrelation MH ohne burnin, Iterationen: 1000
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Abbildung A.27.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-

lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
1000.
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, Iterationen: 1000
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Abbildung A.28.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiunnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-SA-Algorithmus si-
mulierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
1000.
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Abbildung A.29.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, Iterationen: 2500
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Abbildung A.30.:

Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiunnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-SA-Algorithmus si-

mulierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
2500.
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Autokorrelation MH ohne burnin, Iterationen: 5000

meanlog sdlog
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Abbildung A.31.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-

lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
5000.
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, Iterationen: 5000

meanlog sdlog
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Abbildung A.32.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiunnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-SA-Algorithmus si-
mulierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
5000.
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Autokorrelation MH ohne burnin, Iterationen: 7500
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Autokorrelation MH ohne burnin, thin = 3, Iterationen: 7500
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Abbildung A.33.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:

7500.
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, Iterationen: 7500

meanlog sdlog
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, thin = 3, Iterationen: 7500
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Abbildung A.34.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiunnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-SA-Algorithmus si-
mulierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:

7500.
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Autokorrelation MH ohne burnin, Iterationen: 10000
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Abbildung A.35.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-

lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
10000.
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, Iterationen: 10000

Lag
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Autokorrelation MH-SA ohne burnin, thin = 3, Iterationen: 10000
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Abbildung A.36.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdiunnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-SA-Algorithmus si-
mulierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
10000.
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A.4. Konjugierte Verteilungen

Datenverteilung a priori Verteilung a posteriori Verteilung
Lognormal-: Normal-: Normal-:
X ~ LN (u,0?), O, ~ N(uo,72) 0, ~ N(f,7%), mit

4 unbekannt

Lognormal-:
X ~ LN(p,0?),
o? unbekannt

Lognormal-:
X ~ LN(p,0?),

i, 02 unbekannt,

i, 0?2 abhéngig

Poisson-:
X ~ Pois(N),

A unbekannt

Negative Binomial-:
X ~ NB(r,p),
p unbekannt

Inverse Gamma-:

602 ~ IG(O&, ﬂ)

Normal-:

0.2
@#|02 ~ N(MOa ?)
Skalierte inverse

Chi-Quadrat-:
Oz ~ Ix*(v,7?)

Gamma-:

Ox ~ G(a, f)

Beta-:
©, ~ Beta(a, )

. I .,

~2 0.27_2
T =

02 4+ nr?

Inverse Gamma-:

602 ~ [G(d,B), mit
a=a+0.5n

B=B+05"" (x; — p)?

Mischverteilung3:
mit neuen Parametern
nT + Plo

¢+n
aneu = Qb +n
Vnew =V + 1N
(VT new = vT% + Qud + na? —
(nT + do)”

p+n

T = % 1 log(z;)

22 = % i1 l092(37i)

Ho,new =

8

Gamma-:

Ox ~ Gla+ XL, v, f+n)

Beta-: )
©, ~ Beta(a, 3), mit
a=a+> 0",z

B=pB+rn

Tabelle A.1.: Konjugierte a priori.

3Die Informationen zur Mischverteilung und die Herleitung siche Anh. A.8.
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A.5. Verteilungen
A.5.1. Lognormal-Verteilung
X ~ LN(p,0?), mit u € R - Lokationsparameter, o > 0 - Skalenparameter.

e Dichte-Funktion:

o) = x\/%ea:p (-W) a0

e Verteilungsfunktion:

F@ﬂ:@(wﬂ@_ﬂ),x>0

o
mit ®(-) - die Verteilungsfunktion der Standardnormal-Verteilung
e Erwartungswert: F(X) = exp(p + %2)

e Varianz: Var(X) = exp(2u + 0?)[exp(c?) — 1]

A.5.2. Normal-Verteilung

X ~ N(u,0?), mit u € R - Mittelwert (Lokationsparameter), 02 > 0 - Varianz (Skalen-
parameter).

e Dichte-Funktion:

_ 1 [z — p?
f(x)—\/mexp<— 52 ),xG]R

e Verteilungsfunktion:

F@j:@(x_“>,xeR

o
mit ®(-) - die Verteilungsfunktion der Standardnormal-Verteilung
e Erwartungswert: F(X) =

e Varianz: Var(X) = o2
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A.5.3. Inverse Gamma-Verteilung

X ~IG(a, 8), mit @ > 0 - der Formparameter, § > 0 - der Skalenparameter.
Inverse Chi-Quadrat-Verteilung fiir a = § und § = L
Skalierte inverse Chi-Quadrat-Verteilung fiir a =

5.
v —_ v 2
5 und 8 = 577

e Dichte-Funktion:

f(z) = Fﬁ((;)xo‘lexp (—i) , x>0

mit I'(z) = [¢° t*Lexp(—t)dt - die Gammafunktion.

e Verteilungsfunktion:

mit
I[(s,2) = [t exp(—t)dt - die obere unvollstindige Gammafunktion.

I'(z) = [g° t*texp(—t)dt - die Gammafunktion.

e Erwartungswert: F(X) = b i fir o > 1
a —
62
e Varianz: Var(X) = CEECEDL fir a > 2

A.5.4. Skalierte inverse Chi-Quadrat-Verteilung

X ~ scaledIx*(v,7%), mit v > 0 - die Freiheitsgrade, 72 > 0 - der Skalenparameter.

Sonderfall von inversen Gamma-Verteilung mit o = 5 und 8 = %7’2.

e Dichte-Funktion:

flz) = (%> 2 TVI_<1+%)6IP <_V2;2> , x>0

mit I'(z) = [¢° t* Lexp(—t)dt - die Gammafunktion.

e Verteilungsfunktion:

mit

(s, z) = [t exp(—t)dt - die obere unvollstindige Gammafunktion.
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I'(z) = [5° t*texp(—t)dt - die Gammafunktion.

2

e Erwartungswert: F(X) = %, fir v > 2
V —
2 2.4
e Varianz: Var(X) = = 2];2(TV —y fir v >4

A.5.5. Poisson-Verteilung

X ~ Poiss(A), mit A > 0 - Rate.
e Dichte-Funktion:

)\J?
flz)=P(X =2) = ge_)‘, z € N°
e Verteilungsfunktion:
T _ T )\k
F(x) :l;OP(X —k)=c¢e A%E’ z € N°

e Erwartungswert: F(X) = A
e Varianz: Var(X) =\

A.5.6. Gamma-Verteilung

X ~ G(a, ), mit @ > 0 - der Formparameter, 3 > 0 - der inverse’ Skalenparameter.
Chi-Quadrat-Verteilung fir o = % und § = 3.

e Dichte-Funktion:

(07

I'(a)

mit I'(z) = [¢° t* texp(—t)dt - die Gammafunktion.

v texp (—Bx), >0

flx) =

e Verteilungsfunktion:
I'(a, fz)
F(z) = ——— 0
mit
['(s,z) = [§ t* texp(—t)dt - die untere unvollstindige Gammafunktion.

I(z) = 52 t* texp(—t)dt - die Gammafunktion.

e Erwartungswert: F(X) = e

B
a
e Varianz: Var(X) = 7

4Der inverse Skalenparameter ist definiert als %
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A.5.7. Negative Binomial-Verteilung

X ~ NB(r,p), mit r > 0 - Formparameter (Anzahl Erfolge bis zum Abbruch), p € (0,1)
- Skalenparameter (Erfolgswahrscheinlichkeit).

e Dichte-Funktion:

z+r—1
T

fla) = ( )pm T

e Verteilungsfunktion:
Flx)=1-1L_p(z+1,7), z € N°

mit I(a, B) = [y t* (1 — t)’~'dt - die Eulersche Betafunktion, auch Eulersches
Integral 1. Art.

e Erwartungswert: F(X) = @

e Varianz: Var(X) = %

A.5.8. Beta-Verteilung
X ~ Beta(a, ), mit a > 0 - Formparameter, § > 0 - Skalenparameter.
e Dichte-Funktion:

mit
I'(z) = [y° t* texp(—t)dt - die Gammafunktion.
e Verteilungsfunktion:
F(z) = I.(a, ), x €[0,1]

B(z;a,b)

mit [,(a,b) = Bla.b)

- die regulierte unvollstédndige Beta-Funktion, wobei

B(z;a,b) = [t (1 —t)*! - die unvollstindige Beta-Funktion

I'(a)I"(b)

B(a,b) = m

- die vollstédndige Beta-Funktion

I'(z) = 52 t* texp(—t)dt - die Gammafunktion.

e Erwartungswert: E(X) = ;¢35

e Varianz: Var(X) = W
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A.6. Bestimmung der Jeffreys a priori fiir Poisson-Verteilung und
der dazugehorigen a posteriori Dichte

Herleitung zur Kap. 5.1.1 Formel 5.11

ps(N) = Vet (T(N) = Jdet (-2 (gytostsan) )

02 T
-\ e ({15
= $ —-F (8622)\109 (exp(—=TN)) + log (tl_[l )\”t> —log <t1_[1 nﬂ))
= J —-F ((982)\ TA+log ()\Zt 1 ) — ;log(nt!)>

82 T T
=.|—-F < o~ — TA+1log(A)Y ny — Zlog(nt!))
92A t=1 t=1

1 1 X 1 X
:\l/@;E(nt):J/\?;E(n):\JA?;/\
1 1T 1 1

Herleitung zur Kap. 5.1.1. Bestimmung der a posteriori fiir Poisson-Verteilung
mit Jeffreys a priori

Die a posteriori Verteilung fiir Poisson- Verteilung mit Jeffreys a priori ist die Gamma-
Verteilung mit neuen Hyperparametern O ~ G(3 + > n;, T)

1 & A )\bzgl.)\ _1 & Y
p(A|n) o< Jeffreys a priori x Likelihood = 7 x [[ = SUPREE | P

t=1 ”t =1
_1 ZT n d _;+ZT n
= A2 )\=1 texp(—ZA) =\ 27 2a=1"exp(—TN)
=1

A lexp(—BN) (A.2)

mit @ = % + 3L ny - der Formparameter der Gamma-Verteilung, B = T der inverse
Skalenparameter® der Gamma-Verteilung.

5Der inverse Skalenparameter ist definiert als % Der nicht inverse Skalenparameter ist somit %
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A.7. Bestimmung der bedingten Dichte der zukiinftigen
Beobachtung und des dazugehorigen Erwartungswertes

Herleitung zur Kap. 5.1.1 Formel 5.5

Die bedingte Dichte der zukinftigen Beobachtung fiir gemischte Poisson-Gamma-Verteilung
ist eine Dichte der negativen Binomial-Verteilung® (N7, 1 ~ N B(Gnew, Bneu)):

f(mln) = P(Nry1 = m|N =) = [ f(ml\)p(Am)x

m + &neu - 1 2 dn?u 2 m
= ( )(Bneu) i (1 - Bneu) (AB)
m
mit e, = @ - der Formparameter und Bneu =7 f 3 der Skalenparameter der negativen

Binomial-Verteilung.

6Die Informationen zur negativen Binomialvertelung siehe Anh. A.5.7.
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Herleitung zur Kap. 5.1.1 Formel 5.6

Die erwartete Anzahl der Verluste im folgenden Jahr:

E(N7y1) = dneu%_ﬁne“) B ( B HB) B &< : ~> <1Eﬁ> :g

1+8 1+p
_ Oé+ZtT=1 ne T6 (a+ZtT:1 Tlt) . Tha+1Tp Zthl ne Bo N ng“zl ng
- B+T  TBB+T) TBB+T) T B(B+T)  TBLT)
B a $ 8 T
B—f—Tﬂ 5—}—TTE:1 5+T aprzom +ﬁ—|—T)\MLE

= W)\MLE + (1 - w))\a priori (A4)
mit

o \yrg = T Zthl ny - der MLE fiir ir Parameter A aus der beobachteten internen
Daten.

= F(X), X ~ G(a, ) - die Schétzung fiir Parameter A aus der a

priori auf Basis von externen Daten bzw. Szenarien.

A a priori —

™| e

= aa T w € [0,1] - das Gewicht zur Kombination der beiden Schétzer.

e « - der Hyperparameter der a priori Gamma-Verteilung.
e [ - der Hyperparameter der a priori Gamma-Verteilung.

e T - Anzahl der Jahre (Zeitperioden) in historisch beobachteten internen Daten.
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A.8. Bestimmung der gemeinsamen a priori und der dazugehdrigen
a posteriori Dichte bei Lognormal-Verteilung mit zwei
unbekannten abhangigen Parametern

Herleitung zur Kap. 5.1.2 Formel 5.14

Die gemeinsame a priori der Parameter u und o2 der Lognormal-Verteilung
fiir 02 ~ N (1o, %2) und O,: ~ scaledIx*(v,7?) ist eine Mischverteilung aus der
Normal- und der skalierten inversen Chi-Quadrat-Verteilung:

pl11,0%) = plylo?)p(o?) = plylyo, ‘j) < p(0l, ™)

1 [l — po)® « 273 o2\ ~(+%) v7?
- e — ex _
o’ b 2% r(s)vr? \vr? P\ 7202

¢
bzgl.p,o? | o\ _1 [ — M0]2 2—(1+3 vr?
& (0- ) zexrp (—20_2;) X ((7 ) ( )e:ltp _@
oy _vEl_q [:u — Mo] vT
= (0%)7 = “exp ( 20% B 202>
_ (02)7”;”*161, _L(gf)[ — ual? 2 A5
—~ p (=53 (0l — w]” +v7°) (A-5)

Herleitung zur Kap. 5.1.2 Formel 5.15

Die a posteriori der Parameter p und o2 der Lognormal-Verteilung
fir ©,,2 ~ N(uo, %2) und O,2 ~ scaledIx*(v,7?) ist eine Mischverteilung aus der
Normal- und der skalierten inversen Chi-Quadrat-Verteilung mit neuen Hyperparame-

tern: g ) ]2
i 1 log(loss;) —
2 i
,o0°|loss) x | | ————=exp | — X
plu, o”|loss) Zzl_Il loss;V/ 2mo? b ( 202 >

x(0) % Seap (o (0l — ol + v7)

zZgt. 0'2 n n
I (0*) " 2exp ( Z log(loss;) u]2> X

= (0}~ lexp (—2; (i[log([ossi) — p)? + ol — po)® + V7'2>>

= (")
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1 n
X erp < 257 (Z ?(loss;) QuZlog (loss;) + nu* + ¢u® — 2oupo + dug + v ))
=1 =1
= (0‘2)_V+721+1_1
1 (nloss + ¢M0)2 nloss + o 2
X Y loss? _ Pee T YRo
erp | =53 v7? + pup + nloss? — T n —i—(qb—i—n)[,u n 1
Uneu+1 -1 1 2 9
— Gl'p _@ (¢neu [lu - /’Lo,neu] + (VT )neu)) (A6)
mit
® Vpey =V+N
— 2
(nloss + qﬁ;m)
hd (VTQ)neu VneuTELeu = VTQ + Qb/ig + nloss? — ¢ T
° 7_2 — (VT2)neu
nloss + QL
[ ] ney — ————————
o ¢+n
hd ¢neu = Qb +n
e loss =137 log(loss;)
o [0ss2 = 13" log*(loss;)

A.9. Bestimmung der Jeffreys a priori fiir Lognormal-Verteilung
und der dazugehorigen a posteriori Dichte mit zwei
unbekannten abhangigen Parametern

Herleitung zur Kap. 5.1.2 Formel 5.19

Jeffreys a priori

pal11,0%) = \Jdet(T (s, 0%)) = Jdet( B (g toatd o))

2 2

d
I %@Llog(ﬂw’ﬁ)) e 5 log(f(z|u, 0?))

0020

s log((alp.0®) o log(f (el %)
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A.10 _n 1 " loo(x nu
Aél det | —FE ) 02 (02)2 >z log(zi) + ()
41 —(02)2 i log(x;) + (02)2 E) to: n [log(z:) — p)?
5 ! i 0g(z; e
= |det 1 o2 . n(02>2 7;:1 E(llg< Z)) (02)2 ]
(02)? iy E(log(z:)) (22 (02 + (02)3E ( " [log(x;) — ] )
n np g 2
o2 (02)2  (02)2 =
= det{ m ngp o n N no? Jdet[o n2 2]
(022 (622  2(02)2 ' (02)3 2(02)

Die Log-Likelihood
log(f (zlp.0*)) = log ( PV el (‘W»

~ log ((zmﬂ)—z [z eap (—W))
= log((2m0”) %) + ZZOQ ( i)~ exp (‘W))

= log((2m02) %) + Zlog( ) !) + Zlog (exp< W))

= ——log (2ma?) Zlog ;) ! Z[ZOQ(%‘) —u? (A.8)

Die 1. Ableitung nach p

8 A 8 n 1 n
aMzog<f<acm,a>>—a(—21<>g<2m - Stogte) - 51z S log(a )

0 0 2u & nu?
T op ( 202 4 Z log(x:) ) o ( 202 4 Zl o9’ @Zlog(xz) a M)
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Die 2. Ableitung nach p
0? a9 0 [(1 & nu
g2, 109l o) = 5| 3 2 log(w) = 5

_9 <_W) __n (A.10)

Die 2. Ableitung nach ; und o?

0? o Ao 0 [T n
el el o) 2 7 (13 tegte) -

eatont el o) 2 32 (< oa(2n®) = 3toate) - 512 3 lvoa(a) ~ )

do
_ 9 (_n n_ 1§ Vo)t L § N2
— o (~toatena = ol Soate) — ) = = Lom ko L Slogte) -

Die 2. Ableitung nach o?

0 2\y A.12 0 n 1
8202509(f(£lﬂ,0 )) = @ (—

n | -

= 2(0’2)2 - (0_2)3 ;[ZOQ(Z‘J - N] (Al?’)

Die 2. Ableitung nach ¢? und p

80828ulog(f(x‘u’ %)) e 5(;1 <_M + 2(02)? Zn:[log(xi) - M]2>

= —(02)2 ;log(xi) + :21“2 (A.14)
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Herleitung zur Kap. 5.1.2

Die a posteriori der Parameter p und o2 der Lognormal-Verteilung und Jeffreys a prio-
ri ist eine Mischverteilung aus der Normal- © 1,2 ~ N (f0,neu; (;1—2”) und der skalierten
inversen Chi-Quadrat-Verteilung ©,2 ~ scaledIx*(Vyew, T2,,) mit neuen Hyperparame-
tern”:

2 5T [log (i) — p?
,0°|x) o< Jeffreys a priori x Likelihood = ———crp | ————FF—
Pl 0%|2) o Jeffreys o p | ( )

i=1 L

bzgé.u (0_2)_% ﬁ(aﬁ)_%e;pp (-W) — (0-2)_%(0-2)_%6117]? ( zn: lOg ZL’z

2
bzgl.o =1 20

:(02)2623]9( zijlog v —2,ulog(:1:1)—|—u]>

= (0?) " lexp ( — (na:2 —2unT + n/f))
202
= (02)—%1_ exp ( — ( —2uT + 7T — T+ MQ))>

( (u? — 2uT +7%) + na? — nx2>>
—7)% 4+ na? — nm2)>
1)+ 0@ - 7))

= () ey (5 (¢neu(u oo + 7)) (A15)

mit

L4 ¢neu - n
*T= % ?:1 log(xz)
o 12 = % " log*(x;)

"Vgl. Anh. A.8.
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A.10. Kombination von zwei Datenquellen. Ergebnisse zur Kap. 5.1

A.10.1. Interne Daten: 100, externe Daten 1350, Simulationen: 1500

2 Quellen MH meanlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

16.3 —

162 meanlog empirisch extern: 16.18781

Mittelwert mh mit burnin: 16.18775
Mittelwert mh ohne burnin: 16.18785
meanlog wahr extern: 16.2

burnin: 1250

Iterationen: 6250

15.9 — MH-Algorithmus Dauer: 0.934 Min.
Anzahl intern: 100

Anzahl extern: 1350

16.1 —

16.0 —

meanlog

15.8 —

157 H

T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Iteration

Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin

15

-
o
|

Dichte (KDE)
Il

Dichte (KDE)

I T T T
15.7 15.8 15.9 16.0 16.1 16.2 16.3

meanlog meanlog

Abbildung A.37.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betrégt 0.934
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 6250 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 5000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 100. Externe Daten:
1350.
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

1.05
—— sdlog empirisch extern: 0.99014
100 —— Mittelwert mh mit burnin: 0.99003
0.95 —— Mittelwert mh ohne burnin: 0.99048
8’ ' — sdlog wahr extern: 0.96
S 090 —— burnin: 1250
a Iterationen: 6250
0.85 - MH-Algorithmus Dauer: 0.934 Min.
Anzahl intern: 100
0.80 Anzahl extern: 1350
0.75 —
T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Iteration
Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin

35
20 MR 30

—~ N —~
L 1 W 25 o
a 5 a) ol
X X 20 bl A N
= = 1 l | |»
QL 10 L 5 ) ‘ |
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2 2 5 ’1‘|
[ (=)
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)
[ o - DRt
T T T T T T 1 T T T T T T 1
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 0.94 0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 1.06
sdlog sdlog

Abbildung A.38.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betriagt 0.943 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 6250 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 5000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 100. Externe Daten: 1350.
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Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 5000

meanlog

1.0

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2 —

Akzeptanzrate: 0.2726

I
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-0.2 -
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Autokorrelationsfunktion

sdlog

1.0

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2 —

Akzeptanzrate: 0.2326

0.0

-0.2 -

Lag

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 5, Iterationen: 5000

meanlog

1.0

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2 —

Akzeptanzrate: 0.2726

0.0

~0.2 -

Autokorrelationsfunktion

Abbildung A.39.: Die Autokorrelation der

sdlog

1.0

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2

Akzeptanzrate: 0.2326

0.0

~0.2 -

Markov-Kette
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:

Lag

(obere Zeile)

5000. Schritt 1. Interne Daten: 100. Externe Daten: 1350.
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2 Quellen MH meanlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)

16.5 —

—— meanlog empirisch extern: 16.18781
meanlog empirisch intern: 16.36021
Mittelwert mh mit burnin: 16.20055
Mittelwert mh ohne burnin: 16.20098
meanlog wahr extern: 16.2
meanlog wabhr intern: 16.5
—— burnin: 1250

Iterationen: 6250

MH-Algorithmus Dauer: 11.353 Min.

Anzahl intern: 100

Anzahl extern: 1350

16.4 —

meanlog

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Iteration
Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin
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meanlog meanlog

Abbildung A.40.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betragt 11.353
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 6250 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 5000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten:
1350.
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sdlog

Dichte (KDE)

2 Quellen MH sdlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)
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sdlog empirisch extern: 0.99014
sdlog empirisch intern: 1.5231
Mittelwert mh mit burnin: 1.03981
Mittelwert mh ohne burnin: 1.0395
sdlog wahr extern: 0.96

sdlog wahr intern: 1.41

burnin: 1250

Iterationen: 6250
MH-Algorithmus Dauer: 11.353 Min.
Anzahl intern: 100

Anzahl extern: 1350

Histogramm ohne burnin

r.!.
i
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sdlog

i |
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T T

0.98 1.00 1.04

Abbildung A .41.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 6250 Iterationen betrigt 11.353 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 6250 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 5000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 1350.

123



Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Abbildung A .42.: Die Autokorrelation der

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 2. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 5000

meanlog sdlog
1.0 Akzeptanzrate: 0.3524 10 Akzeptanzrate: 0.3878
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 5, Iterationen: 5000
meanlog sdlog
1.0 Akzeptanzrate: 0.3524 1.0 Akzeptanzrate: 0.3878
0.8 — - 0.8 —
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06 — g 0.6 —
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5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
5000. Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 1350.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz MH

0.0 CO— Haeufigkeiten: MLE
0.5 — Haeuf Vert: Poisson
1.0 — lambda: jaehrlich
15 - Verlusthoehen: Bayes ext. Daten MH
20 - Hoehen Vert.: Lognormal
o Simulationen: 1500
i Anzahlintern: 100
=30 7 Anzahl extern: 1350
35
Ayl
Tl
- 50
“5,’ B E —
O 50
L5 —
7.0 —
F.5
B0 - Lt ]
-
#5  — intemn -
90 7| —— eaxtern
i
-85 | —— Bayes-Ansatz =
-10.0 Bayes-Ansatz EW
I [ I I [ I [ I [ [
10 12 14 18 18 20 22 24 26 28
log(x)

Abbildung A.43.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz MH. Zwei-Schritt-Verfahren. Interne
Daten: 100. Externe Daten: 1350.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
meanlog Schritt 2 (Verluste simuliert)

16.5 —

—— meanlog empirisch extern: 16.18781
16.4 — meanlog empirisch intern: 16.36021
—— Mittelwert Bayes—Ansatz analytisch: 16.19768
—— meanlog wahr extern: 16.2
meanlog wahr intern: 16.5
Iterationen: 1000
Simulation Dauer: 0.012 Min.
Anzahl intern: 100
Anzahl extern: 1350

meanlog

0 200 400 600 800 1000

Iteration

Autokorrelation meanlog

Histogramm Iterationen: 1000

1.0 H

0.8

0.6 —

0.4 —

0.2

Dichte (KDE)

0.0 e c1l 1 | . L

Autokorrelationsfunktion

meanlog Lag

Abbildung A.44.: Der mit analytischen Herleitung simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.012
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 1350.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
sdlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Autokorrelationsfunktion

0.96
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sdlog

—— sdlog empirisch extern: 0.99014

sdlog empirisch intern: 1.5231
—— Mittelwert Bayes—Ansatz analytisch: 1.01765
—— sdlog wahr extern: 0.96

sdlog wahr intern: 1.41

Iterationen: 1000

Simulation Dauer: 0.012 Min.

Anzahl intern: 100

Anzahl extern: 1350

Autokorrelation sdlog
Iterationen: 1000

Abbildung A.45.: Der mit analytischen Herleitung simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.012
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 1350.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz analytisch

0.0 - - Haeufigkeiten: MLE
0.5 — Haeuf Vert: Poisson
1.0 — lambda: jaehrlich
15 - Verlusthoehen: Bayes ext. Daten
20 - Hoehen Vert.: Lognormal
REE Simulationen: 1500
i Anzahlintern: 100
=30 7 Anzahl extern: 1350
. 3E
= 40
Tl
- 50
“5,’ B E —
O 50
L5 —
7.0
T8
2.0
5 T — intemn
90 = —— axemn
-85 — —— Bayes-Ansatz
100 — Bayes-Ansatz EW
I [ [ [ I [ [ [
10 12 14 18 18 20 2 24 26 28

log(x)

Abbildung A.46.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz analytisch. Zwei-Schritt-Verfahren.
Interne Daten: 100. Externe Daten: 1350.
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A.10.2. Interne Daten: 300, externe Daten 3000, Simulationen: 1500

2 Quellen MH meanlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

16.3 —
16.2
o 161
o
% 16.0 —
(O]
£ 159
15.8 —
15.7
T T T T
0 1000 2000 3000
Iteration
Histogramm mit burnin
20 4 40 —
m m
A %57 O 30 A
> X
N—r N—r
L 10 L %
ey e
Q Q
o 5 o 10
0

15.7 15.8

Abbildung A .47.:

T T T I 1
15.9 16.0 16.1 16.2 16.3

meanlog

meanlog empirisch extern: 16.21022
Mittelwert mh mit burnin: 16.20976
Mittelwert mh ohne burnin: 16.21009
meanlog wahr extern: 16.2

burnin: 750

Iterationen: 3750

MH-Algorithmus Dauer: 0.691 Min.
Anzahl intern: 300

Anzahl extern: 3000

Histogramm ohne burnin
i
R
|” |.|||||||I|i||!in::-;h: pon
T

I
4.;..iiiuiﬂlﬂii"immim |1H | .

16.16 16.18 16.20 16.22 16.24 16.26

meanlog

Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betragt 0.691
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-

nen mit KDE (unten links) und His
mit KDE (unten rechts). Schritt 1.
3000.
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

1.00 —

0.95 —

0.90 —

sdlog

0.85 —

0.80 —

0.75 —

sdlog empirisch extern: 0.97668
Mittelwert mh mit burnin: 0.97593
Mittelwert mh ohne burnin: 0.97617
sdlog wahr extern: 0.96

burnin: 750

Iterationen: 3750

MH-Algorithmus Dauer: 0.691 Min.
Anzahl intern: 300

Anzahl extern: 3000
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Abbildung A .48.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.

Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betriagt 0.691 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 300. Externe Daten: 3000.
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Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Abbildung A .49.: Die Autokorrelation der

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000

meanlog sdlog
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
meanlog sdlog
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Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 1. Interne Daten: 300. Externe Daten: 3000.

131



2 Quellen MH meanlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)

16.50 —
—— meanlog empirisch extern: 16.21022
16.45 meanlog empirisch intern: 16.48985
16.40 —— Mittelwert mh mit burnin: 16.22248
o —— Mittelwert mh ohne burnin: 16.22275
i) 16.35 - —— meanlog wahr extern: 16.2
c 16 )
c meanlog wahr intern: 16.5
D 1630 - —— burnin: 750
1S Iterationen: 3750
16.25 | | MH-Algorithmus Dauer: 6.675 Min.
(AR ity A S e i G-t Anzahl intern: 300
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Abbildung A.50.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betragt 6.675
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 3000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten:
3000.
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)
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sdlog empirisch extern: 0.97668
sdlog empirisch intern: 1.48054
Mittelwert mh mit burnin: 1.00857
Mittelwert mh ohne burnin: 1.00841
sdlog wahr extern: 0.96

sdlog wahr intern: 1.41

burnin: 750

Iterationen: 3750

MH-Algorithmus Dauer: 6.675 Min.
Anzahl intern: 300

Anzahl extern: 3000
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0.99

1.00 1.01
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Abbildung A.51.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrigt 6.675 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 3000.
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 2. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000

meanlog sdlog
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
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Abbildung A.52.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 3000.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz MH

Haeufigkeiten: MLE

Haeuf Vert: Poisson

lambda: jaehrlich

Verlusthoehen: Bayes ext. Daten MH
Hoehen Vert.: Lognormal
Simulationen: 1500

Anzahl intern: 300

Anzahl extern: 3000

log(1-F(x))
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-0 — = egxtern
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I [ [ [ I [ [ [ [
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log(x)

Abbildung A.53.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz MH. Zwei-Schritt-Verfahren. Interne
Daten: 300. Externe Daten: 3000.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
meanlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Autokorrelationsfunktion
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meanlog wahr extern: 16.2
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Abbildung A.54.: Der mit analytischen Herleitung simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 3000.
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sdlog

Dichte (KDE)

2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
sdlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.55.: Der mit analytischen Herleitung simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 3000.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz analytisch

o — DD O &

Haeufigkeiten: MLE

Haeuf Vert: Poisson

lambda: jaehrlich
Verlusthoehen: Bayes ext. Daten
Hoehen Vert.: Lognormal
Simulationen: 1500

Anzahl intern: 300

Anzahl extern: 3000
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Abbildung A.56.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz analytisch. Zwei-Schritt-Verfahren.
Interne Daten: 300. Externe Daten: 3000.
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A.10.3. Interne Daten: 100, externe Daten 300, Simulationen: 1500

2 Quellen MH meanlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.57.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betragt 0.682
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 3000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 100. Externe Daten:
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

sdlog empirisch extern: 1.00802
Mittelwert mh mit burnin: 1.00881
Mittelwert mh ohne burnin: 1.0097
sdlog wahr extern: 0.96

burnin: 750

Iterationen: 3750

MH-Algorithmus Dauer: 0.682 Min.
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Anzahl extern: 300

sdlog

0.8 —

0 1000 2000 3000
Iteration
Histogramm mit burnin Histogramm ohne burnin
12 4
10
10 —
M
— ~—~ H N
w s w i
a a
4 %
~ 6 — ~ 6 —
[} [}
— —
< 4 - ~
Q O 4
[a) [a)
2 o 2 -
0 e 0
I T T T 1 I T T T T T 1
0.8 0.9 1.0 11 12 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15 1.20
sdlog sdlog

Abbildung A.58.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrigt 0.682 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 100. Externe Daten: 300.
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Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
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Abbildung A.59.: Die Autokorrelation der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 1. Interne Daten: 100. Externe Daten: 300.
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2 Quellen MH meanlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.60.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betragt 6.678
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 3000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten:

300.
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.61.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrigt 6.678 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 300.
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 2. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000

meanlog sdlog
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
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Abbildung A.62.: Die Autokorrelation der Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz MH

L e e Haeufigkeiten: MLE
0.5 — Haeuf Vert: Poisson
1.0 — lambda: jaehrlich
15 - Verlusthoehen: Bayes ext. Daten MH
20 - Hoehen Vert.: Lognormal
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i Anzahlintern: 100
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Abbildung A.63.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz MH. Zwei-Schritt-Verfahren. Interne
Daten: 100. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
meanlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.64.: Der mit analytischen Herleitung simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
sdlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.65.: Der mit analytischen Herleitung simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 100. Externe Daten: 300.

147



2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz analytisch
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Abbildung A.66.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz analytisch. Zwei-Schritt-Verfahren.
Interne Daten: 100. Externe Daten: 300.
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A.10.4. Interne Daten: 200, externe Daten 300, Simulationen: 1500

2 Quellen MH meanlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.67.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betragt 0.467
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 3000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 200. Externe Daten:
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

sdlog empirisch extern: 1.00802
Mittelwert mh mit burnin: 1.00881
Mittelwert mh ohne burnin: 1.0097
sdlog wahr extern: 0.96
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MH-Algorithmus Dauer: 0.467 Min.
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Abbildung A.68.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrigt 0.467 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 200. Externe Daten: 300.
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Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
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Abbildung A.69.: Die Autokorrelation der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 1. Interne Daten: 200. Externe Daten: 300.
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2 Quellen MH meanlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.70.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrégt 7.081
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 3000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 200. Externe Daten:
300.
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.71.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrigt 7.081 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 200. Externe Daten: 300.
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Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Abbildung A.72.: Die Autokorrelation der

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 2. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
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Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 2. Interne Daten: 200. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz MH

Haeufigkeiten: MLE

Haeuf Vert: Poisson

lambda: jaehrlich

Verlusthoehen: Bayes ext. Daten MH
Hoehen Vert.: Lognormal
Simulationen: 1500

Anzahl intern: 200

Anzahl extern: 300
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Abbildung A.73.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz MH. Zwei-Schritt-Verfahren. Interne
Daten: 200. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
meanlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.74.: Der mit analytischen Herleitung simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 200. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
sdlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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—— sdlog empirisch extern: 1.00802

sdlog empirisch intern: 1.48441

Mittelwert Bayes—Ansatz analytisch: 1.10873
sdlog wahr extern: 0.96

sdlog wahr intern: 1.41

Iterationen: 1000

Simulation Dauer: 0.005 Min.
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Iterationen: 1000

1.0 H

0.8

0.6 —

0.4 —

0.2

0.0

-0.2

Lag

Abbildung A.75.: Der mit analytischen Herleitung simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.005
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 200. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz analytisch

o — I L]

Haeufigkeiten: MLE

Haeuf. Vert: Poisson

lambda: jaehrlich
Verlusthoehen: Bayes ext. Daten
Hoehen Vert.: Lognormal
Simulationen: 1500

Anzahl intern: 200

Anzahl extern: 300
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Abbildung A.76.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz analytisch. Zwei-Schritt-Verfahren.
Interne Daten: 200. Externe Daten: 300.

158



A.10.5. Interne Daten: 300, externe Daten 300, Simulationen: 1500

2 Quellen MH meanlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.77.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betragt 0.461
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 3000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 300. Externe Daten:
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 1 (Verluste simuliert)

sdlog empirisch extern: 1.00802
Mittelwert mh mit burnin: 1.00881
Mittelwert mh ohne burnin: 1.0097
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burnin: 750

Iterationen: 3750
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Abbildung A.78.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.
Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrigt 0.461 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 1. Interne Daten: 300. Externe Daten: 300.
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Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
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Abbildung A.79.: Die Autokorrelation der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 1. Interne Daten: 300. Externe Daten: 300.
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Abbildung A.80.: Der mit MH-Algorithmus simulierte meanlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betréigt 6.624
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iteratio-
nen mit KDE (unten links) und Histogramm fiir letzte 3000 Iterationen
mit KDE (unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten:
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2 Quellen MH sdlog
Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.81.: Der mit MH-Algorithmus simulierte sdlog der Lognormal-Verteilung.

Dauer des Algorithmus mit 3750 Iterationen betrigt 6.624 Minuten.
Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 3750 Iterationen mit KDE
(unten links) und Histogramm fir letzte 3000 Iterationen mit KDE
(unten rechts). Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 300.
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Autokorrelationsfunktion

Autokorrelationsfunktion

Abbildung A.82.: Die Autokorrelation der

Autokorrelation 2 Quellen Schritt 2. Ohne burnin (Verluste simuliert),
Iterationen: 3000
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Autokorrelation 2 Quellen Schritt 1. Ohne burnin (Verluste simuliert),
thin = 3, Iterationen: 3000
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Markov-Kette (obere Zeile) und der
verdinnten Markov-Kette (untere Zeile) mit MH-Algorithmus simu-
lierten meanlog und sdlog der Lognormal-Verteilung. Iterationen:
3000. Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz MH

o — MO0 T N &

Haeufigkeiten: MLE

Haeuf Vert: Poisson

lambda: jaehrlich

Verlusthoehen: Bayes ext. Daten MH
Hoehen Vert.: Lognormal
Simulationen: 1500

Anzahl intern: 300

Anzahl extern: 300
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Abbildung A.83.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz MH. Zwei-Schritt-Verfahren. Interne
Daten: 300. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
meanlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.84.: Der mit analytischen Herleitung simulierte meanlog der Lognormal-

Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.006
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Bayes—Ansatz analytisch
sdlog Schritt 2 (Verluste simuliert)
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Abbildung A.85.: Der mit analytischen Herleitung simulierte sdlog der Lognormal-
Verteilung. Dauer des Algorithmus mit 1000 Iterationen betragt 0.006
Minuten. Markov-Kette (oben links), Histogramm fiir 1000 Iteratio-
nen mit KDE (unten links), ACF fiir 1000 Iterationen (unten rechts).
Schritt 2. Interne Daten: 300. Externe Daten: 300.
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2 Quellen Log-log-Plot simulierte Verluste (tail)

intern vs. extern vs. Bayes-Ansatz analytisch
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Haeufigkeiten: MLE

Haeuf Vert: Poisson

lambda: jaehrlich
Verlusthoehen: Bayes ext. Daten
Hoehen Vert.: Lognormal
Simulationen: 1500
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Abbildung A.86.: Der Log-log-Plot. Bayes-Ansatz analytisch. Zwei-Schritt-Verfahren.
Interne Daten: 300. Externe Daten: 300.
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B. Datendokumentation

In elektronischer Form sind dieser Arbeit beigefiigt:
e Literatur
e R-Code (mit der dazugehorigen Dokumentation)

e R-Data

R-Output

Master-Thesis.pdf

Im Ordner “Literatur” befinden sich alle in dieser Arbeit verwendete Literaturquellen.
Im Ordner “R-Code” befindet sich der auskommentierte R-Code mit Umsetzung des
Zwei-Schritt-Bayes-Ansatzes (Hauptdatei “bayes_estimate.R”) sowie die Analysen der
MH- und MH-SA-Algorithmen (Hauptdatei “mh_vs_mhsa.R”). Alle andere R-Code und
R-Data werden von den Hauptdateien aus eingelesen und durchgefiithrt. Die entspre-
chende Dokumentation zum R-Code sowie zur Ablagestruktur sind als .docx Dateien
abgespeichert: “0. Dokumentation zum Code (Analyse MH vs. MH-SA).docz” und “0.
Dokumentation zum Code (Zwei-Schritt-Bayes-Verfahren).docz”.

Im Ordner “R-Output” befinden sich die .csv Tabellen mit geschitzten Parametern
und VaR sowie 2 Unterordner mit Grafiken zum Zwei-Schritt-Bayes-Ansatz und zu den
Analysen der MH- und MH-SA-Algorithmen:

e “Analysen”
e “Simulation Loss”
Der Ordner “R-Ddata” besteht aus zwei Unterordnern:
e “Analysen”
e “Simulation Loss”

In beiden Unterordnern befinden sich die abgespeicherte Workspace zur Umsetzung des
Zwei-Schritt-Bayes-Ansatzes sowie Analysen zum Vergleich der zwei Algorithmen: MH-
und MH-SA-Algorithmus.

Die Benennung von Tabellen .csv, Grafiken .pdf und .jpg und Workspace .RData fiir den
Zwei-Schritt-Bayes-Ansatz besteht aus folgenden Bausteinen (getrennt mit dem Unter-
strich):

e Name (fir Plot, Tabelle bzw. Workspace)
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Datentyp

Verteilung der Schadenshohen

Modell fiir Schadenshohen

Verteilung der Schadenshéufigkeiten

Modell fiir Schadenshéufigkeiten

Anzahl der internen Verluste

Anzahl der externen Verluste

Anzahl Iterationen (fiir Markov-Kette oder direkte Ziehung aus a posteriori )

Anzahl Simulationen (fiir Vorhersageverteilung)

Die moglichen Auspriagungen der Bausteine sind in der Tabelle B.1 dargestellt.
Die Benennung von Grafiken .pdf und Workspace .RData fiir Analysen besteht aus
folgenden Bausteinen (getrennt mit dem Unterstrich):

Name (fir Analyse bzw. Plot)

Anzahl der Iterationen
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Benennung des Outputs

Baustein

Name Plot

Name Tabelle
Name Workspace
Datentyp

Verteilung der Schadenshohen

Modell fur Schadenshohen

Verteilung der Schadenshéufigkeiten

Modell fiir Schadenshéufigkeiten

Anzahl der internen Verluste
Anzahl der externen Verluste
Anzahl Iterationen

Anzahl Simulationen

Auspriagungen

“histogramme_int_vs_ext”
“gq_plot_int_vs_ext””
“log_log_plot_int_vs_ext””
“log_log_plot_int_vs_ext_vs_geschaetzt”
“acf_stepl”
“acf_step2”
“meanlog_stepl”
“meanlog_step2”
“sdlog_step1”
“sdlog_step2”

“1_predicted_parameters0.9995”
“1_predicted_VaR0.9995”
“bayes_estimate_two_step_approach”

((true ”
“Lognormal”

“ext_bayes”

“ext_bayes-mh”
“int_onestepbayes-mh”
“ext_onestepbayes_mh”
“together_onestepbayes_mh”

“Poisson”

((Z'nt »
“int_bayes”
“ext_bayes”
“expert_bayes”

z.B. “int357
z.B. “ext300”
z.B. “it1000”
z.B. “sim1500”

Bemerkung: Genauer dazu siche Dokumentation und Kommentaren in R-Code.

Tabelle B.1.: Benennung des Outputs.
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