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Abstract 

MICRODOSIMETRY..AND THE THEORY OF STRAGGLING. Theoretical developments in micro-
dosimetry (the determination of the spatial distribution of energy deposition on a microscopic scale) 
are described. It is pointed out that microdosimetric theory is equivalent to LET theory plus straggling 
theory. The influence of each of the different random factors (varying LET, varying track length, 
varying number of primary collisions and varying energy transferred in primary events) can be expressed 
as a relative variance and these relative variances can be summed to give the relative "variance" of 
the single-event spectrum. The track-length variation and the variation in the number of primary 
events will often not be important. Although the LET variation may be quite important, it appears 
that the energy spectrum of primary collisions will usually make the decisive contribution. 

T h i s p a p e r d e s c r i b e s s t u d i e s f o l l o w i n g t h o s e c o n c e r n e d w i t h t h e b i o ­
l o g i c a l a p p l i c a t i o n o f m i c r o d o s i m e t r y , w i t h t h e m a t h e m a t i c a l s c h e m e o f 
f u n c t i o n s n e e d e d f o r t h i s p u r p o s e , a n d w i t h a f i r s t t h e o r e t i c a l d e t e r m i ­
n a t i o n o f s o m e o f t h e s e f u n c t i o n s [ 1 ] . T h e p r e v i o u s t h e o r e t i c a l c a l c u ­
l a t i o n s , b a s e d o n M o n t e C a r l o m e t h o d s , w e r e i n g o o d a g r e e m e n t w i t h 
t h e e x p e r i m e n t a l d a t a . H o w e v e r , n e w i m p r o v e m e n t s i n t h e e x p e r i m e n t a l 
t e c h n i q u e m a d e i t d e s i r a b l e t o d e v e l o p a c c u r a t e t h e o r e t i c a l m e t h o d s . 
W h i l e m o r e r e f i n e d a n d , n e c e s s a r i l y , m o r e a b s t r a c t c o m p u t a t i o n s a r e 
a p p l i e d , one s h o u l d a l s o a t t e m p t a c l e a r e r u n d e r s t a n d i n g o f t h e d i f f e r e n t 
f a c t o r s i n v o l v e d . T h i s p a p e r t h e r e f o r e , o u t l i n e s a g e n e r a l t h e o r e t i c a l 
i n v e s t i g a t i o n i n t o t h e s p e c t r a o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y . T h e b a s i s i s R o s s i ' s 
c o n c e p t o f l o c a l e n e r g y d i s t r i b u t i o n [ 2 ] ; t h e w o r k r e p o r t e d w a s done p a r t l y 
i n h i s l a b o r a t o r i e s a t C o l u m b i a U n i v e r s i t y . 

T h i s w o r k i s d i v i d e d i n t o t w o s e c t i o n s : F i r s t , t h e d i f f e r e n t r a n d o m 
f a c t o r s w h i c h m a k e up t h e d i s t r i b u t i o n o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y a r e b r i e f l y 
d i s c u s s e d . A f o r m u l a i s t h e n g i v e n w h i c h c o m p r i s e s a l l t h e s e f a c t o r s . 
T h i s f o r m u l a i s t h e b a s i s f o r t h e n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s a n d h a s b e e n u s e d 
s u c c e s s f u l l y i n t h e p a s t . I t i s , h o w e v e r , r a t h e r c o m p l i c a t e d a n d does 
n o t g i v e a s i m p l e i d e a as t o t h e r e l a t i v e c o n t r i b u t i o n s o f t h e d i f f e r e n t 
f a c t o r s t o t h e s h a p e o f t h e l o c a l e n e r g y s p e c t r a . B e c a u s e o f t h i s d i f f i c u l t y , 
a r e l a t i o n o f r e m a r k a b l e s i m p l i c i t y i s p r e s e n t e d w h i c h c o n n e c t s t h e 
v a r i a n c e o f t h e m i c r o d o s i m e t r y s p e c t r a w i t h t h e v a r i a n c e o f t h e i n d i v i d u a l 
r a n d o m f a c t o r s . T h i s r e l a t i o n l e a d s t o t h e s e c o n d p a r t a n d t o a p o i n t 
w h i c h i s c e n t r a l t o t h i s p a p e r . I t t u r n s o u t t h a t , e x c e p t f o r l a r g e v o l u m e s 
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a n d v e r y d e n s e l y i o n i z i n g r a d i a t i o n s , one f a c t o r d o m i n a t e s . T h i s i s t h e 
w i d e r a n g e o f e n e r g y l o s s i n p r i m a r y c o l l i s i o n s . I t s i n f l u e n c e o n t h e shape 
o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a i s i n m a n y c a s e s d e c i s i v e . B u t e v e n i n 
c a s e s w h e r e i t i s n o t t h e d o m i n a n t f a c t o r , i t i s s t i l l t h e one w h i c h p r e s e n t s 
t h e m o s t s e r i o u s d i f f i c u l t i e s — d i f f i c u l t i e s as f a r a s p h y s i c a l k n o w l e d g e 
a n d m a t h e m a t i c a l e v a l u a t i o n a r e c o n c e r n e d . A t t h e s a m e t i m e , t h i s i s 
t h e f a c t o r w h i c h i s m o s t c h a r a c t e r i s t i c f o r t h e n e w a s p e c t s b r o u g h t up b y 
m i c r o d o s i m e t r y . F l u c t u a t i o n s o f e n e r g y d e p o s i t i o n a r e , h o w e v e r , b y no 
m e a n s a n e w s u b j e c t . I t m a y be s a i d t h a t m i c r o d o s i m e t r y i s L E T t h e o r y 
p l u s s t r a g g l i n g t h e o r y . 

W h i l e t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n L E T s t u d i e s a n d m i c r o d o s i m e t r y i s one 
o f t h e g e n e r a l t o p i c s d i s c u s s e d b y t h i s P a n e l , t h e a l t e r n a t i v e a s p e c t s -
m i c r o d o s i m e t r y a n d s t r a g g l i n g — a r e s t r e s s e d h e r e . 

(a ) I n t e r p l a y o f d i f f e r e n t r a n d o m f a c t o r s 

T o e l u c i d a t e t h e d i f f e r e n t r a n d o m f a c t o r s r e s p o n s i b l e f o r t h e l o c a l 
e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a , b e l o w i s b r i e f l y d e s c r i b e d t h e c h a i n o f e v e n t s 
w h i c h t a k e s p l a c e i n t h e m e a s u r e m e n t s o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a : 

A t i s s u e - e q u i v a l e n t p r o p o r t i o n a l c o u n t e r i s e x p o s e d t o a dose D o f 
i o n i z i n g r a d i a t i o n . T h e n u m b e r o f p a s s a g e s o f i o n i z i n g p a r t i c l e s t h r o u g h 
t h e c o u n t e r i s a r a n d o m v a r i a b l e . D i s c u s s i o n i s c o n f i n e d t o t h e s i m p l e 
c a s e t h a t one h a s t o d e a l o n l y w i t h c o m p l e t e p a s s a g e s o f t h e i o n i z i n g 
p a r t i c l e s t h r o u g h t h e s e n s i t i v e v o l u m e . T h e i o n i z i n g p a r t i c l e i s a s s u m e d 
t o l o s e o n l y a s m a l l f r a c t i o n o f i t s k i n e t i c e n e r g y i n a p a s s a g e . T h i s l o s s 
o f e n e r g y o c c u r s i n s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t " p r i m a r y c o l l i s i o n s " . T h e 
e x p e c t e d n u m b e r o f p r i m a r y c o l l i s i o n s i s p r o p o r t i o n a l t o t h e t r a c k l e n g t h 
a n d t o t h e s t o p p i n g p o w e r o f t h e p a r t i c l e . T h e r e f o r e , one ha s t o k n o w 
t h e t r a c k l e n g t h d i s t r i b u t i o n as w e l l a s t h e L E T d i s t r i b u t i o n . F o r a g i v e n 
t r a c k l e n g t h a n d a g i v e n v a l u e o f L E T t h e n u m b e r o f p r i m a r y c o l l i s i o n s 
i s s t i l l a r a n d o m v a r i a b l e . N o t o n l y i s t h e n u m b e r o f p r i m a r y e v e n t s 
a r a n d o m v a r i a b l e , b u t a l s o t h e s i z e o f t h e s e e v e n t s v a r i e s , i . e. t h e 
a m o u n t o f e n e r g y t r a n s f e r r e d i n a p r i m a r y c o l l i s i o n i s d i s t r i b u t e d 
s t a t i s t i c a l l y . A c t u a l l y , t h e r e s u l t i n g δ - r a y m a y h a v e a r a n g e l o n g e n o u g h 
t o l e a v e t h e s e n s i t i v e v o l u m e ; f o r t h e t i m e b e i n g , h o w e v e r , t h i s i s no t 
c o n s i d e r e d , b u t i t i s a s s u m e d t h a t a l l e n e r g y i s d e p o s i t e d l o c a l l y . I n 
o t h e r w o r d s , a l l p r i m a r y e v e n t s a r e c o n s i d e r e d t o be p o i n t e v e n t s . 
C o r r e c t i o n s f o r t h e a b o v e s i m p l i f i c a t i o n c a n be a p p l i e d a f t e r w a r d s . 

A c e r t a i n a m o u n t o f d e p o s i t e d e n e r g y w i l l l e a d t o a n u m b e r o f 
i o n i z a t i o n s w h i c h , i n t u r n , i s s u b j e c t t o s t a t i s t i c a l f l u c t u a t i o n s ( t h e s e m a y 
be c a l l e d " F a n o f l u c t u a t i o n s " , s i n c e F a n o g a v e t h e f i r s t t h e o r e t i c a l 
a n a l y s i s o f t h e p r o b l e m [ 3 ] ) . T h e n e x t s t e p i s t h a t e a c h o f t h e e l e c t r o n s 
f r e e d i n a n i o n i z a t i o n i s a c c e l e r a t e d t o w a r d s t h e a n o d e . A t t h e end o f 
i t s p a t h i t g e n e r a t e s a v a r y i n g n u m b e r o f s e c o n d a r y i o n i z a t i o n s w h i c h 
i n t u r n m u l t i p l y a n d t h u s c o n t r i b u t e t o t h e p u l s e w h i c h c o r r e s p o n d s to 
t h e p a s s a g e o f t h e i o n i z i n g p a r t i c l e . A c t u a l l y t h e r e a r e a l s o s o m e l e s s 
e s s e n t i a l f a c t o r s l i k e a m p l i f i e r n o i s e o r i m p e r f e c t f u n c t i o n o f t h e 
c o u n t e r . T h e s e f a c t o r s w h i c h , i n p r i n c i p l e , c a n be r e d u c e d b y e x p e r i ­
m e n t a l t e c h n i q u e , n e e d n o t be d e a l t w i t h h e r e . 
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A c t u a l l y , t h e d i s c u s s i o n m a y a l s o be r e s t r i c t e d t o t h e c a s e o f t h e 

s i n g l e - e v e n t s p e c t r a f Δ ( Ζ ) , s i n c e f r o m t h e s e s p e c t r a t h e d i s t r i b u t i o n s 

ΐ(Ζ;Ό)1 f o r d i f f e r e n t d o s e s D c a n be c a l c u l a t e d ( s ee f o r m u l a ( 6 ) ) . T o 

a r r i v e a t a c o m p l e t e f o r m u l a f o r t h e d i s t r i b u t i o n o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y 

t h e f o l l o w i n g q u e s t i o n s h a v e t o be a s k e d : 

1 . W h a t i s t h e d i s t r i b u t i o n s(Jl) o f t r a c k l e n g t h £ i n t h e c r i t i c a l v o l u m e ? 

I n t h e s p e c i a l c a s e o f a s p h e r e : s ( ü ) = 2ß/d2 ( w h e r e d = d i a m e t e r ) . 

2 . W h a t i s t h e d i s t r i b u t i o n r ( L ) o f L E T ? T h e d i s t r i b u t i o n r e l a t i v e t o 

t h e t r a c k l e n g t h i s r e q u e s t e d . 

F a c t o r s 1 a n d 2 c o m b i n e t o m a k e up t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n t ( E ) 

o f t h e e x p e c t e d v a l u e Ε t o be d e p o s i t e d i n t h e p a s s a g e . Ε i s t h e e n e r g y 

w h i c h w o u l d be l a i d d o w n i f t h e r e w e r e no s t r a g g l i n g . 

3. W h a t i s t h e d i s t r i b u t i o n p(v) o f t h e n u m b e r υ o f p r i m a r y c o l l i s i o n s 

a l o n g t h e t r a c k ? T h i s n u m b e r i s d i s t r i b u t e d a c c o r d i n g t o P o i s s o n , s i n c e 

t h e p r i m a r y c o l l i s i o n s a r e s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t . I f b\ i s t h e m e a n 

e n e r g y t r a n s f e r r e d i n a p r i m a r y c o l l i s i o n , 

p ( i / ) = e 5 / 6 l - ( E / 6 1 ) " / y i (1 ) 

4 . W h a t i s t h e d i s t r i b u t i o n w ( e ) o f e n e r g y e t r a n s f e r r e d i n a p r i m a r y 
c o l l i s i o n ? T h i s f u n c t i o n i s p r o p o r t i o n a l t o 1 / e 2 f o r e n e r g i e s l a r g e c o m ­
p a r e d t o t h e b i n d i n g e n e r g y o f t h e e l e c t r o n s . T h e shape a t l o w e r 
e n e r g i e s i s , h o w e v e r , q u i t e i m p o r t a n t f o r t h e m i c r o d o s i m e t r y s p e c t r a . 

I t w i l l be s e e n t h a t t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e d i s t r i b u t i o n w ( e ) and i t s 
" n u m b e r " a n d " e n e r g y " m e a n δχ a n d 62 i s t h e c e n t r a l p r o b l e m i n t h e 
t h e o r e t i c a l d e d u c t i o n o f t h e s p e c t r a o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y . I t i s a l s o 
d e c i s i v e f o r a l l c o n s i d e r a t i o n s o n " s t r a g g l i n g " , a n d i t i s h e r e w h e r e 
m i c r o d o s i m e t r y a n d t h e c o n v e n t i o n a l s t r a g g l i n g t h e o r i e s o f B o h r [ 4 ] , 
L a n d a u [ 5 ] , S y m o n [ 6 ] a n d V a v i l o v [ 7 ] m e e t . T h e s e a r e t h e p r o b a b i l i t y 
d i s t r i b u t i o n s w h i c h d e t e r m i n e t h e t h e o r e t i c a l s p e c t r a . T o c o n t i n u e , w h a t 
a r e t h e f a c t o r s w h i c h a r e i n t r o d u c e d b y t h e e x p e r i m e n t a l m e t h o d ? 

5. H o w m a n y i o n i z a t i o n s a r e p r o d u c e d b y t h e e n e r g y e? T h e e x p e c t e d 
n u m b e r o f i o n i z a t i o n s i s e / W ( W = 32 e V ) . A c t u a l l y t h e r e a r e f l u c t u a t i o n s . 
T h e s i m p l e s t a s s u m p t i o n w o u l d b e t h a t λ i s d i s t r i b u t e d a c c o r d i n g t o 
P o i s s o n . T h e o r e t i c a l c o n s i d e r a t i o n s ( F a n o [ 3 ] ) i n d i c a t e t h a t t h e d i s t r i ­
b u t i o n φ(λ; e) i s n o t P o i s s o n i a n b u t o f a v a r i a n c e a p p r o x i m a t e l y h a l f o f 
t h e P o i s s o n i a n . N o t m u c h i s k n o w n b e y o n d t h i s . T h i s r a n d o m f a c t o r 
w i l l t u r n o u t t o be o f r e l a t i v e l y m i n o r i m p o r t a n c e . 
6. · W h a t i s t h e d i s t r i b u t i o n γ ( λ ) o f p u l s e h e i g h t ζ b r o u g h t abou t b y λ 
i n i t i a l e l e c t r o n s ? I f ( a s p r e l i m i n a r y e x p e r i m e n t s i n d i c a t e f o r s p h e r i c a l 
c o u n t e r s ) 7 ( ξ ) i s e x p o n e n t i a l , t h e d i s t r i b u t i o n o f p u l s e h e i g h t b r o u g h t 
a b o u t b y λ i n i t i a l e l e c t r o n s i s : 

7 ( ? i X ) = e ' C e V 1 / U - l ) ! ( 2 ) 

J This is a preliminary notation as long as no definitive notation has been established in micro­
dosimetry. f/\(Z)' dZ is the probability that an increment of local energy density between Ζ and Ζ +dZ 
is produced by an absorption event. f(Z; D)* dZ is the probability that a local energy density between 
Ζ and Ζ + dZ results if the dose D is applied. The functions depend on the size of the critical volume 
and on the radiation quality; they correspond to Rossi's Ρ(ΔΖ) and P(Z). 
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T h i s f a c t o r i s a l s o r a t h e r u n i m p o r t a n t . M o r e o v e r , a c o m p u t e r p r o g r a m m e 
h a s b e e n d e v e l o p e d f o r c o r r e c t i o n o f t h e e x p e r i m e n t a l s p e c t r a . 

W i t h t h e s e d i s t r i b u t i o n s t h e f o r m u l a c a n , i n p r i n c i p l e , be c o n s t r u c t e d 
f o r t h e l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a . T h e r e i s a n e e d , h o w e v e r , no t o n l y 
f o r t h e e l e m e n t a r y d i s t r i b u t i o n s , b u t a l s o f o r h i g h e r o r d e r d i s t r i b u t i o n s . 
W h i l e s ( i ) , w ( e ) , e t c . a r e d i s t r i b u t i o n s f o r one e v e n t , i t i s a l s o n e c e s s a r y 
t o k n o w t h e d i s t r i b u t i o n s w h i c h r e s u l t i f s e v e r a l e v e n t s o c c u r . One o b ­
t a i n s t h e s e d i s t r i b u t i o n s b y " f o l d i n g " t h e e l e m e n t a r y o n e s . T h i s o p e r a t i o n , 
w h i c h i s a l s o c a l l e d ' c o n v o l u t i o n ' , p o s e s t h e c e n t r a l m a t h e m a t i c a l 
p r o b l e m i n s t r a g g l i n g t h e o r y a s w e l l a s i n t h e c o m p u t a t i o n o f m i c r o ­
d o s i m e t r y s p e c t r a . I n t h e p a s t i t h a s l e d t o c o n s i d e r a b l e d i f f i c u l t i e s a n d 
h a s t h e r e f o r e a t t r a c t e d m u c h i n t e r e s t . W e h a v e d e v e l o p e d a c o m p u t e r 
p r o g r a m m e w h i c h s o l v e s t h i s p r o b l e m ( s e e (b ) o f t h i s p a p e r ) . T h u s , f o r 
t h e m o m e n t , i t m a y be a s s u m e d t h a t t h e r e s u l t i n g d i s t r i b u t i o n s a r e k n o w n . 
I n t h e f o r m u l a e , h o w e v e r , a m a t h e m a t i c a l s y m b o l i s n e e d e d f o r t h i s 
o p e r a t i o n a n d i t s r e p e a t e d a p p l i c a t i o n . F o r t h i s p u r p o s e , a s t a r i s u s e d . 
I f w ( E ) i s t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o f e n e r g y s p e n t i n a s i n g l e c o l l i s i o n , 
t h e d i s t r i b u t i o n o f e n e r g y s p e n t i n t w o c o l l i s i o n s i s c a l l e d w * 2 ( E ) . A s 
m a y be s e e n : 

e 

w * 2 ( e ) = w ( e f w ( e ) = / w ( e - x ) - w ( x ) d x . (3) 

M o r e g e n e r a l l y t h e n - t h ' f o l d i n g p o w e r ' 2 o f w ( E ) i s d e s i g n a t e d b y 
w * n ( e ) . T h i s i s t h e d i s t r i b u t i o n o f e n e r g y s p e n t i n e x a c t l y η c o l l i s i o n s : 

e 

" (e ) = J w * ( n _ 1 ) ( e - χ ) · w ( x ) d x , w 

o r =J w * ( n _ I / ) ( e - x ) . w * y ( x ) d x (4 ) 

ο 

o r , i n g e n e r a l f o r m , = w * ( n " v ) ( e ) * w y ( e ) 

I f t h i s c o n v e n t i o n i s a p p l i e d a l s o t o t h e o t h e r d i s t r i b u t i o n s , one m a y 
w r i t e t h e c o m p l e t e f o r m u l a f o r t h e s i n g l e e v e n t s p e c t r u m f A ( Z ) : 

f* t Z ) =Σ / ^ Ε ) ' β " Ε / δ ΐ ( E / o i ) ? H - w ^ ( e ) ^ ( X 1 e ) - 7 * X ( Z ) d E . d e (5) 

v{\ E,e 

2 This analogy to multiplication is based on the fact that convolution reduces to mere multipli­
cation if one goes over to the characteristic functions of the distributions. 
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E a c h t e r m c o r r e s p o n d s t o one o f t h e r a n d o m f a c t o r s . I t m a y be 
m e n t i o n e d a g a i n t h a t t h e l a s t t w o t e r m s ( i n d i c a t e d b y G r e e k l e t t e r s ) a r e 
b r o u g h t i n b y t h e e x p e r i m e n t a l m e t h o d , n a m e l y b y t h e u se o f p r o p o r t i o n a l 
c o u n t e r s . F o r t h e o r e t i c a l d e t e r m i n a t i o n o f t h e s p e c t r a o f l o c a l e n e r g y 
d e n s i t y t h e s e t e r m s a r e t o be d r o p p e d . 

A t t h i s p o i n t t h e f o r m u l a w h i c h a l l o w s d e d u c t i o n o f t h e d o s e -
d e p e n d e n t s p e c t r a f r o m t h e s i n g l e e v e n t s p e c t r u m m a y be a d d e d : 

w h e r e Αι = m e a n l o c a l e n e r g y d e n s i t y p r o d u c e d i n one a b s o r p t i o n e v e n t . 
T h e f o r m u l a i s e a s i l y u n d e r s t o o d . T h e f i r s t , P o i s s o n i a n , t e r m 

g i v e s t h e p r o b a b i l i t y f o r e x a c t l y ν a b s o r p t i o n e v e n t s w h i l e f& ( Z ) i s t h e 
d i s t r i b u t i o n o f Ζ u n d e r t h e c o n d i t i o n t h a t υ a b s o r p t i o n e v e n t s t a k e p l a c e . 

A d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f t h e s e f o r m u l a e i s n o t n e c e s s a r y h e r e ( f o r 
r e f e r e n c e s e e [ 1 ] ) . T h e y m a y j u s t s e r v e t o s h o w w h a t k i n d o f p r o b l e m s 
one e n c o u n t e r s . T h e m a t h e m a t i c a l p r o b l e m i s t h a t o f f i n d i n g t h e 
d i s t r i b u t i o n s w h i c h a r e g e n e r a t e d b y r e p e a t e d f o l d i n g f r o m a n i n i t i a l 
d i s t r i b u t i o n . T h e s o l u t i o n o f t h i s p r o b l e m i s d i s c u s s e d i n t h e n e x t s e c t i o n . 

A n a d d i t i o n a l p r o b l e m i s t h a t o f d e t e r m i n a t i o n o f t h e L E T d i s t r i b u t i o n 
a n d o f t h e d i s t r i b u t i o n w ( e ) o f e n e r g y t r a n s f e r i n p r i m a r y c o l l i s i o n s . T h e 
L E T s p e c t r a a r e w e l l d i s c u s s e d , a n d i n m a n y s p e c i a l c a s e s t h e y c a n 
be g i v e n n u m e r i c a l l y . T h e d i s t r i b u t i o n w ( e ) , h o w e v e r , p r e s e n t s s e r i o u s 
d i f f i c u l t i e s . T h i s i s d i s c u s s e d a t t h e e n d o f t h e p a p e r . 

F i r s t , a r e l a t i o n i s m e n t i o n e d w h i c h e n a b l e s c o m p a r i s o n o f t he 
i n f l u e n c e o f t h e d i f f e r e n t r a n d o m f a c t o r s . S p e c i f i c a l l y i t b r i n g s ou t t h e 
i m p o r t a n c e o f t h e " s t r a g g l i n g " t e r m . 

E a c h o f t h e r a n d o m f a c t o r s : v a r y i n g L E T , v a r y i n g t r a c k l e n g t h , 
v a r y i n g n u m b e r o f p r i m a r y c o l l i s i o n s , a n d v a r y i n g e n e r g y t r a n s f e r r e d 
i n p r i m a r y e v e n t s , h a s t h e e f f e c t o f b r o a d e n i n g t h e s p e c t r a o f l o c a l 
e n e r g y d e n s i t y . T h e v a r i a n c e o f t h e l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a i s a 
c o n v e n i e n t m e a s u r e f o r t h e c o m b i n e d i n f l u e n c e o f t h e d i f f e r e n t f a c t o r s . 
A s u i t a b l e d i m e n s i o n l e s s t e r m i s V = σ 2 / " Ζ Γ 2 ; w e c a l l i t r e l a t i v e v a r i a n c e . 
V i s s m a l l i f t h e f l u c t u a t i o n s a r e s m a l l as c o m p a r e d t o t h e m e a n . I t i s 
w e l l k n o w n t h a t f o r d i s t r i b u t i o n s w i t h V « l ( s p e c i f i c a l l y f o r G a u s s i a n 
d i s t r i b u t i o n s ) t h e v a r i a n c e due t o d i f f e r e n t p e r t u r b a t i o n s ( " w e a k " r a n d o m 
f a c t o r s ) s i m p l y a d d s . A s i m i l a r f a c t i s n o t t o be e x p e c t e d f o r t h e s p e c t r a 
f A ( Z ) o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y , w h e r e V » 1 , i . e . w h e r e t h e f l u c t u a t i o n s 
a r e e v e n b i g g e r t h a n t h e m e a n v a l u e s . S u r p r i s i n g l y i t t u r n s ou t t h a t , 
n e v e r t h e l e s s , a s i m p l e a d d i t i v e r e l a t i o n h o l d s . O n e m a y t a k e e a c h i n d i ­
v i d u a l r a n d o m f a c t o r , n e g l e c t a l l t h e o t h e r s , a n d c a l c u l a t e t h e r e s u l t i n g 
r e l a t i v e v a r i a n c e . I f t h i s i s d o n e f o r a l l d i f f e r e n t f a c t o r s , a l l t h e r e ­
s u l t i n g t e r m s m a y be s i m p l y s u m m e d up ; t h u s one o b t a i n s t h e a c t u a l 
v a l u e f o r t h e r e l a t i v e v a r i a n c e o f f ^ ( Z ) . T h e r e i s j u s t one c r o s s t e r m , 
n a m e l y f o r L E T a n d t r a c k l e n g t h . 

(6) 

i/ = 0 
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T h e r e a r e c e r t a i n l i m i t a t i o n s , s i n c e t h i s r e l a t i o n s t r i c t l y h o l d s o n l y 
u n d e r s i m p l i f y i n g a s s u m p t i o n s , e . g . c o m p l e t e p a s s a g e s a n d t r e a t m e n t 
o f t h e p r i m a r y c o l l i s i o n s as p o i n t e v e n t s . S t i l l i t i s a n e x c e l l e n t t o o l i n 
p r a c t i c a l c a s e s a n d g i v e s t h e r i g h t o r d e r o f m a g n i t u d e f o r t h e c o n t r i ­
b u t i o n o f t h e d i f f e r e n t f a c t o r s . 

T h e m a i n p o i n t s c a n be e x p l a i n e d b y w r i t i n g d o w n t h e r e l a t i o n i n i t s 
m o s t s i m p l e f o r m w i t h o u t p r o o f . I t m a y be m e n t i o n e d t h a t i t c a n 
e a s i l y be e x t e n d e d t o t h e d o s e - d e p e n d e n t s p e c t r a . I n p a s s i n g , i t m a y a l s o 
be r e m a r k e d t h a t t h e w h o l e c o n c e p t i s c l o s e l y r e l a t e d t o s i m i l a r n o t i o n s 
i n t h e a n a l y s i s o f d o s e - e f f e c t c u r v e s . T h e r e , i n a d d i t i o n t o p h y s i c a l 
f a c t o r s , b i o l o g i c a l p a r a m e t e r s c o n t r i b u t e t o t h e v a r i a n c e o f t h e c u r v e s , 
b u t k n o w l e d g e o f t h e r e l a t i v e v a r i a n c e o f t h e l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a 
i s s u f f i c i e n t t o d e d u c e a l o w e r l i m i t f o r t h e s i z e o f t h e s e n s i t i v e a r e a [ 1 ] . 

I t c a n be s h o w n t h a t , f o r t h e r e l a t i v e v a r i a n c e V o f t h e s i n g l e - e v e n t 
s p e c t r u m f A ( Z ) , t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n h o l d s : 

v = V + V + V - V + V + V + V (7) v vTrack LET vTrack v LET v Straggling V y v ' 

= l / 8 + 9 / 8 V L £ T t 6 2 | ~ ! 6 [ e V ] | ~ 3 2 [ e V ] 

w h e r e Δ ι i s t h e m e a n e n e r g y l a i d d o w n i n a n a b s o r p t i o n e v e n t ( i . e. 
p a s s a g e o f a n i o n i z i n g p a r t i c l e t h r o u g h t h e c r i t i c a l v o l u m e ) , 02 i s t h e 
" e n e r g y " a v e r a g e o f e n e r g y t r a n s f e r r e d i n p r i m a r y c o l l i s i o n . F o r V t r a c k 
t h e v a l u e 1/8 i s i n s e r t e d w h i c h c o r r e s p o n d s t o a s p h e r i c a l v o l u m e 3 . 
02 d e p e n d s o n t h e t y p e o f r a d i a t i o n , b u t as a g e n e r a l r u l e i t m a y be s t a t e d 
t h a t i t i s e q u a l t o s e v e r a l h u n d r e d e V . I n t h e s p e c i a l c a s e o f 5 . 7 5 M e V 
a-particles ( s e e R o s s i a n d R o s e n z w e i g [ 1 6 ] , a n d a l s o (b ) o f t h i s p a p e r ) 
02= 4 3 0 e V . 

F r o m t h i s e q u a t i o n m a n y o b s e r v a t i o n s c a n be d e d u c e d . T o m e n t i o n 
a f e w : F i r s t , t h e l a s t t w o t e r m s , w h i c h a r e d u e t o t h e F a n o f l u c t u a t i o n s 
a n d t o t h e s t a t i s t i c s o f e l e c t r o n a v a l a n c h e f o r m a t i o n , a r e a l w a y s s m a l l 
c o m p a r e d t o t h e s t r a g g l i n g t e r m . T h e i r c o m b i n e d c o n t r i b u t i o n i s 
a p p r o x i m a t e l y 45 e V / Δ χ , t h a t i s , 10% o f t h e s t r a g g l i n g c o n t r i b u t i o n t o t h e 
v a r i a n c e ( 5 % i n t e r m s o f t h e c u r v e w i d t h ; t h u s t h e s e t w o f a c t o r s a r e no t 
a v e r y s e r i o u s l i m i t a t i o n o f e x p e r i m e n t s i n t h e g a s p h a s e . F o r s o l i d s t a t e 
d e t e c t o r s t h e y a r e s t i l l l e s s i m p o r t a n t , b e c a u s e t h e r e t h e m e a n e n e r g y 
n e e d e d f o r a n i o n i z a t i o n i s m u c h s m a l l e r t h a n 32 e V ) . 

S e c o n d , i t m a y b e o b s e r v e d t h a t t h e i n f l u e n c e o f t h e t r a c k - l e n g t h 
v a r i a t i o n i s n o t d e c i s i v e a s l o n g a s Δ ι i s l e s s t h a n s e v e r a l k e V . T h u s , 
f o r s p a r s e l y - i o n i z i n g r a d i a t i o n t h e s h a p e o f t h e c o u n t e r s i s o f m i n o r 
i m p o r t a n c e . O n e m a y e x p e c t t o f i n d s i m i l a r r e s u l t s w i t h s p h e r i c a l and 
n o n - s p h e r i c a l c o u n t e r s . 

N a t u r a l l y , t h e L E T t e r m m a y be q u i t e i m p o r t a n t . I t w i l l be o f g r e a t 
i n t e r e s t t o c a l c u l a t e V v a l u e s f o r L E T d i s t r i b u t i o n s . A c t u a l l y t h i s i s a 
f a m i l i a r p r o b l e m . I t i s u s u a l t o c o m p u t e t w o d i f f e r e n t a v e r a g e s o f a 

Usually ν-ρΓ 3 0ι< is somewhat larger than l/δ if the volume is not spherical. Perhaps it is 
possible to prove this fact in general for non-spherical convex volumes. 
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L E T d i s t r i b u t i o n , n a m e l y L p , t h e d o s e a v e r a g e ( e q u a l t o m 2 / m i , w h e r e 
n i 2 a n d m i a r e t h e s e c o n d a n d t h e f i r s t m o m e n t o f t h e d i s t r i b u t i o n ) , a n d 
L L t h e t r a c k a v e r a g e ( e q u a l t o m i ) . T h e s e t w o a v e r a g e s , h o w e v e r , 
d e t e r m i n e t h e r e l a t i v e v a r i a n c e o f t h e L E T d i s t r i b u t i o n 4 : 

L E T 
σ 2 

m 2 . m . 
(8) 

A c o r r e s p o n d i n g r e l a t i o n c a n be g i v e n f o r t h e s i n g l e - e v e n t s p e c t r a 
f A ( Z ) o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y : 

Y 
V = = ? - - l (9) 

Y P 

w h e r e Y D a n d Yp a r e t h e d o s e a n d t h e n u m b e r a v e r a g e o f t h e even t s i ze . 
C o m p a r i n g t h e v a l u e s V a n d V L E T one c a n j u d g e t h e r e l e v a n c e of t he 

L E T d i s t r i b u t i o n f o r t h e s h a p e o f a l o c a l e n e r g y d i s t r i b u t i o n . T h e d i f ­
f e r e n c e b e t w e e n V a n d V L E T i s due t o t h e o t h e r f a c t o r s ( l i k e s t r a g g l i n g 
o r t r a c k l e n g t h d i s t r i b u t i o n ) . I f V a n d V L E T a r e n o t v e r y d i f f e r e n t , t h e 
l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r u m i s m a i n l y d e t e r m i n e d b y t h e L E T 
s p e c t r u m . T h i s c a n b e t h e c a s e e s p e c i a l l y f o r n e u t r o n i r r a d i a t i o n a n d 
v o l u m e s w h i c h a r e s m a l l e n o u g h t h a t m o s t a b s o r p t i o n e v e n t s a r e due t o 
c o m p l e t e p a s s a g e s . I n t h i s c a s e t h e m e a n e n e r g y Δ ι t r a n s f e r r e d i n a n 
a b s o r p t i o n e v e n t e q u a l s s e v e r a l k e V a n d t h e s t r a g g l i n g t e r m Vstraggling 
= δ 2 / Δ ι i s v e r y s m a l l . T h e r e f o r e , i t i s q u i t e j u s t i f i e d t h a t C a s h w e l l , 
i n h i s t h e o r e t i c a l d e t e r m i n a t i o n s o f t h e e v e n t s p e c t r a f o r n e u t r o n 
r a d i a t i o n , h a s c o m p l e t e l y n e g l e c t e d t h e s t r a g g l i n g e f f e c t s . 

T a k e a p r a c t i c a l e x a m p l e : F o r 0. 5 μ π ι d i a m . _ a n d 5. 7 M e V n e u t r o n s 
t h e e x p e r i m e n t a l d a t a a r e Y D = 6 1 . 8 k e V / μ π ι a n d Yp = 1 2 . 5 k e V / / u m 
( B i a v a t i , R o s s i , B o e r [ 8 ] ) ; this_l_eads t o V = 3. 95 . B e w l e y ( s e e h i s p a p e r 
i n t h i s r e p o r t ) g i v e s t h e v a l u e s L D = 87 k e V / μ π ι a n d L T = 20 k e V / μ π ι f o r 
6 M e V n e u t r o n s . T h e r e l a t i v e v a r i a n c e o f t h e L E T d i s t r i b u t i o n i s t h e r e ­
f o r e V = 3 . 3 5 . O b v i o u s l y , t h e L E T d i s t r i b u t i o n i s t h e d o m i n a n t f a c t o r f o r 
t h e s h a p e o f t h e l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a . W h i l e t h e f i n e s t r u c t u r e 
o f t h e L E T d i s t r i b u t i o n i s , o f c o u r s e , w a s h e d ou t i n t h e m i c r o d o s i m e t r y 
s p e c t r a , t h e m a i n s h a p e i s t h e s a m e i n b o t h c a s e s . T h e d i f f e r e n c e b e t w e e n 
V a n d 9 / 8 V L E T ( s e e f o r m u l a ( 7 ) ) i s o n l y 0 . 3. O f t h i s d i f f e r e n c e 0 . 1 2 5 i s 
d u e t o t h e t r a c k - l e n g t h d i s t r i b u t i o n i n t h e s p h e r i c a l c o u n t e r , a n d t h e r e s t 
r e p r e s e n t s t h e s t r a g g l i n g a n d t h e i n f l u e n c e o f t h e i n c o m p l e t e p a s s a g e s . 

F o r 6 0 C o γ - r a y s a n d a t i s s u e - e q u i v a l e n t d i a m e t e r o f 1 μ π ι t h e 
e x p e r i m e n t a l v a l u e s Y ^ = 1 . 24 k e V / μ π ι a n d Yp = 0. 262 k e V / μ π ι a r e g i v e n 
[ 1 0 ] ; t h e c o r r e s p o n d i n g r e l a t i v e v a r i a n c e i s V = 3. 7 3 . T h e s p e c t r u m w h i c h 
h a s b e e n c o m p u t e d t h e o r e t i c a l l y [ 1 ] h a s a r e l a t i v e v a r i a n c e V = 3 . 5 . T h e 

4 This is the reason why both ' averages' have to be used in LET theory. L T is the true mean, while 
in additiondetermines the variance of the LET distribution, σ 2 =(LD - Lj)»lj, 
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d i f f e r e n c e i n t h e t w o v a l u e s r e f l e c t s a s o m e w h a t b i g g e r t a i l o f t he e x p e r i ­
m e n t a l c u r v e a t h i g h l o c a l e n e r g y d e n s i t i e s . T h i s m a y e i t h e r be due t o 
w a l l e f f e c t s i n t h e p r o p o r t i o n a l c o u n t e r o r t o t h e f a c t t h a t i n t h e c o m p u ­
t a t i o n s 6 - r a y s w i t h e n e r g y b e y o n d 3. 5 k e V h a v e b e e n e x c l u d e d . M o s t o f 
t h e v a r i a n c e o f t h e 6 0 C o γ - s p e c t r a g o e s b a c k t o t h e s t r a g g l i n g t e r m . 
T h e c o n t r i b u t i o n o f t h e t r a c k l e n g t h s p e c t r u m i s q u i t e u n i m p o r t a n t . I t i s 
r e m a r k a b l e t h a t , w i t h i t s v a l u e o f 0 . 125 ( s ee f o r m u l a ( 7 ) ) , i t c o n t r i b u t e s 
e v e n l e s s t h a n F a n o f l u c t u a t i o n s a n d c o u n t e r r e s o l u t i o n (45 e V / 2 6 2 eV = 0 . 1 7 ) . 
T h i s m e a n s t h a t , f o r t h i s t y p e o f r a d i a t i o n , a n d f o r s m a l l v o l u m e s , i t i s 
n o t e s s e n t i a l t h a t a w e l l - d e f i n e d s p h e r i c a l c o u n t e r i s u s e d . T h i s w i l l 
s i m p l i f y f u t u r e e x p e r i m e n t s , s p e c i f i c a l l y t h o s e w i t h " w a l l - l e s s " c h a m b e r s . 
T h e L E T d i s t r i b u t i o n c a n n o t be n e g l e c t e d , b u t f o r a c u t - o f f o f 3 . 5 k e V t h e 
r e l a t i v e v a r i a n c e o f t h e L E T s p e c t r u m i s s m a l l e r t h a n o n e . C o r m a c k [ 1 1 ] 
g i v e s ΈΌ a n d L T v a l u e s f o r 6 0 C o γ - r a d i a t i o n f o r a c u t - o f f o f o n l y 
0 . 1 k e V . I n t h i s c a s e t h e r e l a t i v e v a r i a n c e o f t h e L E T s p e c t r u m i s v e r y 
l a r g e . B u t a s C o r m a c k ( s e e h i s p a p e r i n t h i s r e p o r t ) r e m a r k s , m u c h 
h i g h e r c u t - o f f s a r e r e l e v a n t f o r t h e m i c r o d o s i m e t r y s p e c t r a . W i t h a 
h i g h e r c u t - o f f t h e L E T d i s t r i b u t i o n s b e c o m e m o r e n a r r o w . 

( b ) S o m e f u r t h e r r e m a r k s c o n c e r n i n g s t r a g g l i n g 

T h e s p e c t r u m w ( E ) o f e n e r g y t r a n s f e r r e d i n p r i m a r y c o l l i s i o n s 
p r e s e n t s t h e m o s t f o r m i d a b l e d i f f i c u l t y i n t h e o r e t i c a l m i c r o d o s i m e t r y . 
I t i s , t h e r e f o r e , j u s t i f i e d t o d i s c u s s t h i s d i s t r i b u t i o n s e p a r a t e l y . A s s o o n 
a s w ( E ) a n d i t s f o l d i n g p o w e r s w*v(E) a r e k n o w n , t h e o t h e r f a c t o r s c a n 
b e i n c l u d e d , a n d t h e c o m p l e t e e v e n t s p e c t r a m a y be c a l c u l a t e d . T h u s , 
d i s c u s s i o n m a y be r e d u c e d t o t h e m o s t s i m p l e c a s e . A n i o n i z i n g 
p a r t i c l e t r a v e r s e s a t h i n l a y e r o f m a t t e r , a n d w e a s k f o r t h e d i s t r i b u t i o n 
o f e n e r g y l o s s . I n a b s t r a c t f o r m t h i s d i s t r i b u t i o n c a n be w r i t t e n d o w n 
q u i t e e a s i l y : ' 

w h e r e Ε i s t h e m e a n e n e r g y l o s s a n d δ ι i s t h e m e a n o f w ( E ) . T h e a c t u a l 
s o l u t i o n i s , h o w e v e r , a h i g h l y c o m p l i c a t e d p r o b l e m a n d i t i s t h e c e n t r a l 
p o i n t o f t h e t h e o r y o f e n e r g y l o s s f l u c t u a t i o n s . B e f o r e t h e d i f f e r e n t w a y s 
t o a s o l u t i o n a r e d i s c u s s e d , a f e w s i m p l e r e m a r k s a r e m a d e b e l o w w h i c h 
m a y i l l u s t r a t e t h e p r o b l e m . 

I f a n i o n i z i n g p a r t i c l e t r a v e r s e s a t h i n f o i l i t m a y l o s e a s m a l l 
f r a c t i o n o f i t s k i n e t i c e n e r g y . T h i s l o s s o c c u r s i n s t a t i s t i c a l l y i n d e p e n d e n t 
p r i m a r y c o l l i s i o n s a c c o r d i n g t o E q . ( 1 0 ) . A s s u m e t h a t i n a l l p r i m a r y 
c o l l i s i o n s t h e e n e r g y i s l a i d d o w n . T h e n o b v i o u s l y t h e r e l a t i v e 
v a r i a n c e o f t h e c u r v e d e p e n d s o n t h e m e a n n u m b e r o f c o l l i s i o n s . I f t he 
m e a n n u m b e r o f c o l l i s i o n s i s l a r g e , t h e e l e m e n t o f c h a n c e i s r e d u c e d 
a n d t h e c u r v e b e c o m e s r e l a t i v e l y n a r r o w ^ I n f a c t , one c a n s h o w t h a t , 
i n t h i s c a s e , t h e r e l a t i v e v a r i a n c e V = δ ι / Ε , i . e. V i s i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l 

( 1 0 ) 
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t o t h e m e a n n u m b e r Ε / ό ι o f c o l l i s i o n s . F r o m E q . ( 7 ) i t c a n be s e e n t h a t 
a c t u a l l y V = δ $ / Ε . T h u s V i s i n d e e d i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o t h e m e a n 
n u m b e r o f c o l l i s i o n s b u t i t s v a l u e i s i n c r e a s e d b y a f a c t o r 6 2 / δ ΐ ( w h i c h 
i s t y p i c a l l y b e t w e e n 5 a n d 1 0 ) . δ ι a n d O2 a r e t h e t w o d i f f e r e n t " m e a n " 
v a l u e s o f w ( E ) . 

6 1 = / E w ( E ) d E a n d ^ ^ g ' ^ g g ( 1 1 ) 

T h u s , t h e v a r i a n c e o f t h e s t r a g g l i n g c u r v e s i s m a i n l y d e t e r m i n e d b y 
t h e s h a p e o f w ( E ) a n d v e r y l i t t l e b y t h e P o i s s o n i a n f l u c t u a t i o n s o f t h e 
n u m b e r o f p r i m a r y e v e n t s . T h e r e f o r e a n y d e s c r i p t i o n b y a p u r e P o i s s o n 
p r o c e s s ( i . e . b y e q u a l p r i m a r y e v e n t s w h i c h a r e d i s t r i b u t e d a c c o r d i n g t o 
P o i s s o n ) i s e x t r e m e l y u n r e a l i s t i c . I f a c o m p a r i s o n i s t o be m a d e a t a l l , 
one m u s t c h o o s e a n e v e n t o f s i z e 62 ( s e v e r a l h u n d r e d e V ) a n d n e i t h e r 6χ 
( a p p r o x i m a t e l y 60 e V ) , w h i c h i s t h e t r u e m e a n c o l l i s i o n e n e r g y , n o r 
W (32 e V ) , t h e m e a n e n e r g y p e r i o n i z a t i o n . T h e l a t t e r a s s u m p t i o n s w o u l d 
l e a d t o c u r v e s w h i c h a r e m u c h t o o n a r r o w . T h e r e l a t i o n : 

V = 6 2 / E ( o r σ 2 = δ 2 · Ε ) ( 1 2 ) 

i s p r a c t i c a l l y q u i t e i m p o r t a n t . I f 62 i s k n o w n , one c a n i m m e d i a t e l y , 
d e d u c e t h e v a r i a n c e o f a s t r a g g l i n g c u r v e ( a n d a l s o t h e w i d t h , i f t h e 
c u r v e i s no t v e r y a s y m m e t r i c a l ) . T h u s , e x p e r i m e n t a l c u r v e s c a n 
e a s i l y be c h e c k e d . C o n v e r s e l y , e x p e r i m e n t a l d e t e r m i n a t i o n o f t h e 
v a r i a n c e o f t h e e n e r g y l o s s l e a d s d i r e c t l y t o t h e v a l u e 62 a n d t h u s t o 
s o m e i n f o r m a t i o n o n t h e d i s t r i b u t i o n w ( E ) . 

I n e x p e r i m e n t s o n e n e r g y l o s s f l u c t u a t i o n s t h e r e s u l t s a r e u s u a l l y 
c o m p a r e d w i t h t h e d i s t r i b u t i o n s d e r i v e d b y V a v i l o v [ 7 ] . I n t h e n o n -
r e l a t i v i s t i c c a s e t h e s e d i s t r i b u t i o n s a r e b a s e d o n t h e a s s u m p t i o n t h a t 
w ( E ) ~ 1 / E 2 . T h e m a x i m u m e n e r g y E m a x o f δ - r a y s i s e q u a l t o 4 m / M * E 
( w h e r e Ε i s t h e k i n e t i c e n e r g y o f t h e i o n i z i n g p a r t i c l e a n d m / M t h e m a s s 
r a t i o ) . T o a r r i v e a t t h e r i g h t v a l u e o f t h e s t o p p i n g p o w e r t h e s p e c t r u m 
i s e x t e n d e d d o w n t o a m i n i m u m e n e r g y E m i n = I 2 / E m a x . W i t h t h e s e 
a s s u m p t i o n s one c a n d e d u c e t h e t h e o r e t i c a l v a l u e o f δ 2 . T h i s i s i m ­
p o r t a n t , b e c a u s e , i n g e n e r a l , i t s h o u l d be t h e f i r s t s t e p t o c h e c k t h e 
a p p l i c a b i l i t y o f t h e V a v i l o v d i s t r i b u t i o n s b y c o m p a r i s o n o f t h e e x p e r i ­
m e n t a l a n d t h e o r e t i c a l v a r i a n c e . F r o m f o r m u l a (11 ) i t f o l l o w s t h a t : 

V J T I - = E m a x / ( 2 1 n ( E m a x / I ) ) ( 1 3 ) 
/ E - d E 

( w i t h E m a x » E m i n ) . 
S e v e r a l f a c t o r s a r e r e s p o n s i b l e f o r p o s s i b l e d i f f e r e n c e s b e t w e e n 

e x p e r i m e n t a l v a l u e s 62 = V - E a n d t h e t h e o r e t i c a l 62 . A s c a n b e s e e n 
f r o m f o r m u l a ( 7 ) t h e F a n o f l u c t u a t i o n s a n d t h e r e s o l u t i o n o f t h e p r o -



p o r t i o n a l c o u n t e r l e a d t o a n i n c r e a s e o f a b o u t 4 5 e V f o r m e a s u r e m e n t s 
i n t h e g a s p h a s e . W h i l e t h i s i s a n e r r o r b r o u g h t i n b y t h e e x p e r i m e n t a l 
m e t h o d , t h e r e s o n a n c e c o l l i s i o n s a r e r e s p o n s i b l e f o r a t r u e i n c r e a s e 
i n 62 . T h e m a g n i t u d e o f t h i s i n c r e a s e d e p e n d s o n t h e a t o m i c c o m p o s i t i o n 
o f t h e i r r a d i a t e d m e d i u m a n d o n t h e v e l o c i t y a n d m a s s o f t h e i n c i d e n t 
p a r t i c l e . T h e r e i s , h o w e v e r , a l s o a f a c t o r w h i c h d e c r e a s e s t h e e x p e r i ­
m e n t a l v a l u e o f t h e v a r i a n c e o f t h e e n e r g y l o s s d i s t r i b u t i o n . T h i s i s t he 
l o s s o f δ - r a y s . I f t h e m a x i m u m r a n g e o f δ - r a y s i s c o m p a r a b l e w i t h 
t h e w i d t h o f t h e c r i t i c a l g a p o r t h e t h i c k n e s s o f t h e s e n s i t i v e l a y e r o f a 
s o l i d s t a t e d e t e c t o r t h i s f a c t o r c a n n o t be n e g l e c t e d . T h e f a c t t h a t t h e 
d e v i a t i o n s f r o m t h e t h e o r e t i c a l m o d e l m a y b a l a n c e o u t t o a c e r t a i n e x t e n t , 
m a k e s i t h a r d t o j u d g e t h e v a l i d i t y o f t h e 1 / E 2 r e l a t i o n i n p r a c t i c a l c a s e s . 
M o r e r e f i n e d a n a l y s i s h a s t o be u s e d , t h e n , a n d a f e w r e m a r k s a r e a d d e d 
i n t h i s d i r e c t i o n . 

U n t i l n o w e x a c t c o m p u t a t i o n o f t h e e n e r g y l o s s d i s t r i b u t i o n s h a s been 
p o s s i b l e i n t h e s p e c i a l c a s e w ( E ) ~ l / E 2 o n l y ( o r i n i t s r e l a t i v i s t i c m o d i ­
f i c a t i o n ) . T h e c l a s s i c a l f o r m u l a i s v a l i d f o r a f r e e e l e c t r o n g a s , b u t i t 
i s q u i t e u n r e a l i s t i c f o r e n e r g i e s i n t h e o r d e r o f m a g n i t u d e o f t h e e l e c t r o n 
b i n d i n g e n e r g i e s . T h u s t h e c l a s s i c a l t h e o r y i s r e s t r i c t e d t o c a s e s w h e r e 
E m a x ( t h e m a x i m u m δ - r a y e n e r g y ) i s v e r y l a r g e c o m p a r e d t o t h e b i n d i n g 
e n e r g i e s . U n d e r t h e s e c o n d i t i o n s t h e c l a s s i c a l t h e o r y i s w e l l v e r i f i e d 
b y e x p e r i m e n t a l r e s u l t s [ 1 2 ] . I n a l l o t h e r c a s e s c o r r e c t i o n s h a v e t o be 
a p p l i e d . T h e s e c o r r e c t i o n s t a k e i n t o a c c o u n t t h e i n c r e a s e i n r e l a t i v e 
v a r i a n c e o f t h e c u r v e s b r o u g h t a b o u t b y t h e d i s t a n t c o l l i s i o n s ; b u t one 
h a s t o u s e r a t h e r c r u d e a p p r o x i m a t i o n s , a n d c a n n o t t a k e i n t o a c c o u n t 
t h e e x a c t s h a p e o f t h e s p e c t r u m w ( E ) a t s m a l l energies ( f o r r e f e r e n c e 
see [ 1 2 , 1 3 ] ) . T h e r e f o r e t h e t h e o r e t i c a l d i s t r i b u t i o n s a r e n o t a p p l i c a b l e 
t o c a s e s w h e r e t h e m e a n n u m b e r o f p r i m a r y c o l l i s i o n s i s s m a l l ; t h e s e , 
h o w e v e r , a r e t h e c a s e s o f i n t e r e s t i n r a d i o b i o l o g i c a l a p p l i c a t i o n s . 

E v e n w i t h i n t h e i r l i m i t s t h e c o n v e n t i o n a l m a t h e m a t i c a l m e t h o d s a r e 
n o t c o m p l e t e l y s a t i s f y i n g . W h i l e B o h r a n d L a n d a u h a v e d e d u c e d t h e 
s o l u t i o n s f o r s p e c i a l r a n g e s o f "E o n l y , V a v i l o v h a s f o u n d a g e n e r a l 
a n a l y t i c a l s o l u t i o n ; t h i s s o l u t i o n , h o w e v e r , i s c o m p l i c a t e d e n o u g h t h a t 
i t i n t u r n h a s t o b e e v a l u a t e d b y a s p e c i a l c o m p u t e r p r o g r a m m e ( S e l t z e r 
a n d B e r g e r [ 1 3 ] ) . D i r e c t n u m e r i c a l e v a l u a t i o n s e e m s t o be m o r e u s e f u l 
i n s o m e r e s p e c t s . I f i t i s d e s i r e d t o w o r k w i t h r e a l i s t i c s p e c t r a w ( E ) , 
t h i s m e t h o d i s t h e o n l y w a y . I n m i c r o d o s i m e t r y a p p l i c a t i o n s one i s 
f o r c e d t o c u t o f f t h e w ( E ) s p e c t r a a t h i g h e r e n e r g i e s . T h i s c o r r e s p o n d s t o 
t h e l o s s o f δ - r a y s w h i c h h a v e a l o n g e n o u g h r a n g e t o l e a v e t h e c r i t i c a l 
v o l u m e . B e c a u s e o f t h i s c u t - o f f t h e s h e l l c o r r e c t i o n s i n w ( E ) a r e o f s t i l l 
g r e a t e r i m p o r t a n c e . O n e p r a c t i c a l l y h a s t o d e a l w i t h t h e d i s t a n t c o l ­
l i s i o n s a l o n e . T h e c o r r e c t i o n s a s w e l l a s t h e c u t - o f f f o r e n e r g e t i c δ - r a y s 
a r e , o f c o u r s e , e q u a l l y i m p o r t a n t i n s t r a g g l i n g e x p e r i m e n t s w i t h t h i n 
s o l i d s t a t e d e t e c t o r s o r n a r r o w g a s g a p s . F o r t h e s e r e a s o n s a c o m p u t e r 
p r o g r a m m e h a s b e e n d e v e l o p e d f o r t h e s o l u t i o n o f E q . ( 1 0 ) . T h i s p r o ­
g r a m m e w o r k s f o r a r b i t r a r y d i s t r i b u t i o n s w ( E ) a n d h a s n o l i m i t a t i o n s as 
t o t h e r a n g e o f Ε ( o r , i n t h e u s u a l t e r m i n o l o g y , t h e r a n g e o f κ). T h e 
p r o g r a m m e c a n a l s o b e u s e d t o c o m p u t e t h e d o s e d e p e n d e n t l o c a l e n e r g y 
d i s t r i b u t i o n s f ( Z ; D ) f r o m t h e s i n g l e - e v e n t s p e c t r a f&(Z). T h i s i s due t o 
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t h e f a c t t h a t E q s ( 6 ) a n d ( 1 0 ) a r e o f t h e s a m e s t r u c t u r e ; t h e y b o t h d e s ­
c r i b e a c o m p o s i t e P o i s s o n p r o c e s s . 

T h i s i s n o t t h e f i r s t a t t e m p t t o w a r d s a p u r e l y n u m e r i c a l s o l u t i o n o f 
E q . ( 1 0 ) . W i l l i a m s t r e a t e d t h i s p r o b l e m i n 1929; n a t u r a l l y , h i s r e s u l t s 
a r e r a t h e r c r u d e . M o n t e C a r l o m e t h o d s h a v e b e e n a p p l i e d r e p e a t e d l y . 
O n e a n d t h e s a m e M o n t e C a r l o P r o g r a m m e h a s b e e n u s e d [ 1 ] t o c a l c u ­
l a t e e n e r g y l o s s d i s t r i b u t i o n s , s i n g l e - e v e n t s p e c t r a f A ( Z ) a n d d o s e -
d e p e n d e n t s p e c t r a f ( Z ; D ) o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y . B i a v a t i [ 1 4 ] has 
w o r k e d o u t a p r o g r a m m e w h i c h a t t a c k s E q . ( 6 ) i n a s t r a i g h t f o r w a r d w a y 
t o c o m p u t e t h e d i s t r i b u t i o n s f ( Z ; D ) f r o m & ( Z ) . W h i l e t h i s p r o g r a m m e 
i s m u c h m o r e e x a c t t h a n t h e M o n t e C a r l o m e t h o d s , i t i n v o l v e s an e x ­
t r e m e l y l a r g e n u m b e r o f c o m p u t a t i o n s a n d i s t h e r e f o r e r e s t r i c t e d t o a 
l i m i t e d r a n g e o f D . W h i l e t h i s l i m i t a t i o n i s u s u a l l y n o t t o o s e r i o u s f o r 
E q . ( 6 ) , i t t u r n s o u t t o be p r o h i b i t i v e i n t h e c a s e o f t h e s t r a g g l i n g p r o b l e m . 
N e w m e t h o d s h a d t o be f o u n d t o a v o i d t h e r e l a t i v e i n a c c u r a c y o f t h e 
M o n t e C a r l o m e t h o d s a n d s t i l l o b t a i n a w i d e r a n g e o f s o l u t i o n s f o r a n y 
p r i m a r y d i s t r i b u t i o n . 

F o r a n u n d e r s t a n d i n g o f one o f t h e m a i n p o i n t s o f t h e n e w p r o g r a m m e 
t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n i s n e c e s s a r y : o n a l i n e a r s c a l e o f Ε t h e 
s t r a g g l i n g c u r v e s b e c o m e s u c c e s s i v e l y b r o a d e r w i t h i n c r e a s i n g m e a n 
e n e r g y E . _On a l o g a r i t h m i c s c a l e t h e c u r v e s b e c o m e m o r e n a r r o w w i t h 
i n c r e a s i n g E . B o t h s c a l e s , t h e r e f o r e , p r e s e n t d i f f i c u l t i e s i f t h e y a r e 
u s e d i n t h e n u m e r i c a l t r e a t m e n t . I t t u r n s o u t , h o w e v e r , t h a t w i t h a 
s q u a r e root__scale o f Ε t h e ' w i d t h 1 o f t h e c u r v e s i s i n d e p e n d e n t o f E . W i t h 
i n c r e a s i n g Ε t h e c u r v e s e v e n a p p r o x i m a t e c o n s t a n t s h a p e . T h i s f o l l o w s 
d i r e c t l y f r o m r e l a t i o n ( 1 2 ) . T h u s t h e s q u a r e r o o t s c a l e o f Ε i s t h e one 
t o be c h o s e n f o r n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s . I t i s a l s o v e r y i l l u s t r a t i v e f o r 
p r e s e n t a t i o n o f t h e r e s u l t s . I n F i g . 1 t h e d i f f e r e n t w a y s o f p l o t t i n g a r e 
c o m p a r e d . T h e s e a r e c a l c u l a t e d e n e r g y l o s s d i s t r i b u t i o n s f o r 5 . 7 5 M e V 
a-particles i n w a t e r . 

A s a s e c o n d c e n t r a l p o i n t o f t h e p r o g r a m m e i t m a y be m e n t i o n e d t h a t i t 
i s n o t at a l l n e c e s s a r y t o c o m p u t e a l l t h e s u c c e s s i v e c o n v o l u t i o n s w ^ E ) 
o f t h e i n i t i a l d i s t r i b u t i o n . I n s t e a d , t h e e n e r g y l o s s d i s t r i b u t i o n f ( E ) i s 
f i r s t c o m p u t e d f o r a m e a n e n e r g y l o s s w h i c h c o r r e s p o n d s t o one o r l e s s 
p r i m a r y c o l l i s i o n s i n t h e m e a n . F o r t h i s p u r p o s e P o i s s o n s u p e r p o s i t i o n 
o f t h e f i r s t e i g h t " f o l d i n g p o w e r s " o f w ( E ) i s q u i t e s u f f i c i e n t . F o r 
e x a m p l e : 

i s t h e e n e r g y l o s s d i s t r i b u t i o n w h i c h c o r r e s p o n d s t o one p r i m a r y c o l l i s i o n 
i n t h e m e a n . T o o b t a i n t h e e n e r g y l o s s c u r v e s f o r h i g h e r m e a n e n e r g i e s 
one c a n s t a r t d i r e c t l y f r o m f i ( E ) , a n d n e e d n o t go b a c k t o w ( E ) a t a l l . 
B y a f i r s t c o n v o l u t i o n f i ( E ) * f i ( E ) one o b t a i n s t h e c u r v e f o r E = 2 · ό χ , b y a 
s e c o n d c o n v o l u t i o n t h e c u r v e f o r 4 · ό χ a n d so o n . B y o n l y 10 s u c c e s s i v e 
c o n v o l u t i o n s a n e n e r g y i s a r r i v e d a t w h i c h c o r r e s p o n d s t o 1024 p r i m a r y 
c o l l i s i o n s . T h e c o m p u t a t i o n t i m e s a r e t h e r e f o r e s h o r t . O f c o u r s e , one 

(14) 
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i s n o t l i m i t e d t o e n e r g i e s w h i c h c o r r e s p o n d t o i n t e g r a l n u m b e r s o f 
p r i m a r y c o l l i s i o n s . P o i s s o n f a c t o r s i n E q . ( 1 4 ) m a y be c h o s e n w i t h a n 
a r b i t r a r y m e a n . 

ο 10 20 30 40 

ENERGY 

F I G . l . Energy loss distributions for 5.75 MeV α-particles in water. The mean energies are 1 keV, 4 keV, 
16 keV, and 32 keV. The corresponding distances in water are 120A, 500 A, 0.19 μτη and 0.38 μυι 

T h e t e c h n i c a l d e t a i l s o f t h e c o m p u t a t i o n s a r e n o t g o n e i n t o f u r t h e r 
h e r e . I n s t e a d , F i g . 2 g i v e s a m o r e e x a c t r e p r e s e n t a t i o n o f t h e d i s t r i ­
b u t i o n s f o r 5 . 75 M e V α - p a r t i c l e s . T h e d i s t r i b u t i o n w ( E ) o n w h i c h t h e 
c a l c u l a t i o n s a r e b a s e d i s s h o w n i n F i g . 4 . T h i s s p e c t r u m i s a c o m b i ­
n a t i o n o f t h e c l a s s i c a l f o r m u l a f o r h i g h e r e n e r g i e s a n d o f t h e e x p e r i m e n t a l 
r e s u l t s o f R a u t h a n d S i m p s o n [ 1 5 ] f o r v e r y l o w e n e r g i e s . T h e shape o f 
t h e s p e c t r u m a t i n t e r m e d i a t e e n e r g i e s h a s b e e n c h o s e n i n s u c h a w a y t h a t 
t h e r i g h t v a l u e f o r t h e s t o p p i n g p o w e r r e s u l t s . T h o u g h t h i s i s o n l y a n 
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e s t i m a t e o f w ( E ) , i t i s c e r t a i n l y m u c h m o r e r e a l i s t i c t h a n t h e i d e a l i z e d 
r e l a t i o n w ( E ) ^ - l / E 2 . W h i l e t h e t h e o r e t i c a l v a l u e o f 62 i s 4 0 0 e V ( see 
f o r m u l a ( 1 3 ) ) , a v a l u e o f 4 2 9 e V i s o b t a i n e d f o r t h e c o r r e c t e d s p e c t r u m 
T h e m e a n e n e r g y δχ t r a n s f e r r e d i n a p r i m a r y c o l l i s i o n i s 6 2 . 5 e V ( t h e 
t h e o r e t i c a l v a l u e f o r δ ι i s o n l y a f e w e V a n d h a s c e r t a i n l y no r e a l 
m e a n i n g ) . T h e c u r v e s i n F i g . 2 c o r r e s p o n d t o m e a n e n e r g y l o s s e s o f 
63 e V , 250 e V , 1 k e V , 4 k e V a n d 16 k e V . T h e v a l u e o f t h e p a r a m e t e r 
κ o f s t r a g g l i n g t h e o r y i s 0 . 0 0 2 6 , 0 . 0 1 1 , 0 . 0 4 2 , 0 . 1 7 , a n d 0 . 6 7 . 

ALL δ-RAYS INCLUDED 

T h e c u r v e s d e v i a t e m a r k e d l y f r o m t h e V a v i l o v d i s t r i b u t i o n s f o r 
s m a l l n u m b e r s o f p r i m a r y c o l l i s i o n s . F o r h i g h e r m e a n e n e r g i e s t h e y 
n e a r l y a g r e e w i t h t h e V a v i l o v d i s t r i b u t i o n s , e s p e c i a l l y i f t h e l a t t e r a r e 
c o r r e c t e d f o r g l a n c i n g c o l l i s i o n s ( s e e R o s s i a n d R o s e n z w e i g 
[ 1 6 ] ) . 

T h e v a l u e s o f t h e t r a c k l e n g t h i n w a t e r w h i c h c o r r e s p o n d t o t h e 
d i s t r i b u t i o n s i n F i g . 2 a r e 0 . 0008 μ π ι , 0 . 003 μ π ι , Ο . 0 1 2 μ π ι , 0 . 05 μ π ι , 
a n d 0 . 1 9 μ π ι . S i n c e t h e m a x i m u m r a n g e o f δ - r a y s f o r a 5. 7 5 - M e V 
α - p a r t i c l e i s 0 . 3 μ π ι , t h e d i s t r i b u t i o n s h a v e t o be c o r r e c t e d f o r t h e 
e s c a p e o f δ - r a y s . O n l y w i t h t h i s c o r r e c t i o n c a n t h e y be u s e d as t h e 
b a s i s f o r t h e c a l c u l a t i o n o f l o c a l e n e r g y d e n s i t y s p e c t r a i n v e r y s m a l l 
v o l u m e s . F i g u r e 3 s e r v e s t o s h o w t h e e f f e c t o f a c u t - o f f a t h i g h δ - r a y 
e n e r g i e s . F o r t h e s e c u r v e s t h e s p e c t r u m w ( E ) ( F i g . 4 ) i s e x t e n d e d o n l y 
up t o 1 k e V . 

A c o m p a r i s o n o f b o t h f i g u r e s s h o w s t h a t , f o r s m a l l m e a n e n e r g y 
l o s s e s ( s m a l l κ ) , t h e c u r v e s c o i n c i d e o v e r a w i d e r a n g e . O n l y t h e t a i l s 
a r e d i f f e r e n t . H o w e v e r , f o r l a r g e r m e a n e n e r g y l o s s e s t h e d i f f e r e n c e 
b e c o m e s v e r y s i g n i f i c a n t . T h e e f f e c t i v e κ o f t h e c u r v e s i n F i g . 3 i s 
a p p r o x i m a t e l y t h r e e t i m e s g r e a t e r t h a n t h e κ v a l u e o f t h e c u r v e s i n F i g . 2 . 
I n o t h e r w o r d s , t h e v a r i a n c e o f t h e c u r v e s i s v e r y s t r o n g l y a f f e c t e d b y 
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t h e c u t - o f f . T h e v a l u e o f δ 2 i s d e c r e a s e d t o 17 9 e V . W h i l e f o r l o w κ 
o n l y t h e t a i l o f t h e c u r v e s i s a l t e r e d , t h e c h a n g e b e c o m e s d e c i s i v e as 
s o o n as t h e c u r v e s a p p r o a c h t h e G a u s s i a n s h a p e . T h i s i s , o f c o u r s e , 
s p e c i f i c a l l y i m p o r t a n t f o r r a d i o b i o l o g i c a l a p p l i c a t i o n s i n t h e c a s e o f f a s t , 
d e n s e l y i o n i z i n g p a r t i c l e s . 

NO δ-RAYS BEYOND IkeV INCLUDED 

FIG.3. Distributions of energy loss for 5.75 MeV α-particles in water. The curves correspond to the distri­
butions from Fig.2, but all δ-rays with energies beyond IkeV are excluded 

SPECTRUM OF PRIMARY COLLISIONS 
5.75 MeV a-PARTICLES 
I = 65.1eV (WATER) 
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FIG.4. The spectrum w(E) of primary collisions has been used for the calculations. The dotted line indi­
cates the 1/E2-spectrum which is used for the classical theories 

T h e p r e s e n t e x a m p l e i s r a t h e r c r u d e . I n p r a c t i c a l c a s e s one has t o 
c a l c u l a t e e s c a p e p r o b a b i l i t i e s f o r t h e d i f f e r e n t δ - r a y s . T h e n , i n s t e a d o f 
a p p l y i n g a s i m p l e c u t - o f f , one m a y c h a n g e t h e h i g h - e n e r g y end o f t h e 
d i s t r i b u t i o n w ( E ) i n a m o r e a p p r o p r i a t e m a n n e r . 
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T o a r r i v e a t a b e t t e r k n o w l e d g e o f t h e d i s t r i b u t i o n w ( E ) f u r t h e r e x ­
p e r i m e n t s , e s p e c i a l l y w i t h r a t h e r s l o w p a r t i c l e s , a n d w i t h t h i n s o l i d 
s t a t e d e t e c t o r s , w i t h f o i l s , w i t h ga s g a p s , o r w i t h w a l l - l e s s p r o p o r t i o n a l 
c o u n t e r s , w i l l be u s e f u l . I n t h i s c o n n e c t i o n t h e r e s u l t s o f s t r a g g l i n g 
e x p e r i m e n t s , s t r a g g l i n g t h e o r y , a n d m i c r o d o s i m e t r y w i l l be o f g r e a t 
m u t u a l i n t e r e s t . 
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