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Einige Bemerkungen über Frobenius-Erweiterungen 
Von 

BODO P~REIGIS* in Ithaca, N.Y. 

1. Der von F. KASCH eingeführte Begriff der fiobenius-Erweiterung [2] 
konnte von T. NAKAYAMA, T. TSUZUKU und F. KASCH ([5], [g], 191) weit- 
gehend verallgemeinert werden, und eine in [2] angegebene Charakterisierung 
einer Frobenius-Erweiterung durch ihren Endomorphismenring bleibt dabei 
im wesentlichen erhalten ([4], [5], [8], [9], [10]). Ferner gab F. KASCH [6] 
eine Definition des Nakayama-Automorphismus für eine beliebige Frobenius- 
Erweiterung R/S, der jetzt ein Automorphismus des Zentralisators von X 
in R ist. 

Im ersten Teil dieser Note soll der Zusammenhang zwischen dem Nakayama- 
Automorphismus von RIS und dem des Endomorphismenrings von R/S unter- 
sucht werden. Es wird gezeigt, daß der Nakayama-Automorphismus beim 
Obergang zum Endomorphismenring im wesentlichen erhalten bleibt. 

Im zweiten Teil untersuchen wir folgende Frage: Gegeben seien unitäre 
Ringerweiterungen R 2 X 2 T, und seien zwei der drei Erweiterungen RIS, 
RIT, S /T Frobenius-Erweiterungen. Ist dann auch die dritte eine Frobenius- 
Erweiterung ? In  diesem Teil lassen sich durch explizite Angabe der Nakayama- 
Automorphismen gewisse Aussagen über den Fall von symmetrischen fiobe- 
nius-Erweiterungen machen. 

Durch die Verallgemeinerung des Begriffes einer Frobenius-Erweiterung 
erhebt sich unter anderem die Frage, ob die Maschke-Ikeda-Kasch-Charak- 
terisierung für relativ projektive bzw. relativ injektive Moduln erhalten bleibt. 
In  [9] wird diese Frage unter gewissen zusätzlichen Voraussetzungen positiv 
beantwortet. Wie im Zusatz von [B] bemerkt wurde, ist es nach einer Idee von 
K. GRUENBERG möglich, den Begriff der Spur auch für beliebige Frobenius- 
Erweiterungen zu bilden. Im dritten Teil dieser Note soll das ausgeführt werden. 
Damit kann dann gezeigt werden, da5 die Maschke-Ikeda-Kasch-Charak- 
terisierung von relativ projektiven bzw. relativ injektiven Moduln ohne 
weitere Voraussetzungen für beliebige Frobenius-Erweiterungen gültig bleibt. 

2. Alle in dieser Arbeit verwendeten Ringerweiterungen seien unitäre 
Ringerweiterungen, und alle Moduln seien unitäre Moduln. Nach [9] wollen 
wir im folgenden unter einer a-Frobenius-Erweiterung bzw. unter einer 
Frobenius-Erweiterung zweiter Art R/S eine Ringerweiterung R 2 S mit den 
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Eigenschaften 

(r 1) T : E SHom (ES, Set SIR 
(r2) RS ist endlich erzeugt und projektiv 

bzw. den nach [9] dazu äquivalenten Eigenschaften 

(1 1) pl' : RRS  RHO^ (SR, ,yS), 

(12) ist endlich erzeugt und projektiv 

verstehen. Dabei sei Hom(R8, Xus) die Menge der Homomorphismen von R 
in S mit f (rs) = f (T) a (s) für r E R, s X, wobei dc ein Automorphismus von X 
sei. pl bzw. p' werden Frobenius-Isomorphismen genannt. Ist a die identische 
Abbildung, so sagen wir, RIX ist eine 1-Frobenius-Erweiterung oder eine 
Frobenius-Erweiterung erster Art. Gelten an Stelle von (r2) bzw. (12) die 
Eigenschaften 

(r 3) . Rs ist endlich erzeugt und frei 
bzw. 

(13) ist endlich erzeugt und frei, 

so heißt die Frobenius-Erweiterung frei. 
Wir schreiben Homomorphismen von links und Multiplikatoren werden 

in den folgenden vier Möglichkeiten vorkommen : 

a) [rZfl (a) = f (Ta) 

b) LZrf I (a) = rf (a) 

C) [r7f1 (a) = W) 

d) [irf I (4 = f (a)r 
wobei r C R, a E RA bzw. AR, f C Hom (A, B) und B ein R-Rechts- bzw. R- 
Links-Modul sind. In  den Fällen b) und C) ist die Menge der so definierten 
Operatoren ring-isomorph zu R, in den Fallen a) und d) zu RO, dem zu R invers- 
isomorphen Ring. 

Nach [5] und [9] können ( r l )  bzw. (11) ersetzt werden durch die dazu 
äquivalenten Eigenschaften 

(rl ')  Es gibt einen Homomorphismus y H O ~ ( ~ R ~ ,  8Sus) so, daß die 
Abbildung 

R 3 r -+ [rZ y l  C Horn (B„ S u s )  

ein S-R-Isomorphismus ist. 
bzw. 

(1 1') Es gibt einen Homomorphismus y' E Hom (SRs, sSs) so, daß die 
Abbildung 

R , i  r -+ [rVy'1 C Horn (SR, UPS&) 

ein R-X-Isomorphismus ist. 

Dabei gilt = p( l ) ,  y' = T' (1), y' = a-ly, a' = a-l für jeweils zusammen- 
gehörige Abbildungen. Die Homomorphismen y und y' heißen Frobenius- 
Homomorphismen. 
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Seien Q ,  Q' E ZR(&) = P, dem Zentralisator von X in R. Wegen (r 1') ist 

[ e Z y ]  Hom(Rs, X„) und, wovon man sich leicht überzeugt, sogar aus 
Horn sS„). Dann ist U-l [eZ y]  = [eza-'Y] = [Q' y'] E Hom a,sSs). 
Andererseits können alle Elemente aus Hom sXs)  in der Form [P' r y ' ]  
dargestellt werden. Die Zuordnung y* : Q -t P' ist ein Ringautomorphismus 
von P, wie man leicht sieht. Dieser Automorphismus wird nach [6] Nakayama- 
Automorphismus genannt. 

Wir wollen im folgenden die durch die oben vorgenommenen Konstruktionen 
zusammenhängenden Homomorphismen g,, y und y* (eventuell auch g,' und y ' )  
als zusammengehörig bezeichnen. Es gilt nach Definition des Nakayama- 
Automorphismus immer 

Y (er)  = ( e ) )  

(1) 
[eZy1 = [y*(e)'yI 

p(er) = [Y* ( @ I r  g, @ ) I  
pt(re) = [ ~ * - l ( e ) ~ g , ' ( r ) l  . 

Um die Menge aller Nakayama-Automorphismen zu untersuchen, beachten 
wir, daß wegen (r 1') y* von a abhängt. Es liegt die Frage nahe, wie der Auto- . 
morphismus cr zu einem Automorphismus cr' abgeändert werden kann, damit 
wieder ein ( r l )  genügender Isomorphismus existiert. T. NAKAYAMA und 
T. T s u z u ~ u  zeigen dazu [9] : 

Sei RIS eine E-Frobenius-Erweiterung, und sei U' ein weiterer Auto- 
(2) morphismus von X. Dann und nur dann ist R/X eine af-Frobenius- 

Erweiterung, wenn der Automorphismus U' a-l von X von einem inneren 
Automorphismus von R induziert wird. 

Man überzeugt sich leicht, daß der neu entstehende Frobenius-Homomor- 
phismus [(t- a-l y ]  beim Obergang von a zu a' ist, wobei a' U-l (8 )  = tst-l 
= ß (8). Der dazugehörige Nakayama-Automorphismus ist dann y* ß - l ,  denn 
es ist für Q E P und r ER 

[ ( t - l ) l  ( er )  = (E' E-l y )  ( t - l ~  r) 
= (a' a-I y )  ( ß - l  ( Q )  t-Ir) 

= (a'a-ly)  (t-lr(y* ß- l )  ( e ) )  
- [(t-l)l U' a-I y ]  (r (y* ß - l )  (P)) . 

Einen Uberblick über die Gesamtheit der möglichen zusammengehörigen 
Abbildungen p, y und p* bei festem a gibt der 

Satz 1. Man erhält aus zusammengehörigen Abbildungen p, y und y* genau 
alle weiteren zusammengehörigen Abbildungen T+, y+ und (Y*)+ in  der Form 
[ e Z p ] ,  [ e z y ]  und [eZ(e-l)"*], wobei E P* ist, der multiplilcativen Gruppe der 
regulären Elemente von P. 

Der Beweis für g, weicht von den bekannten Beweisen nicht ab, und der 
Beweis für y und y* folgt aus den oben angegebenen Konstruktionen. Es sei 
darauf hingewiesen, daß [ e Z ( ~ - l ) r y * ]  bedeutet, daß sich y* um einen inneren 
Automorphismus von P ändert. 
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Wir wollen eine Frobenius-Erweiterung zweiter Art symmetrisch nennen, 
wenn ein Nakayama-Automorphismus die identische Abbildung ist. Wegen 
Satz 1 und (2) sind dazu folgende Aussagen äquivalent: 

1) Ein Nakayama-Automorphismus wird induziert von einem inneren 
Automorphismus ß von R, für den gilt ß (8) = X. 

2) Jeder Nakayama-Automorphismus wird induziert von einem inneren 
Automorphismus ß von R, für den gilt ß(S) = X. 

Weiter wollen wir eine U-Frobenius-Erweiterung a-symmetrisch nennen, 
wenn ein mit einem X-aS-Frobenius-Homomorphismus zusammenhängender 
Nakayama-Automorphismus die identische Abbildung ist. Wegen Satz 1 sind 
dazu folgende Aussagen äquivalent: 

1) Ein mit einem X-aS-Frobenius-Homomorphismus zusammengehöriger 
Nakayama-Automorphismus ist ein innerer Automorphismus von P. 

2) Jeder mit einem X-ccS-Frobenius-Homomorphismus zusammengehörige 
Nakayama-Automorphismus ist ein innerer Automorphismus von P. 

Da der mit vorgegebenen T, T' bzw. y zusammengehörige Nakayama- 
Automorphismus durch jede der vier Gleichungen (1) eindeutig bestimmt ist, 
haben wir damit eine Vielzahl untereinander äquivalenter Kennzeichnungen 
für symmetrische bzw. U-symmetrische E-Frobenius-Erweiterungen. 

3. Wir wollen in diesem Teil den Zusammenhang zwischen dem Nakayama- 
Automorphismus der a-Frobenius-Erweiterung RIS und dem des Endo- 
morphismenringes von R/S untersuchen. Dazu geben wir die Sätze über den 
Endomorphismenring aus C51 für cc-Frobenius-Erweiterungen an. 

Satz 2. Sei R/S eine ß-Frobenius-Erweiterung und lasse sich ß fortsetzen zu 
einem Automorphismus a von R. Dann ist Hom(Rs, Rs)/[lR id] eine a-l- 
Frobenius-Erweiterung. 

Eine Verallgemeinerung des Beweises aus [5] ist ohne weiteres möglich, 
wenn man beachtet, daß man als zweiseitigen R-Homomorphismus in [5] 

PI : aHom (Rfi R ß ~ ) ~  R ~ R  
erhält, für den gilt, daß 

Horn (Rs, Rßs) 3 f + [fr Pi1 E (,Hom ( R ~ ,  R ß ~ ) t  RB) 
ein Isomorphismus ist. 

!Pi ist in diesem Fall noch nicht der gesuchte Frobenius-Homomorphismus 
des Endomorphismenrings. Diesen erhalten wir, wenn wir bilden 

(3) Y2 = [a24v,]. 
Dann ist 

F 2  : RHom ( R ~ ,  R ~ ) ~  aRRR 

ein (11') genügender Homomorphismus, was zu zeigen war. Es sei weiter be- 
merkt, daß bei dem Beweis in [5] folgender Zusammenhang zwischen Y1 und 
dem Frobenius-Isomorphismus pl von RIS besteht. Sei f { Hom (Rs, XBS), SO ist 

(4) F*(/) = pl-l(f) . 
Die Umkehrung des Satzes wird von F. KASCH [5] unter der Voraussetzung 

bewiesen, daß Rs = xSs $ As und xSs = Ss für 1-Frobenius-Erweiterungen. 
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T .  NAKAYAMA und T .  Tsvzu~u zeigten i n  [10],  daß  ohne diese Voraussetzung 
der Satz nicht gilt. Auch dieser Satz läßt  sich ohne weiteres für a-Probenius- 
Erweiterungen beweisen. 

Satz 3. Sei RIS eine Ringerweiterung, genüge Hom(Rs ,  Rs)/[lR i d ]  der 
Bedingung (11') und sei a ( S )  = S .  Dann gibt es einen X-R-Monomorphismus 
von Hom(Rs ,  X„) in R. Ist außerdem Rs  = x S s @  A s  und x S s z  Ss, so 
existiert ein 8-R-Isomorphismus zwischen Hom(Rs ,  Sas)  und R, d. h. dann ist 
(I. 1 )  für RIS erfüllt. 

Z u m  Beweis verweisen wir auf [5].  
W i r  wollen im folgenden, da [ 'Rid]  und R als Ringe isomorph sind, [ 'R id]  

durch R ersetzen. Ehe wir den Nakayama-Automorphismus angeben, der z u  der 
Frobenius-Erweiterung Hom(Rs ,  R s ) / R  gehört, m u ß  der Zentralisator v o n  R 
i n  Hom(Rs ,  Rs) untersucht werden. Es ist 

Z ~ o m ( ~ s , ~ s )  (R)  = H O m ( ~ R ~ >  RRS) . 
Weiter ist mit f E H o m  (RRS, RRS) f ( a )  = [ ' / ( I )  i d ]  ( a )  und wegen s f ( 1 )  = f ( 1 )  s 
f ü r s  E S i s t  f ( 1 )  C P = ZR(&).  Weiter ist für  jedes Q P ['pid] E H O ~ ( ~ R ~ ,  RRS). 
Also ist 

( n )  Z ~ o „ ~ a ,  R ~ )  (R)  = l T p i d 1 -  
Satz 4. Sei RIS eine ß-Frobenius-Erweiterung und lasse sich ß fortsetzen zu 

einem Automorphismus a von R. Dann existiert eine eineindeutige Zuordnung 
zz~sischen den Frobenius-Homomorphismen Y E Hom (RHom ( B f i  Rs)R, 
und den Frobenius-Isomorphismen p E H ~ m ( ~ H o m  (Rs ,  SBS)R,  SRR). Weiter ist 
!P* ( [ T ~ i d ] )  = [C(y* a - l ( e ) ) id]  für Q P ,  und eine Änderung von y* u m  einen 
von Q E P* erzeugten inneren Automorpl~ismus von P entspricht einer Änderung 
von Y/* u m  einen von [ r ( a ( ~ - l ) ) i d ]  erzeugten inneren Automorphismus von 
[ 'Pid].  

Beweis: Wegen (4) und da sich nach Satz 1 p und Y genau um Elemente 
aus P* bzw. ['Pidl* = ['P* i d ]  ändern können, ist die erste Behauptung klar. 
Falls Y* ( [ r ~ i d ] )  = ['(y* a-l ( e ) ) id]  ist ,  is t  die dritte Behauptung klar, da 
[ 'Pid] invers-isomorph zu  P ist. Wegen  p ( e r )  = [y* ( e ) ' p ( r ) ]  ist p-I ([y*  
( e ) ' f ] )  = Q p-l ( f ) .  Sei g C H o m  (Rs, RBs), so kann m a n  schreiben g = C [Iri f i ]  
m i t  f ,  Hom(Rs ,  S B s )  Dann ist Yl(g) = C r, p-l( f i)  (siehe dazu [5] ) .  Damit 
ist 

y l ( [ ' e id lg )  = Yl(P'e (C ' r i f t ) l )  
= ul(LS' 'ri 'ef i l)  
= ui([C 'r i 'e f i l )  

= C r i n p - l ( f i )  
= C ri v-'([Y* (e) ' f i l )  
= u i ( [ C  'riy* (e) ' f i l)  
= y i ( [ ~ *  (e)'C 'r i f i l )  
= Y 1 ( [ y *  (d r s l )  
= Y l ( 9  ['(Y* (e ) ) id l )  . 



Wegen (3) ist dann 

Y2([r(a(e))idl (&Y)) = Y,((ag) ['(Y* (Q))idl) 
oder für f C Hom (R„ Rs) 

Y ~ ( [ ~ e i d I f )  = Y2(f ~ ( y *  a-'(e))idl) , 
womit Y* ( Peid]) = ['(Y* a-I (p))id] bewiesen ist. 

Durch die Definition der a-symmetrischen a-Frobenius-Erweiterungen 
folgt aus Satz 4 sofort 

Satz 5: Sei RIS eine 1-Frobenius-Erweiterung. RIS ist genau dann l-sym- 
metrisch, wenn Hom(R„ Rs)/R 1-symmetrisch ist. 

4. Wir untersuchen jetzt den Fall dreier Ringe R 2 S 2 T. Sind RIS, 
RIT bzw. S /T Frobenius-Erweiterungen zweiter Art, so kennzeichnen wir die 
Abbildungen F, y und y* mit den Indices 1,2 bzw. 3, und die Automorphismen 
aus ( r l )  sollen mit a, ß bzw. y bezeichnet werden. 

Satz 6: Seien R J2 S 2 T Ringerweiterungen. Sei S /T eine y-Frobenius- 
Erweiterung. Sei R/S eine a-Frobenius-Erweiterung, und sei a ( T )  = T. Dann 
ist R/T eine ß-Frobenius-Erweiterung. 

Beweis: Da Rs und ST endlich erzeugt und projektiv sind, ist (r2) für RT 
erfüllt. Beachten wir, daß nach [ l ]  SI 6.4 gilt 

und für jeden Automorphismus a von S durch die Abbildung 6 : Hom (R„ X,) 3 
3 f ;. a f  C Hom (Rs, das) ein Isomorphismus 

(6) sHom(Rs, SS)R a~Hom(R„ S~S)R 
erzeugt wird, wobei 6 ([lrf]) = [l(a(r)) C?(/)] ist, so ist wegen a ( T )  = T 

Wählen wir ß = a y, so ist damit auch (r 1) nachgewiesen. 
Bemerkung:  Wegen Satz 2 und Satz 6 ist also Hom(Rs, Rs)/S eine 

1-Frobenius-Erweiterung, wenn nur die Bedingungen von Satz 2 erfüllt sind. 
Sei nun RIS eine y-Frobenius-Erweiterung und sei S C ZR(R). Dann ist 

y(y (s) r) = y (s) y (r) = y (r) y (s) = y (rs) = y (sr), also ist y = id und RIS eine 
1 -Frobenius-Erweiterung. 

Satz 7: Seien R 2 S 2 T Ringerweiterungen, und sei &/T eine 1-Frobenius- 
Erweiterung mit T C Zs (X). Sei RIT eine ß-Frobenius- Erweiterung, und existiere 
ein Nakayam-Automorphismus yz so, &ß yg(S) = X. Sei Rs projektiv. 
Dann ist R/S eine U-Frobenius-Erweiterung. 
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Beweis: Da RT endlich erzeugt ist', ist auch Rs endlich erzeugt, und damit 
ist (r2) für Rs erfüllt. Da X/T und R/T Frobenius-Erweiterungen sind und wegen 
[ l ]  I1 6.4 und wegen (6), ist 

Setzen wir a  = yg-ly!, was wegen y$ (X) = X möglich ist, so ist mit r  E R 

Dabei sei f l  der von ß induzierte Isomorphismus 

und (r) die Einschränkung von v2( r )  auf X. 
Bevor wir beweisen, da13 pl ein X-R-Isomorphismus ist, müssen wir einige 

Vorbemerkungen machen. Wegen yg (X) = S ist auch y$ (ZR (8))  = ZR (X). 
Wir betrachten Q E Z R ( T ) ,  r  E R und s  E X. Wegen (1) ist 

Damit (7)  auch für Elemente s  E S anstelle von Q E Z R ( T )  gilt, muß S 2 Z R ( T )  
sein. Hier geht also T 2 Zs(S)  ein. 

Seien r  R, s, s' E X, f Hom (X*, TT), dann ist wegen 

P ) ~ ( s s ' )  = [V$ ( s ) ~  P)3(s1)1 > 

d. h. wegen 

[ ' s ~ ) 3 l  ( / ) I  = 41F1([yQ ( ~ ) ~ f l )  
auch 

(8) ['s 413' 6-l P S I  (r)  = 93 l ( [yQ (8)' 6-1 P S  ( T ) ] )  . 
Mit diesen Hilfsmitteln können wir für r  E R, s  E X zeigen 

cp1(sr) = [ r l s z a y ~ l  8-1 P);] 

= [rlx (pT1 8 - I  [sl P ) ; ] ) ]  

= [rlu [l(y$ -l yf ( s ) )  p31 6-1 & ] I  wegen (7) und (8) 

= PI (r)l 9 

also ist P), ein X-Links-Isomorphismus. 
Sei jetzt Q € Z R ( # ) ,  so ist wegen 



also 

(9) 

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Nakayama-Automorphismen 
y: und yz untersuchen. Da yr auf ZR(&) und y,* auf Z R ( T )  operieren, ist 
yf Einschränkung von yz auf ZB(S) .  Es ist nämlich mit Q ZR(&') und r E R 

Durch Spezialisierung auf symmet,rische Frobenius-Erweiterungen erhalten 
wir den 

Satz 8: Seien R 2 S 2 T Ringerweiterungen. Sei SIT eine 1-Frobenius- 
Erweiterung, und sei T c; Z s ( S ) .  Sei Rs projektiv. Ist RIT eine symmetrische 
ß-Frobenius-Erweiterung, so ist RIS eine symmetrische ci-Frobenius-Erweiterung 

Zusatz  : Sind SI T und RIT 1 -symmetrische 1 -Frobenius-Erweiterungen 
und gelten die Voraussetzungen von Satz 8 ,  so ist RIS eine 1-symmetrische 1- 
Frobenius-Erweiterung. 

Mit diesem Zusatz können wir ein Beispiel für eine 1-symmetrische 1- 
Frobenius-Erweiterung R / S  angeben, bei der S nicht kommutativ ist. Seien 
nämlich R und S halbeinfache Algebren über einem Körper T. Dann ist RIS 
eine 1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung, denn jede halbeinfache Algebra 
über einem Körper ist eine 1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung. Weiter 
ist Rs  projektiv, da S halbeinfach ist. Damit sind die Voraussetzungen des 
Zusatzes erfüllt. 

Ein weiteres Beispiel für eine I-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung 
ist folgendes : Sei R ein kommutativer Ring, G eine Gruppe endlicher Ordnung 
und H eine Untergruppe von G. Dann ist für die Gruppenringe R [ G ] / R [ H ]  
eine 1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung. Es ist nämlich R [ Q ] / R  eine 
1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung. Daher gilt auch hier der Zusatz 
von Satz 8. 

Satz 9: Xeien R 2 S 2 T Ringerweiterungen. Seien RIT eine ß-Frobenius- 
Erweiterung, ST endlich erzeugt und projektiv, 

TRS = g) mit T ~ i S s  s TSs 
i = 1  

und 

S R T = ~ $ ~ S Q Y ~ T  mit S S Y ~ T ~ S S T ~  

und erfülle TSS Minimal- und Maximal-Bedingung. Dann ist S / T  eine ß- 
Frobeniw-Erweiterung. 
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Beweis : Es ist 

Da Minimal- und Maximal-Bedingung erfüllt, erfüllt auch TRS Minimal- 
und Maximal-Bedingung, also ist nach dem Satz von REMAK-KRULL-SCHMIDT 
TSs z r H ~ m  (BT, und, da nach Voraussetzung ST endlich erzeugt und 
projektiv ist, ist #/T ß-Frobenius-Erweiterung. 

Aus Satz 9 folgt unmittelbar der 
Zusa tz :  Seien R 2 X 2 T Ringerweiterungen, RIT eine ß-Frobenius- 

Erweiterung, RIS eine freie a-Frobenius-Erweiterung, X ein Artinscher Ring, 
T 2 ZR (R) und XT endlich erzeugt und projektiv. Dann ist SIT eine ß-Frobenius- 
Erweiterung. 

5 .  K. GRUEXBERG wies auf eine mögliche Verallgemeinerung der Spur 
hin (s. Zusatz in [611)). Betra~ht~en wir eine ß-Frobenius-Erweiterung RIS, 
so ist bekanntlich für jeden X-Links-Modul A 

Hom (sHom (Rfi X,), sA) z R 8 A 
s 

und damit 
H ~ m ( ~ H o r n ( R ~ ,  Sßs), R 8 A . 

S 

setzen wir ß-~sA = d. h. sA = so erhalten wir 

wobei E-l (r' @ r") (f) = f (r') r" ist. Rs @ gsR bedeute dabei, daß statt r's @ r" 
= r' 8 sr" gelten soll r's @ T" = rf 8 ß(s) r". Wir zeigen, daß für freie ß- 
Frobenius-Erweiterungen gilt 

wobei (r,) bzw. (1,) die zueinander dualen Rechts- bzw. Links-Basen von RIS 
sind. Es ist nämlich 

a-'(X rt @ $6) (f) = C f (ri) li 
= C [rlyl (Y,) li 
= 2 y(rri) li 

= C ~ ( r i )  lir 
= T  

= v-l(f) - 
I) Ein etwas allgemeineres Ergebnis a b  das von Satz 11 wurde von K. GRUENBERG in 

einer bisher unveröffentlichten Arbeit bewiesen. 



Auch für die quasifreien ß-Frobenius-Erweiterungen aus [9]  gilt diese Be- 
ziehung wegen [9]  Prop. 11 und [9]  (40). Sei für beliebige ß-Frobenius-Er- 
weiterungen im folgenden a ( y - l )  = ri o li. Wir wollen sehen, welche Eigen- 
schaften der (r,) und (1,) eine Frobenius-Erweiterung eindeutig bestimmen. 

Satz 10: Sei R 2 S eine Ringerweihrung. RIS ist dann und nur dann eine 
ß-Frobenius-Erweiterung, wenn in R Elementensysteme {ri)  und {li) i = 1 , .  . . , n 
und y Hom (Rs, X ß s )  und y' E H o ~ ( ~ R ~ ,  ß-lsSs)  derart existieren, daß 

1 )  E rri g li = 2 ri 8 l i  r für C ri @ li E Rs 8 und alle r C R  
2) C y(r i )  li = 1 = C riy l ( l i ) .  
Zusatz  : Sei R 2 S eine Ringerweiterung. R / S  ist dann und nur dann freie 

ß-Frobenius-Erweiterung, wenn in R Erzeugendensysteme {ri)  und {li) i = 1,. . . ,n 
und y Hom $ X p s )  derart existieren, daß 

1)  C r r i 8  l i = C r i  8 l i r  f ü r C r i  ~9 li CRs@ g s R u n d  aller C R  
2) y( l , r j )  = d i j ,  wobei d i j  das Kronecker-Symbol sei. 
Beweis: Sei RIS eine ß-Frobenius-Erweiterung. Dann ist 

a-l (C rri 8 4 )  ( f )  = C [ r z f l  (ri)  li 

= a - l ( Z  ri s li)  ( [ r z f ] )  

= V - ' ( [ r Z f l )  

= y - l ( f )  

= cr-l(C ri e li) ( f )  r 

=C f (ri)  li 

= a-I (C ri e li r )  ( f )  . 
Da das für alle f E Horn (Rs ,  SBs) gilt und a ein Isomorphismus ist, ist 2 rri 8 li 
= ri 8 li r. Weiter ist 

r = V- l ( [ r zy1 )  

= a-I (C ri @ li) ( [ r z  Y ] )  

= C Y (rri)  li , 
also ist {l i)  ein Erzeugendensystem von R und C y (ri) li = 1. Außerdem ist 

ß - l y ( r )  = ß-lG(Z y@i)  

= ß-l(C Y (ri)  (Eir)) 

= ß-'y(,L' ri ß - l y ( l i r>)  

= ß - ' y ( r C  ri ß - l y ( l i ) )  

= [(LI: ri ß-'V (Li))' ß - l y l  ( T )  ' 

Also ist wegen (11') C ri ß-I y ( l i)  = 1. Wegen 

r = 2 rri ß-I y ( l i)  = 2 ri ß-I y ( l i r )  

ist auch {r,) ein Erzeugendensystem. Wegen C y(liri)  l j  = li ist im Falle einer 
freien Frobenius-Erweiterung y ( l i r j )  = j. 



Wir beweisen nun die Umkehrung des Satzes. Sei @ ( f )  = 2 f (r,) li für 
f C Hom (Rs, S p s )  @ ist ein Homomorphismus. Wegen 

ist @ ein X-R-Homomorphismus. Für r E R ist 

- - r .  
Für @ ( f )  = 2 f (ri) 1, ist 

BY' (C f (ri)  l tr)  = C f (T,) ß Y' ( 4 ~ )  
= C f (ri Y' ( 2 ,  Y ) )  

= f (Y C ri Y' (2,)) 

= f ( Y )  . 
Also ist @ ein Isomorphismus. Wegen 

r = C rriy' ( I i )  = C riy' (1,r) = 2 r, [I: y ' ]  ( r )  

schließlich ist Rs endlich erzeugt und ~rojektiv, und damit ist RIS eine 
ß-Frobenius-Erweiterung. 

Ist y(Zirj) = d i j ,  so ist für 1 = 2 sili mit si CS 

2 j  (rj) lj = C i ,  j Y (silirj) I j  

= 2, sizi 

= 1. 

Weiter ist wegen ß-l y E Hom symmetrisch C r, ß-l y (I , )  = 1 
erfüllt. Damit ist BIS ß-Frobenius-Erweiterung. 

Ist nun r = C s,l,, so ist [r;y] ( r )  = y (2 silirj) = sj .  Damit ist aber die 
gewählte Darstellung für r eindeutig, d. h. RIS ist eine freie ß-Frobenius-Er- 
weiterung. 

Eine weitere Eigenschaft der Erzeugendensysteme {r,) und {I,) ist 

(11) C r , @  ~ l ~ = X r , y * ( ~ ) @  li füralle Q CZ,(S) .  
Es ist nämlich 

a-'(Z: ri @ er,) ( f )  = C f ( T i )  ~ l i  

= e C f (ri)  li 

= e v- l( f )  
= v-'([Y* (e) ' f l )  

= C f (riy* (e))  4 
= "-'(C r i ~ * ( e )  @ l i )  ( f )  , 

woraus (11) folgt. 



Wir führen jetzt die Spur für ß-Frobenius-Erweiterungen ein. Seien die 
R-Rechts-Moduln AR und BR gegeben, sei R/S eine ß-Frobenius-Erweiterung, 
und sei f E Hom (AB Bs). Es ist bekanntlich n :  Hom(Rs, r 
= Hom (Rs 8 BSRR, BR). n ist sogar ein R-Rechts-Homomorphismus wegen 

n([rzf]) (rl 8 r") = [rzf] (r') r" 

= f (rr') T" 

für beliebige r, r', r" ER. Damit ist 

Hom(As, BBs) Hom(AR> Hom(RS, BßS)R) 

= Hom(AR, Hom (Bs 8 BR)R) . 
Der so konstruierte Isomorphismus werde mit w bezeichnet. Dann ist 

Setzen wir nun in Rs 8 gsR fest a(q-l) = Eri 8 li ein, so ist wegen 

eine Abbildung Hom (As, Bßs) 3 f + Spur f ( Horn (AR, BR) definiert durch 
Spur f = C [r$ rli f]. Diese Spur-Abbildung ist offenbar im freien Fall identisch 
mit der dort definierten Spur. 

Mit diesen Hilfsmitteln können wir nun die Maschke-Ikeda-Kasch-Charakte- 
risierung von relativ projektiven bzw. relativ injektiven Moduln verallgemeinern. 

Satz 11: Sei R/S eine ß-Frobenius-Erweiterung, und sei A ein R-Rechts- 
Modul. Dann sind die folgenden Eigenschaften äquivalent: 

1) A ist (R, X)-projektiv. 
2) A ist (R, X)-injektiv. 
3) Es esistiert ein g E Hom (As, ABs) mit Spurg = idA. 
Beweis: Die Äquivalenz von 1) und 2) ist in [ G ]  Theorem 20 bewiesen. Wir 

zeigen, aus 1) folgt 3). 
Wir bilden id 8 y : As 8 SRs -+ L4s 8 Dann ist 

S ~ u r ( i d  8 Y) (a 8 r) = cc, (id QD y)  (a 8 r) (C ri QD Li) 
= a 82 y(rr i)  li 

Damit ist Spur (id 8 y) = id. Da A (R, 8)-projektiv ist, besitzt As 8 SR 
einen zu A R-isomorphen R-direkten Summanden A'. Sei p die Projektion von 
A8 8 auf A', dann ist p E Horn (As @ SRR, AS 8 ,yRR). Sei g' die Ein- 
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schränkung von p(id 8 y) auf Ar. Dann ist für a f  f 8' 

Spur (gf ) (af ) = C g' (a' r,) li 

= 2 p(id o y) (afri) 1, 

= P(C (id 8 Y) (a'ri) 4) 

= p(Spur(id o y)  (a')) 

Sei der Isomorphismus von A auf A', dann hat g = P-l g' ,U die gewünschte 
Eigenschaft, denn es ist für a CA 

Da p und ,U R-Homomorphismen sind und id 8 y ein ßX-Homomorphismus ist; 
ist g Hom (Afi ABs). 

Um zu zeigen, daß 1) aus 3) folgt, beachten wir, daß {C g(ar,) li I aEA) 
= ,4' ein R-Untermodul von As 8 S R  ist, denn für festes g und a existiert ein 
Homomorphismus 

Dann ist 2 g (ur,) 8 1, r = g (arr,) 8 li. Der R-Homomorphismus E :  

As 8 3 a 8 r -+ 2 a r  CA bildet A' R-isomorph auf A ab. Also ist 
As 8 = AR @ Ker ( E ) ~ ,  d. h. A ist (R, X)-projektiv. 
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