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Einige Bemerkungen iiber Frobenius-Erweiterungen
Von
Bono Pargereis* in Ithaca, N.Y.

1. Der von F.Kascr eingefithrte Begriff der Frobenius-Erweiterung [2]
konnte von T.Naravama, T.Tsvzuru und F. Kascu ([5], [8], [9]) weit-
gehend verallgemeinert werden, und eine in [2] angegebene Charakterisierung
einer Frobenius-Erweiterung durch ihren Endomorphismenring bleibt dabei
im wesentlichen erhalten ([4], [5], [8], [9], [10]). Ferner gab F. Kascu [6]
eine Definition des Nakayama-Automorphismus fiir eine beliebige Frobenius-
Erweiterung R[S, der jetzt ein Automorphismus des Zentralisators von §
in R ist.

Tm ersten Teil dieser Note soll der Zusammenhang zwischen dem Nakayama-
Automorphismus von E/S und dem des Endomorphismenrings von E/S unter-
sucht werden. Es wird gezeigt, dafl der Nakayama-Automorphismus beim
Ubergang zum Endomorphismenring im wesentlichen erhalten bleibt.

Im zweiten Teil untersuchen wir folgende Frage: Gegeben seien unitdre
Ringerweiterungen B 2 8 2 7, und seien zwei der drei Erweiterungen R[S,
R|T, §/T Frobenius-Erweiterungen. Ist dann auch die dritte eine Frobenius-
Erweiterung ¢ In diesem Teil lassen sich durch explizite Angabe der Nakayama-
Automorphismen gewisse Aussagen iiber den Fall von symmetrischen Frobe-
nius-Erweiterungen machen.

Durch die Verallgemeinerung des Begriffes einer Frobenius-Erweiterung
erhebt sich unter anderem die Frage, ob die Maschke-Tkeda-Kasch-Charak-
terisierung fiir relativ projektive bzw. relativ injektive Moduln erhalten bleibt.
In [9] wird diese Frage unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen positiv
beantwortet. Wie im Zusatz von [6] bemerkt wurde, ist es nach einer Idee von
K. GrUuENBERG moglich, den Begriff der Spur auch fiir beliebige Frobenius-
Erweiterungen zu bilden. Im dritten Teil dieser Note soll das ausgefiihrt werden.
Damit kann dann gezeigt werden, dafi die Maschke-Tkeda-Kasch-Charak-
terisierung von relativ projektiven bzw. relativ injektiven Moduln ohne
weitere Voraussetzungen fiir beliebige Frobenius-Erweiterungen giiltig bleibt.

2. Alle in dieser Arbeit verwendeten Ringerweiterungen seien unitére
Ringerweiterungen, und alle Moduln seien unitire Moduln. Nach [9] wollen
wir im folgenden unter einer a-Frobenius-Erweiterung bzw. unter einer
Frobenius-Erweiterung zweiter Art B/S eine Ringerweiterung R 2 S mit den
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Eigenschaften
(r1) @: sBp = sHom(Rs, S.5)r
(r2) Rgist endlich erzeugt und projektiv
bzw. den nach [9] dazu dquivalenten Eigenschaften
(11) ¢': pRs = pHom (sR, » sS)s
{(12) sR ist endlich erzeugt und projektiv

verstehen. Dabei sei Hom (Bg, S, ) die Menge der Homomorphismen von R
in 8 mit f(rs) = f(r) «(s) fiir r € R, 8 € 8, wobei « ein Automorphismus von S
sei. @ bzw. ¢’ werden Frobenius-Isomorphismen genannt. Ist « die identische
Abbildung, so sagen wir, R/S ist eine 1-Frobenius-Erweiterung oder eine
Frobenius-Erweiterung erster Art. Gelten an Stelle von (r2) bzw. (12) die
Eigenschaften

(r3) Ry ist endlich erzeugt und frei
bzw.

(13) gR ist endlich erzeugt und frei,

so heilt die Frobenius-Erweiterung frei.
Wir schreiben Homomorphismen von links und Multiplikatoren werden
in den folgenden vier Moglichkeiten vorkommen:

a) [r'f](a) = f(ra)
b) [rf](a) =rf(a)
¢) [rf1(a) = f(ar)
d) ['rf](a) = fla)r
wobel r € R, a € g4 bzw. 4y, f ¢ Hom (4, B) und B ein R-Rechts- bzw. R-
Links-Modul sind. In den Fillen b) und c¢) ist die Menge der so definierten
Operatoren ring-isomorph zu R, in den Fillen a) und d) zu R°, dem zu R invers-
isomorphen Ring.
Nach [6] und [9] koénnen (rl) bzw. (11) ersetzt werden durch die dazu
dquivalenten Eigenschaften
(rl') Es gibt einen Homomorphismus y € Hom (gRg, ¢S,q) so, dafl die
Abbildung ’
R>r— [r'y] € Hom{Rg, S, )
ein 8-R-Isomorphismus ist.
bzw.
(11') Es gibt einen Homomorphismus o’ € Hom (sRg, »sS5) so, dal die
Abbildung
RO r—[ry'] € Hom(sR, »55)
ein R-8-Isomorphismus ist.
Dabei gilt y = (1), ¢’ = ¢'(1), ¢ = a~ty, o’ = a~? fir jeweils zusammen-
gehorige Abbildungen. Die Homomorphismen y und ¢’ heilen Frobenius-
Homomorphismen.
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Seien g, ¢’ € Zg(S) = P, dem Zentralisator von § in R. Wegen (rl’) ist
[e'w] € Hom(Rg, 8,5) und, wovon man sich leicht tberzeugt, sogar aus
Hom (gRBg, §8,5). Dann ist a=1[p'p] = [p'ay]= [o'y'] ¢ Hom (sRg, »s5%)-
Andererseits konnen alle Elemente aus Hom (gRg, , ¢85) in der Form [¢'7y']
dargestellt werden. Die Zuordnung p*:p — ¢’ ist ein Ringautomorphismus
von P, wie man leicht sieht. Dieser Automorphismus wird nach [6] Nakayama-
Automorphismus genannt.

Wir wollen im folgenden die durch die oben vorgenommenen Konstruktionen
zusammenhéingenden Homomorphismen @, p und ¢* (eventuell auch ¢’ und ¢’)
als zusammengehorig bezeichnen. Es gilt nach Definition des Nakayama-
Automorphismus immer

pler) = p(ry*(e)
[o'%] = [¥*(e) %]
pler) = [¥* (@) 9(n)]
¢'lre)=[p* (o) ¢'(].
Um die Menge aller Nakayama-Automorphismen zu untersuchen, beachten
wir, da wegen (r1’) ¢* von « abhingt. Es liegt die Frage nahe, wie der Auto- .
morphismus « zu einem Automorphismus o’ abgeéndert werden kann, damit

wieder ein (rl) gentigender Isomorphismus existiert. T.Nakavama und
T. TsuzukvU zeigen dazu [9]:

1)

Sei R[S eine o-Frobenius-Erweiterung, und sei o’ ein weiterer Auto-

(2)  morphismus von §. Dann und nur dann ist R/S eine o -Frobenius-
Erweiterung, wenn der Automorphismus &’ «~! von § von einem inneren
Automorphismus von R induziert wird.

Man iiberzeugt sich leicht, daB der neu entstehende Frobenius-Homomor-
phismus [(¢-1)*a’ a~19] beim Ubergang von « zu o ist, wobei o’ o1 (s) = tst—1
= f3(s). Der dazugehorige Nakayama-Automorphismus ist dann ¢* -1, denn
es ist fiir p € Pund r € B
[Nt a1y] (or) = (& ty) (t71or)

= ("o~ 1y) (B~ (e)t717)

= (@' aty) (17 (p* f77) (0))

= [ ] (r(p* B-1) (0)) -
Einen Uberblick iiber die Gesamtheit der méglichen zusammengehorigen
Abbildungen @, y und y* bei festem o gibt der

Satz 1. Man erhilt aus zusammengehérigen Abbildungen @, v und p* genau
alle weiteren zusammengehdrigen Abbildungen @t, y*+ und (p*)* in der Form
[et @], [o'y] und [ (0~ Y) y*1, wobei o € P* ist, der multiplikativen Gruppe der
reguldren Elemente von P.

Der Beweis fiir ¢ weicht von den bekannten Beweisen nicht ab, und der
Beweis fiir  und y* folgt aus den oben angegebenen Konstruktionen. Es sei
darauf hingewiesen, da8 [o'(o~)"y*] bedeutet, daB sich y* um einen inneren
Automorphismus von P #ndert.

1*



4 Bopo ParErcis:

Wir wollen eine Frobenius-Erweiterung zweiter Art symmetrisch nennen,
wenn ein Nakayama-Automorphismus die identische Abbildung ist. Wegen
Satz 1 und (2) sind dazu folgende Aussagen équivalent:

1) Ein Nakayama-Automorphismus wird induziert von einem inneren
Automorphismus 8 von R, fiir den gilt §(S) = S.

2) Jeder Nakayama-Automorphismus wird induziert von einem inneren
Automorphismus g von R, fiir den gilt (S) = 8.

Weiter wollen wir eine «-Frobenius-Erweiterung o-symmetrisch nennen,
wenn ein mit einem S-aS-Frobenius-Homomorphismus zusammenhéngender
Nakayama-Automorphismus die identische Abbildung ist. Wegen Satz 1 sind
dazu folgende Aussagen dquivalent:

1) Ein mit einem S-aS-Frobenius-Homomorphismus zusammengehoriger
Nakayama-Automorphismus ist ein innerer Automorphismus von P.

2) Jeder mit einem S-xS-Frobenius-Homomorphismus zusammengehdrige
Nakayama-Automorphismus ist ein innerer Automorphismus von P.

Da der mit vorgegebenen ¢, ¢’ bzw. y zusammengehérige Nakayama-
Automorphismus durch jede der vier Gleichungen (1) eindeutig bestimmt ist,
haben wir damit eine Vielzahl untereinander dquivalenter Kennzeichnungen
fir symmetrische bzw. a-symmetrische a-Frobenius-Erweiterungen.

3. Wir wollen in diesem Teil den Zusammenhang zwischen dem Nakayama-
Automorphismus der «-Frobenius-Erweiterung R[S und dem des XEndo-
morphismenringes von R/S untersuchen. Dazu geben wir die Sitze iiber den
Endomorphismenring aus [5] fiir «-Frobenius-Erweiterungen an.

Satz 2. Sei R/S eine f-Frobenius-Erweiterung und lasse sich 8 fortsetzen zu
einem Automorphismus o« von R. Dann ist Hom (Rg, Rg)/['Rid] eine a1
Frobenius-Erweiterung.

Eine Verallgemeinerung des Beweises aus [5] ist ohne weiteres moglich,
wenn man beachtet, daBl man als zweiseitigen R-Homomorphismus in [5]

¥, : gHom (B, Rgs)p > rBg
erhilt, fir den gilt, daB3
Hom (Bg, Rgs) > f— [fr'1] € Hom (zHom (R, Bg), rR)
ein Isomorphismus ist.

Y, ist in diesem Fall noch nicht der gesuchte Frobenius-Homomorphismus

des Endomorphismenrings. Diesen erhalten wir, wenn wir bilden

(3) Y, =[«'¥].
Dann ist
¥, : gHom (Rg, Bg)gp — .rBg

ein (11°) geniigender Homomorphismus, was zu zeigen war. Es sei weiter be-
merkt, daB bei dem Beweis in [5] folgender Zusammenhang zwischen ¥, und
dem Frobenius-Isomorphismus ¢ von R/S besteht. Sei f € Hom (Rg, Sg¢), so ist

(4) (=9 -
Die Umkehrung des Satzes wird von F. KascH [5] unter der Voraussetzung
bewiesen, dafl Bg= 283 ® Ag und z8g =~ Sy fiir 1-Frobenius-Erweiterungen.
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T. Naxavama und T. Tsvzukvu zeigten in [10], daB ohne diese Voraussetzung
der Satz nicht gilt. Auch dieser Satz 148t sich ohne weiteres fiir «-Frobenius-
Erweiterungen beweisen.

Satz 3. Sei R[S eine Ringerweiterung, genmdige Hom (Rg, Rg)/['R id] der
Bedingung (11') und set «(8) = S. Dann gibt es einen S-R-Monomorphismus
von Hom (Rg, S,s) in R. Ist auferdem Rg= xSg® Ag und zS8g= Sy, so
existiert ein S-R-Isomorphismus zwischen Hom (Rg, S, g) und R, d. h. dann ist
(r1) fiir B[S erfulls.

Zum Beweis verweisen wir auf [5].

Wir wollen im folgenden, da [*Rid] und R als Ringe isomorph sind, ['Rid]
durch R ersetzen. Ehe wir den Nakayama-Automorphismus angeben, der zu der
Frobenius-Erweiterung Hom (Rg, Rg)/R gehort, mufl der Zentralisator von R
in Hom (Rg, Rg) untersucht werden. Es ist

Zfom(rs,Rg) (B) = Hom (gRy, pRs) .
Weiter ist mit f ¢ Hom (zRg, gRg) f(a) = ["f(1) id] (a) und wegen sf(1) = f(1)s
firs € Sist f(1) € P = Zg(8). Weiter ist fiir jedes ¢ € P ["pid] ¢ Hom (pRg, gRy).
Also ist
(5) Zyom(rg, rey(B) = ["Pid] .

Satz 4. Sei R[S eine f-Frobenius-Erweiterung und lasse sich f§ fortsetzen zu
einem Automorphismus o von R. Dann existiert eine eineindeutige Zuordnung
zwischen den Frobenius-Homomorphismen ¥ ¢ Hom (zgHom (Rg, Rg)r, o rER)
und den Frobenius-Isomorphismen ¢ ¢ Hom(sHom (Rg, Sg5)r, sRg). Weiter ist
P* ([feid]) = ["(y* a~1(p))id] fiir o € P, und eine Anderung von w* wm einen
von o € P* erzeugten inneren Automorphismus von P entspricht einer Anderung
von W* um einen von ["(a(o1))id] erzeugten inneren Automorphismus von
[*Pid].

Beweis: Wegen (4) und da sich nach Satz 1 ¢ und ¥ genau um Elemente
aus P* bzw. ["Pid]* = [7P* id] d4ndern konnen, ist die erste Behauptung klar.
Falls ¥'* ([rpid]) = ["(p* a~1(p))id] ist, ist die dritte Behauptung klar, da
[7Pid] invers-isomorph zu P ist. Wegen @(or) = [y* (0) @ (r)] ist ¢ 1([p*
(0)7f]) = 0@ 1(f). Seig € Hom (R, Rsg), so kann man schreiben g = 3 ['r,f;]
mit f; € Hom (R, Sgg). Dann ist ¥ (g) =}, r;¢~1(f;) (siehe dazu [5]). Damit
ist

, ([r0idlg) = ¥y (e (X r:f)])
=Y ([2 rimofi])
= Y1 ([J) ritefs))
~ 3 riog(f)
=2 rie7 ([y* (@) f])
=Y ([ 'riy* (o fi])
= Y1 ([y* (o) X 'rif:])
= ¥i([y* (@)9])
= Yi(g 0" (y* (e))id]) .



6 Bopo Parrwrais:

Wegen (3) ist dann :

Fa([7(x(e))id] (xg)) = Pa((xg) ["(y* (0))id])
oder fir f ¢ Hom (Rg, Rg)
¥, ([reid]f) = Tz(f [(y* “_1(9))id]) )

womit P* ([7eid]) = ["(y* a*(p))id] bewiesen ist.

Durch die Definition der o-symmetrischen o-Frobenius-Erweiterungen
folgt aus Satz 4 sofort

Satz 5: Sei R[S eine 1-Frobenius-Erweiterung. R[S ist genau dann 1-sym-
metrisch, wenn Hom (Rg, Rg)/R 1-symmetrisch ist.

4. Wir untersuchen jetzt den Fall dreier Ringe R 2 S 2 T'. Sind R/S,
R|T bzw. S/T Frobenius-Erweiterungen zweiter Art, so kennzeichnen wir die
Abbildungen ¢, p und yp* mit den Indices 1, 2 bzw. 3, und die Automorphismen
aus (rl) sollen mit «, 8 bzw. y bezeichnet werden.

Satz 6: Seten R 28 2T Ringerweiterungen. Sei S[T eine y-Frobenius-
Erweiterung. Sei R[S eine o-Frobenius-Erweiterung, und sei o(T) = T. Dann
ist R|T eine B-Frobenius-Erweiterung.

Beweis: Da Rg und Sz endlich erzeugt und projektiv sind, ist (r2) fiir By
erfiillt. Beachten wir, daB nach [17]II 6.4 gilt

pHom (Rg, Hom (Sp, Tp)s)g = pHom (Ryp, Tr)p

und fiir jeden Automorphismus & von 8 durch die Abbildung ¢: Hom (Eg, Sg) >
5 f—> af € Hom (Rg, S, g} ein Isomorphismus

(6) sHom (Rg, Sg)r = o sHom (Rg, S, s)r
erzeugt wird, wobei §([*rf]) = [*(et(r)) 6(f)] ist, so ist wegen a(T) = T
7Ry = pHom (Rg, 8, 5)r
= -+ pHom (Rg, Sg)r
o PHom (Rg, Hom (Sp, T, 1))z
s pHom (Rg, Hom (Sy, Tr)s)r
yta-pHom (R, Tr)p

R

%

IR

R

py1arpHom (B, Tar)p .

Wihlen wir f = a y, so ist damit auch (r1) nachgewiesen.

Bemerkung: Wegen Satz 2 und Satz 6 ist also Hom (Rg, Rg)/S eine
1.Frobenius-Erweiterung, wenn nur die Bedingungen von Satz 2 erfiillt sind.

Sei nun RE/S eine y-Frobenius-Erweiterung und sei S € Zz(R). Dann ist
p(y(8) r) = y(8) w(r) = p(r) y(s) = p(rs) = y(sr), also ist y = id und R[S eine
1-Frobenius-Erweiterung.

Satz 7: Seien R 2 8 2 T Ringerweiterungen, und sei S|T eine 1-Frobenius-
Erweiterung mit T < Zg(8S). Set R|T etne §-Frobenius- Erweiterung, und existiere
ein Nakayama-Automorphismus y¥ so, daff y§(S)=28. Sei Rg projektiv.
Dann ist B[S eine a-Frobenius-Erweiterung.
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Beweis: Da Ry endlich erzeugt ist, ist auch Rg endlich erzeugt, und damit
ist (r2) fiir B erfiillt. Da 8/ 7T und R/T Frobenius-Erweiterungen sind und wegen
[1]II 6.4 und wegen (6), ist

Ry = Hom(Ry, Tpr)r
=~ Hom (Ryp, Ty)n
=~ Hom (Rg, Hom (Sz, Tr)s)r
=~ Hom (Rg, Ss)r
=~ Hom (Rg, S,s)r -
Setzen wir « = yp¥-1y¥, was wegen pF(S) = § moglich ist, so ist mit r C B
u(r) = [r' g B2 @il
Dabei sei § der von # induzierte Isomorphismus
Hom(1, 8) : Hom(Ry, T'p) -~ Hom (By, Tpr)
und ¢y (r) die Einschrankung von ¢, (r) auf S.
Bevor wir beweisen, daB ¢, ein S-R-Isomorphismus ist, miissen wir einige

Vorbemerkungen machen. Wegen y¥(S) =S ist auch §(Zg(S)) = Zg(S).
Wir betrachten ¢ € Zp(7T), r ¢ R und s € S. Wegen (1) ist

™ lo* 2] () = [¥2 (@) @2(n)] -
Damit (7) auch fiir Elemente s ¢ S anstelle von g € Zg(T) gilt, muBl § < Zg(T)
sein. Hier geht also T’ € Zg(9) ein.

Seien r € R, 5,8’ €8, f ¢ Hom (Syp, T'7), dann ist wegen
Ps(ss’) = [9F () @s(s)]

d. h. wegen
(st (N1 = @3 (l¥F () D)
auch
(8) Psgst f1ep] (r) = @it ([y} () 2 9i(n)) -

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir fiir r € B, s € § zeigen
gu(s7) = [ristagst B3]
= [ra(gs* F [s'p3])]
= [r'a[(y$ " vE(s) 95 f~pz]] wegen (7) und (8)
=[s @ (],
also ist ¢, ein S-Links-Isomorphismus.
Sei jetzt p € Zg(8), so ist wegen
[0' @21 (7) (s) = (e 79)
= ya(rs p2(e)
= ya(r 2 (0) 9)
= [y ()" gl (r) (5)
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also
9 [o'ws] = [wE (o) @2l .

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Nakayama-Automorphismen
¥ und 9?¥ untersuchen. Da ¢t auf Zz(S) und ¥ auf Zz(T) operieren, ist
¥ Einschrinkung von y§ auf Zg(S). Es ist namlich mit ¢ € Zg(S) und r ¢ R

piler) = [r'olx g3t f-1gg]
= [Pags 1o ;1]
= [Flags! f-1[yE (o) ¢s]] wegen (9)
i A AGIE

Durch Spezialisierung auf symmetrische Frobenius-Erweiterungen erhalten
wir den \

Satz 8: Seien R 2 8 2 T Ringerweiterungen. Set S|T eine 1-Frobenius-
Erweiterung, und sei T C Zg(8). Set Rg projektiv. Ist R|T eine symmetrische
p-Frobenius-Erweiterung, so ist R[S eine symmetrische o-Frobenius-Erweiterung

Zusatz: Sind S/T und R|T l-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterungen
und gelten die Voraussetzungen von Satz 8, so ist R[S eine l-symmetrische 1-
Frobenius-Erweiterung.

Mit diesem Zusatz kénnen wir ein Beispiel fiir eine l-symmetrische 1-
Frobenius-Erweiterung RE/S angeben, bei der § nicht kommutativ ist. Seien
ndmlich B und § halbeinfache Algebren iiber einem Korper 7'. Dann ist RB/S
eine 1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung, denn jede halbeinfache Algebra
tber einem Korper ist eine 1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung. Weiter
ist Rg projektiv, da S halbeinfach ist. Damit sind die Voraussetzungen des
Zusatzes erfiillt.

Ein weiteres Beispiel fiir eine l.symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung
ist folgendes: Sei R ein kommutativer Ring, & eine Gruppe endlicher Ordnung
und H eine Untergruppe von G. Dann ist fiir die Gruppenringe E[G]/R[H]
eine 1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung. Es ist ndmlich R[G]/R eine
1-symmetrische 1-Frobenius-Erweiterung. Daher gilt auch hier der Zusatz
von Satz 8.

Satz 9: Seien B 2 8 2 T Ringerweiterungen. Seten R|T eine f-Frobenius-
Erweiterung, Sy endlich erzeugt und projektiv,
n -
rBs= & r%8s mib g8 1S5
und ‘
n I3
sBr=_@ $Syir mit Syir=4Sr,

und erfiille pSg Minimal- und Mazximal-Bedingung. Dann ist S|T eine (-
Frobentus-Erweiterung.
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Beweis: Es ist
n
& r%; Sg= rRg
i=1

= pHom (By, Tgr)s
n
== pHom (.ea Sy;m T,;T)
t=1 S
n
=90 eHom (8 y; 7, Tpr)s

Da 7Sg Minimal- und Maximal-Bedingung erfiillt, erfilllt auch 7Rg Minimal-
und Maximal-Bedingung, also ist nach dem Satz von REMAXK-KRULL-SCHMIDT
785 = pHom (Sz, Tgr)s und, da nach Voraussetzung Sy endlich erzeugt und
projektiv ist, ist 8/T B-Frobenius-Erweiterung.

Aus Satz 9 folgt unmittelbar der

Zusatz: Seien R2S 2T Ringerweiterungen, R|T eine [-Frobenius-
Erweiterung, R|S eine frete a-Frobenius-Erweiterung, S ein Artinscher Ring,
T < Zx(R) und Sp endlich erzeugt und projektiv. Dann ist /T eine 3-Frobenius-
Erweiterung.

5. K. GRUENBERG wies auf eine mogliche Verallgemeinerung der Spur
hin (s. Zusatz in [6]1)). Betrachten wir eine §-Frobenius-Erweiterung E/S,
so ist bekanntlich fiir jeden S-Links-Modul 4

Hom(sHom (Rs, Ss), SA) =R ? A
und damit
Hom (sHom (Rg, Sgg), g1sd) = R % 4.
Setzen wir g.g4 = gR, d. h. g4 = sR, so erhalten wir
o Hom(sHom(RS, SﬂS)’ SR) = RS ® ﬂSR s

wobei a~1(r' @ r'’) (f) = f(r') r"" ist. Ry ® gsR bedeute dabei, daB statt r's@r”
=1 @ sr’ gelten soll ¥'s® r'" =r"® B(s)r"’. Wir zeigen, dall fiir freie g-
Frobenius-Erweiterungen gilt

(10) ' a(g) =31, ®L; €Rs® psR,

wobei {r;} bzw. {/;} die zueinander dualen Rechts- bzw. Links-Basen von E/S
sind. Es ist ndmlich

al Y r® L) () =2 flr)
= Z [7”1)] (r:) ;
= prr)l;
=2 p(r) L
=r

= ¢ (f).

1) Ein etwas allgemeineres Ergebnis als das von Satz 11 wurde von K. GRUENBERG in
einer bisher unveriffentlichten Arbeit bewiesen.
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Auch fir die quasifreien g-Frobenius-Erweiterungen aus [9] gilt diese Be-
ziehung wegen [9] Prop. 11 und [9] (40). Sei fiir beliebige -Frobenius-Er-
weiterungen im folgenden a(¢1) = } r; ® I,. Wir wollen sehen, welche Eigen-
schaften der {r,} und {I;} eine Frobenius-Erweiterung eindeutig bestimmen.

Satz 10: Sei R 2 8 eine Ringerweiterung. R[S ist dann und nur dann eine
B-Frobenius-Erweiterung, wenn in R Elementensysteme {r;} und {{,} i=1,...,n
und y € Hom (Rg, Sg5) und ¢’ € Hom (sRg, g-1¢Sg) derart existieren, daf3

H3Yrr@l=3relLrfir) r,®L ¢Rs® ssRundaller ¢ R

2) Y pr)li=1= 3 ry ().

Zusatz: Sei R 2 8 eine Ringerweiterung. RIS ist dann und nur dann freie
B-Frobenius-Erweiterung, wenn in R Erzeugendensysteme {r} und {i}i=1,...,n
und p € Hom (gRg, §855) derart existieren, daf

WY rr®l=3r®@lLrfird r®l,¢c¢Rs®ssRundaller ¢R
2) w(l;r;) = 8,4, wobet 8;; das Kronecker-Symbol sei.
Beweis: Sei B[S eine f-Frobenijus-Erweiterung. Dann ist
at(Qrr®L) (=2 [rfl(r)
= a1} r; ® L) ([7'f])
= ¢} ([r*f])
=gt
=t el (f)r
=X flr)lir
=t Y r®ln(f).
Da das fiir alle f € Hom (Rg, S;5) gilt und « ein Isomorphismus ist, ist X rr®l;

=Y r; ® l;r. Weiter ist
r

e ([r'y])

=oY@ L) ([r'y])

=2 plr)l;,
also ist {I;} ein Erzeugendensystem von R und }; y(r;) l; = 1. Aullerdem ist

B1p(r) = B-1p(X p(r) Lir)

=B 1 plr) plir)

= B-1yp(Q) r: -ty (L)

= f-ly(r X r; By ()

=[(X r B pl))y Byl ().
Also ist wegen (1) ' r; B~1y(l;) = 1. Wegen

r=2rr; frp(l) =Yr Tyl

ist auch {r;} ein Erzeugendensystem. Wegen 3 y(l;r;) I; =, ist im Falle einer
freien Frobenius-Erweiterung y({l;r;) = d,;.

i
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Wir beweisen nun die Umkehrung des Satzes. Sei @(f) =2, f(r,) {; fiir
f € Hom (Rg, 855). @ ist ein Homomorphismus. Wegen
D(Isrif) =s X flrr) s
=8 frdlir
—s®(r
ist @ ein S-R-Homomorphismus. Fir r € B ist
D([ry)) =2 plrr)
=2 plr) bir
=7,
Fir O(f) = X {(r:) I st
By (X fr) Lir) = X f(r:) By (lir)
=2 friy' (i)
=fr X roy (1)
= f(r).
Also ist @ ein Isomorphismus. Wegen
r=2rr ) =X rp (lr) =X r; [By'1(r)
schlieBlich ist Rg endlich erzeugt und projektiv, und damit ist R/S eine
B-Frobenius-Erweiterung.
Ist p(lir;) = 0,5, soist fiir 1 = 3 5,0, mit s, €S
2w =2 iplir)
=i 8l
= 1.
Weiter ist wegen B~y ¢ Hom(sRg, 5158s) symmetrisch ' r; =19 (l) =1
erfiillt. Damit ist B/S §-Frobenius-Erweiterung.
Ist nun r =} 8,0, so ist [riy] (r) = 9 (3 s;l;7;) = 8;. Damit ist aber die

gewihlte Darstellung fiir 7 eindeutig, d. h. R/S ist eine freie §-Frobenius-Er-
weiterung.

Eine weitere Eigenschaft der Erzeugendensysteme {r;} und {I;} ist

(11) 2 ri®ol;=rp*e)®1l; firalle o CZg(S).
Es ist namlich

a (Y ry® oly) () =X f(r)) ol
=X flr)
=0¢7'(f)
= ¢ ([y* ()" /D
=2 flryp* @) L

- OC—I(Z 7’,4/)*(9) ® lc) (.f) ’
woraus (11) folgt.
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Wir fithren jetzt die Spur fiir f-Frobenius-Erweiterungen ein. Seien die
R-Rechts-Moduln 45 und By gegeben, sei R[S eine f-Frobenius-Erweiterung,
und sei f € Hom (dg, Bg). Es ist bekanntlich #: Hom(Rg, Bsg) =
= Hom (Rg ® gsRp, Bg). 7 ist sogar ein RB-Rechts-Homomorphismus wegen

a([rf) (" @ ") = [rf} () 1"

= flrr)y v

= [F'z(H] (" ® ")
fir beliebige r, 7, ' € R. Damit ist

Hom (As, BﬂS) = Hom(AR, Hom (Rs, BBS)R)

= HOID.(AR, Hom (RS ® ﬁSRR7 BR)R) .

Der so konstruierte Isomorphismus werde mit @ bezeichnet. Dann ist
o(f) (@) (7" & 1) = far) r".

Setzen wir nun in Rg ® z¢R fest a(¢p~1) = 3’7, ® I; ein, so ist wegen

o(f) (@r) (X r: ® L) =3 flarry) ;
=a(f) (@) (X rr: ® 1)
=w(f) (@) (X r: ® L)
=2 flar) Lir
=o(f)@ & rel)r
eine Abbildung Hom(d4g, Bgg) 3 f — Spur f ¢ Hom (4 p, By) definiert durch
Spur f =} {r; 7, f]. Diese Spur-Abbildung ist offenbar im freien Fall identisch
mit der dort definierten Spur.
Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir nun die Maschke-Tkeda-Kasch-Charakte-
risierung von relativ projektiven bzw.relativ injektiven Moduln verallgemeinern.
Satz 11: Set R[S eine B-Frobenius-Erweiterung, und sei 4 ein R-Rechits-
Modul. Dann sind die folgenden Eigenschaflen dquivalent:
1) A4 ist (R, S)-projektiv.
2) 4 st (R, S)-injektiv.
3) Es existiert ein g ¢ Hom (Ag, Agg) mit Spurg = id 4.
Beweis: Die Aquivalenz von 1) und 2) ist in [6] Theorem 20 bewiesen. Wir
zeigen, aus 1) folgt 3).
Wir bilden id ® y: 45 ® sRs— Ag ® sRss. Dann ist

Spur(d @ y) @@ r=w(id@y) (e®7) (X L)
=a® Y p(rr)l;
=a®7r.

Damit ist Spur(id ® y) =id. Da 4 (R, 8)-projektiv ist, besitzt 43 ® R
einen zu 4 R-isomorphen R-direkten Summanden 4’. Sei p die Projektion von
Ag® gR auf A’, dann ist p c Hom(4g ® oRp, Ag® oRBp). Sei g’ die Ein-
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schrinkung von p(id ® p) auf 4’. Dann ist fira’ € 4’
Spur(g) (@) =2 g'(@’ry) I,
=2 pid® y)(@'r)l;
=p(X (id® y) (@'r)l;)
= p(Spur(id ® y) (a))
= p(a’)
=gq'.

Sei u der Isomorphismus von 4 auf 4’, dann hat g = u~! ¢’ u die gewiinschte
Eigenschaft, denn es ist fir a ¢ 4

Spur(g) (a) = u=1(}) g’ ular;) 1)
= (Y g (w@yr)l;)
= u~*(Spur(g’) u(a))
=a.

Da pund y R-Homomorphismen sind und id ® y ein §S-Homomorphismus ist;
ist ¢ € Hom (dg, 4p)-

Um zu zeigen, daB 1) aus 3) folgt, beachten wir, dal {3 g(ar;,) ® I;| acA4}
= A’ ein R-Untermodul von A3 ® gR ist, denn fiir festes g und a existiert ein
Homomorphismus

Ry® gsBY7 @ 1" > g(ar)® "’ CAs® R .

Dann ist 3 glar) ® l;r =} g(arr;) ® l;. Der R-Homomorphismus g:
As® R3 )Y a®r— ) ar¢ A bildet A’ R-isomorph auf 4 ab. Also ist
Ag® sRp= Ap ® Ker(e)g, d. h. 4 ist (B, §)-projektiv.
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