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Uber normale, zentrale, separable Algebren
und Amitsur-Kohomologie*
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I. Einleitung

Wie in der klassischen Theorie der Brauerschen Gruppen eines Koérpers
kann man auch in der Theorie der Brauerschen Gruppen eines kommutativen
- Ringes die Frage stellen, ob man die normalen Algebren in den Klassen der
Brauerschen Gruppe durch Kohomologiegruppen charakterisieren kann.
Eine Algebra heilt normal, wenn sich gewisse Automorphismen des Grund-
ringes zu Ringautomorphismen der Algebra fortsetzen lassen [10], [15]. Da die
Brauerschen Gruppen eines kommutativen Ringes durch die von AmMITSUR
konstruierten Kohomologiegruppen charakterisiert werden koénnen [13],
liegt es nahe, das Problem durch Verallgemeinerung der klassischen Methoden
auch mit den Kohomologiegruppen des Amitsurkomplexes zu lésen. Wir
wollen in dieser Arbeit zeigen, dafl im Gegensatz zur klassischen Beweis-
fithrung [10], [11] und [15] das veraligemeinerte Problem in zwei Teile zerfallt,
néamlich einmal in eine Untersuchung, die nur die Kohomologiegruppen be-
trifft, und in einen Teil, der die normalen Algebren mit der Amitsurkohomologie
charakterisiert.

Im ersten Teil der Arbeit werden die notwendigen Hilfsmittel und Defini-
tionen vor allem der Brauerschen Gruppen eines kommutativen Ringes und der
Kohomologiegruppen des Amitsurkomplexes bereitgestelit. Weiter wird die
klassische Ldsung des gesteliten Problemes angegeben und das Problem mit
Hilfe der sog. fundamentalen exakten Folge der Amitsurkohomologie genauer
beschrieben.

Im zweiten Teil wird gezeigt, daB zwei verschiedene Definitionen einer
Untergruppe einer Kohomologiegruppe des Amitsurkomplexes im wesentlichen
dquivalent sind, wobei die erste Definition die einer Kohomologiegruppe in der
fundamentalen exakten Folge ist. Die zweite Definition wird im vierten Teil
zur Charakterisierung der normalen, separablen, zentralen Algebren ver-
wendet werden.

Der dritte Teil enthélt die Verallgemeinerung der Definition der normalen
Algebren in der Brauerschen Gruppe und untersucht die Schwierigkeiten, die
dadurch entstehen, daB eine Algebra in einer Klasse der Brauerschen Gruppe
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normal sein kann, ohne dafl damit alle Algebren derselben Klasse normal sind.
Allerdings werden wir sehen, daf im Falle von Brauerschen Gruppen eines
lokalen Ringes und daher erst recht eines Korpers diese Schwierigkeiten nicht
auftreten.

Im vierten Teil werden die normalen, separablen, zentralen Algebren
schlieBlich durch eine Kohomologiegruppe des Amitsurkomplexes charak-
terisiert, und die Zusammenfassung dieses Ergebnisses mit dem im zweiten
Teil gewonnenen Ergebnis gibt die Losung des gestellten Problems.

Der letzte Teil behandelt die Anwendung der gefundenen Ergebnisse auf
endliche, normale, aber nicht notwendig separable Korpererweiterungen,
wobei wir im Spezialfall von galoisschen, endlichen Kérpererweiterungen das
klassische Resultat wieder erhalten.

Ich mochte an dieser Stelle Herrn Professor ALEx RosenBErG fir die zahlreichen
Gespriche, die ich mit ihm iiber das vorliegende Problem fiihren durfte, und die freundlicher-
weise gewihrte Hilfe bei der Abfassung dieser Arbeit danken.

II. Grundlagen und Definitionen

Alle in dieser Arbeit auftretenden Ringe sollen ein Einselement haben, alle
Moduln sollen unitér sein, und alle Ringhomomorphismen sollen das Eins-
element in das Einselement abbilden. Weiterhin wollen wir in der Situation
eines kommutativen Ringes ¢ und kommutativer C-Algebren F und K
Fr=FQ®¢...®¢F fir das n-fache Tensorprodukt von F iiber C schreiben,
bei Tensorprodukten iiber C das C fortlassen und die folgenden isomorphen
C-Algebren identifizieren: F*® K™, (F Q@ K™)®gm . . . ®gn (F ® K™) (n Fak-
toren) und (F* @ K) ®pn...Qp (F*® K) (m Faktoren). '

Sei F' eine endliche, galoissche Korpererweiterung von C mit der Galois-
gruppe L, und sei H*(L, F*) die zweite Kohomologiegruppe von L mit Koeffi-
zienten in der multiplikativen Gruppe der Einheiten von F. Bekanntlich
besteht ein Isomorphismus zwischen der Brauerschen Gruppe der durch F
zerfallten einfachen, zentralen C-Algebren B(F/C) und H2(L, F*):

2.1 B(F|C) = H*(L, F*) .
Seien F 2 K 2 C endliche, galoissche Kérpererweiterungen mit den Galois-
gruppen L(F|C), G(K|C) und M (F|K). L operiert auf H*(M, F*) durch

(g * f) (mOs MRS mn) - gf(g_-lmog’ MR g—lmng) ge L’ miE M .

Durch geeignete Definitionen [11] kann man diese Operation auch folgender-
maBen auffassen:

(2.2) (1) (mg, ..., my) ~ gflg=tmy, ..., g7 my,)
Hoonscarnp und SErrE {11] konstruierten die fundamentale exakte Folge
0 - H*{(@, K*)— H2*(L, F*) > H*}(M, F*)L
- H3(G, K*) - H3(L, F*) .
Von TeIcEMULLER [15] und spiter von ErLexsere und MacLane {10] und

HoorserrLp und SerRE [11] wurde die Untergruppe Bg(F/K) von B(F/K)
der G-normalen Algebrenklassen untersucht, d. h. derjenigen Algebrenklassen,

(2.3)
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in denen alle Algebren G-normal sind. Dabei heiBe eine K-Algebra 4 G-normal,
wenn sich jeder Automorphismus aus @ zu einem Ringautomorphismus von 4
fortsetzen 1d8t. Das Ergebnis von HocHSCHILD und SERRE war

(2.4) By(F|K) =~ H:(M, F*)L

und deckt daher die Ergebnisse von TricHMULLER, EILENBERG und MAcLANE,
die jeder normalen Algebrenklasse einen Kozykel in H3(G, K*) zuordneten und
Kern und Bild dieser Abbildung bestimmten.

Wir wollen wie in [2] und [13] den Amitsurkomplex einer kommutativen
C-Algebra F bezeichnen mit ¥ (F/C) und die Kohomologiegruppen mit H* (F/C).
Dieses ist nach [13] eine Verallgemeinerung der oben betrachteten Kohomo-
logiegruppen fiir endliche, galoissche Kérpererweiterungen:

(2.5) H»(F|C) = H™(L, F*) .

. Auflerdem verallgemeinerten AUSLANDER und GorLpMAN [5] die Definition der
Brauerschen Gruppe B(C) auf beliebige kommutative Ringe C und Klassen von
separablen, zentralen C-Algebren. Auch die Definition eines Zerféllungs-
korpers F einer Algebra kann auf kommutative C-Algebren F erweitert
werden. In [13, Theorem 2] bewiesen RoSENBERG und ZELINSKY, dalBl die Zu-
ordnung {— A(f) = {a € End; o p(F?)|L(t) (n,a) L(t)~ = nza} zwischen Ko-
zykeln ¢ in F'3* und C-Algebren A () mit den in [13, S. 331—332] definierten
Abbildungen 7;: End, g z(F?) - End; g (F3) und L:F*— Endg(F") einen
Homomorphismus

(2.6) ¥ : H3(F|C) - B(F|C)

induziert, wenn die kommutative C-Algebra F als C-Modul endlich erzeugt und
projektiv ist und C =< C - 1 als direkten Summanden enthélt.

Weiter beweisen sie [13, Lemma 3.12]: Wenn s ¢ F2* und ¢ ¢ F3* sind,
dann ist

2.7) L(s)A(t) L(s~Y) = A(t Aps) .

Um einen Isomorphismus zwischen H?(F/C) und B(F|C) zu erhalten, fithrt man
die folgende Definition ein:

Ein kommutativer Ring R habe die Eigenschaft (H), wenn R eine endliche
direkte Summe von Ringen R, ist, derart daB jeder endlich erzeugte, treue,
projektive R;-Modul frei ist.

Man kann dann den folgenden Satz beweisen {13, Theorem 3]:

Sei F eine kommutative C-Algebra, die als C-Modul endlich erzeugt und
projektiv ist, und sei C = C - 1 ein direkter Summand des C-Moduls F. Wenn C,
F und F @ F die Eigenschaft (H) haben, dann ist der in (2.6) definierte Homo-
morphismus ¥ : H*(F/C) - B(F|C) ein Isomorphismus.

Dieses ist eine Verallgemeinerung von (2.1).

In [3] und [14] wird schlieBlich die Folge (2.3) verallgemeinert. Man be-
trachtet dazu kommutative C-Algebren K und F und den Doppelkomplex,
bestehend aus den Gruppen (F™@® Km)*, den Gruppen der Einheiten von
Fm® K*» und den Homomorphismen Agz bzw. Ap, die in der im Amitsur-



Normale Algebren und Amitsur-Kohomologie 333

komplex iiblichen Weise nur auf den K- bzw. F-Komponenten von (F* @ K»)*
operieren (siehe Definition in [3, 8. 10]).

Wir bezeichnen nun mit H"(F ® K/K)° diejenige Untergruppe von
H™(F ® K/K), in der in jeder Klasse & H*(F ® K/K)® von Kozykeln ein
Reprisentant ¢ ¢ (F*+1 @ K)* derart existiert, daB man ein s¢ (¥Fr @ K2)*
so finden kann, daBl Agt= Aps. Wenn ein Reprisentant ¢ einer Klasse von
Kozykeln ? diese Eigenschaft hat, so haben alle Kozykeln ¢+ Ag(u) aus der-
selben Klasse diese Kigenschaft.

Unter gewissen Voraussetzungen [14, S. 231], die fiir endliche, galoissche
Korpererweiterungen erfiillt sind, erhilt man dann die fundamentale exakte
Folge
0~ H*(K|C)—~ H*(F|C) - H*(F ® K|/K)®

- H3(K|C) - H3(F|C) .

Wir wollen in dieser Arbeit zeigen, da auch das Ergebnis (2.4) sich in derselben
Weise unter Benutzung von (2.8), d. h. speziell von H*(F @ K[/K)° verall-
gemeinern 1aBt.

2.8)

III. Eigenschaften von H2(F ® K/K)°

Wir wollen in diesem Abschnitt beweisen, daB unter gewissen Voraus-
setzungen H*(F @ K[K)® eine Fixgruppe von H"(F ® K/K) unter einer Menge
von Automorphismen von K/C ist. Sei C' ein kommutativer Ring, und seien F
und K zwei kommutative C-Algebren. Sei weiterhin @ eine beliebige Menge von
Automorphismen von K, die C elementweise fest lassen. Wir betrachten das
n-fache cartesische Produkt @ X - -+ X G = @, das auf F™ ® K" folgender-
malen operiere

(dly---;dn)(Zﬁ@"'@fm@kl@"'@kn)
=3 (® @ fn®01(ly)® - a,(k,) .

Man rechnet leicht nach, daf die Elemente aus G, Fm™-Algebren-Automor-
phismen und mit Ay vertauschbar sind. Wir betten G in G, ein durch die
Diagonalabbildung ¢ — (o, . . ., 6). So operiert also G auf F™ @ K* und ist mit
Ap vertauschbar, operiert also auch auf H™(¥ @ K"/ K*). Die Fixgruppe von
Hm(F ® K#/K*) unter G bezeichnen wir mit H™(F ® K" K%,

Sei C[G] der freie C-Modul mit den Elementen aus ¢ als Basiselementen.

Hilfssatz 3.1: Seien F und K kommutative C-Algebren, und sei G eine
beliebige Menge. Dann tst Homg(C[G], K) eine kommutative C-Algebra. Ist G
endlich, so existiert ein Ringisomorphismus

«:F @ Homy(C[@], K) = Hom(C[Q], F ® K) .

Beweis: Wir definieren auf dem C-Modul Homg(C[G], K) eine Ring-
struktur. Seien f, g ¢ Homg(C[G], K) und ¢ € G, dann sei {f - g) (o) = f(0) g(0).
Um zu zeigen, daB « ein Ringisomorphismus ist, beachten wir, dal « ein
Homomorphismus der additiven Gruppen ist wegen der Feststellung [9 XI 3,
S. 210] ,, ¢ ist ein Isomorphismus‘. Da dieser Isomorphismus durch «(f® 1) (0)
Math, Ann. 154 23
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= f ® A(0) definiert ist, rechnet man leicht nach, daB & mit der multiplikativen
Struktur der beiden Ringe vertriglich ist. Man kann durch diese Definition «
im allgemeinen als Einbettung von ' @ Hom(C [G], K)in Homy(C[GR], F® K)
betrachten, und wir werden o daher oft fortlassen.

Seien jetzt F, K und K’ kommutative C-Algebren, K’ 2 K und G eine Menge
von Automorphismen von K, die C' elementweise fest lassen. Wir bezeichnen
mit 7 den F7-Algebren-Epimorphismus 7: F* ® K2 > F*® K,

r X h® @@k ®k)=31/® ®[.® kik,.
r ist offenbar mit Ay vertauschbar. Wir betrachten die Abbildung ¢ : F@ K2
- F @ Homg(C[G], K'), die definiert wird durch o} f ® £k, ® k,) (0)
=r{l,0) ) f® by ® ky) =2 [ ® k; o(ky). Darund (1, 6) mit Ay vertauschbar
sind, induziert ¢ einen Komplexhomomorphismus
€(F ® K*K* —~ ¢ (F ® Homy(C[G], K')/Homg(C[G], K')),
" den wir auch mit g bezeichnen wollen.

Satz 3.2: Seien F und K kommutative C-Algebren und G eine Menge von
Automorphismen von K|C. Dann st

H»(F ® K|K)° ¢ H*(F ® K|K)¥ .

Beweis: Sei t ein Kozykel aus H*(F @ K/K)®, d. h. Agt= Aps fur ein
8€ (F*® K?*, Sei K = K’. Dann ist fiir alle 6 € G
Ar(e(s) (0)) = Arr(l, 0) (s)
= 7r(1, ¢) Ap(s)
=r(l,o) Ag(t).
Man rechnet leicht nach, daB r(1, o) Ag{t) =a(t)-t~! ist. Damit ist o{f)
=t Ap(o(s) (0)), also ist ¢(t) kohomolog zu ¢, d. h. ¢ (1) = ¢.

Die in Satz 3.2 bewiesene Tatsache kann, falls G eine Gruppe ist, auch aus-
gedriickt werden durch H"”(F @ K/K)°® ¢ HY(G, H*(F ® K/K)). Man kann
zeigen, daf} dieses ein Spezialfall einer dhnlichen Gleichung fiir alle Kohomo-
logiegruppen von & mit Koeffizienten in H"(F @ K/K) ist [16].

Satz 3.3: Seien K, K' und F kommutative C-Algebren, K C K', G eine
endliche Menge von Automorphismen von K|C und induziere g¢:F @ K? -
- F @ Homg(C[G], K’} einen Isomorphismus H"(F ® K*K?) = H*(F @
® Homg(C[G], K')/Homo(C[Q), K')). Dann ist H"(F® K/K)=H"(F®
® K/K).

Beweis: Wegen Satz 3.2 ist nur zu zeigen, daBl H*(F @ K/K)¢ ¢ H*(F @
® K/K)°. Sei t € H*(F® K/K)¢ und damit ¢ ¢ F»+1® K. Wir wollen ein
s € (F» ®@ K%)* derart konstruieren, daB Aps = Agt. Zunichst bemerken wir,
daBl wegen Ap Agt= AgApt=1 gilt AgtcZ*(F ® K?K?). Es ist also zu
zeigen, daB Agt € B*(F ® K?K?) ist. Betrachten wir o(Agt) (o)
=r(l,0) (Agt)=0c() - t-1 = Ap(8,) = Ar(u(g)), wobei u € Hom¢(C [G],
Fr® K'). Wegen Hilfssatz 3.1 kénnen wir daher annehmen, dall u € F» @
® Hom((C[@], K') ist. Also ist Ap(u(0)) = (Ar(u)) (6). Damit erhalten wir

e(Agt) = Ap(u) € BA(F ® Homg(C[G], K')/Homc(C[G], K')) .
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Da nach Voraussetzung g einen Isomorphismus der »-ten Kohomologiegruppen
induziert, ist Agt € B*(F @ K% K?), d.h. Agt = Aps, was zu beweisen war.
Bemerkung: Wenn F eine treu flache C-Algebra und o: K2~ Hom(C[F], K')
(o(ky ® ky) (06) = ky - o(ky)) ein C-Algebren-Epimorphismus mit nilpotentem
Kern sind, so induziert wegen {14, Corollary 3.6] p einen Isomorphismus
H*(F @ K?K?) =~ H"(F @ Hom¢(C[G], K')/Hom¢(C[G], K")) fir alle n.

IV. Normale Algebren in der Brauerschen Gruppe eines kommutativen Ringes

In diesem Abschnitt soll die am Anfang fiir galoissche Korpererweiterungen
F 2 K 2 C gegebene Definition der Gruppe By (F|/K) auf kommutative Ringe
erweitert werden. Wir betrachten die Brauersche Gruppe B(¥/K) und wollen
annehmen, da ¥ > K kommutative Ringe sind und so gewahlt sind, dafl die
in (2.6) angegebene Zuordnung ein Homomorphismus ist: ¥': H*(F/K) -
- B(F|K). Sei G eine beliebige Menge von Automorphismen von K. Wir
wollen eine K-Algebra 4 (G-)normal nennen, wenn sich alle Elemente von &
zu Ringautomorphismen von A derart fortsetzen lassen, daB fir k€ K, a € 4,
¢ € G und ¢’ Fortsetzung von ¢ gilt: a{k) - o' (a) = o’ (ka).

Wir definieren By (¥/K) als diejenige Untermenge von B(F/K), in deren
Klassen mindestens eine der Algebren 4 (¢) von (2.6) derart existiert, daf 4 ()
(G-)normal ist. Der Grund dafiir, da wir diese spezielle Definition wéhlen, liegt
darin, da Bg{F/K) im allgemeinen keine Gruppe sein wird.

Um zu zeigen, daB im Gegensatz zum klassischen Fall von normalen, ein-
fachen, zentralen Algebren die Eigenschaft der Normalitéit sich bei separablen,
zentralen Algebren im allgemeinen nicht auf die ganze Klasse fortsetzt, be-
trachten wir das folgende Beispiel.

Wir wihlen fir K die direkte Summe zweier Kérper K = C @ C’, wobei C
und "’ isomorph seien. Dann betrachten wir den endlich erzeugten, projektiven,
treuen K-Modul P=Ko C'= (Ce C')® C’, wobel K auf ¢’ nur mit der
zweiten Komponente operieren soll, d. h. (a, + ag) - (B, + bg) + ¢') = (@b, +
+ agby) + age. Wir wissen, daB3 Endy (P) eine separable, zentrale K-Algebra ist
und damit der Einsklasse von B(K) angehort. Auflerdem gehort K selbst zu
dieser Klasse. Wir betrachten den Automorphismus ¢ von K, der definiert ist
durch g{(a + b’) = b + a’. Man kann leicht zeigen, daB sich dieser Automor-
phismus nicht auf Endg(P) fortsetzen 148¢. Daher versagt hier der im klassi-
schen Fall verwendete Beweis, daBl By (F/K) eine Gruppe ist. Trotzdem werden
wir spiter sehen, daB in den wichtigsten Fillen By (F/K) eine Untergruppe von
B(F|K) ist. Ob das allerdings allgemein gilt, ist noch eine offene Frage.

Wir wollen diese Frage fiir einen lokalen Ring K beantworten. Zunéchst be-
trachten wir folgende Situation. Seien 4, B und B’ separable, zentrale K-
Algebren. Seien B und B’ isomorph und in 4 enthalten. Beachten wir, daf8
separable, zentrale Algebren iiber einem lokalen Ring maximal zentrale
Algebren im Sinne von [6] sind, so kénnen wir [6, Theorem 18] anwenden,
d. h. wir kénnen den Isomorphismus zwischen B und B’ zu einem inneren
Automorphismus von A fortsetzen.

23*
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Satz 4.1: Sei K ein lokaler, kommutativer Ring, und sei F so gewiihlt, daf
die Zuordnung t— A(t) einen Homomorphismus W:H?(F|K)-> B(F/K)
snduziert. Ses G eine Menge von Automorphismen von K. Dann ist Bg(F|K) eine
Gruppe.

Bewets: Wir beweisen, daB in B(K) mit einer Algebra alle Algebren in einer
Klasse ((-)normal sind und daB diese normalen Algebrenklassen eine Unter-
gruppe von B(K) bilden. Da das Bild von ¥ eine Untergruppe von B(F/K) ist,
ist Bg{F/K), der Durchschnitt dieser zwei Untergruppen, eine Untergruppe
von B(F/K).

Jeder endlich erzeugte, projektive, treue K-Modul V ist frei iiber K, da K
ein lokaler Ring ist, und jeder Automorphismus von K lidBt sich zu einem
Automorphismus von Endg (V) fortsetzen, da Endg (V) ein voller Matrizenring
mit Koeffizienten aus K ist. Damit ist die neutrale Klasse in B(K) normal.

~ Lassen sich die Automorphismen aus G auf zwei Algebren 4 und B aus den
Klassen von B(K) fortsetzen, so auch auf 4 @ p B und auf A°, die zu 4 invers-
isomorphe Algebra. Ist andererseits ein Automorphismus fortsetzbar auf A ® g B
und auf B, so ist er auch fortsetzbar auf 4. Seien ndmlich fiir einen festen Auto-
morphismus von Kz eine Fortsetzung auf 4 ® g B und ¢ auf B, so ist 710
ein Algebrenisomorphismus von B in 4 ® ¢ B, der nach der oben gemachten
Bemerkung zu einem inneren Automorphismus i von 4 ® g B fortsetzbar ist.
Damit ist m¢ ein Ringautomorphismus von 4 ® ¢ B, der mit ¢ auf B iiberein-
stimmt. Wegen [5, Theorem 3.5] ist dann 4 der Zentralisator von Bin A @ g B.
Da zi auch den Zentralisator von B in 4 ® ¢ B auf sich automorph abbilden
muB, ist mi|, die gesuchte Fortsetzung des Automorphismus von K. Mit
diesen Eigenschaften sieht man sofort, daf die normalen Algebrenklassen eine
Untergruppe von B (K} bilden.

V. Isomorphie zwischen Bg(F ® K/K) und H2(F @ K/K)¢

Wir wollen fiir diesen Abschnitt annehmen, daB die kommutativen C-
Algebren F und K derart gewahlt sind, daB der in (2.6) angegebene Homo-
morphismus von H2(F @ K/K)in B(F @ K|K) existiert. Weiter sei G eine Menge
von Automorphismen von K/C. Dann sind Bg(F @ K/K) und H*(F ® K/K)¢
definiert, und wir beweisen den

Satz 5.1: Alle 0€ G lassen sich zu Ringautomorphismen o’ von End, g r o g (F*®
® K) fortsetzen. Sei t ein Reprisentant einer Klasse aus H*(F ® K|K)®, dann ist
die Binschrinkung von o' auf A () ein Isomorphismus o* (A4 (t)) = A(o(t)), der
ein o-halblinearer K-Algebren-Isomorphismus ist.

Beweis: Wir setzen ¢ € ¢ wie in Teil III auf F™ @ K* fort, d. h. ¢ operiert
auf allen Elementen in K®*. Durch die Definition ¢'(b) = obo—? fiir alle
b€ End;gpor(F?® K) setzen wir ¢ zu einem Automorphismus von
End) g rox(F?® K) fort. Man sieht leicht, daB o’ ein o-halblinearer K-
Algebren-Automorphismus ist. Wegen der Definition von A(t) ist fiir alle
a€A(D) L(t) (13) L(t)* = nga, also

oL{tyolo(ma)oto L{t) 1o~ = o(nga)o~t.
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Nun ist #;(cao~!) = on(e)o~! und oL(t)o~'= L(c(t)), also erhalten wir
L(o(t)) na(o’a) L(c (t~1)) = ns(o’ (). Nennen wir o* die Einschrinkung von ¢’
auf 4 (f), so sieht man daher, da3 o*(4(#)) < A(o(f)). Aus Symmetriegriinden
erhilt man dann o*(4 (f)) = A (o (t)).

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir nun eine Verallgemeinerung von (2.4)
angeben.

Satz 5.2: Sei der in (2.6) angegebene Homomorphismus ¥ : H*(F @ K/K) -
— B(F ® K|K) gegeben. Dann ist ¥ (H?*(F ® K[K)%) < Bg(F ® K/K).

Beweis: Sei t ein Reprisentant einer Klasse aus H*(F ® K/K)%, dann ist
a(t) - t71= Ap(u(s)) mit u(o) € (F2® K)*. Wir verwenden (2.7) und den in
Satz 5.1 definierten Isomorphismus ¢*. Bezeichnen wir den durch L(u (o)) auf
End, g 7o g (F? ® K) erzeugten inneren Automorphismus mit I[u(0)], so ist
wegen (2.7)

Iu(@)1(A@®) = At - Ar(u()) = A(e(®) .

Also ist I [u(o)~1]o* : 4 (t) > A (f) ein Ringautomorphismus. Wenden wir diesen
auf K -1 ¢ A(t) an, so sehen wir, daB er ¢-halblinear ist. Damit haben wir eine
Fortsetzung von ¢ auf A4 (¢) konstruiert.

Satz 5.3: Ist ¥ etn Isomorphismus, so ist

¥ H*(F ® K|K)® =~ By(F ® K/K).

Beweis: Wegen Satz 5.2 bleibt nur noch zu zeigen, dafl jedes Element aus
Bg(F ® K|/K) ein Element in H*(F ® K/K)% bestimmt. Sei 4 (¢) in einer Klasse
von By(F ® K[K) enthalten, und sei ¢’ eine Fortsetzung von ¢ auf 4 (¢). o* sei
wie in Satz 5.1 gegeben. Dann ist o*o’~1: A(t) > A(o(t)) ein K-Algebren-
isomorphismus. Da ¥ ein Isomorphismus ist und A (f) und 4(g(f)) in der-
selben Klasse von B(F @ K/K) liegen, ist ¢ ~ o(f). Diese Konstruktion kann
fiir alle ¢ € @ verwendet werden, und daher ist ¢ ein Kozykel in H3(F ® K/K)4.

Folgerung: Wenn F und K derart gewihlt sind, daB ¥ ein Isomorphismus
ist, so ist By(F @ K/K) eine Untergruppe von B(F ® K/K). Damit haben wir
eine weitere Antwort erhalten auf die in IV diskutierte Frage, wann
Bg(F ® K|K) eine Gruppe bildet.

Mit diesem Ergebnis und mit Satz 3.3 haben wir die in Teil TI gestellte
Aufgabe gelost. Wenn die fundamentale exakte Folge (2.8) existiert, so kdnnen
wir auch eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von EnLENBERG und MaoLANE
[10] angeben.

VI. Normale, endliche Kérpererweiterungen

Wir wollen die in dieser Arbeit bewiesenen Tatsachen anwenden auf
endliche Korpererweiterungen ¥ 2 K 2 C, wobei F/C und K[C normale, nicht
notwendig separable Kdrpererweiterungen sein sollen.

Zunéchst bemerken wir [8*], wenn F/C eine endliche, normale Kérper-
erweiterung ist, daB dann F = F; @ F, als C-Algebren ist und der Isomor-
phismus durch f;® f,— f;f, erzeugt wird, wobei F; die maximale rein in-
separable Korpererweiterung von C in F ist und F, die maximale separable
Koérpererweiterung von C in F ist.
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Satz 6.1. Seien F 2 K 2 C endliche, normale Kérpererweiterungen. Dann ist
H™(F @ K|K) =~ H*(F|K), und dieser Isomorphismus wird von der Abbildung
1® k— fk erzeugt.

Beweis: Wir verwenden die im Beweis von [14, Theorem 4.3] gezeigte
Tatsache, daB a) H*(F @ K/K) = H"*(F|K), wenn K/C rein inseparabel ist, und
[3, Theorem 5.12], nach dem b) H*(F ® K/K) ~ H"(F|K) ist, wenn F/K eine
endliche, normale Korpererweiterung und K/C eine separable, endliche Korper-
erweiterung sind. Da K/C eine normale, endliche Korpererweiterung ist, ist
K=K,@K, und FR K=F@g K,® K,®;, K=F Qg K®pg, K. Also ist

H(F ® K|K) = H"(F 8, K ®g, K|K)
= H"(F ®g, K|K) wegen a)
=~ H*(F|K) wegen b) .

Weiter sind die Isomorphismen a) und b) erzeugt durch die Abbildung f@
- ® k— fk, also auch der zusammengesetzte Isomorphismus.
Satz 6.2: Seien F 2 K 2 C endliche, normale Korpererweiterungen, und sei QG
die maximale Automorphismengruppe von K, die C fest ldfit. Dann ist

By(F|K) = H¥}F @ K/K)° .

Bemerkung: Statt C kann hierzu auch jeder Unterkérper C’ von C ver-
wendet werden, wenn nur C eine endliche, rein inseparable Erweiterung von ¢’
ist.

Beweis: Wir bemerken zunéchst, daB es Isomorphismen H?(F/K) = B(F[K)
und H*(F @ K/K) = B(F @ K/K) im Sinne von (2.6) gibt,denn K, F, F @y F,
F® K und F® K®x F® K sind semilokal, d. h. haben nur endlich viele
maximale Ideale. Das schlieBt man aus [4, Theorem 9.3C und Theorem 9.6 A].
Nach [13, Lemma 3.15] erfiillen alle diese Ringe die Bedingung (H) aus Teil 1T,
und die in (2.6) angegebene Abbildung induziert die obigen Isomorphismen.
Weiter wissen wir, daf3 das Diagramm

HX(F ® K/K) =~ H*(F|K)
0 0
B(F ® K/K) > B(F|K)

kommutativ ist, wie in. [13, S.345] bewiesen wurde. Der Isomorphismus
H*(F ® K|K) = H*(F|K) ist der in Satz 6.1 angegebene, und die Abbildung
B(F ® K/K) - B(F/K) ist die identische Einbettung. Daher ist B(F @ K/K)
= B(F/K) und By(F ® K/|K)= Bg(F|K). Weiter ist wegen Satz 5.3 By(F ®
® K/K) = H*(F ® K/K)% Es bleibt also noch zu zeigen, dal H?(F @ K/K)¢
= H3(F @ K/K)° ist.

Wir beweisen allgemeiner, da H"(F ® K/K)¢ = H*(F ® K/K)° ist. Wir
setzen K = K’ und verwenden die Bemerkung zu Satz 3.3. F ist offenbar eine
treu flache C-Algebra [14 (2.1), 8. 2227, und wir haben noch zu zeigen, daB die
Abbildung g’ : K2 > Homg(C[G], K), die in Satz 3.3 die Abbildung g: F®
® K2 > F @ Hom¢(C[G], K) induzierte, ein C-Algebren-Epimorphismus mit
nilpotentem Kern ist. Wenn wir definieren ¢’ (£ ® &) (0) = ko (k’'), so induziert
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o' die gewiinschte Abbildung p. Wir zerlegen K ® K =2 K, ® K;® K, ® K,und
erhalten dadurch eine Abbildung ¢” : K¥ ® K2 -~ Hom(C[G], K), die definiert
ist durch " (k;® k;® k,® k;) (0) = k;kik,0(k;), da o auf K, als Identitit
wirkt. Wir schrinken ¢’ auf K; ® K? ein und betrachten die Abbildung

n:K,® K;® K2-- K, ® K?

alk, @ k;® k,®@ k) =kki®k ®k,.
7 ist ein Epimorphismus mit nilpotentem Xern, da K;® K; > K; ein Epi-
morphismus mit nilpotentem Kern ist. Daher bleibt zu zeigen, dall "' : K;®
® K% -> Homy(C [@], K) ein Isomorphismus von C-Algebren ist. Beachten wir,
da Homy(C [G], K) zum Ring aller Abbildungen f: G x G — K mit f(00y, 60,)
= ¢f(0y, 05) isomorph ist, so konnen wir [3, Lemma 5.4] anwenden. Daher ist p”’
ein Isomorphismus, und der Beweis ist beendet.
Seien jetzt F|C, F|K und K/C endliche, galoissche Erweiterungen mit den
Galoisgruppen L (F/C), M (F/K) und G{K/C). Nach Satz 6.1 ist
H*(F ® K|K) =~ H"(F|K)

und nach (2.5) ist

H"(F|K) =~ H"(M (F|K), F¥) .
Der Isomorphismus H*(F @ K/K) = H*(M, F*) wird induziert durch

P(i® " ® fny1® K (my, ..., myy), 1)
=my(fy) . Mps1(fnsr) K
wobel m; € M, {,¢ F und k¢ K sind und fiir H*(M, F*) die Definition mit
homogenen Koketten verwendet wird. Wir wihlen fiir jedes Element ¢ ¢ G
einen Reprasentanten ¢’ in den Klassen von L/M. Dann ist
PO(Li® @ fry1 ® k)5 (my, . ., My g), 1) ~
~ (0 P)(L® @[ ® (Mg, M), 1)
wobei die Aquivalenzrelation die in (2.2) angegebene ist. Daher ist
H™(F ® K|K)¥ = H"(M, F*)L,
Wegen des zweiten Teils des Beweises von Satz 6.2 erhalten wir
Hr(F ® K|K)® = H*(M, F*)L;

ein Ergebnis aus [3, Theorem 5.10].
Weiter ist damit das Ergebnis von HocHscHILD und SERRE [11] noch
einmal bewiesen:
H*(M, F*)l ~ B,(F/K) .
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