PAREIGIS, B.
Math. Zeitschr. 93, 265— 275 (1966)

Vergessende Funktoren und Ringhomomorphismen
BoDO PAREIGIS

Eingegangen am 25, Mérz 1966

Ein ,,vergessender* Funktor (engl. ,,forgetful*) folgender Art wird betrach-
tet. Seien R, S unitire, assoziative Ringe und sei f: §— R ein unitirer Ring-
homomorphismus. Jedem unitiren R-Links-Modul gM wird der folgende
unitire S-Links-Modul (M zugeordnet: die unterliegende abelsche Gruppe
sei M, die auch die zu M gehorige abelsche Gruppe ist, und die Operation
von S auf M werde definiert durch s - m:=f(s)m fir seS und meM. Jeder
R-Homomorphismus von R-Moduln ist dann auch ein S-Homomorphismus
beziiglich der beschriebenen S-Struktur. Durch den Homomorphismus
f: S — R wird auf diese Weise ein Funktor Q(f) von der Kategorie der unitiren
R-Links-Moduln b in die Kategorie der unitdren S-Links-Moduln (2Ib
induziert. Dieser Funktor ,,vergiBBt* die R-Struktur von M und erhilt nur die
vermdge f definierte S-Struktur. Die ,,vergessenden‘* Funktoren treten oft
in der relativen Homologietheorie auf (z. B. in MAcLANE: Homology).

MorITA [5] verwendet gewisse vergessende Funktoren zur Charakteri-
sierung von Frobeniuserweiterungen. Er entwickelt damit einen groBen Teil
der bisher bekannten Theorie der Frobeniuserweiterungen.

Wir wollen in dieser Arbeit einige grundlegende Tatsachen {iber die Theorie
der vergessenden Funktoren entwickeln, die sofort erkennen lassen, daB3 die
vergessenden Funktoren alle kategorietheoretischen Eigenschaften einer Ring-
erweiterung enthalten und daher geeignete Objekte zum Studium von Ring-
erweiterungen sind.

Mit dieser Auffassung ergeben sich als naturgemaBe Folgerungen der Theo-
rie einige bekannte Sitze aus der Ringtheorie, wie etwa die Sitze iiber den
Endomorphismenring einer Frobeniuserweiterung (Folgerung 5.3).

0. Bezeichnungen und mengentheoretische Voraussetzungen

Wir nehmen an, daBl zu jeder Menge M ein Grothendieck-Universum
mit Mell existiert [2]. Sei ein festes Universum U so gewahlt, daB alle Mengen,
auf die die folgenden Sitze angewendet werden sollen, schon aus U sind.
Sei weiterhin We B und VMW fiir weitere Universen B und IB.

Sei 4 ein fest gewihlter kommutativer, assoziativer Ring mit Einselement
mit Ael. Die vorkommenden Modulkategorien und A-priadditiven Kate-
gorien seien U-Kategorien (i.S.v. 2], S. 330) und die Menge der Objekte einer
solchen Kategorie gehore zu B.
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Wir definieren jetzt:

&/ sei die Kategorie der assoziativen 4-Algebren mit Einselement und der
unitiren A-Algebrenhomomorphismen. Wenn die unterliegenden Mengen
der A-Algebren in ¥ bzw. B liegen und die Menge der Objekte von & in U
bzw. B enthalten ist, schreiben wir oft auch U/ bzw. B

2 sei die Kategorie der A-praadditiven Kategorien mit Isomorphieklassen
von A-additiven Funktoren als Morphismen. Nach der Voraussetzung iiber
A-priadditive Kategorien ist £ eine B-Kategorie. Wir wollen die Funktoren
und ihre Isomorphieklassen in & mit denselben Buchstaben bezeichnen.

¥ mit einer A-priadditiven Kategorie U aus £ sei die Kategorie der 4-pri-
additiven Kategorien iiber 2, d.h. der Paare (B, F) bestehend aus einer 4-pri-
additiven Kategorie 8 und einer Isomorphieklasse von 4-additiven Funktoren
F: 8 - UA. Die Morphismen von (8B, F) nach (€, G) seien Isomorphieklassen
von A-additiven Funktoren H: B — € iiber A, d.h. so da F=GH.

Men sei die Kategorie aller Mengen, die Element von 8B sind, und aller
Mengenabbildungen.

o Men sei die Kategorie der kovarianten Funktoren von & in ez
Wenn & ="/ bzw. B.of ist, dann ist o Mern eine B- bzw. W-Kategorie.

1. Einbettungen von </ in 2

Sei A ein kommutativer Ring und U ein Objekt aus 2. Eine 4-Algebra R
aus Bof fassen wir auf als eine A4-priadditive Kategorie mit einem Objekt
(mit R bezeichnet) und Endomorphismenring R. Wir definieren Funkt (R, 2)
als die Kategorie der 4-additiven Funktoren von R in ¥. Wegen der Kommu-
tativitit von A ist diese wieder eine A-priadditive Kategorie in £.

Ist A =,Ab die Kategorie der unitiren B-Moduln fiir eine A4-Algebra B,
so ist Funkt (R, ;Ub)~ (AL mit SXR®,B.

Von Funkt (R, ) in U haben wir in natiirlicher Weise einen Funktor V,
der jedem Funktor FeFunkt, (R, ) das Objekt F(R) aus U zuordnet. Dieser
Funktor ist A-additiv. 4-Algebrenhomomorphismen f: R— S bzw. 4-additive
Funktoren G: % —» B induzieren Funktoren £+ Funkt (S, %) - Funkt (R, %)
bzw. G: Funkt, (R, %) - Funkt, (R, B). Beziiglich dieser Funktoren sind die
Funktoren V natiirlich, d.h. sie kommutieren mit ihnen.

Wir haben damit einen Funktor Q: «#° »%2 definiert, wobei «/° die zu
o duale Kategorie sei, nimlich Q(R)=(Funkt,(R, ), V) und Q(f)=
£ Funkt, (S, %) — Funkt, (R, ).

Bei Anwendungen wird im wesentlichen der Spezialfall A =Z und U =UAb
interessieren, d.h. dann ist Q: &#/° %2 so definiert, daB jedem Ring die Kate-
gorie der Moduln iiber diesem Ring zugeordnet wird zusammen mit dem
Funktor, der jedem Modul die unterliegende abelsche Gruppe zuordnet.

Wieder in etwas groBerer Allgemeinheit definieren wir einen Funktor
I': ¥ - o/° in der folgenden Weise: Sei (B, F) ein Objekt aus ¥2. Dann defi-
nieren wir I'(B, F)=End(F), den Endomorphismenring von F. End(F) ist
eine A-Algebra, also ein Objekt in . Sei jetzt G: (B, F) - (€, H) ein Mor-
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phismus in ¥*2, das Diagramm
B8—F ¢

N /
N /H
A

sei bis auf Isomorphie von Funktoren kommutativ: HG=~F. Dann existieren
A-Algebrenhomomorphismen End (H)-%End (H G)~End(F). Die Zusammen-
setzung bezeichnen wir mit I' (G).

Im Spezialfall 4=Z und U=Ub haben wir damit einen Funktor
I': g _ o/° konstruiert, wobei &7 die Kategorie der Ringe ist.

Satz 1.1. T ist links-adjungierter Funktor zu £, d. h. es existiert ein natiirlicher
Isomorphismus

U2(B,2R)=L°(I'B,R).

Beweis. Wir wollen nur die jeweiligen Zuordnungen angeben. Sei zunéchst
F: B - QR ein Funktor, dessen Isomorphieklasse in *# liege. Dann haben wir
ein Diagramm

B8—F LOR

N s
N
A

mit a: VF>= W, wobei alle Funktoren 4-additiv sind. Wir ordnen dem Funktor
Feinen 4-Algebrenhomomorphismus f': R —» End (W) zu vermoge des kommu-
tativen Diagramms

W(B)-—2~®) ,VF(B)=F(B)(R)
lf’ (r) (B) l lF (B) (r)
W(B)—21® ,yF(B)=F(B)(R)

d.h. wir definieren £’ (r) (B) =a(B) - F(B) (r) - «~*(B).

Sei nun umgekehrt ein A-Algebrenhomomorphismus f: R —End(W)
gegeben. Dann definieren wir einen Funktor F': B - QR durch

F'(B)(R):=W(B)
F'(B)(r):=f(r)(B)
F' (B(R):=W(p).
Man sieht sofort, daB die Isomorphieklasse von F’ einen Morphismus in

U definiert.

Die Zuordnung f~»F' = f" ist die Identitat, d.h. /" =f, und die Zuordnung
Frsf’~»F'" hat die Eigenschaft, daB &: F~F", wobei &(B) (R): =«(B). Also
definieren ¥ und F'’ denselben Morphismus in *2. Weiter rechnet man leicht
nach, daB diese Zuordnungen funktoriell in B bzw. R sind.

19*
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Satz 1.2. Sei U= ,Ab, die Kategorie der unitiren A-Moduln. Dann ist
Q: A° 2P eine volle Einbettung.

Lemma 1.3. Die natiirliche Transformation 1d(s#°) » T Q ist ein Isomorphis-
mus.

Beweis. Wir berechnen explizit den Funktor V: QR— ,Ub. Er ist
V~Homg (R, -). Alsoist der Endomorphismenring End (V)= End(Homg (R, +))
~Endz(R)°=R, und dieser Isomorphismus definiert die natiirliche Trans-
formation Id (/%) - I'Q, ist also funktoriell.

Beweis des Satzes. Wir haben zu zeigen, daB Q: «#°(R, S)»*2?(QR, Q5)
ein Isomorphismus ist. Aber das Diagramm

#°(R, 8)———A° (T QR, S)
AN
\\/
TP(QR,QS)
ist kommutativ, und alle Abbildungen sind Isomorphismen.
Folgerung 1.4, limQ=Qlim, lim '~ I'lim.
— — — e

Folgerung 1.5. In ™2 existiert der projektive Limes von Modulkategorien
(xUDb, V: g Ab — ADb) und ist wieder eine Modulkategorie.
Satz 1.6. In P existieren induktive Limites.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf} in ¥# direkte Summen und Kokerne
existieren. Sei {%®;};.; eine Familie von A-priadditiven Kategorien iiber 2.
Wir definieren eine neue A-priadditive Kategorie | [B; iiber U durch

Obj [[8,=U Ob; B,
Mor [ [B,=({ Mor,8,) U {Mor (B, B;)=0 fiir B;e ObjB;,
B;eObj B; und'i+j},

Der Funktor von [[8B; in U ist elementweise durch die Funktoren der B, in
A definiert.

Seien F, G: B —» & zwei 4-additive Funktoren in ¥2. Wir definieren eine
A-praadditive Kategorie Kok(F, G) iiber ¥ und einen 4-additiven Funktor
H: € >Kok(F, G), die zusammen einen Kokern von F und G représentieren.
Wir setzen

Obj Kok(F, G)=0bj €

Mor Kok(F, G)={Mor &, ip: F(B)—G(B), jg: G(B)—F(B) «
fiir alle Be Obj B | iz - jz=id(G(B)),
Jp-ip=id(F(B)), G(Y) - ip=ip - F(¥)
fiir alle y e Hom(B, B)).
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Dabei sei { ) die durch Summen, Multiplikation mit Elementen aus 4 und
Verkniipfung von Morphismen erzeugte Morphismenmenge, wobei die an-
gegebenen Relationen entsprechend beriicksichtigt werden miissen. Weiter
definieren wir H(B)=B, H(¢)=¢ modulo der angegebenen Relationen in
Mor Kok(F, G). (Kok(F, G), H) ist ein Kokern in 2, also existiert ein Funktor
von Kok(F, G) in ¥, so daB H iiber U steht. Damit ist (Kok(F, G), H) auch
ein Kokern in ¥2,

2. Der Satz von Kan
Wir wollen einen Funktor @ von W.o/° in of Men definieren durch @ (R) =
KR, )und O(f)=(f, +).
Satz 2.1. ©: A% of Men ist eine volle Einbettung.
Der Beweis folgt aus [2, S. 332, Cor. 1].

Satz 2.2. Sei A ein kommutativer Ring und W= Nb. Dann existieren
Funktoren ®:. of Men—TP und ¥: P — of Men, die durch folgende Eigen-
schaften bis auf Isomorphie eindeutig gekennzeichnet sind:

1) @O ist isomorph zu .

2) @ ist links-adjungiert zu .

ﬂo

VAN
P
o X

st Men (__T___’ Ugp

Beweis. Der Beweis verlduft im Prinzip wie in [6, S. 10]. @ und ¥ sind defi-
niert durch

&(F)=limQ(S) fir alle O(S) iiber §
P(B)(R)="2(QR, B).

Der Aufbau der Theorie bisher enthilt viele Parallelen zum Aufbau der
algebraischen Geometrie (etwa in [6]). Es ist eine offene Frage, ob im kommuta-
tiven Fall, d.h. wenn 2 nur aus denjenigen A-prdadditiven Kategorien B
besteht, fiir die I'B eine kommutative 4-Algebra ist, ¥ irgendeine Beziehung
zur Kategorie der geometrischen Rdume hat.

3. Vergessende Funktoren

Bei der Konstruktion von Q: .o/ — ¥2 traten FunktorenV: Funkt, (R, ) -» %
auf, die wir jetzt fiir den Fall W =;Ab genauer untersuchen wollen. B sei dabei
eine A-Algebra. Wir deuten Funkt, (R, z%b) als (Ub mit S=R® B. V indu-
ziert einen Funktor von (b in ;Ab, den wir wieder mit V bezeichnen wollen.
V ordnet jedem S-Modul den unterliegenden vermége B - R ® (B definierten
B-Modul zu. Wir haben aber schon einen allgemeineren Fall dieses Funktors ¥V
kennengelernt. Sei ndmlich f: R— S ein A-Algebrenhomomorphismus und sei
A=, AUb, so definiert Q(f) einen A-additiven Funktor von (Ub in LAD,
der jedem S-Modul den unterliegenden vermége f: R — S definierten R-Modul
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zuordnet. Diese ,,vergessenden* Funktoren werden wir jetzt durch ihre Eigen-
schaften charakterisieren.

Zuniéchst ist klar, da3 im oben genannten Fall Q(f): s2Ub — zb isomorph
ist zu den Funktoren Homg(S, «): ¢Ub— ,Ab bzw. S® g+: UL - AD,
wobei Hom (S, M) bzw. S ® s M zu R-Moduln werden vermdge der R-Struktur
auf S, die mit f: R— S gegeben ist. Der Funktor Homg(S, -) hat aber einen
links-adjungierten Funktor S ®p«: g Ub — sAb und der Funktor S® 4+ einen
rechts-adjungierten Funktor Homg(S, <): zUb— (b, die wir auch mit
*Q(f) bzw. Q(f)* bezeichnen wollen. Weiter ist klar, daB bei dem Funktor

Q(f) die Homomorphismenmengen injektiv abgebildet werden. Wir geben
daher folgende

Definition. Ein Funktor F in & heilt vergessender Funktor, wenn F eine

Einbettung ist und wenn rechts- und links-adjungierte Funktoren zu F in &
existieren.

Diese Definition erhilt ihre Berechtigung durch den

Satz 3.1. Sei R eine A-Algebra und B eine abelsche Kategorie in #. Ein
A-additiver Funktor F: B —  Ub ist genau dann ein vergessender Funktor,
wenn es eine A-Algebra S und einen A-Algebrenhomomorphismus f: R— S so
gibt, daf} Wb zu B dquivalent ist und der durch F auf Wb definierte Funktor
von der Form Q(f) ist.

Bemerkung 3.2. Wenn F itber W in P steht, dann ist in *P sogar B zu AL
isomorph.

Beweis. Sei G: B — ;Ub eine Aquivalenz von Kategorien und f: R— S ein
A-Algebrenhomomorphismus. Dann ist Q(f)G ein vergessender Funktor. Sei
umgekehrt F: B — Ab ein vergessender Funktor. Dannist F~ Homg (R, F ). Da
Feinen links-adjungierten Funktor *F besitzt, ist Homg (R, F+)=Homg(*FR, -),
wobei *FR durch die Multiplikation eine R-Rechts-Struktur besitzt. Da
F~Homg(*FR,+) einen rechts-adjungierten Funktor besitzt, ist *FR pro-
jektiv, und da F eine Einbettung ist, ist *F R ein projektiver Generator. Da *F
einen rechts-adjungierten Funktor besitzt, ist *F mit direkten Summen ver-
tauschbar, also existieren direkte Summen von *FR in B. Weiter gilt fiir
*FRx=*FR, folgende Isomorphie:

Y Homg(*F R, *F R)=Y F(*F R)~F(} *FR)~Homgz(*FR,Y *FR)).

Damit sind die Voraussetzungen fiir {2, S. 405, Cor. 1] gegeben und fiir S=
Homg (*FR, *FR) definiert Homg(*FR, +) eine Aquivalenz zwischen 8 und
sUb. Da R auf R von rechts als eine Menge von R-Homomorphismen operiert,
ist dadurch ein A-Algebrenhomomorphismus f: R—.S definiert. Man zeigt
damit, daB Q(f) Homg(*FR, -) isomorph zu Fist.

Eine direkte Folge aus der Definition des vergessenden Funktors ist

Bemerkung 3.3. Die Hintereinanderausfithrung zweier vergessender Funk-
toren in P ist wieder ein vergessender Funktor.
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Bemerkung 3.4. Seien F: B -C und G: € - Ub Funktoren in P und seien
B, € abelsche Kategorien. Sind G - F und G vergessende Funktoren, so ist auch
F ein vergessender Funktor.

Beweis. Nach Satz 3.1 ist B ;Ub, da G - F vergessender Funktor ist, und
€=~ AUb, da G vergessender Funktor ist. Wir haben also ein Diagramm

A= B —F——Ex= Ab
QN FG 2
<2

Da R vermoge k: A — R eine A-Algebra ist, steht das ganze Diagramm durch
Q(k): gUb ~ AL iiber ,UDb. Speziell ist

$Ab—F, 90p

Q(hb\\/é(gk)

4Ub

bis auf Isomorphie kommutativ. Das ist ein Diagramm in *# fiir %= ,Ab
und (Ub, Q(hk))=(QS, V) bzw. (AL, Q(gk))=(RT, V). Nach Satz 1.2 ist
daher F'~Q(f) mit einem A-Algebrenhomomorphismus f: T— S.

4. Endomorphismenringe

Seien S eine A-Algebra, B eine A-préadditive Kategorie und F: B —» (Ub
ein A-additiver Funktor. Dann k&nnen wir F auffassen als Funktor {iber
AUb = durch das Diagramm

B—F b
N4
\/

Im allgemeinen wird F kein vergessender Funktor sein, also auch ¥ - F nicht,

Wir wollen jetzt das folgende universelle Problem in £ l6sen: es stehe B
durch V- F iiber ,Ab. Gesucht sind eine abelsche Kategorie €, die mit einem
vergessenden Funktor iiber b steht, also dquivalent zu ;b mit einer 4-Al-
gebra E ist, und ein Funktor G: B — b, so daB jeder Funktor iiber ,Ub
von B in eine abelsche Kategorie, die durch einen vergessenden Funktor iiber
AU steht, eindeutig bis auf Isomorphie iiber G faktorisierbar ist.
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Durch dieses universelle Problem wird der Teil des Funktors F, der ein
vergessender Funktor ist, eindeutig abgetrennt.

Durch Satz 3.1 und Bemerkung 3.4 ist bewiesen, daf} die volle Unterkategorie
%9 von *# mit A = Ab bestehend aus den abelschen Kategorien, die mit ver-
gessenden Funktoren iiber ,Ub stehen, dquivalent zur Bildkategorie Bi©2 von
Q: %P ist. Wegen Satz 1.2 ist diese dquivalent zu 2/°. Nach Definition
ist der Funktor .o/°— BiQ — %2 —*# gerade der Funktor Q. Da Q einen links-
adjungierten Funktor I besitzt, existiert auch zu ¥2 — ¥ ein links-adjungierter
Funktor:

(B, VF)~»QT(B, VF)=Q(End(VF))=QE.

Satz 4.1. Sei (B, H) ein Objekt in ¥P. Jede A-Algebra S definiert einen
vergessenden Funktor V: sUb— ,Ub. Jeder Funktor F: B — (Ab in "P [ifit
sich in eindeutiger Weise durch Wb mit E=End(H) so faktorisieren, daff
£Ub — Ab ein vergessender Funktor ist. (b ist bis auf Isomorphie in *P
eindeutig durch diese Eigenschaft bestimmt.

Folgerung 4.2. Sei F=Homg(M, +): gUb— Ub gegeben, so ldft sich F
durch g1b mit E=Endg(M)° faktorisieren.

Folgerung 4.3. Sei F=M ®pg-: gUb— (Ub gegeben, so ldft sich F durch
gUb mit E=Endgz(M) faktorisieren.

Beweis. Durch Zusammensetzung mit dem vergessenden Funktor ¥ ist

End(VF)~End(Homg(M, -))=Endg(M)°
bzw.
End(VF)2End(M ®g -)=Endg(M).

Also gilt Satz 4.1 mit E=Endz(M)° bzw. Endg(M).

Wir wollen die Faktorisierungen von F explizit angeben. Trivialerweise
existiert ein A-Algebrenhomomorphismus f: S —E. Also ist Homg(M, -)x
Q(f) gHomg (M, +) und sM Qg+ =Q(f) gM Qg

Im folgenden wollen wir nur Funktoren zwischen Modulkategorien in £
untersuchen. Seien R, S A-Algebren. Dann gilt

Lemma 4.4. Ein Funktor F: b — (Ub besitzt dann und nur dann links-
und rechts-adjungierte Funktoren, wenn er von der Form Homg (M, +) fiir einen
endlich erzeugten, projektiven R-Modul M ist.

Beweis. Man setze M =*FS. Dann sieht man wie im Beweis von Satz 3.1,
daB M projektiv ist. Da F als links-adjungierter Funktor von F* mit direkten
Summen vertauschbar ist, ist M endlich erzeugt. Umgekehrt gilt *F2 M ® -
und F*~Homg(Homg(M, R), +), da namlich die Funktoren Homg (M, +)
und Homg (M, R) ®z+ isomorph sind, falls M endlich erzeugt und projek-
tiv ist.

Folgerung 4.5. Ein Modul My ist genau dann endlich erzeugt und projektiv,
wenn der Funktor M ®pg+: gUb— (Wb exakt und mit direkten Produkten ver-
tauschbar ist.
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Beweis. Sei My endlich erzeugt und projektiv. Dann ist M ®@p-=
Homgz(Homg (M, R), -) und hat einen links-adjungierten Funktor. M @g-
ist also mit projektiven Limites vertauschbar [/, 3]. Sei umgekehrt M ® z+ mit
projektiven Limites vertauschbar. Dann existiert [/, S.89—90] ein links-
adjungierter Funktor zu F=M ®p-, also ist nach Lemma 4.4 F~Homg(N,+)
und N ist endlich erzeugt und projektiv. Also ist auch M= Homg (N, R) endlich
erzeugt und projektiv.

Man vergleiche hierzu auch die Definition eines platten Moduls.

Seien R eine A-Algebra und M, N R-Moduln. Dann ist der Homomorphis-
mus

¢: Homg(M, R) ®  N—Homg(M, N)

mit ¢ (f®n) (m)=f(m) n ein funktorieller Homomorphismus in M und N.
Ist N=R, so ist ¢ ein Isomorphismus, also ist ¢ ein Isomorphismus fiir endlich
erzeugte, projektive Moduln N. Speziell gilt mit E=Homgz (¥, N):

pHomg(N, R) @ g Np= zEp .
Lemma 4.6. Sei der R-Modul N endlich erzeugt und projektiv, und sei
E~Endg(N)°. Sei F=gHomg(N,-): g2b— Ab. Dann gilt F+*Fx=Id(;Ab).
Beweis. Esist FxgHomg(N, R) ®g+ und F+ *F~ Homg(N, R) ®x N Qg+ =
Lemma 4.7. Sei der R-Rechts-Modul N endlich erzeugt und projektiv, und
sei E~Endiy(N). Sei F=gN ®g+: gUb— g Ub. Dann gilt F- F*x=1d(;Ub).

Beweis.
F.F*~;N @z Homg(N, -)~Homg(Homg (N, R), Homg(N, +))
~Homg(N ®g Homg(N, R), - )=~ Homg(E, -)=Id(zUb).

Satz 4.8. Sei F: gUb — (U ein Funktor mit links- und rechts-adjungierten
Funktoren. Sei V: (Ub— ,Ab der vergessende Funktor von A—S. Sei E=
End(V F). Dann gilt:

1) Der induzierte Funktor G: gUb —  Ub hat links- und rechts-adjungierte
Funktoren.

2) G- G*=G - *G=1d(;UDb).

Beweis. 1) folgt aus Lemma 4.4 und Folgerung 4.2. 2) folgt aus Lemma 4.6
und 4.7.

5. Frobeniuserweiterungen

Sei A wieder ein kommutativer Ring und = ,Ab. Eine spezielle Klasse
von vergessenden Funktoren in ¥ stellen die Funktoren dar, die durch den
folgenden Satz charakterisiert werden.

Satz 5.1 [MoriTA]. Sei f: S — R ein A-Algebrenhomomorphismus. f: S — R
ist dann und nur dann eine Frobeniuserweiterung, wenn *Q(f)=Q(f)* in 2.
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Zum Beweis siehe [5, Theorem 5.1]. Wir wollen daher allgemein einen Funktor
F einen Frobenius-Funktor nennen, wenn *F und F* existieren und isomorph
sind.

Bemerkung 5.2. Wenn F ein Frobenius-Funktor ist, dann ist auch F* ein
Frobenius-Funktor.

Wenn F ein vergessender Frobenius-Funktor ist, ist nicht notwendig
auch F* ein vergessender Frobenius-Funktor. Sei F=Q(f): gUb— (Ub ein
vergessender Frobenius-Funktor. Dann haben wir fiir F* das Diagramm

mit E=End(VF*)~Hom(sR, 3R)® und A: R—E, den R-Rechts-Multiplika-
toren in E. Also ist F*=Q(h) G. Da F* ein Frobenius-Funktor ist, ist *G -
*Qh)=G* . Q(h)* nach Satz 4.8.1 und weiter *Q(h)=Q(h)* nach Satz 4.8.2.
Wegen Satz 5.1 ist also A: R — E eine Frobeniuserweiterung.

Folgerung 5.3 [KascH]. Wenn f: S— R eine Frobeniuserweiterung ist,
dann ist auch h: R —Homg(R, R)° eine Frobeniuserweiterung.

Eine Verallgemeinerung dieser Folgerung ist [5, Th. 9.3]. Wenn G eine
Aquivalenz von Kategorien ist, d.h. wenn R ein S-Progenerator ist, gilt, wie
man sofort sieht, auch die Umkehrung von Folgerung 5.3 [5, Th. 9.4].

Satz 5.4. Sei f: S— R eine Frobeniuserweiterung. Dann existiert ein Iso-
morphismus, so daf das folgende Diagramm kommutativ ist

R

/N
h// \\h,
/ ~\

¥ R
Hom(sR, sR)°~Hom(Rg, Ry).

Beweis. Das Diagramm () bleibt kommutativ, wenn wir F* durch *F
ersetzen. Andererseits wird das universelle Problem durch pUb mit E’'=
End(V - *F)Hom(Rg, Ry) gelost. Also sind 52b und ;b isomorph in ¥#.
Aber wir haben sogar das folgende Diagramm

b
vl AN
2(h)
/ 4 l \

~———>R9[b

06

\ ’
| A

&b
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wobei alles zusitzlich iiber ,Ub steht. Der rechte Teil stellt ein Diagramm der
Form

QE)—=—Q(E)
\ ’
2 (h)\\‘/A(h )
Q(R)

dar. Wegen Satz 1.2 ist daher die Behauptung bewiesen.
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