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NOTES DES MEMBRES ET CORRESPONDANTS
ET NOTES PRESENTEES OU TRANSMISES PAR LEURS SOINS

ALGEBRE DE LIE. — Cohomologie des p-algébres de Lie.
Note (*) de M. Booo Pareicis, présentée par M. Jean Leray.

Une définition nouvelle de la cohomologie des p-algébres de Lle sur un corps k,
qui permet de décrire les extensions et les p-noyaux de p-algébres de Lie. Cette
cohomologie s’accorde avec la cohomologie de certains groupes formels.

1. Une théorie cohomologique d’une classe d’algébres devrait décrire
certaines extensions et certains noyaux avec le deuxiéme et le troisiéme
groupe de cohomologie comme, par exemple, dans la catégorie des groupes.
S1 'on pose (pour des p-algébres de Lie g et hj sur un corps k de caracté-
ristique p, hj étant abélienne et telle que g opére sur ) par des p-dérivations)
(g, ) = Ext} (k, h) n>o0, ou U est la p-algébre envelopﬁante de g
sur k, on n’obtient ces descriptions que dans le cas ou | est fortement
abélien, c’est-a-dire h”'= o [(*), (*)] :

C’est pourquoi nous prenons la définition suivante. La catégorie des
p-algébres de Lie abéliennes lj, sur lesquelles opére g, est isomorphe a la
catégorie des T-modules, o0 T = k[P]®: U a une multiplication telle que
uP=o0siuegcU, celle de kK[P]=kPkP@D... étant telle que PA = AP
s1 ‘Aek. Soit C =~ TQ: g/K, ou le T-module K est engendré par

R —Rs—1Q[5:¢] (PR NQS+(1Qs ") Qe —1Q8" g 5'€8}-
Alors nous définissons
He@g, ) =o et (g, h) = Extg' (C, 4) (n>1).

Soit 0 -l -> ¢ —> g —> 0 une extension inessentielle de p-algébres de
Lie. St s : g — ¢ est une section (un homomorphisme de p-algébres de Lie)
de cette extension, s est décrite par une certaine application k-linéaire
a:g—> h(sg= (og, g)). Parce que 1®s:TQ® g—h annule K, nous
obtenons un T-homomorphisme s’:C — l). L’application s+ s’ est un
isomorphisme entre Hom,(C, h) = H'(g, b) et le groupe des sections g - ¢.

Si hel Yapplication g+ g+ [k, g] de g dans ¢ n’est pas un homo-
morphisme de p-algébres de Lie en general contrairement a ce qui se passe
pour les algébres de Lie.

2. Soit M un U-module et considérons une paire d’ appllcatlons
~:g®g—>Met =:g > M soumises aux conditions :

a. T est k—linéaire,
b. ~(g® g) =o;
n(hg) = Arz(g) si A€k, g€ Q;
C. R., 1966, 2¢ Semestre. (T. 263, N° 20.) Séries A-B — 117
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P

d. w(got g1) = =(g) + =(g) =2 X0/l (0)]) guve - gui v

Loi=1
X T(gni;®adgui»fn- . -adg/'.,, .,(gu)),

ou t parcourt les applications {1, ...,p—1! >0, 1, telle que
1Z|t" (o) |=card|n|t(n) =o0}. Cela définit le probléme universel (%)
de trouver un U-module E(g) et ‘des applications < :9@g - L(g),
7’ : ¢ > E(g) vénfiant (a), (b), (c) et (d) tels que pour tout U-module M
et toute paire (7, =) vérifiant (a), (b), (c) et (d) il existe un et un seul
homomorphisme @ : E(g) >~ M tel que (3, =) = (37, 77). Alors =": ¢@g-~ E(g)
définit un U-homomorphisme ¢ : U (g /\ ¢) = E(g). Soit kQ.g P'espace
vectoriel déduit de g par I'extension ¢: 24— 4" de scalaires (de k & k)
et URik®.0=U:.4¢. Soit ==o0 et =(g) =1 g. Alors (5, =) vérifient (a),
(b), (c) et (d) et 11 y a un U-homomorphisme ¢q: E(3) -~ UQ.s.

TutoremE 1. — Il existe une solution universelle (E(g), <'. =’} du probléme
universel (%) et la suite
(%%) | URk(3 A 9)>E(5) 5 URcs—~>o

est exacte.

A cause de (x%), P(g) = U@ (g /\8) DUQ:4g est une extension libre
de E(g).

Exemple 1. — Soient .
M=UQ:s (5@s)=5Qs—5Qs—1@Ls 5,
() ="' Qs — 1 Qs
Dans ce cas, 'application ¢': P (g) — M sera notée d,.

Ezemple 2. — Soient

M=TQ®i Q=R —+'Qe—1Q|s &
() =(P+2r Q@ —1Q4".

Dans ce cas, on notera d : TQ, P(g) > TQ:g¢ application a@®b > az'(b).
Soit F(g) le U-sous-module de E (g) engendré par les éléments

2(gH & &)= H7(Q@) +27 (:Q®8)
+ &7 (0 Q) + T (& @lg g3 )+ (& ®lym &1 ) + T (#:®lg, 82 1)
et
Pt
Bl 8) =7 (¢ @) — &' T (&) — 277 (¢ @ (d.2)* (')
i=u

Soit F'(g) =f""' (F(a)) ou f:P(g) -~ E(g).
TutoriEME 2. — Les suites

o—>1"(3)->P(g) 1}U®,..g—'£;U—s>/.'~—>o.
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ou ¢ est 'augmentation et d,(u@ g) = ug, et

o>TRuF (3) >TRuP(9) —‘{>T®kg—>c-—>o ’
sont exactes.

Soit 0 - ) - ¢ > g - o une extension de p-algébres de Lie induisant
Popération donnée de ¢ sur ). La classe de cette extension est décrite
a équivalence prés par deux morphismes de structure ~:g@g — )
et ©: g — ) soumis aux conditions (a), (b), (¢), (d) et

e. %(8i, 8 81) = 0;

f- 38 &) =o.

On obtient une telle paire de morphismes de structure (7, =) a partir
d’une section s : g - ¢ (k-homomorphisme), en posant

Tg®g) =[5 58] —slg ] et m(g)= (s5)—s(g).

Une paire de morphismes de structure (7, =) est équivalente & une autre
paire (t*, ©*), si et seulement s’il existe un ¢ € Homy,(g, ) tel que

(g®8) —T(E®8)=sb(8) —8' V(&) — (s 8D
et
T () — () =¥ O+ Y (g) — ¢ (7).
CororraIre 1. — H?(g, h) = Opext(g, b).

La deuxiéme suite exacte du théoréme 2 induit une suite exacte

Homy (T ® 3, b) - Homg (T ®u (E(3)/F (3)), h) >H* (3, h) »o
et
Homy (T @u (E(9)/F (3)), h) = Homy (E(3)/F (3), b)

s’identifie d’apres le théoréme 1 aux paires (7, m) vérifiant les conditions (a),
(B), (c), (d), (e) et (f).

CororLare 2. — H"(g, h) = H*(g, h) pour n>3.

Car, pour n> 3,

H" (g, h) = Exty™' (G, b) > Ext¥™* (T Qu (E (3)/F (3)), b)
>~ Extf™* (E(g)/F (3), h) = Extg (&, h) = He (g, b).

3. Soit f une p-algébre de Lie avec le centre . Soit D(f) la p-algebre
de Lie des p-dérivations de f et I(f) 1'idéal des p-dérivations intérieures
de f. Soit . : ¢ - D(f)/I(f) un p-homomorphisme, qui induit une opération
donnée de g sur lj. La paire (£, {) est appelée p-noyau sur g et j est appelée
nucléus de (f, #). On peut introduire une relation d’équivalence dans
I’ensemble des p-noyaux sur g avec le nucléus ) et une addition des classes
d’équivalence de sorte qu’elles forment un groupe commutatif
p-Ker(g, h) (°). Pour hj fortement abélien, Hochschild a prouvé que

H(g, h) = p-Ker(g, ). Par le corollaire 2, cela signifie que
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H?(g, h) = p-Ker(g, h*) pour | abélien, ou h* est isomorphe & }) comme
g-module, mais ou la p-application est zéro.

Soit (f, *) un p-noyau avec le nucléus lj. On peut changer dans f la
p-application, de fagon que la restriction a lj soit zéro, par un homomor-
phisme p-semi-linéaire f - ¢, ou ¢ est 'ensemble des éléments de h qui
sont annulés par g. p. reste inchangé. Cela définit in isomorphisme

p-Ker (g, h) = p-Ker(g, h").
Tatorime. 3 — H*(g, ) = p-Ker(g, b).

4. Soit k un corps de caractéristique p. L’application qui adjoint la
p-algébre de Lie a tout groupe formel sur k (') est une équivalence de
catégories pour la catégorie GIF 1 des groupes infinitésimaux formels
de hauteur <1 (g.i.f.). Par cet équivalence les g.i.f. abéliens corres-
pondent aux p-algébres de Lie abéliennes. De plus, les opérations d’un g. i. f.
G sur un g. 1. f. abélien H sont en relation biunivoque avec les opérations
de la p-algébre de Lie g de G sur la p-algébre de Lie abélienne lj de H par
des p-dérivations. Pour G et H dans GIF 1 soient H*(G, H) les groupes
de Hochschild [(*), (®)].

Tutortme 4. — H*(g, h) = H"(G, H), n> o fonctoriellement en |
resp. H, si g resp. lj est la p-algébre de Lie de G resp. H et si Uopération de g
sur |y est induite par celle de G sur H. '

(*) Séance du 7 novembre 1966.

(") N. Boursaki, Groupes et algébres de Lie, Hermann, Paris, 196o.
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