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Algebraische Kategorien

Von Bodo Pareigis in Miinchen

In einem fritheren Aufsatz in Uberblicke Mathematik Band 1 gab
D. PUMPLUN eine allgemeine Einfithrung in die Kategorien. Die-
ser Aufsatz soll in die Behandlung der universellen Algebra mit ka-
tegorietheoretischen Hilfsmitteln einfithren. In den letzten Jahren
ist in dieser Richtung ein umfangreiches Forschungsgebiet entstan-
den. Nun ist die Theorie der Kategorien eine neue, sehr umfassende
Sprache der Mathematiker. Sie enthilt eine grofie Menge von mehr
oder weniger komplizierten Begriffen. Gerade in einer Einfithrung
wird daher die Anzahl der Definitionen von Begriffen die Anzahl
der beweisbaren Sitze iibersteigen. Ich werde die zur Darstellung
benotigten kategorietheoretischen Grundlagen nochmals (und in
einigen Fillen abweichend von D. Pumpliin) einfithren und muf
den Leser um Geduld bitten, wenn nicht gleich am Anfang tieflie-
gende Sitze zitiert werden konnen. Alle zitierten Sitze findet der
Leser bewiesen in PAREIGIS [2].

1. Kategorien

In der Algebra, der Topologie und vielen anderen Gebieten der Ma-
thematik trifft man auf folgende Strukturen, die durch den Begriff
der Kategorie abstrahiert werden. Man betrachtet mathematische
Objekte (z.B. Vektorrdaume oder topologische Rdume) und die zu-
lassigen Abbildungen (z.B. Vektorraum-Homomorphismen bzw.
stetige Abbildungen) zwischen ihnen. Die zuldssigen Abbildungen
werden dabei immer so definiert, daf die identische Abbildung eine
zuldssige Abbildung ist und daf die Hintereinanderausfiihrung von
zwei zuldssigen Abbildungen wieder eine zuldssige Abbildung ist.
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112 Bodo Pareigis

Dabei erfiillt die Hintereinanderausfilhrung von Abbildungen, die
als Verkniipfung aufgefafit wird, zwei wichtige Bedingungen, die als
Axiome in die Definition einer Kategorie eingehen. Seien namlich
A, B, Cund D vier mathematische Objekte einer bestimmten Gat-
tung (z.B. Vektorraume oder topologische Rdume) und seien
f:A->B,g: B~ C und h: C—> D drei zuldssige Abbildungen.
Schreiben wir wie iiblich fiir die Hintereinanderausfithrung von f
und g auch gf, so gilt

1) h(gf) = (hg)f

nach der Definition der Verkniipfung von Abbildungen. Bezeichnen
wir mit 1, die identische Abbildung von A, so gilt fiir alle mathe-
matischen Objekte der betrachteten Art B und C und alle zuldssi-
gen Abbildungenf: A->B bzw.g: C—~> A

(2 flu=f und 1,g=g

Fafit man nun alle mathematischen Objekte einer bestimmten Art
zusammen zu einem Ganzen (aus mengentheoretischen Griinden
sollte dieses Ganze nicht mit Menge sondern mit einem anderen
Ausdruck, etwa Klasse, bezeichnet werden) und fafit man die zulds-
sigen Abbildungen zwischen je zwei Objekten zusammen zu einer
Menge, so erhilt man die folgende

Definition: Sei € eine Klasse von Objekten A, B, C, . .. €
Ob € zusammen mit

1) einer Familie von paarweise disjunkten Mengen
{Mor (A,B)} fiir alle Objekte A,B € Ob €, deren Elemen-
tef, 8 h,... € Morg(A,B) Morphismen heil3en, und

2) einer Familie von Abbildungen
{Morg(A, B) X Mor (B, C) 5 (f, g)— gf €Morg (A, C) |

fiir alle Objekte A,B,C € Ob €, die Verkniipfungen genannt
werden.
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€ heiBt eine Kategorie, wenn ¢ folgende Axiome erfiillt:

1) Assoziativitat: Fiir alle A,B,C,D € Ob € und alle
f € Mor,(A,B), g € Morg (B,C) und h € Morg (C,D) ist

h(gf) = (hg)f.

2) Identitdt: Fiir jedes Objekt A € Ob € existiert ein Mor-
phismus 1, € Morg(A,A), Identitdt genannt, so daB fiir alle
B,C € Ob € und alle f €Morg(A,B) und g € Mor(C,A) gilt

fluy=f und 1,g=g.

Obwohl es viele Kategorien gibt, in denen die Morphismen keine
Abbildungen sind, werden wir die iibliche Pfeilschreibweise fiir be-
liebige Morphismen verwenden. f : A — B heif}t also, daf’ f ein Mor-
phismus von A nach B ist bzw. f € Mor (A, B). Statt Mor (A, B)
schreibt man auch hiufig € (4,B).

Wir wollen jetzt einige Beispiele von Kategorien betrachten, die wir
spater noch weiter bendtigen werden.

Beispiel 1: Pie —Kategorie der Mengen: Die Klasse der Objekte ist
die Klasse aller Mengen. Die Menge der Morphismen zwischen zwei
Mengen A und B ist die Menge der Abbildungen. Die Verkniipfung
ist die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen. Dann sind nach
den obigen Betrachtungen die Axiome der Assoziativitdt und der
Identitat erfiillt.

2: Gr—Kategorie der Gruppen besteht aus den Gruppen als Objek-
ten und den Gruppenhomomorphismen als Morphismen. Hier wie
in den folgenden Beispielen, soweit nicht anders festgelegt, sei die
Verkniipfung der Morphismen immer die Hintereinanderausfithrung
der Abbildungen.

3: AL —Kategorie der abelschen Gruppen besteht aus den abelschen
Gruppen als Objekten und den Gruppenhomomorphismen als Mor-

phismen.

8 Laugwitz, Uberblicke Mathematik 1972
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4: Ri— Kategorie der Ringe besteht aus den assoziativen Ringen
mit Einselement als Objekten und den Ringhomomorphismen, die
das Einselement erhalten, als Morphismen.

5: R-9iod — Kategorie der R-Moduln mit einem assoziativen Ring
R mit Einselement besteht aus den unitidren B-Moduln als Objek-
ten und den Modulhomomorphismen als Morphismen.

6: o — Kategorie der Monoide besteht aus den Monoiden als Ob-
jekten und den Monoidhomomorphismen als Morphismen.

Ahnlich definiert man die Kategorien der Lie-Algebren, der (kom-
mutativen, assoziativen, unitdren) k-Algebren, der Jordan-Algebren,
der antikommutativen Algebren usw. Ein Beispiel, in dem Mor-
phismen keine Abbildungen sind, ist das

Beispiel 7: 9t— Objekte von I sind die natiirlichen Zahlen (inkl. 0).
Sind m, n natiirliche Zahlen, so sei Morg(m, n) = Mory, (m, 1) X

... X Morg,(m, 1) (n Faktoren) und Morg,(m, 1) = { p,,(1), ...,
Dm(m)} sei eine Menge mit m Elementen. Morg,(m, n) ist also die
Menge von n-Tupeln (D, (i1), ..., Pm(in)) 1i1, ..., ln=1,...,m
Fir m=0, n# 0 sei Mory(m, n) = @. Fir n =0 sei Mory (m, n)

eine Menge mit einem Element u,,. Die Verkniipfung sei definiert
durch

(pm(jl )’ LN pm(]n)) (pr(i!)a ey pr(im)) =
(oe(ijy )5 - - - s Peli,))

wobei (p,(i1), . . ., Pr(im)): r—>m und (Pm (1), -5 Pm(in)):
m~— nsind. Weiter sei w,,(0y(i1), - . . , Dr(im)) = wy. Man kann

leicht zeigen, dafl diese Verkniipfung assoziativ mit Identitaten ist.
Diese Kategorie kann auch auf andere Weise beschrieben werden,
wie wir spater noch sehen werden.

2. Funktoren

Wir haben gesehen, dafl man zusammen mit mathematischen Ob-
jekten auch die zulissigen Abbildungen zwischen ihnen betrachtet.
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Faf$t man nun Kategorien als mathematische Objekte auf, so sind
auch zwischen Kategorien zuldssige Abbildungen zu betrachten, die
Funktoren genannt werden. Im allgemeinen definiert man zulissige
Abbildungen so, dafl sie mit den definierenden Strukturen auf den
mathematischen Objekten vertriglich sind. Bei Kategorien sind die-
se Strukturen in der Vorgabe der Objekte, der Morphismen, der
Verkniipfung und der Identitdten zu sehen. Man definiert daher
einen Funktor folgendermafien.

Definition: Seien B und € Kategorien. & bestehe aus
1) einer Abbildung ObB3A — F(A) € Ob € und
2) einer Familie von Abbildungen

Morg(A, B) S f~ F (f) €More(F(A), E(B))}

firalle A, B € Ob B.
& heiBt ein kovarianter Funktor, wenn § folgende Axiome
erfiillt:
1) i}(lA) = 18’(14) fiiralle A€ 0b %,
2) &(fg) = F(f)F(g) fiir alle f € Morg (B,C), g € Moty (A,B)
und alle A,B,C € Ob B.

Neben den kovarianten Funktoren gibt es auch nocch kontravarian-
te Funktoren, die sich gegeniiber den kovarianten Funktoren im
wesentlichen darin unterscheiden, dafl die Morphismen f : A~ B
in der Kategorie B durch  iibergefiihrt werden in Morphismen
F(f) : F(B)~> F(A)in der Kategorie €, d.h. da} die Pfeilrichtung
umgekehrt wird. Wir benttigen im folgenden nur kovariante Funk-
toren und verzichten daher auf die Diskussion weiterer Fragen, die
mit kontravarianten Funktoren zusammenhéngen.

Wir wollen nun wieder an einigen Beispielen den Begriff des Funk-
tors klarmachen.

Beispiel 8: Sei ®r wie oben die Kategorie der Gruppen und 9te die
Kategorie der Mengen. Eine Gruppe G besteht aus einer Menge G
zusammen mit einer Verkniipfung, die auf G eine Gruppenstruktur
definiert. Ein Gruppenhomomorphismus von einer Gruppe H in

8*
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eine Gruppe G ist eine Mengen-Abbildung von H in G, die in der
iiblichen Weise mit den Verkniipfungen in H bzw. G vertréglich

ist. Wir ordnen nun jeder Gruppe G die unterliegende Menge

T(G) : = G zu. Weiter ordnen wir jedem Gruppenhomomorphismus
f: H-> G die (unterliegende) Mengen-Abbildung f zu und bezeich-
nen sie mit (7). Dann ist leicht einzusehen, dal &: Gr—>Me ein
kovarianter Funktor ist, der ,,Vergif}-Funktor‘ von der Kategorie
der Gruppen in die Kategorie der Mengen.

9: Seien ‘Ri die Kategorie der assoziativen Ringe mit Einselement
und Ab die Kategorie der abelschen Gruppen. Ein Ring R besteht
aus einer additiven Gruppe R zusammen mit einer weiteren Ver-
kniipfung, der Multiplikation, die R dann zu einem Ring macht.
Ein unitdrer Ringhomomorphismus von einem Ring R. in einen
Ring S ist ein Gruppenhomomorphismus der abelschen Gruppe R
in die abelsche Gruppe S, der in der iiblichen Weise mit den weite-
ren Verkniipfungen und den Einselementen in R und S vertréglich
ist. Wir ordnen nun jedem Ring R die unterliegende abelsche Grup-
pe §(R) : = R zu. Weiter ordnen wir jedem Ringhomomorphismus
f: R— S den (unterliegenden) Gruppenhomomorphismus f zu und
bezeichnen ihn mit §(f). Dann sieht man wieder leicht, daf}

& : Ri >UD ein kovarianter Funktor ist, der (partielle) ,,Vergifs-
Funktor‘ von der Kategorie der assoziativen Ringe mit Einsele-
ment in die Kategorie der abelschen Gruppen.

Ebenso wie in den vorausgehenden beiden Beispielen definiert man
Vergifi-Funktoren

10: von der Kategorie der kommutativen Gruppen in die Kategorie
der Gruppen (hier liegt sogar eine Unterkategorie vor),

11: von der Kategorie der assoziativen, antikommutativen k-Algebren
in die Kategorie der k-Moduln,

12: von der Kategorie der assoziativen, kommutativen, unitdren
k-Algebren in die Kategorie der k-Moduln,

13: von der Kategorie der assoziativen, unitdren Ringe in die Kate-
gorie der assoziativen Ringe,



Algebraische Kategorien 117

14: von der Kategorie der unitiren, assoziativen k-Algebren in die
Kategorie der k-Lie-Algebren (man fasse eine k-Algebra als Lie-
Algebra auf durch [a, b]=ab — ba und vergesse die iibrige Infor-
mation tiber die Multiplikation),

15: von der Kategorie der assoziativen, unitaren k-Algebren in die
Kategorie der k-Jordan-Algebren (man fasse eine k-Algebra als
Jordan-Algebra auf durch [a, b] =ab + ba und vergesse die iibrige
Information tiber die Multiplikation),

16: von der Kategorie der assoziativen, unitdren Ringe in die Kate-
gorie der Monoide (man vergesse die Addition der Ringe),

17: fiir einen Ringhomomorphismus f : k- k' von der Kategorie
der k'-Moduln in die Kategorie der k-Moduln bzw. von der Kate-
gorie der k'-Algebren in die Kategorie der k-Algebren,

18: von der Kategorie der assoziativen, kommutativen, unitdren
k-Algebren in die Kategorie der Mengen.

Auf diese etwas umfangreiche Aufzahlung von Vergifi-Funktoren
werden wir spiter noch einmal zuriickkommen. Wir wollen nun
noch zwei weitere Funktoren besprechen.

Beispiel 19: Jeder Menge B ordne man den reellen Vektorraum
R(B) mit der Basis B zu. Einer Abbildung f : B—> C ordne man
den eindeutig bestimmten Vektorraum-Homomorphismus

R(f) : R(B) > R(C) zu, der jedem Basiselement b € B das Basisele-
ment f(b) € C zuordnet. R(-) ist ein Funktor von der Kategorie
der Mengen in die Kategorie der reellen Vektorrdume.

20: Wir definieren einen Funktor §: 9t —9Ne fiir eine fest vorgege-
bene Menge A durch §F(m)=AX... X A(m-mal) = A™ und fiir
(Pm(i1), ..., Pm(in)) : m=n durch

§Pm(it), -, Pmlin) (@1, ., On) = (@, . ., @, 2ls0
c8(pm(il)» BRI pm(in)) : Am —’An~

Der Vollstandigkeit wegen sei noch der Begriff der natiirlichen
Transformation oder des funktoriellen Morphismus erwihnt. In
dieser einfiihrenden Darstellung werden wir ihn allerdings kaum
weiter verwenden.
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Definition: Seien §:B - € und &:B > ¢ zwei Funktoren.
Ein funktorieller Morphismus ¢ : § > & ist eine Familie
von Morphismen ¢(A) : §(A)—~> & (A) fiir alle Objekte

A inB, so daB fir alle Morphismen f : A -~ B von B das
Diagramm

%(4) o) &)
(1) &(f)
%(B) B _ &)

kommutativ ist, d.h. ¢ (B) F(f) = &(f)e(A).

3. Produkte

Viele Begriffe, die man in der Kategorie der Mengen oder auch in
vielen anderen Kategorien bildet, kann man auf beliebige Katego-
rien iibertragen. Einige davon, die wir im folgenden noch weiter be-
notigen werden, sollen jetzt eingefithrt werden.

Definition: Sei € eine Kategorie. Seien A und B Objekte in
C€. Ein Morphismus f : A > B hei3t Isomorphismus, wenn
ein Morphismus f': B~ A so existiert, daB ff~' = 13 und
flf=1, gelten.

Definition: Seien A und B zwei Objekte in einer Kategorie
€. Ein Tripel bestehend aus einem Objekt A X B und zwei
Morphismenpy : AX B> Aundpg : A X B~ B hei3t
Produkt von A und B in €, wenn zu jedem Objekt Cin €
und zu je zwei Morphismen f : C—~> A und g : C »> B genau
ein Morphismus h : C > A X B so existiert, daB f=psh
und g = pgh gelten.
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Bei dieser Definition erhalten wir das folgende kommutative Diagramm

A
f
D4
C h AXB
PB
8
B

Die Morphismen p4 und pg werden Projektionen genannt. Wir
schreiben statt h auch haufig (f, g).

Man beweist leicht den folgenden Satz iiber Produkte.

Satz 1: Seien (A X B, ps, pg) und (C, q4, qg) Produkte der
Objekte A und B in €, dann existiert ein eindeutig be-
stimmter Isomorphismusk : A X B— C, so daB q4k = p4
und qgk = pg gelten.

Seien nun in der Kategorie der Mengen zwei Mengen A und B ge-
geben. Dann bildet die Menge der Paare {(a, b)[a €A, bEB}=
= A X B zusammen mit den Projektionen

P4 AXB>S(a,b)~»acA
und
pg:AXB>S(a,b)~»bEB

ein Produkt im Sinne der obigen Definition. Wegen des Satzes 1
kann ein anderes Produkt von diesem , kartesischen‘ Produkt sich
nur durch einen Isomorphismus unterscheiden.

Auch in vielen anderen Kategorien, z.B. ®x, Ab, Ri, R-MNob, ist das
kartesische Produkt versehen mit der geeigneten Struktur ein Pro-
dukt.
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Wir haben hier ein wichtiges Beispiel davon, daf} gewisse schon
lange in der Mathematik bekannte Objekte eine universelle Eigen-
schaft haben — das Tripel (A X B, p,4, pg) hat gegeniiber allen an-
deren Tripeln (C,f: C— A, g : C— B) die universelle Eigenschaft,
die im obigen Diagramm festgehalten ist — und daf} sie durch diese
universelle Eigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt wer-
den. Daher verwendet man diese universelle Eigenschaft haufig zur
Definition.

Der Begriff des Produkts ist nicht auf zwei Objekte beschrankt,
sondern kann auch fiir eine beliebige Familie von Objekten definiert
werden. Ist die Familie der Objekte leer, so erhilt man den Begriff
des Endobjekts.

Definition: Ein Objekt E in einer Kategorie € heiR3t ein
Endobjekt, wenn fiir jedes Objekt A in € genau ein Mor-
phismus von A in E existiert.

Man zeigt auch hier wieder, da3 ein Endobjekt in einer Kategorie €
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, wenn es in € existiert. In
Me ist die einpunktige Menge {0} ein Endobjekt. Ebenso sind die
einpunktigen Mengen versehen mit der geeigneten Struktur in den
Kategorien ®r, Ab, Ri, R-IMod usw. Endobjekte.

Wir erwidhnen noch zwei weitere Begriffe, die man in beliebigen
Kategorien definieren kann und die wir spater noch benotigen wer-
den.

Definition: a) Ein Morphismus h : B~ C in einer Kategorie
C heiBt Monomorphismus, wenn fiir alle Objekte A in €
und alle Morphismen f: A > Bundg: A~ Baus hf= hg
folgt f=g.

b) Ein Morphismus h : C > B in einer Kategorie € hei3t
Epimorphismus, wenn fiir alle Objekte A in € und alle
Morphismenf: B~ A und g : B~ A aus fh = gh folgt
=8

Man zeigt, da® die Begriffe Monomorphismus und injektiver Homo-
morphismus (Abbildung) in den Kategorien Me, G, Ab, Ri, R-Wod
iibereinstimmen. Weiter stimmen die Begriffe Epimorphismus und
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surjektiver Homomorphismus (Abbildung) in den Kategorien 9,
G®r, Ab, R-INod iiberein, jedoch nicht in Ri. Man sieht hier, daf®
sich die Ubertragung der Begriffe auf beliebige Kategorien nicht
ganz reibungslos vornehmen 1aft. Durch diese Tatsache entstehen
aber auch neue interessante Probleme. Die Untersuchung der Epi-
morphismen in der Kategorie Ri zum Beispiel hat in letzter Zeit zu
einer umfangreichen Literatur gefiihrt.

Ein wichtiges Studienobjekt ist die Frage, wie sich Funktoren in
bezug auf die oben genannten (und andere) verallgemeinerte Begrif-
fe verhalten, insbesondere die Frage, welche Funktoren Produkte,
Mono- bzw. Epimorphismen erhalten. Man sagt, da} ein Funktor
& : B~ € (endliche) Produkte erhilt, wenn fir jedes Paar A, Bvon
Objekten in B, fiir das ein Produkt (A X B, p4, pg) in B existiert,
das Tripel (§(A X B), &(p4), &(pg)) ein Produkt von F(A) und
&(B)in € ist. Man sagt, daf’ ein Funktor Endobjekte erhilt, wenn
fir jedes Endobjekt E in®B das Objekt ¥ (E) ein Endobjekt in €
ist. Weiter sagt man, dafl ein Funktor & : 8- E Mono- bzw. Epi-
morphismen erhilt, wenn fiir jeden Mono- bzw. Epimorphismus
f:A— B in B der Morphismus §(f) : F(A)—> &(B)in € ein Mo-
no- bzw. Epimorphismus ist. Fiir die letztere Erscheinung kénnen
wir schon einige Beispiele angeben. Die Vergif3-Funktoren

Gr—> e, Ab—~> Gr, R-od >WUb erhalten Mono- und Epimor-
phismen (weil die betrachteten Abbildungen injektiv bzw. surjektiv
sind). Der Vergif-Funktor Ri >9e erhilt Monomorphismen, aber
nicht Epimorphismen. Weitere Beispiele auch fiir produkterhalten-
de Funktoren werden wir.im folgenden noch kennenlernen. Es soll-
te noch bemerkt werden, daf’ jeder Funktor Isomorphismen erhilt,
denn F() (™) = §(ff )= F(lg) = 1 ggm und F(F'f)=

= §(L4) = L4 fiir einen Isomorphismus f : A~ B.
4. Algebraische Kategorien und Funktoren
Die in Beispiel 7 beschriebene Kategorie 9t 1af3t sich mit den jetzt

eingefithrten Begriffen auch folgendermafien schildern. tist eine
Kategorie mit abzdhlbar vielen Objekten 0, 1, 2, . . . Die Morphismen
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sind so gewihlt, daf jedes Objekt n # O ein n-faches Produkt des
Objekts 1 mit sich selbst ist und dafl 0 Endobjekt in N ist. Dabei
ist die kleinst mogliche Anzahl von Morphismen so zu verwenden,
dafd kein n # 1 isomorph zu 1 ist. Man zeigt leicht, daf} zu je zwei
Objekten m, n in N ein Produkt existiert, dessen zugehoriges Ob-
jekt m+ n ist. Knapper gesagt ist 9 eine Kategorie mit endlichen
Produkten und Endobjekt, die von einem Objekt 1 minimal und
nicht-trivial erzeugt wird.

Wir betrachten jetzt einen Funktor §: 9t ~Ie, der endliche Pro-
dukte und Endobjekte erhilt. Die Menge (1) werde mit A be-
zeichnet. Dann ist &(n) ein n-faches Produkt von A mit sich selbst,
also ohne Einschriankung der Allgemeinheit A”. ¥ (p,(i)) sind die
zugehorigen Projektionen A" -~ A. Weiter ist F(0) = {0} Endobjekt
in9te. Man sieht also, daf & durch das Objekt A vollstindig (bis
auf Isomorphie) bestimmt ist. Die Umkehrung, daf’ eine beliebige
Menge A einen Funktor §: 9 >INe bestimmt, der Produkte und
Endobjekte erhilt, gilt auch wegen Beispiel 20.

Die produkterhaltenden Funktoren (die auch das Endobjekt erhal-
ten) von N inMe fassen wir als Objekte einer neu zu bildenden Ka-
tegorie auf. Die Morphismen seien die funktoriellen Morphismen.
Diese Kategorie bezeichnen wir mit Funkt, (9,9e). Nach den obi-
gen Uberlegungen entspricht jedem Funktor in Funkt,(9,9t¢) eine
Menge in 9te und umgekehrt (bis auf Isomorphie). Ahnlich zeigt
man, daf} jedem funktoriellen Morphismus in Funkt, (9,9e) eine
Abbildung in Mte umkehrbar eindeutig entspricht. Man kann also
sagen, daf} die Kategorien Funkt, (9t,9ie) und e isomorph sind.
(Genaugenommen liegt hier eine Aquivalenz von Kategorien vor.)
Wir wollen im folgenden dhnliche Beschreibungen fiir die Katego-
rien Gr, Ab, R-Pod,Ri und andere geben. Nur fiir die Kategorie
®r werden wir diese Beschreibung detailliert angeben.

Eine Gruppe G 1af}t sich beschreiben nur mit Abbildungen, ohne
die Elemente von G explizit zu verwenden. Eine Verkniipfung ist
bekanntlich eine Abbildung m : G X G— G. Daft die Verkniipfung
m assoziativ ist, 1t sich ausdriicken durch die Kommutativitit
des Diagramms
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X 1
GX GX G Mm26 . GgxG

/

GXG m G

wobei (mX 1) (g1, &2, £3) = (8182, &3 ) ist. Diese Abbildung lafdt
sich auch ohne Elemente ausdriicken. Sie ist nimlich die eindeutig
bestimmte Abbildung, die das Diagramm

GX G G
f /
PG x G Dy
X 1
(GXQXG—T26 — GxXG
PG D,
G lo G

kommutativ macht. Entsprechend wird 1; X m definiert. Die
Existenz eines rechts-neutralen Elements wird ausgedriickt durch
eine Abbildung e : {#} > G, so dafl

G (lG sO)

Gx {0} -—lcx—e%GXG

4 m
@ lg .
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kommutativ ist, wobei (15, 0) (g) = (g, 0) ist. Auch diese Abbil-
dung 14t sich wieder ohne Elemente ausdriicken. Schlieflich ist
die Existenz von Rechts-Inversen nichts anderes als eine Abbildung
s : G~ G, so daf} das Diagramm

G Ue.9) __gxa

(5) 0 m

{0} G

kommutativ ist.

Diese Beschreibung einer Gruppe lafit sich auf beliebige Kategorien
ibertragen.

Definition: Ein Objekt G zusammen mit Morphismen m :

GX G~ G,e:E-> Gunds: G~ Gin einer Kategorie €
(wobei E ein Endobjekt ist) hei3t Gruppe in €, wenn die
Diagramme (3), (4) und (5) kommutativ sind.

Wir konnen jetzt also von Gruppen in einer Kategorie sprechen, in
der Objekte keine Elemente haben und in der Morphismen keine
Abbildungen sind. Diese Tatsache wollen wir sogleich ausniitzen.
Wir verdndern unsere Kategorie :t nimlich so, da3 1 eine Gruppe
wird und daf} alle anderen Objekte # O weiterhin Produkte von 1
mit sich selbst bleiben und 0 das Endobjekt bleibt. Zu diesem
Zweck fiigen wir in Morg, (2,1) einen neuen Morphismus m hinzu,
ebenso e in Morg (0,1) und s in Morg(1,1). Dann fiigen wir in allen
Morphismenmengen formal alle moglichen neuen Verkniipfungen
hinzu, damit wir wieder eine Kategorie erhalten. Bei dieser Kon-
struktion achten wir auch darauf, dafl die Objekte Produkte der 1
mit sich selbst bleiben. Dann identifizieren wir die Morphismen, die
gemaf der Diagramme (3), (4) und (5) gleich sein miissen, also et-
wa die Morphismen m(m X 1;) und m(1; X m) in Mor(3,1) usw.
Auch diese Identifizierung setzen wir in geeigneter Weise auf die
ibrigen Morphismenmengen fort. Diese Konstruktion kann wie
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angedeutet exakt durchgefiihrt werden. So erhalten wir eine Kate-
gorie mit abzdhlbar vielen Objekten 0, 1, 2, ..., in der 1 eine Grup-
pe ist, O ein Endobjekt ist, und jedes Objekt n # O ein n-faches
Produkt der 1 mit sich selbst ist, und die beziiglich dieser Eigen-
schaft minimal (aber nicht trivial) ist. Diese Kategorie werde mit
Nar bezeichnet. Sie heit algebraische Theorie der Gruppen.

Sei &:MNgr —>Me ein produkterhaltender Funktor (der auch das
Endobjekt erhilt.) Es werde & (1) mit G bezeichnet. Der Mor-
phismus m : 2 > 1 induziert durch § eine Abbildung

&(m) : GX G~ G. Ebenso induzierene: 0~ 1unds: 1 -1
Abbildungen F(e) : {0} > G und F(s) : G~ G. Da ein Funktor
kommutative Diagramme in kommutative Diagramme iiberfiihrt,
machen ¥(m), §(e) und F(s) die Diagramme (3), (4) und (5)
kommutativ, also ist G mit der Verkniipfung &(m) eine Gruppe.

Wie oben sieht man, dafl der Funktor & durch die Gruppe G voll-
standig beschrieben wird (bis auf Isomorphie). Jede Gruppe G de-
finiert wieder einen produkterhaltenden Funktor von Jtgr in Mte.
Wie oben bilden wir die Kategorie Funkt,(Jtgr,9te) der produkter-
haltenden Funktoren von RNgr in Mie als Objekte zusammen mit den
funktoriellen Morphismen als Morphismen. Jedem Funktor in
Funkt,(MNgr,Ne) entspricht eine Gruppe in ®r und umgekehrt (bis
auf Isomorphie). Ahnlich zeigt man, dafl jedem funktoriellen Mor-
phismus in Funkt, (Rgr,Me) ein Gruppenhomomorphismus in Gr
umkehrbar eindeutig entspricht. Man kann also wieder sagen, dafl
die Kategorien Funkt,(Jgr,9te) und Gr isomorph (dquivalent) sind.

Ahnlich definiert man eine abelsche Gruppe, einen assoziativen,
unitdren Ring, einen R-Modul, eine k-Lie-Algebra, eine k-Jordan-
Algebra usw. in einer Kategorie. Verlangen wir, da3 1 in 9t eine
abelsche Gruppe, ein assoziativer, unitdrer Ring, ein R-Modul, eine
k-Lie-Algebra, eine k-Jordan-Algebra usw. ist, und dafl O ein End-
objekt ist und daf jedes Objekt n # 0 ein n-faches Produkt der 1
mit sich selbst ist und daf diese Kategorie minimal und nicht trivial
wird, so erhalten wir die algebraischen Theorien der abelschen Grup-
pen, der assoziativen, unitdren Ringe, der R-Moduln, der k-Lie-
Algebren, der k-Jordan-Algebren usw. Bildet man nun die Kategorie
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der produkterhaltenden Funktoren von den algebraischen Theorien
der abelschen Gruppen, der assoziativen, unitiaren Ringe, der R-
Moduln, der k-Lie-Algebren, der k-Jordan-Algebren usw. in die
Mengen, so erhilt man Kategorien, die zu den Kategorien 2b,R1,
R-Mobd, der k-Lie-Algebren, der k-Jordan-Algebren usw. isomorph
sind. Alle diese Kategorien werden algebraische Kategorien
genannt. Im folgenden werden wir vermoge der vorgegebenen Iso-
morphismen die Kategorien identifizieren.

Diese Beschreibung der algebraischen Kategorien mag nur als inter-
essante mathematische Spielerei erscheinen. Sie erlaubt es jedoch,
viele wichtige Sitze allgemein iiber algebraische Kategorien zu be-
weisen, zum Beispiel

Satz 2: Ein Morphismus in einer algebraischen Kategorie
ist genau dann ein Monomorphismus, wenn er als Abbil-
dung injektiv ist.

Ein entsprechender Satz fiir Epimorphismen gilt nicht, wie wir
schon frither bei der Kategorie Ri gesehen haben.

Seien nun Na und ND algebraische Theorien. Wir betrachten einen
produkterhaltenden Funktor B:9a - Nb mit B(1) =1 also auch
B(n) = n. Dann induziert BV einen Funktor von Funkt, (926, Ne) in
Funkt (Jta, Me), der jedem produkterhaltenden Funktor

& :Nb >Me den produkterhaltenden Funktor FB : TNa - Nb —>Me
zuordnet. Wir bezeichnen diesen Funktor mit

Funkt, (2B,Me) : Funkt,(9tb,Me) - Funkt, (Na,Me)

und nennen ihn algebraischen Funktor.

Wir werden sogleich sehen, dafl wir schon eine Reihe von algebraischen
Funktoren kennen. Betrachten wir die algebraischen Theorien 9t der
Mengen und RNgr der Gruppen. Ein Funktor B: 9 >gr sei gegeben
durch B(n) =nund B(p,,(i)) = p,(i). Dann sieht man, da® B ein
produkterhaltender Funktor ist. 8 induziert den Funktor
Funkt,(B,9Me), den man als Funktor von Gt in Mte auffassen kann.
Rechnet man die Einzelheiten nach, so ist dieser algebraische Funk-
tor der in Beispiel 8 beschriebene Vergifi-Funktor.
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Betrachten wir nun die algebraischen Theorien Jtab der abelschen
Gruppen und Nri der assoziativen, unitdren Ringe. Man erhalt RNri
aus Nab durch Hinzufiigen einer weiteren Verknipfungu : 2 > 1
und einer Operation € : 0 = 1 und durch Identifizieren gewisser
Morphismen, die das Assoziativgesetz, die Distributivgesetze und

die Eigenschaft der Eins beschreiben. Natiirlich muf} auch hier

durch eine umfangreiche detaillierte Konstruktion gegangen werden.
Diese Konstruktion definiert jedenfalls einen produkterhaltenden
Funktor B:9tab - Nri mit B(n) = n. Dieser definiert einen alge-
braischen Funktor von‘Ri in UAb, den VergiB-Funktor von Beispiel 9.

Man kann zeigen, daf} alle in den Beispielen 10 bis 18 angegebenen
Vergi8-Funktoren (und alle anderen auf dhnliche Weise definierten
Vergifi-Funktoren) zwischen algebraischen Kategorien algebraische
Funktoren sind. Um die Eigenschaften der algebraischen Funktoren
weiter studieren zu konnen, bendtigen wir einige weitere kategorie-
theoretische Begriffe.

5. Limites und Kolimites

Schon im dritten Abschnitt lernten wir ein Beispiel dafiir kennen,
dafl man gewisse Objekte und Morphismen durch ihre tniverselle
Eigenschaft charakterisieren kann. Wir wollen hier eine allgemeinere
Definition und gewisse Spezialfille davon betrachten. Dazu benoti-
gen wir zunichst den Begriff eines Diagramms. Sei D eine Kategorie
mit einer Menge von Objekten, ein sogenanntes Diagrammschema.
Ein Funktor §: D —C hei}t Diagramm iiber D. Ist © zum Bei-
spiel eine Kategorie bestehend aus den Objekten A, B, C und den
Morphismen f : A - C und g : B~ C und den Identitéten, so ist
&: D —C gegeben durch Objekte F(A), F(B), &F(C)und Mor-
phismen §(f) und F(g), also durch das Diagramm

G(A)
(6) 6(f)
Gg _

6(B) 6(C)
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Definition: Sei D ein Diagrammschema. Sei &: D - € ein
Diagramm iiber ® in €. Ein Objekt X in € zusammen mit
einer Familie von Morphismen {p(D) : X - §(D)} fir
alle Objekte D in © heiB3t Limes des Diagramms &, wenn
1) fiir jeden Morphismus f : D = D' in © das Diagramm

x—PP_ <y
D) 5
3(D')

kommutativ ist und wenn

2) fiir jedes Objekt Y in € und jede Familie {q(D): Y ~
& (D)} fiir alle Objekte D in®D, so daB fiir jeden Morphis-
musf:D- D'in® das Diagramm

y q(D) (D)
a(D') &(f)
F(D')

kommutativ ist, genau ein Morphismus q : Y - X so existiert,
daB fiir jedes Objekt D in ® das Diagramm

y—1 =%

D
(D) p(D)

&(D)

kRommutativ ist.
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Diese etwas umfangreiche Definition ergibt im obigen Beispiel ein
Objekt X und zwei Morphismen p (A) : X~ §(A) und
p(B) : X~ &(B), so dafy das Quadrat

x p(A) %(4)

p(B) \L%(f)

o
58— &= g(¢)
kommutativ ist. (Einen Morphismus p (C) : X - §(C) benétigen
wir hier nicht, weil p (C) =¥(f)p(A) gelten mufl.) Wir haben da-
bei weiter die folgende universelle Eigenschaft. Ist ein Objekt Y
in € mit zwei Morphismen q (4) : Y-~ §(A)und q(B): Y~ &(B)
gegeben, so dafs das Quadrat

y — 1@ oz

q(B) 5(f)

i"S(B)—?lf(-é'29 &(C)

kommutativ wird, so existiert genau ein Morphismus q : Y- X, so
daf das Diagramm

Y&
\

A
x p(A) S(4)

q(B)
p(B) S(f)

‘(’f(B)—ig)9 &(C)

kommutativ wird.

9 Laugwitz, Uberblicke Mathematik 1972
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Der in diesem Beispiel diskutierte Spezialfall wird auch Faserpro-
dukt des Diagramms (6) genannt.

In der Kategorie der Gruppen zum Beispiel wird ein Faserprodukt
eines Diagramms

G

B

H———=K

gegeben durch {(g,h) |g€ G, h€H, a(g)=4(h)} und die Ho-
momorphismen

{(g,W)1§€G,hE€H,a(g)=p(h)} > (§, h)—~gECG
{(g,W) 1g§€G,heH,a(g)=B(h)} > (g, h)~>hEH.

Ist H die Gruppe mit nur einem Element e, so ist § (e) = e das neu-
trale Element in K. In diesem Fall ist das Faserprodukt
{(g,e)|gEG,e€EH, a(g)=e} isomorph zum Kern {g|g€ G,
a(g)=e} der Abbildunga.

Ein weiteres Beispiel fiir einen Limes haben wir im Begriff des Pro-
dukts kennengelernt. Sei D dazu eine Kategorie mit zwei Objekten
A und B und nur den identischen Morphismen. Sei §: D~ ein
Diagramm. Ein Limes von § ist dann ein Objekt X zusammen mit
zwei Morphismen p (4) : X~ §(A)und p (B) : X~ F(B), so daf
zu jedem Tripel (Y, q (A) : Y~ &(A), q(B) : Y~ &(B)) genau
ein Morphismus q : Y- X mit p (A)q=q (A)und p(B)q = q(B)
existiert. Vergleichen wir diese Eigenschaft mit der Definition des
Produkts, so ist klar, daR® das Produkt nur ein Spezialfall eines Li-
mes ist.

Es gibt interessante Zusammenhinge zwischen Limites und anderen
Begriffen. So gilt zum Beispiel

Satz3: f: A — B ist genau dann ein Monomorphismus in
€, wenn das Diagramm
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1
1y f
f

A—>=B
ein Faserprodukt ist.

Eine wichtige Frage ist, welche Funktoren Limites erhalten. Ein
Funktor & : 38— C zwischen zwei beliebigen Kategorien fiihrt ein
Diagramm in B in ein Diagramm in € iiber. Hat ein Diagramm in B
einen Limes, so wird dieser auch nach € abgebildet und die Frage
ist, ob das Bild in € auch ein Limes des nach € abgebildeten Dia-
gramms ist. Ist das der Fall fir jedes Diagramm in 8B, so sagt man,
daf} der Funktor & Limites erhdlt. Diese Eigenschaft ist unter ge-
wissen zusitzlichen Eigenschaften dquivalent zu einer Eigenschaft
des Funktors &, die im nachsten Abschnitt eingefiihrt werden soll.

Ein wichtiges Prinzip in der Theorie der Kategorien ist die Dualitat.
Wenn man einen Begriff fiir beliebige Kategorien definiert hat, so
erhilt man den dualen Begriff dadurch, dafl man in der Definition
die Pfeilrichtungen umkehrt. Ein Beispiel dafiir ist die Definition
des Epimorphismus, die dual zur Definition des Monomorphismus
ist. Mit dieser Methode definieren wir den Begriff des Kolimes:

Definition: Sei ® ein Diagrammschema. Sei §:D —->C ein
Diagramm iiber © in €. Ein Objekt X in & zusammen mit
einer Familie von Morphismen {p'(D): & (D)~ X} fiir
alle Objekte D in ® heiBt Kolimes des Diagramms ¥,
wenn

1) fiir jeden Morphismus f : D' > D in D das Diagramm

D)
’DI
() Py
HD) ——— = X
(D)

9*
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kommutativ ist und wenn

2) fiir jedes Objekt Y in C und jede Famiie {q'(D): & (D)
= Y} fiir alle Objekte D in D, so daB fiir jeden Morphismus
f: D' > Din ® das Diagramm

HD")
%(f) 9'(D")
D
5D q'(D)

kommutativ ist, genau ein Morphismus q' : X > Y so
existiert, daB fiir jedes Objekt D in © das Diagramm

D)
"D
2'(D) q (D)
X q Y

kRommutativ ist.

Wir wollen hier nur ein ganz spezielles Beispiel :iir einen Kolimes an-
geben. Seien zwei abelsche Gruppen A und B n b gegeben. Wir
fassen sie wie bei der Definition eines Produkte; als Diagramm iiber
einem Diagrammschema mit zwei Objekten unc nur den identischen
Morphismen auf. Der Kolimes heifit in diesem Falle Koprodukt
und ist in dem speziellen Fall der Kategorie derabelschen Gruppen
die direkte Summe A®B zusammen mit den Inektionen

A~ A®B und B~ A®B.

Das Dualitédtsprinzip, das wir hier nicht prazise iormuliert haben,
impliziert nun auch den zu Satz 3 dualen Satz.

Satz 4. f : B~ A ist genau dann ein Epimorphismus in ¢,
wenn das Diagramm
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f

B A

1
A 4 =

ein Kofaserprodukt ist.

Wir definieren noch einen speziellen Kolimes, das Anfangsobjekt,
den dualen Begriff des Endobjekts. Es ist der Kolimes iiber ein leeres
Diagramm.

Limites und Kolimites sind von besonderem Interesse unter ande-
rem aufgrund des folgenden Satzes, den wir fir den Spezialfall von
Produkten schon kennengelernt haben.

Satz 5: Sei F:D ~>C ein Diagramm. Sind (X, {p(D) : X -
F(D)} )und (Y, {q(D): Y~ &(D)} ) Limites von ,
so existiert ein eindeutig bestimmter Isomorphismus

f: X~ Y, sodaB q(D)f = p(D) fiir alle Objekte D in D ist.
Sind (X, {p'(D): §(D)~ X} )und (Y, {q¢'(D): F(D)~
Y} ) Kolimites von &, so existiert ein eindeutig bestimm-
ter Isomorphismus f' : Y - X, so daB f'q'(D) = p'(D) fiir
alle Objekte D in D ist.

Limites und Kolimites sind also bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

6. Adjungierte Funktoren

Wir betrachten den Funktor R-:9te - R-9od, den wir in Beispiel
19 eingefiihrt haben. Weiter betrachten wir den Vergiff-Funktor

B : R-Mod—~>Ne, der jedem R-Vektorraum die unterliegende Menge
zuordnet. Seien nun X eine Menge und V ein reeller Vektorraum.
Aus der linearen Algebra ist bekannt, dafl ein Homomorphismus

f: R(X)— V schon volistindig beschrieben ist durch die Bilder
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der Basis X, d.h. durch eine Abbildung f* : X~ V. Zudem defi-
niert jede Abbildung f* : X~ V eindeutig einen Homomorphismus
f: R(X)—> V. Genaugenommen bendtigen wir fiir die Beschreibung
von f* nur die V unterliegende Menge B(V), so da f*: X - B(V)
eine Abbildung von X in B (V) ist. Die obige Bemerkung sagt nun,
daf es eine Bijektion

@) Mor o (R(X), V) =Morg, (X,8(V))

gibt.

Man kann nun Mor _ o (R (X), V) in den Argumenten X und V
als Funktor von der Kategorie der Mengen bzw. der R-Vektorriu-
me in die Kategorie der Mengen auffassen. Dasselbe gilt fiir
Morgy, (X, B(V)). Wir schreiben diese Funktoren auch als

Mor _gy(R-,-) bzw. Morgy,, (-, B-). Auf die Details der Definition
dieser Funktoren wollen wir hier nicht eingehen. Allgemein gilt fiir
jede Kategorie €, dafl Morg (-,-) ein Funktor in zwei Variablen aus

€ in Me ist. Im ersten Argument ist dieser Funktor kontravariant,
im zweiten kovariant.

Definition: Seien §:€ - D und 6&:® - C Funktoren.
Existieren Isomorphismen

Morg (C,® (D)) = Mot (F(C),D)

die in den Argumenten C und D funktoriell sind, so hei3t
& linksadjungiert zu ® und ® rechtsadjungiert zu ¥.

Im oben besprochenen Beispiel ist der angegebene Isomorphismus
(7) funktoriell in X und V. Damit ist der Funktor R-: e - R-9tod
linksadjungiert zu B : R-9od >Mte .

Fiir adjungierte Funktoren gilt der folgende wichtige Satz.

Satz 6: Sei §:C —D ein kovarianter Funktor. Seien
G:D>Cund ® :D —>C Funktoren, die beide rechtsad-
jungiert oder beide linksadjungiert zu § sind. Dann existiert
ein funktorieller Isomorphismus zwischen & und ®'.

Weiter gilt der folgende Satz.



Algebraische Kategorien 135

Satz 7: Besitzt der Funktor ® : © - € einen linksadjungier-
ten Funktor §: € - D, so erhdlt ® Limites. AuBerdem er-
halt & Kolimites.

In Satz 3 haben wir den Zusammenhang zwischen Limites und Mo-
nomorphismen aufgezeigt. Zusammen mit dem Satz 7 erhalten wir
eine Folgerung.

Folgerung: Besitzt der Funktor & : D - € einen linksad-
jungierten Funktor §: € - D, so erhdlt & Monomorphis-
men und ¥ Epimorphismen.

Eine Anwendung hiervon ist die Tatsache, daf} der Vergifl-Funktor
B : R-Mod >Me Limites und Monomorphismen erhilt. Insbeson-
dere ist fiir jeden Monomorphismus f: V- W in R-9obd die Ab-
bildung B(f) injektiv, eine Tatsache, die wir schon im dritten Ab-
schnitt erwihnt haben.

7. Freie Algebren

Wir kommen jetzt zur Diskussion der algebraischen Kategorien und
der algebraischen Funktoren zuriick. Man kann fiir alle algebraischen
Funktoren den folgenden Satz beweisen. Dazu verwendet man die
spezielle Darstellung der algebraischen Kategorien und Funktoren,
wie sie im vierten Abschnitt gegeben wurde.

Satz 8: Sei Funkt,(B,Me): Funkt,(Na, Me) ~ Funkt,(Nb,Ne)
ein algebraischer Funktor. Dann besitzt Funkt,(B,Me)
einen linksadjungierten Funktor.

Fiir den Spezialfall des Vergifi-Funktors Funkt,(9a,Mte) - Me
nennt man den linksadjungierten Funktor den Funktor ,.freie Al-
gebra‘. Fiir das im sechsten Abschnitt diskutierte Beispiel ist der
Funktor R-: 9te -~ R-IMNod der Funktor freie Algebra (hier also freier
Vektorraum). Diesen Satz verwendet man, um folgende Sitze zu
beweisen.

Satz 9: In jeder algebraischen Kategorie existiert zu jedem
Diagramm ein Limes. Dieser kann wie in der Kategorie der
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Mengen auf den unterliegenden Mengen gebildet werden
und dann mit geeigneter Struktur versehen werden.

Satz 10: In jeder algebraischen Kategorie sind die Mono-
morphismen genau die injektiven Homomorphismen.

So einfach die Limites in algebraischen Kategorien gebildet werden,
so kompliziert sind die Kolimites. Ebenso sind die Epimorphismen
viel komplizierter, als die Monomorphismen. Es gilt aber der folgen-
de Satz.

Satz 11: In jeder algebraischen Kategorie existiert zu je-
dem Diagramm ein Kolimes.

In der Kategorie der Mengen ist das Koprodukt zweier Mengen die
(disjunkte) Vereinigungsmenge. Da die Funktoren ,freie Algebra‘
rechtsadjungierte Funktoren besitzen, erhalten sie Kolimites. Ein
Spezialfall ist davon die folgende Aussage. Sei Funkt, (Ra,Me)
eine algebraische Kategorie. Seien A und B Mengen. Dann ist das
Koprodukt der freien Algebra iiber A mit der freien Algebra iiber
B gleich der freien Algebra iiber der Vereinigung von A und B.

Die Funktoren in den Beispielen 8 bis 18 sind alle Beispiele von
algebraischen Funktoren. Die zugehorigen linksadjungierten Funk-
toren umfassen eine Fiille von speziellen Konstruktionen, die man
frither in der Algebra haufig unabhingig voneinander durchgefiihrt
hat. Wir wollen die einzelnen Beispiele durchgehen und die klassi-
schen Namen fiir die zugehorigen linksadjungierten Funktoren an-
geben.
8: Freie Gruppe: von der Kategorie der Mengen in die Kate-
gorie der Gruppen.
9: Z-Tensoralgebra: von der Kategorie der abelschen Grup-
pen in die Kategorie der assoziativen Ringe mit Einselement.
10: Kommutatorfaktorgruppe: von der Kategorie der Grup-
pen in die Kategorie der abelschen Gruppen.
11: AuBere Algebra: von der Kategorie der k-Moduln in die
Kategorie der assoziativen, antikommutativen k-Algebren.
12: Symmetrische Algebra: von der Kategorie der k-Moduln
in die Kategorie der assoziativen, kommutativen, unitiren
k-Algebren.
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13: Adjunktion einer Eins: von der Kategorie der assoziativen
Ringe in die Kategorie der assoziativen, unitiren Ringe.

14: Universelle Einhiillende einer Lie-Algebra: von der Ka-
tegorie der k-Lie-Algebren in die Kategorie der assoziativen,
unitdren k-Algebren.

15:  Universelle Einhiillende einer Jordan-Algebra: von der
Kategorie der k-Jordan-Algebren in die Kategorie der assozia-
tiven, unitdren k-Algebren.

16: Monoid-Ring: von der Kategorie der Monoide in die Kate-
gorie der assoziativen, unitdren Ringe.

17:  Grundringerweiterung: von der Kategorie der k-Moduln
bzw. k-Algebren in die Kategorie der k'-Moduln bzw. k'-Al-
gebren.

18: Kommutative Polynomalgebra: von der Kategorie der
Mengen in die Kategorie, der assoziativen, kommutativen,
unitiren k-Algebren.

Wir rechnen hier nicht nach, daf8 die genannten Funktoren wirklich
linksadjungiert zu den entsprechenden algebraischen Funktoren
sind. Im Prinzip ist das auch nicht notig. Wir konnen die Beispiele

8 bis 18 zur Definition dieser Funktoren verwenden. Es lassen sich
auch damit alle fiir diese Funktoren bendétigten algebraischen Eigen-
schaften nachweisen, allerdings wird dieser Weg nur selten beschrit-
ten.

Alle genannten Funktoren besitzen rechtsadjungierte Funktoren.
Also erhalten sie Kolimites und Epimorphismen. Dieses Ergebnis ist
besonders im Hinblick auf die Tatsache von Interesse, daf® Kolimites
und Epimorphismen in algebraischen Kategorien schwer zu behan-
deln sind. Ein Beispiel fiir dieses Ergebnis erhalten wir fiir den Funk-
tor Kommutator-Faktorgruppe. Das Koprodukt zweier abelscher
Gruppen A und B in der Kategorie der Gruppen ist sehr grof3. (Das
Koprodukt heift in der Gruppentheorie freies Produkt.) Selbst
wenn A und B endlich sind, ist ihr Koprodukt A * B unendlich.
Die Kommutator-Faktorgruppe von A bzw. B ist die Gruppe A
bzw. B selbst, weil A und B abelsche Gruppen sind. Die Kommu-
tator-Faktorgruppe von A * B stimmt nun mit dem Koprodukt

von A und B in der Kategorie der abelschen Gruppen iiberein, also
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mit A® B. Eine explizite Berechnung der Kommutator-Faktorgrup-
pe erfordert zumindest, da® man das freie Produkt A * B genau
kennt, wihrend unser Schluf} auf allgemeinen kategorietheoreti-
schen Prinzipien beruht.

8. Monaden

In diesem letzten Abschnitt soll eine Abstraktion des Begriffes der
algebraischen Kategorie betrachtet werden. Dazu dient nun eine be-
sondere Eigenschaft, die wir bisher noch nicht studiert haben. Zu-
nichst miissen wir einige neue Begriffe einfiihren.

Sei der Funktor &: € > linksadjungiert zu ®: © >C¢. Damit
sind [somorphismen

Morg (C, ® (D)) = Mory (¥ (C),D)
und
Mory (§(C),D) = Morg (C, 6 (D))

gegeben. Setzen wir im ersten Fall C= & (D) ein, so entspricht der
Identitit 1 p) ein Morphismus y :F&(D) > D. Setzen wir im
zweiten Fall D= F(C), so entspricht der Identitét 1 ¢ ein Mor-
phismus € : C~ §® (C). Beide Morphismen y und e sind funk-
toriell in D bzw. C. y induziert einen Morphismus u =Gy :
GIFGF(D) ~> GF(D). Auch u : GFGF>GF ist ein funktorieller
Morphismus. Kiirzen wir nun noch den Funktor G%: € ~>C durch
9 : €~>C ab, so erhalten wir zwei funktorielle Morphismen
u:9HH —>H unde : Idg > H, wobei Idg der identische Funktor
von € in € ist. Diese funktoriellen Morphismen machen die folgen-
den Diagramme kommutativ:

$ D 55

(8) f)e id5 M

59 K $
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und

Hu

HHH ——=9H9
) uH u

59 K $

Definition: Ein Funktor &: € > € zusammen mit zwei
funktoriellen Morphismen u : $9 > $ unde : ldg > 9,
fiir die die Diagramme (8) und (9) kommutativ sind, heilt
eine Monade.

Ein anderer gebrdauchlicher Name fiir eine Monade ist auch Tripel.

Wir haben gesehen, daf} jedes Paar von adjungierten Funktoren eine
Monade definiert. Es gibt viele Fille, in denen verschiedene Paare
von adjungierten Funktoren dieselbe Monade definieren. Wir wol-
len zunichst die Frage behandeln, ob jede Monade durch ein Paar
adjungierter Funktoren definiert wird. Sei dazu ($:€—> ¢,

L:9HH 9, €:1dg >H) eine Monade. Wir bilden eine mreue Ka-
tegorie €9, deren Objekte Paare (A, o) sind, wobei A ein Objekt
inCunda : HA—> A ein Morphismus in € sind, so daf die Diagram-
me

A $9(4) — D ()
€(A) L4 und  4(a) a
S(A)—2 = A $(A) —————= A

kommutativ sind. Ein solches Paar ( A, o) wird auch $-Algebra
genannt. Ein Morphismus von einer $-Algebra (A, «) in eine
$-Algebra ( B, f) ist ein Morphismus f : A~ B, derart, daf}
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H(A) 0 $5(B)

A f B

kommutativ ist. Die Verkniipfung ist dieselbe, wie in €.

Es gibt einen Vergifl-Funktor T von der Kategorie €9 der $-Alge-
bren in die Kategorie €, der jeder $-Algebra (A, «) das Objekt A
und jedem $-Algebren-Homomorphismus f den Morphismus f in

€ zuordnet. AuBBerdem gibt es einen Funktor , freie Algebra* S

von € in die Kategorie €9 der $-Algebren, der jedem Objekt A

in € die Algebra ($(A), 1 (A)) zuordnet und der jedem Morphismus
f:A~- B in € den Morphismus $(f) : H(A) > H(B) von H-Al-
gebren zuordnet.

Satz 12: Der Funktor , freie Algebra‘‘ G: € > G® ist links-
adjungiert zu dem VergiB-Funktor T: €% > € und die

Monade (9, u, €) wird von diesem Paar adjungierter Funk-
toren definiert.

Damit ist zunichst die Frage positiv beantwortet, ob jede Monade
von einem Paar adjungierter Funktoren erzeugt wird. Die obige
Konstruktion hat aber noch eine universelle Eigenschaft.

Satz 13: Sei §: € > D linksadjungiert zu :D > €. Sei
(9, u, €)diedurch § und ® definierte Monade. Dann
existiert ein eindeutig bestimmter Funktor £:® - €9,
so daB3 die Diagramme

A T/

D———% (O

kRommutativ sind.
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Wie auch bei den anderen universellen Problemen, z.B. bei Limites,
ist diese universelle Losung bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Daher ist es sinnvoll, das Vorliegen einer solchen universellen Lo-
sung mit einem besonderen Namen zu versehen.

Definition: Ein Funktor ® : © - € heit monadisch, wenn
® einen linksadjungierten Funktor §:C —D besitzt, so
dafB3 der durch die Monade (6% = 9, u, €) definierte Funk-
tor £: D~ C® ein Isomorphismus ist.

In bezug auf die algebraischen Kategorien und Funktoren gilt nun
der folgende Satz.

Satz 14: Jeder algebraische Funktor ist monadisch.

Das bedeutet fiir den Spezialfall eines Vergifi-Funktors 8 von einer
algebraischen Kategorie in die Kategorie der Mengen, der eine Mo-
nade $ definiert, daf} die vorgegebene algebraische Kategorie iso-
morph zur Kategorie der $-Algebren ist.

Man kann aber auch zeigen, daf bis auf eine gewisse Einschrankung
ein Funktor &: € >9Me von einer Kategorie € in die Kategorie der
Mengen, der monadisch ist, schon isomorph zu einem algebraischen
Funktor ist. Insbesondere ist dann € isomorph zu einer algebraischen
Kategorie. (Genaugenommen mufy man auch unendliche Operatio-
nen in den zu betrachtenden Algebren zulassen.) Man beachte je-
doch, dafl monadische Funktoren §: € —D existieren, wobei D
nicht die Kategorie der Mengen ist. Man kann viele der Satze, die
wir Uber algebraische Kategorien und Funktoren genannt haben, in
geeigneter Form auch auf diesen allgemeinen Fall iibertragen. Dazu
verweisen wir auf die Spezialliteratur iiber dieses Gebiet.
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