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Vorwort

Die Computer Graphik ist eine der schonsten und attraktivsten Anwendungen
von Computern. Kleine Zeichenprogramme fir den Hausgebrauch, Graphiken fiir
den Buchdruck, Architektur-Zeichnungen, graphische Darstellungen von Wirt-
schaftsentwicklungen, Konstruktionszeichnungen firr den Maschinenbau und ani-
mierte Graphiken bis hin zum abendfiillenden Spielfilm sind eine Auswahl der
graphischen Moglichkeiten, die durch den Computer erschlossen werden. Die
Computer Graphik stellt hochste Anforderungen an die Leistungsfahigkeit von
Computern. Gerade auf ihrem Gebiet reihen sich technische Neuerungen und
Entwicklungen in dichter Folge aneinander.

Neben den technischen Entwicklungen werden auch neue mathematische Me-
thoden und Algorithmen verwendet, um die Graphik noch leistungsfahiger zu
machen. FEine der elegantesten fir die Graphik verwendeten mathematischen
Methoden wird durch den Begriff der ,homogenen Koordinaten* beschrieben.
Sie sind die Koordinaten, die in der projektiven Geometrie verwendet werden.
Und tatsachlich stammen viele der verwendeten Methoden der Computer Gra-
phik aus der projektiven Geometrie.

Darstellungen dieses schénen mathematischen Gebiets in einer Weise, wie sie fir
die Anwendungen in der Computer Graphik winschenswert wiren, sind schwer
zu finden. Ich habe daher versucht, diejenigen Methoden der projektiven Geo-
metrie, die fir Anwendungen in der Computer Graphik besonders interessant
sind, in diesem Buch zusammenzustellen.

Die ersten drei Kapitel sind der allgemeinen Sprache der linearen Algebra ge-
widmet, dem Rechnen mit Koordinaten, Vektoren und Matrizen. Der Leser, der
mit diesen Begriffen schon vertraut ist, kann diese Kapitel zunichst ibergehen
und sie spater als Referenz fiir besondere Begriffe oder Algorithmen verwenden.

Die folgenden Kapitel zur projektiven Geometrie benutzen die analytische Be-
schreibung der projektiven Geometrie, da man moglichst friith konkrete Berech-
nungen von homogenen Koordinaten durchfiithren méchte. Wir setzen uns auch
mit hoherdimensionalen Raumen auseinander und mit den projektiven Abbildun-
gen dieser Raume in die projektive Ebene. Bekannte Projektionen wie etwa der
Grundrifl, die Kavaliersprojektion oder die perspektivische Darstellung kénnen
gemeinsam erfafit werden.

Begriffe der Strecke oder des Polytops, die zunachst nicht Begriffe der projektiven
Geometrie sind, die aber fir die Computer Graphik unverzichtbar sind, werden
mit projektiven Methoden behandelt bis hin zu den Sitzen und Algorithmen
uber verdeckte Kanten auch in hoherdimensionalen Raumen. Dabei treten bisher
unbekannte Feinheiten dieser Algorithmen zu Tage, insbesondere dafl selbst bei
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konvexen Polytopen die Kanten nicht immer entweder vollstandijg o.der garnicht
sichtbar sind, wie man es aus dem dreidimensionalen Fall kenint. Sie k6nnen
durchaus etwa zur Halfte sichtbar sein, wahrend der Rest verdeckt :st.

Um Studenten sowohl mit Methoden der projektiven Geometrie ‘vertraut zu ma-
chen als auch ihnen die Moglichkeiten der Computer Graphik zu er3ffnen, habe
ich mehrere Seminare zu dem Thema durchgefithrt, aus denen dieses Buch ent-
standen ist. Im Teil zur Computer Graphik sind die Erfahrungen dargestellt,
die wir bei der gemeinsamen Entwicklung von Graphik Programmen gemacht
haben. Dort wird auch der dazu benétigte technische Hintergrund dargestellt.
Schliellich sind die neuen Méglichkeiten, die sich mit der objekt-orientierten
Programmierung bieten, ebenfalls mit einbezogen worden.

Viele wichtige Teilgebiete der Computer Graphik sind jedoch nicht besprochen
worden. Die Computer Graphik ist ein viel zu umfangreiches Gebiet, als daf}
man sie in einem Buch dieses Umfangs erschépfend behandeln konnte. Alle Teil-
gebiete, die nicht direkt mit einfachen Graphikprogrammen unter Benutzung
der Methoden der projektiven Geometrie zusammenhéngen, habe ich fortlassen
miissen, insbesondere Fragen der flichenartigen Darstellungen oder der Verwen-
dung von Kurven zur Begrenzung von Flachen. Wir haben uns bewufit auf die
Darstellung von Drahtgittermodellen beschrankt.

Schliefllich fihrt das Buch im letzten Kapitel zuriick zu den geometrischen Me-
thoden, indem wir ein Graphik Paket beschreiben, das die Mittel der konstrukti-
ven Geometrie implementiert. Damit konnen dann sowohl Probleme der darstel-
lenden Geometrie als auch der projektiven Geometrie graphisch auf dem Com-
puter behandelt werden.

Den vielen enthusiastischen Studenten, die an meinen Seminaren teilgenommen
haben, moéchte ich an dieser Stelle Dank sagen. Mit viel Geduld haben sie die
ersten Fassungen des Manuskripts gelesen und mir Verbesserungsvorschlige zu-
kommen lassen. Eine Reihe von Gesichtspunkten der Graphik habe ich durch
die Diskussionen mit ihnen besser verstehen gelernt.

Ich hoffe, dal ich diese Erfahrungen hiermit sowohl an weitere interesierte Stu-
denten als auch an Entwickler von Graphik Programmen weitergeben kann.

Miinchen, im Mai 1990 Bodo Pareigis
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1 Vektorraume und Matrizen

In diesem ersten Kapitel wollen wir eine kurze Einfihrung in die Theorie der
Vektorraume und die Matrizenrechnung geben. Dabei gehen wir davon aus,
dafl der Leser schon einige Erfahrungen und Grundkenntnisse auf diesem Ge-
biet hat. Die Darstellungen im Unterricht, in den Vorlesungen oder in den
Lehrbiichern differieren jedoch teilweise recht stark. Diese Einfithrung soll also
eine gemeinsame Basis schaffen, auf der wir dann die geometrischen Begriffe auf-
bauen koénnen. Wir werden uns daher recht kurz fassen. Fiur weitere Information
sollte der irteressierte Leser die im Literaturverzeichnis angegebene Lehrbuchli-
teratur konsultieren. Dieses Kapitel sowie auch die nichsten beiden dienen mehr
als Referenzsammlung. Sie kénnen von dem etwas erfahreneren Leser zunachst
ubersprungen werden. Bei Bedarf konnen dann in diesen Kapiteln weitere Details
uber Eigenschaften der verschiedenen Rdume nachgelesen werden. Es sollen also
hier nur die fiir die Darstellung der projektiven Geometrie und fiir die Computer
Graphik notwendigen Grundbegriffe entwickelt werden.

1.1 Vektorraume

Wir werden im wesentlichen nur Vektorraume iiber dem Kérper R der reellen
Zahlen betrachten. Reelle Zahlen kann man nach den tblichen Rechenregeln
addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren. Nach denselben Rechen-
regeln kann man jedoch auch mit den rationalen Zahlen Q oder den komplexen
Zahlen C rechnen. Eine Menge K, in der eine Addition ,,+“ und eine Multipli-
kation ,-“ so erklart sind, dafl die liblichen Rechenregeln erfiillt sind, nennt man
bekanntlich einen Korper. Die Rechenregeln sind im einzelnen:

a+ =0+ afiralle a,fin K,

a+ (B +7v)=(a+pB)+~fir alle @,0,7 in K,

es gibt 0 in K, so dafl 0 + a = « fiir alle a in K,

zu jedem a in K gibt es —a in K, so daB gilt a + (—a) =0,
a-f =0 afiralle a,8in K,
a-(B-4)=(a-B) v fiur alle ,F,7 in K,

es gibt 1in K,so daB 1-a = a fir alle a in K,

zu jedem a # G in K gibt es o™ in K,so daB8 gilt a- ™! =1,
a-(B+v)=a-B+a-vfurallea,f,yin K.

Wenn wir uns allgemein auf den Kérper K beziehen, konnen wir alle drei Fille,
die rationalen Zahlen, die reellen Zahlen und die komplexen Zahlen, gemeinsam
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bearbeiten. Es gibt natlirlich noch viele andere Korper, die wir jedoch nicht
weiter untersuchen wollen. So gibt es z.B. auch Kérper, in denen zusatzlich so
ungewohnliche Rechenregeln wie 1 + 1 = 0 gelten. Das sind sicherlich Koérper,
die wir fir die Computer Graphik kaum verwenden konnen. Wir missen uns
jedoch dariiber im klaren sein, dafl beim Rechnen im Computer nur scheinbar
reelle Zahlen verwendet werden. Genau genommen werden die Zahlen ja mit
nur einer festgelegten maximalen Anzahl von Dezimalstellen eingegeben. Und
auch beim Rechnen wird nur mit einer festen maximalen Anzahl von Dezimal-
stellen gerechnet. Die Zahl 1/3 wird z.B. nicht durch einen unendlichen Dezi-
malbruch im Computer dargestellt, sondern nur abgerundet auf einen endlichen
Dezimalbruch. Damit rechnet der Computer nur mit gewissen rationalen Zahlen.
Auflerdem rechnet er nicht mit absoluter Genauigkeit. Gewisse Rundungsfehler
sind mit den tiblichen Programmen unvermeidbar. Jedoch wollen wir uns um
diese Ungenauigkeiten erst dann kiimmern, wenn wir die Vektor- und Matrizen-
Rechnung eingefiihrt haben.

Wir definieren nun den fiir uns zentralen Begriff eines Vektorraumes. In unseren
Anwendungen werden Vektoren verwendet, um die Lage von Punkten in der
Ebene, im Raum oder sogar im vierdimensionalen Raum durch ihre Koordinaten
zu beschreiben. Da es jedoch auch viele andere Beispiele fir Vektorrdume gibt,
die in den praktischen Anwendungen sehr wichtig sind, werden wir eine sehr
allgemeine Definition geben. Die Definition bezieht sich dabei auf einen fest
vorausgesetzten Koérper K. Der weniger erfahrene Leser mdge sich darunter
immer die reellen Zahlen R vorstellen.

1.1 Definition: Sei K ein beliebiger Kérper. Eine Menge V zusammen mit
einer Addition
VxV>3(@wuw)—»v+weV

und einer Multiplikation mit Skalaren aus K
KxV>3(a,v)—a-veV
heifit ein Vektorraum, wenn die folgenden Gesetze erfillt sind:

v+w = w+ v fir alle v,w in V (Kommutativgesetz),

v+ (v+w) = (u+v) +w fir alle u,v,w in V (Assoziativgesetz der
Addition),

es gibt 0in V, so dal 0 + v = v fiir alle v in V (Gesetz vom neutralen
Element),

zu jedem v in V gibt es —v in V, so daB gilt v + (—v) = 0 (Gesetz von
den inversen Elementen),
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a-(B-v) =(a-B)-v fir alle @,8 in K und alle v in V (Assoziativgesetz
der Multiplikation),

a-(v+w)=a-v+a-wfir alle a in K und alle v,w in V (1. Distri-
butivgesetz),

(a+B)-v=a-v+[-vfir alle «,8 in K und alle v in V (2. Distribu-
tivgesetz),

fur 1in K gilt 1 -v = v fir alle v in V (Gesetz von der Eins).

Die Elemente eines Vektorraumes V werden Vektoren genannt.

1.2 Beispiele: a) Fiir die folgenden Beispiele wollen wir immer den Kérper R
der reellen Zahlen zugrunde legen. Als erstes Beispiel betrachten wir die ,reelle
Ebene“. Die Menge V sei dabei die Menge der Paare (z,y) von reellen Zahlen,
also R x R oder R?. Jeden Punkt der Ebene kann man eindeutig festlegen
durch die Angabe seiner z-Koordinate und seiner y-Koordinate. Die Addition
in V = R? sei definiert durch die komponentenweise Addition der Paare, also
durch
(e, B) +(7,6) :==(a + 7,8+ 6).

Die Multiplikation mit Skalaren sei die komponentenweise Multiplikation eines
Paares mit einer reellen Zahl, also

a'(ﬁ)‘Y) = (a ':B7a'7)'

Weil wir dann in jeder Komponente einzeln rechnen, ergeben sich die Vektor-
raumgesetze unmittelbar aus den Kdrpergesetzen von R. Figur 1 zeigt graphisch
die Addition zweier Vektoren (0.8,0.2) +(0.3,0.9) = (1.1,1.1).

b) Als nachstes Beispiel betrachten wir die Menge V := R™ der n-Tupel reeller
Zahlen. Uns werden vor allem die Falle n = 1,2,3 und 4 interessieren. Spater
werden wir dann auch noch den Fall n = 5 bendtigen. Die Addition auf V
definieren wir wie bei den Paaren komponentenweise

(61)*",611)'1"(771)"')7]11) = ({1 +n1a"')£n+7’n)‘

Ebenso definieren wir die Multiplikation mit Skalaren komponentenweise

a'({l"")fn) = (a'él»'“)a'fn)'

Damit lassen sich die Axiome fir einen Vektorraum leicht nachrechnen. Wir
wollen hier auf die Rechnung verzichten.

c) Ein drittes Beispiel fir einen Vektorraum ist die Menge der Quadrupel
(1y.. &) mit & + &2 + &3 + €4 =0, also

V= {(61)62:&3764)'61162163164 € Rafl +£2 +63 +§4 = 0}
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1 (0.3:0.9)

Figur 1.1

Auch diese Menge bildet einen Vektorraum mit komponentenweiser Addition und
Multiplikation. Diesen Vektorraum, obwohl er ,dreidimensional ist, konnen wir
uns schlecht vorstellen. Wir benétigen jedoch solche Vektorrdume spater fiir die
Computer Graphik.

Da wir in jedem Vektorraum Vektoren addieren konnen, auch mehr als zwei
Vektoren, und diese Vektoren zudem mit Elementen aus dem Korper multipliziert
werden kénnen, kénnen wir allgemein Ausdriicke der folgenden Form bilden:

n
E a; v =ay v+ ...+ apvy.
i=1

Ein solcher Ausdruck mit v; € V und o; € K wird Linearkombination der
Vektoren v; mit den Koeffizienten a; genannt. Fiir n = 1 definieren wir

1
E Qi "V = ay V.
i=1
Fir n = 0 definieren wir

0
E a; -v;:=0.
1=1
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1.3 Definition: a) Seien V ein Vektorraum, X C V eine Teilmenge und v € V
ein Vektor. Wir sagen, dafl v von X linear abhangig ist, wenn es Vektoren
v1,...,Vn € X und Skalare a;,...,a, € K so gibt, da8

n
v = E Qg - Vg
i=1

gilt, d.h. dafl v eine Linearkombination der Vektoren v,...,v, ist. Wir lassen
dabei auch die Méglichkeiten n = 0 und n =1 zu.

b) Die Menge der von einer Teilmenge X C V linear abhingigen Vektoren heifit
die von X erzeugte Menge (X). Ist X =0, so gilt (0) = {0}.

c) Eine Teilmenge X C V eines Vektorraumes V wird Erzeugendenmenge ge-
nannt, wenn jeder Vektor v € V linear abhidngig von X ist, d.h. wenn jeder
Vektor aus V eine Linearkombination von Vektoren aus X ist. Mit anderen Wor-
ten gilt V = (X) genau dann, wenn X eine Erzeugendenmenge von V ist. Der
Vektorraum V heifit endlich erzeugt, wenn es eine endliche Erzeugendenmenge
fir V gibt.

d) Eine Teilmenge X C V eines Vektorraumes V heifit linear unabhdngig, wenn
keiner der Vektoren aus X von den librigen Vektoren aus X linear abhingig ist.
Gleichbedeutend damit ist die folgende Aussage:

Sind vy,...,v, € V und ai,...,a, € K so gegeben, daBl )|, a; - v; = 0 gilt,
danngilt oy = ... = a, =0.

1.4 Beispiele: a) Im Vektorraum R? gilt
(-7,6)=3-(1,2) - 5-(2,0).

Also ist (—7,6) von der Menge {(1,2),(2,0)} linear abhingig. Ebenso ist (5,7)
von der Menge {(1,0),(1,1),(0,1)} linear abhangig. Es gilt namlich

(5,7)=2-(1,0) +3-(1,1) +4-(0,1).

Eine unserer Aufgaben wird es sein, die Koeflizienten (hier 2, 3 und 4) zu fin-
den, die in einer Linearkombination zur Darstellung von (5, 7) verwendet werden
miissen. Sie werden im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sein, d. h. wir
werden verschiedene Wahlmdglichkeiten haben.

b) Im Vektorraum R3 gilt

(-1,2,5) =2-(1,2,3) + (=1) - (3,2,1).

Jedoch ist (1,0,0) von der Menge {(1,2,3),(3,2,1)} nicht linear abhangig. Gabe
es namlich a und 8 mit

(1’010) = a'(1a2)3) +ﬂ'(3)271)’
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so waren a und 8 Ldsungen des linearen Gleichungssystems

l-at+3-=1,
2-+2-=0,
3-a+1-8=0.

Dieses Gleichungssystem hat aber offenbar keine Losung. (Die letzten beiden
Gleichungen lassen sich nur durch o = # = 0 erfiillen. Damit kann aber die erste
Gleichung nicht erfiillt werden.)

c) Wir bezeichnen mit e; = (0,...,1,...,0) die Vektorenin R™ mit 1 an der i-ten
Stelle und 0 an allen anderen Stellen. Die Menge der Vektoren {e;|7 = 1,2,...,n}
ist eine Erzeugendenmenge flir den Vektorraum R™, denn es gilt fiir alle Vektoren

('fh'“;fn):z&‘e;.

Weiterhin bemerken wir, daf {e;} eine linear unabhangige Menge ist. Nehmen
wir ndmlich ein e; aus dieser Menge heraus, so kann man durch Linearkombina-
tionen der iibrigen e; nur solche Vektoren darstellen, die an der ¢-ten Stelle eine
0 haben, insbesondere also nicht e;.

d) Sei nun V := {(&1,&2,65,64)[61,€2,65,60 € R, & + & + & + & = 0}. Dann
liegen die Vektoren (-1,1,0,0), (-1,0,1,0) und (—1,0,0,1) in V und bilden eine
Erzeugendenmenge fiir V. Weiter ist diese Menge auch linear unabhéngig. Den
Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser zur Ubung.

1.5 Definition: Sei V ein Vektorraum. Eine Menge B C V heifit Basis fiir V,
wenn die Menge B linear unabhingig und eine Erzeugendenmenge von V ist.

In der linearen Algebra zeigt man fiir beliebige Vektorrdume V, daf sie immer
eine Basis besitzen. Dieser Beweis ist nicht konstruktiv, fithrt also nicht zur
Angabe einer konkreten Basis. In unserer Situation ist das Problem jedoch,
eine konkrete Basis zum Rechnen zu erhalten. Deshalb beweisen wir diesen
allgemeinen Satz nicht, sondern zeigen konstruktiv, daf} alle uns interessierenden
Vektorrdume eine Basis besitzen. Diese wird immer nur endlich viele Elemente
haben.

1.6 Satz. Die Menge {e;} ist eine Basis fiir den Vektorraum R™.

BEWEIS: Die Aussage wurde schon im Beispiel 1.4.c) gezeigt. O

Da der Begriff der Basis fiir die lineare Algebra und analytische Geometrie von
hochster Wichtigkeit ist, wollen wir weitere dazu aquivalente Eigenschaften stu-
dieren.
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1.7 Satz. Sei V ein Vektorraum und B C V eine endliche Teilmenge. B =
{b1,...,b,} ist genau dann eine Basis von V, wenn es zu jedem Vektorv € V
eindeutig durch v bestimmte Koeflizienten ay,...,a, € K gibt mit

n
v = E a; - b;.
i=1

BEWEIS: Sei B eine Basis. Dann 1aft sich v als Linearkombination der b; dar-
stellen, weil die b; eine Erzeugendenmenge bilden. Gilt nun v = Y ;- b; =
E?:l B; - b;, so erhalten wir durch Umstellen der Gleichung

n

D (o= Bi) b =0.

=1

Da B eine linear unabhingige Menge ist, folgt a; — 3; = 0 fir alle ¢ oder a; = 3;
fiir alle 7. Also ist die Darstellung von v als Linearkombination der b; eindeutig.
Sei umgekehrt jeder Vektor eindeutig als Linearkombination der b; darstellbar,
so ist insbesondere der Nullvektor 0 eindeutig darstellbar als 0 = >°._, 0 - b;,
d.h. fur eine Linearkombination 0 = Z;l a; - b; mufl notwendig a; = 0 fir alle
i gelten. Damit ist B aber linear unabhingig und eine Erzeugendenmenge. O

1.8 Lemma. Die Menge {b1,...,b,} im Vektorraum V ist genau dann linear
abhangig, wenn ein Vektor by Linearkombination der librigen Vektoren ist:

n

bk: Z a,--b;.

i=1,i%k
Wenn die letzte Bedingung erfillt ist, dann sind die von b;,...,b, und von
bi,...ybk—1, brt1,...,bs erzeugten Mengen gleich:

(bla"',bn) = (bl)"')bk—lvbk+11"-)bn>'

BEWEIS: Die erste Behauptung ist genau die Definition der linearen Abhingig-
keit. In der zweiten Behauptung ist die Inklusion

{01y by bkgry oy bn) T (01,01, 00).
trivialerweise wahr. Sei also v = Y ., f; - b; und by = Z?zl,#k a; - b;. Setzen

wir b in die erste Summe ein, so erhalten wir

v= Y (Bi+Bk- )by,

i=1,i£k
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also die geforderte Eigenschaft. O

1.9 Satz. Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endlicihe Basis.

BEWEIS: Sei {by,...,b,} eine endliche Erzeugendenmenge von V.. Wenn die Er-
zeugendenmenge linear unabhingig ist, dann ist sie eine Basis. Ist sie jedoch
linear abhangig, so kénnen wir nach Lemma 1.8 ein by aus dieser Menge ent-
fernen, so daf die verbleibende Menge wieder eine Erzeugendenmenge ist. Sie
hat dann aber nur noch n — 1 Elemente. Nach endlich vielen Schritten muf}
dieser Prozess abbrechen mit einer linear unabhangigen Erzeugendenmenge (bei
geeigneter Numerierung) {bi,...,bm}. Diese ist dann eine Basis fiir V. O

Wir haben in dem Beweis sogar mehr bewiesen, namlich die Aussage, dafl jede
endliche Erzeugendenmenge eine Basis enthdlt. Dazu vergleiche man auch die
Folgerung 1.14. b), die dieselbe Aussage macht. Sie gilt sogar fiir beliebige, also
auch unendliche, Erzeugendenmengen. Wir wollen jedoch im folgenden immer
voraussetzen, daf} die betrachteten Vektorrdume endlich erzeugt sind.

1.10 Lemma. Wenn der Vektorraum V von den (paarweise verschiedenen)
Vektoren by,...,b, erzeugt wird und die (paarweise verschiedenen) Vektoren
€1,...,¢m Iin V linear unabhingig sind, dann gilt m < n. Weiterhin gibt es
Vektoren by41,...,b, aus der Menge der b; (nach geeigneter Umnumerierung),
so daBl V erzeugt wird durch ¢1,...,¢mybmi1,--,bn.

BewkEis: Wir beweisen das Lemma durch vollstandige Induktion nach m. Fir
m = 01ist nichts zu zeigen. Gelte das Lemma fiir alle linear unabhangigen Mengen
von m Vektoren. Seien die ¢y, ..., ¢4 linear unabhangig. Dann gibt es nach In-
duktionsannahme Vektoren b,,41,...,bn,sodafl V durchcq,...,cm,bmt1,...,bn
erzeugt wird. Insbesondere gilt

Cm+1 = a3 C +...+am'cm+am+1 ’bm+1 +...+an-bn.
Wir zeigen m + 1 < n. Wenn das nicht der Fall ist, dann ist nach Induktions-

voraussetzung m = n, also treten in der Summe keine Summanden der Form
a; - b; auf. Damit wirde aber die Gleichung fiir ¢,,4; zeigen, dal die Menge

C1y...yCm+1 linear abhangig ist. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.
Fugen wir jetzt den Vektor ¢,,4+1 zu der Liste hinzu, so erhalten wir eine Erzeu-
gendenmenge c1,...,Cmt1, bm+t1,---,bn. Wegen obiger Darstellung von ¢4 ist

die Menge linear abhangig. Wir kénnen einen Vektor aus der Liste fortlassen,
namlich den ersten Vektor, der eine Linearkombination der vorhergehenden Vek-
toren ist. Da nun die ¢;,...,cm41 linear unabhéngig sind, ist dieser Vektor aus
den bm41,...,bn zu wahlen. Wir erhalten schliefilich eine Erzeugendenmenge
von n Vektoren, die die Vektoren ¢;,..., €41 enthdlt. O
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1.11 Folgerung. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann haben je zwei
Basen von V gleich viele Elemente.

BEWEIS: Seien bi,...,b, und {¢;|t € I} zwei Basen des Vektorraumes V. Die
Indexmenge I darf hier zunachst sogar unendlich sein. Dann ist jede endli-
che Teilmenge der ¢; linear unabhéingig, besitzt also nach dem vorhergehenden
Lemma hochstens n Elemente. Damit ist auch {c¢;|¢ € I} endlich mit hochstens n
Elementen. Vertauschen wir jetzt die Rollen der b; und der c;, so mufl nochmals
nach dem vorstehenden Lemma die Menge der ¢; mindestens n Elemente besit-
zen. O

Wenn b,,...,b, eine Basis fiir den Vektorraum V ist, so ist die Zahl n nur
durch den Vektorraum selbst bestimmt. V kann zwar viele verschiedene Basen
haben, jedoch haben alle Basen dieselbe Anzahl von Elementen. Damit ist n eine
interessante Invariante fir den Vektorraum V, die unabhingig von der gewihlten
Basis ist. Das fiihrt uns zu der

1.12 Definition: Die Anzahl n der Vektoren einer Basis fiir den Vektorraum V
wird Dimension genannt: dimV = n.

1.13 Folgerung. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gelten:
a) je n + 1 Vektoren sind linear abhingig,
b) V kann nicht durch eine Menge von n — 1 Vektoren erzeugt werden.

BEWEIS: Sei b;,...,b, eine Basis fiir den Vektorraum V. Ist ¢;,...,c,, eine
linear unabhangige Menge, so ist m < n. Ist also m = n + 1, so konnen die
C1,...,Cny1 garnicht linear unabhangig sein, sie sind linear abhingig. Ist wei-
terhin dy,...,d,, eine Erzeugendenmenge fiir V, so ist wieder nach 1.10 n < m,
also ist eine Erzeugendenmenge mit weniger als n Vektoren nicht mdglich. O

1.14 Folgerung. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gelten:
a) jede linear unabhingige Menge ist in einer Basis enthalten,
b) jede Erzeugendenmenge fiir V enthalt eine Basis.

BeEWEIS: Fir den Beweis von b) der Folgerung konstruieren wir in der Erzeu-
gendenmenge C = {c;|[i € I} linear unabhingige Teilmengen. Diese kénnen
nach 1.13 nur héchstens n Vektoren enthalten. Enthilt C nur den Nullvektor,
so ist V der Nullvektorraum V = {0} und C besitzt nur die leere Menge als li-
near unabhingige Teilmenge. Diese ist auch Erzeugendenmenge fiir V', weil jede
Linearkombination mit Null Summanden 0 ergibt. Damit ist die leere Menge
Basis fiir V = {0}. Enthalt C einen von Null verschiedenen Vektor ¢, so ist
dieser allein fir sich eine linear unabhangige (einelementige) Menge. Es kann
jetzt sein, dafl ¢; allein schon ganz V erzeugt. In diesem Fall ist ¢; eine Basis
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fiir V. Andernfalls gibt es einen Vektor c; # 0, der sich nicht al]s Linearkombi-
nation (Vielfaches) von ¢; ausdriicken 148t. Dann ist ¢y, ¢, linesar unabhangig,
denn 0 1aBt sich nur als triviale Linearkombination darstellen. Seiien nun schon m
linear unabhangige Vektoren c;,...,¢,, in V gefunden. Sind sie eine Erzeugen-
denmenge fiir V, so bilden sie eine Basis fir V. Andernfalls gibt es einen Vektor
Cm+1 # 0, der sich nicht als Linearkombination von ¢y, ..., ¢, ausdricken 1aft.
Dannist ¢y, ..., ¢m+1 linear unabhingig, denn 0 1aft sich nur als triviale Linear-
kombination darstellen. Dieser Prozess 1afit sich hochstens n-mal durchfihren
wegen 1.13. a). Er muf} also mit dem Auffinden einer Basis c1,. ..,cn enden.
Fiir den Beweis von Teil a) der Folgerung vervollstindigen wir eine linear un-
abhingige Menge gemaf oben vorgenommener Konstruktion zu einer Basis (,
indem wir die hinzuzunehmenden Vektoren ¢, beliebig aus V wahlen). O

1.15 Folgerung. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gelten:
a) jede linear unabhdngige Menge von n Vektoren ist ein Basis,
b) jede Erzeugendenmenge fiir V von n Vektoren ist eine Basis.

BEWEIS: a) Jede linear unabhingige Menge 1a8t sich nach 1.14. b) zu einer Basis
vervollstindigen, die jedoch nach 1.13. a) nicht mehr als n Elemente haben kann.
Also ist die gegebene Menge selbst schon eine Basis.

b) Jede Erzeugendenmenge fir V enthalt nach 1.14. a) eine Basis, die jedoch
nach 1.13. b) nicht weniger als n Elemente haben kann. Also ist die gegebene
Menge selbst schon eine Basis. O

In jedem Vektorraum (# 0) wird es Teilmengen geben, die wieder einen Vektor-
raum bilden. Ein Beispiel dafiir kennen wir schon als Beispiel 1.2.c). Der dort
definierte Vektorraum V ist Teilmenge von R*. Das fithrt uns zu dem Begriff
des Untervektorraumes.

1.16 Definition: Sei V ein Vektorraum tber dem Kérper K. Eine nichtleere
Teilmenge U C V von V heifit Untervektorraum, wenn gelten

a) fir alle u,u' € U ist w +u' € U, d.h. U ist bezliglich der Addition von V
abgeschlossen,

b) fir allew € U und alle @ € K ist a-u € U, d.h. U ist unter der Multiplikation
mit Skalaren abgeschlossen.

Man sieht leicht, dafl jeder Untervektorraum selbst wieder ein Vektorraum wird,
mit der Addition und der Multiplikation mit Skalaren wie in V definiert. Wir
priufen das hier nicht nach, bemerken aber, dal wir so eine Fiille von Beispie-
len fir Vektorraume erhalten, ohne dafl wir alle Axiome fiir einen Vektorraum
in jedem Einzelfall nachrechnen missen. Auch unser Beispiel 1.2.c) fallt unter
diesen Begriff. Zur Definition von Untervektorraumen werden wir immer eine
Teilmenge von Elementen mit einer gemeinsamen Eigenschaft bilden und un-
tersuchen, ob diese Eigenschaft beim Bilden von Summen und Produkten mit
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Skalaren erhalten bleibt. Beispiel 1.2.c) ist so gewonnen worden. Ein weiteres
Beispiel ist der Durchschnitt von mehreren Untervektorraumen.

1.17 Lemma. Seien U,,...,U, Untervektorrdume des Vektorraumes V. Dann
ist auch

Upn...nU,= (U
ein Untervektorraum von V.

BEWEIS: Seien u,u' € (), U; und sei « € K. Dann gilt u,u' € U; fir alle
i =1,...,n. Da die U; Untervektorraume sind, gilt dann v + v',a - u € U; fur
alle 1, also auch v + v',a - v € (N, U;. Damit sind die Bedingungen a) und b)
fir einen Untervektorraum erfillt. Sicher ist auch ()_, U; nicht leer, weil der

Vektor 0 in allen Untervektorraumen U; und damit im Durchschnitt enthalten
ist. O

Das vorstehende Lemma kann man ohne geanderten Beweis auch fiir unendlich
viele Untervektorrdume U; formulieren, jedoch werden wir diese Aussage nicht
weiter bendtigen.

1.18 Lemma. Seien U,,...,U, Untervektorriume des Vektorraumes V. Dann
ist auch

U1+"'+Un=iUi
=1

:={u € V| es gibt Vektorenu; € U; firi=1,...,n mit u =u; +...+up}

ein Untervektorraum von V.

BEWEIS: Seienu,u' € Y. U; und sei « € K. Dann gibt es Vektoren u;,u} € U;
i=1,...,n)mitv=u1+...+uvp,und ' =uj +...u,,. Firu+v¢' und a-u
erhilt man dannuv +u' = (u; +u})+ ...+ (up+u,)unda-v=a-u; +...a-
%,. Damit haben wir wegen v +u',a-u € Y1, U; die Bedingungen fiir einen
Untervektorraum erfullt. Schlieflich ist Y 7, U; trivialerweise nicht leer, weil
0=0+...+0e > Uigilt. O

1.19 Lemma. Sei X C V eine Teilmenge des Vektorraumes V. Dann ist die
von X erzeugte Menge (X) ein Untervektorraum von V.

BEWEIS: Sicher ist 0 € {X) als Linearkombination ohne Summanden. Also ist
(X) #0. Seien v; = 3" | o;; - z; mit j = 1,2 zwei beliebige Elemente aus (X).
Wir kénnen sie als Linearkombinationen derselben zi,...,z, darstellen, indem
wir fiir die ;; auch Null zulassen. Sei weiter 8 € K. Dann sind

n
v + vy = Z(an + aiz) T

=1
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und .
Brvi=)Y (B-an) z;
=1

ebenfalls Elemente von (X). Also ist (X) ein Untervektorraum. O

1.20 Satz. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und U ein Untervektorraum
von V. Dannist U ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und es; gilt dimU < n.
Ist dimU =dimV,soist U = V.

BEWEIS: Eine Basis von U besteht aus hochstens n linear unabhangigen Vekto-
ren wegen 1.13. a). Besitzt U eine Basis aus n = dimV Vektoren, so ist diese
nach 1.15 2) schon eine Basis von V, also erzeugt sie ganz V. Daher folgt U = V.
O

1.21 Definition: Seien U; und U; Untervektorraume des Vektorraumes V.
Wenn U; NU; = 0 und U; + Uy = V gelten, dann heifit V eine direkte Summe
des beiden Untervektorraume. Wir schreiben V = U; @ U,. Weiter heiflen U,
und U, direkte Summanden von V. U, heif}t direktes Komplement zu U, in V.

1.22 Satz. Sei U ein Untervektorraum des endlich-dimensionalen Vektorraumes
V. Dann gibt es ein direktes Komplement zu U.

BEWEIS: Sei u,...,u,, eine Basis fiir U. Da diese Menge linear unabhingig
ist, ist sie nach 1.14. a) in einer Basis u1,...,Um,Um+1,---,Vn enthalten. Sei
U' der von den vm41,...,v, (als Basis) erzeugte Untervektorraum. Wir zeigen,

dal U' ein direktes Komplement zu U ist. Sei v € V gegeben. v hat eine
Basis-Darstellung

‘v:(al -u1+...+am-um)+(am+l~vm+1+...+an~vn).

Die beiden Klammerausdriicke liegen jedoch in U bzw. in U'. Damit ist V =
U+U'. UnmnUNU' =0 zu zeigen wahlen ein v € UNU'. Dann hat v zwei
Basis-Darstellungen

v=oa;ur+ ...+ am Un+0- Vg1 + ... +0-0,
=0-u14+...4+0 U + Amt1 Vg1 +---+ @n - vy,

weil v sowohl in U als auch in U' liegt. Wir haben bei den Darstellungen die
Basen von U bzw. U' verwendet und noch eine Linearkombination, die Null
ergibt, hinzugefiigt. Wegen 1.7 stimmen die Koeffizienten tberein: o; = 0 fur
alle 7. Damit ist aber v = 0 und UNU' = 0. O

1.23 Satz. Seien U, und U, Untervektorraume des Vektorraumes V. V ist
genau dann direkte Summe von U, und U,, wenn sich jeder Vektor v € V auf
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genau eine Weise als Summe von zwei Vektoren u; € Uy und u, € U, schreiben
1aBt: v = uy + us,.

BEWEIS: Sei V = U; & U, und habe v € V zwei Summendarstellungen
v =u; +u; = uj +u,.

Dann ist u; —u} = uy —uy € Uy NU; =0, also u; = u} und u; = uj. Sei
umgekehrt jeder Vektor v € V eindeutig als Summe darstellbar. Zunachst ist
dann sicher jeder Vektor v € V als Summe darstellbar, also gilt V = U; +U,. Ist
aber v € U; NUs, so gilt v = u; +0 = 0 +u, fir geeignete Vektoren u;(= v) € Us.
Wegen der Eindeutigkeit folgt daraus u; =0 =wu, = v, alsogilt U; NU, =0. O

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit dem uns schon bekannten Beispiel 1.2.c) des
Vektorraumes

U:={(&,62,65,864)161,62,83,864 € R & + &0 + &5 + &4 = 0}

Er ist ein Untervektorraum des Vektorraumes V := {(&;,£2,&3,€4)|1,&2,&3,84 €
R}, denn wenn zwei Vektoren (¢1,£2,¢&3,&4),(71,m2,m3,m4) € U gegeben sind,
wenn also &; + &, + &3+ € = 0 und 71 + 72 + 13 + 74 = 0 gelten und wenn a € K
gegeben ist, so gelten auch (& +m1) + (€2 +72) + (&3 + 73) + (€4 + 74) = 0 und
a-bta-bta-bst+a-b=0,dh (&,6,8,8) + (m,n2,73,7m4) € U und
a - (é1,¢62,835,&4) € U. U hat nach 1.4. d) eine Basis (-1,1,0,0), (-1,0,1,0),
(-1,0,0,1), hat also die Dimension 3. Jeder Vektor v € U 1afit sich eindeutig in
der Form

v=a,(~1,1,0,0) + a - (-1,0,1,0) + a3 - (—1,0,0,1)

darstellen, kann also allein durch die Angabe des Tripels (a;, az, a3) eindeutig be-
schrieben werden. Bei festgehaltener Basis eines Vektorraumes V kénnen damit
dessen Elemente allein durch die Angabe ihrer Koeffizienten n-Tupel mit n =
dim(V) angegeben werden. Die Summe zweier Vektoren und das Produkt mit
einem Skalar ergibt fir die Koeffizienten n-Tupel komponentenweise Addition
bzw. Multiplikation. So gilt z.B. fiir die Vektoren bzw. deren Summe:

(-6,1,2,3) =1-(-1,1,0,0) + 2-(-1,0,1,0) + 3-(-1,0,0,1)
mit dem Koeffizienten Tripel (1,2,3) und

(-4,2,0,2) =2-(-1,1,0,0)+0-(-1,0,1,0) + 2-(—1,0,0,1)
mit dem Koeffizienten Tripel (2,0,2) ergibt

(-6,1,2,3) + (—4,2,0,2) = (~10,3,2,5)
=3.(~1,1,0,0)+2-(-1,0,1,0) + 5 - (~1,0,0,1)
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mit (1,2,3) + (2,0,2) = (3,2,5).

Ein direktes Komplement zu U in R* konnen wir finden, wenn wir die Basis von
U zu einer Basis von R* vervollstindigen. Das kann auf sehr vielfiltige Weise
geschehen. Insbesondere sind die Vektoren

(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1),€;

fir jede Wahl von ¢ = 1,2,3,4 eine Basis von R*, also ist jeder der Untervek-
torraume Re; ein direktes Komplement von U. Wir empfehlen dem Leser, noch
weitere direkte Komplemente von U zu suchen.

1.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

In diesem Abschnitt kommen wir zu den uns eigentlich interessierenden ma-
thematischen Objekten fir die Vektorraume. Wenn wir irgendwelche Punkte,
Geraden oder beliebige Punktmengen in einem Vektorraum haben, so wollen wir
diese sinnvoll in dem vorgegebenen Vektorraum bewegen kénnen oder sie sogar in
einen anderen Vektorraum ,hiniiberbringen® kénnen, z.B. durch eine Projektion
oder durch eine Streckung. Der dafiir geeignete mathematische Begriff ist der der
linearen Abbildung (oder des Vektorraum-Homomorphismus). Die vollstindige
Beschreibung von linearen Abbildungen geschieht haufig mit Hilfe von Matrizen.
Hier setzen dann auch die Anwendungen fiir die Computer Graphik an. Die
Matrizen, die durch ein Schema von Koeffizienten aus dem Kérper K gegeben
sind, lassen sich leicht im Computer implementieren ebenso wie die benotigten
Rechenoperationen auf ihnen.

1.24 Definition: Sei K ein beliebiger Korper. Seien V und W zwei Vek-
torrdume Uber K. Sei schliefilich f : V — W eine Abbildung von V in W.
f heift eine lineare Abbildung, wenn die folgenden Gesetze erfiillt sind:

f(v1 +v2) = f(v1) + f(vz) fur alle v;,v, in V,
f(M) = Af(v) furalle A € K und v e V.
Offensichtlich 138t sich diese Definition verwenden, um allgemein zu zeigen

f(z Av;) = Z Aif(vi).

=1

Weiter erhélt man f(0) = 0 (z.B. mit A = 0). Damit werden alle wesentlichen
Operationen in einem Vektorraum von lineare Abbildungen respektiert. Zur
Ubung zeigen wir das folgende leichte
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1.25 Lemma. Seien f:V — W und g: W — Z zwei lineare Abbildungen.
Dann ist auch gf : V — Z eine lineare Abbildung. Weiterhin ist die identische
Abbildung idy : V — V eine lineare Abbildung.

BEWEIS: Wir brauchen die beiden Bedingungen nur auszuschreiben:

9f(v1 +v2) = g(f(v1) + f(v2)) = gf(v1) + gf(v2)
und
9f (M) = g(Af(v)) = Agf(v).
Fiir die identische Abbildung ist die Aussage noch trivialer. O

Wir wollen nun ein erstes Beispiel fiir eine lineare Abbildung angeben. Dazu
verwenden wir die Vektorraume V = R® und W = R?. Die Abbildung f :
V — W sei definiert durch

f(&?n’() = (61())

also die Projektion des dreidimensionalen Raumes auf die z-z-Ebene (entlang
der y-Achse). Wir rechnen schnell nach, daf§

f(€1,m,G) + (2,m2,C)) = f(& +€a,m + 12, G + ) = (& + &2, G+ ()
= (él,(l) + ({2)(2) = f(ﬁl:nlicl) + f(£2)772’<2)

und auch

FMEm, Q) = F(AE A, A0) = (A6, A() = A€, ¢) = Af(€,m: ()

gelten. Damit ist f eine lineare Abbildung. Entsprechend kénnen wir die Pro-
jektionen auf die z-y-Ebene bzw. auf die y-z-Ebene als lineare Abbildungen
auffassen. Ja sogar die Projektionen auf die einzelnen Achsen, die z-Achse, die
y-Achse und die z-Achse, sind lineare Abbildungen.

Alle zuvor betrachteten lineare Abbildungen und noch viele weitere kann man in
etwas anderer Weise erhalten, die das Rechnen letztlich auflerordentlich erleich-
tert. Dazu definieren wir zunachst, was unter einer Matrix zu verstehen ist, und
fihren sodann die Matrizenmultiplikation ein.

1.26 Definition: Sei K ein Korper und seien a;; € K mit i = 1,...,m und
j =1,...,n Elemente aus dem Korper K. Das Koeflizientenschema mit m - n

Elementen
a1 e Al1n
M= :
ami ... Qmn
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heifit eine m x n-Matriz. Wir schreiben dafiir auch kurz M = (q;).

Seien M und N = (f;;) zwei m x n-Matrizen. Dann definieren wir die Summe
dieser beiden Matrizen durch

an +pPu1 ... ain+ P,
M+ N = (aij + Bi;) = : :
Qam1 +,Bm1 «.. Qmn +,Brmn

Fir einen Skalar A € K und eine m x n-Matrix M = (a;;) definieren wir das
Produkt A - M durch

/\'011 R N 2
A-M:(x\'aij)-——-

AQ@m1 oo A Qmn

Es ist leicht zu sehen, daf} die m x n-Matrizen einen Vektorraum bilden dhnlich
dem Vektorraum der n-Tupel K™. Wir bezeichnen ihn mit K(™™). Mehr noch,
man kann die (horizontal geschriebenen) n-Tupel oder Zeilenvektoren mit 1 X n-
Matrizen identifizieren, d.h. K™ = K(1'®). Ebenso kann man die n x 1-Matrizen

mit (vertikal geschriebenen) n-Tupeln oder Spaltenvektoren identifizieren: K, :=
K(m1),

Seien jetzt M eine m x m-Matrix und N eine n x r-Matrix. Wir definieren
das Produkt der beiden Matrizen M und N, genannt Matrizenprodukt, als eine
m X r-Matrix durch

M-N=(Y oy Buli=1,..,mk=1,...,r)
=1

n
Yimieai By o X oajBir

n
Y= @mi By YT amj - Byr

Man kann also zwei Matrizen miteinander multiplizieren, wenn die Anzahl der
Spalten der ersten Matrix mit der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix tiber-
einstimmt.

Einige Rechenregeln lassen sich leicht nachrechnen und werden hier nur ange-
geben. Bei Matrizenprodukten nehmen wir immer an, dafl die Matrizen sich
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miteinander nach der vorherigen Bemerkung multiplizieren lassen. Es gelten im
einzelnen:

M.-(N-P)=(M-N)-P, (M1)
M- (N P)=M N+M-P, (M2)
(M+N)-P=M-P+N-P, (M3)
M-(A-N)=(A-M)-N=Xx-(M-N). (Ma4)

Eine besondere n x n-Matrix ist die Einheitsmatriz

100 0
010 0
E,=|0 01 0
000 ... 1

Die Koeflizienten kdnnen wir auch durch das Kronecker Symbol

1 fiir 2 = 3,
5,".,' =
0 sonst

definieren. Dann ist namlich E, = (§;;). Die wichtigste Rechenregel fiir die
Einheitsmatrix ist

M.-E,=M=E, M. (M5)

Mit diesen Hilfmitteln kdnnen wir jetzt das oben behandelte Beispiel der linearen

Abbildung f : V — W mit f(£,7n,¢) := (§,¢) auch anders beschreiben. Fiur
(€,7m,¢) € R® gilt namlich

10
f&,m,¢) = (&¢) = (&n,¢) - (0 0)-
0 1

Wegen der oben angegebenen Rechenregeln (M3) und (M4) folgt direkt, daB die
Multiplikation der Zeilenvektoren (£, 7, () von rechts mit der angegebenen Matrix
eine lineare Abbildung ist. Allgemein halten wir fest

1.27 Satz. Sei M eine m x n-Matrix. Die Multiplikation auf Zeilenvektoren
aus K™ von rechts mit M ist eine lineare Abbildung M:K™ — K™ Zu Jjeder
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linearen Abbildung f : K™ — K™ gibt es genau eine Matrix M mit f =
genannt darstellende Matriz.

BEWEIS: Die erste Aussage ist wie schon gesagt eine Folge dier Rechenregeln
(M3) und (M4). Ist umgekehrt f : K™ — K™ eine linearce Abbildung, so
erhalten wir m Vektoren f(e;),7 =1,...,m in K™, die eine eindieutig bestimmte

Basisdarstellung
n
()= aij-e;
i=1

haben. Wir erhalten also eine Matrix M = (a;;). Fir einen beliebigen Vektor

(éla""fm) € K™

gilt dann
f(£l1"')£m) = f(z€1 '6,’)

j=1
= (Z c Oy, - Zéz a:n
(513 . )fm) : )

also ist f = M. Ist schlieBlich M = N d.h. wird f durch die beiden Matrizen
M und N dargestellt, so gilt msbesondere M(e,) =e;-M=¢-N= N( ;) fir
t=1,...,m. Aber ¢, - M = (a;1,...,a;,) ergibt die i-te Zeile der Matrix M,
also stimmen alle Zeilen von M und N iiberein, d.h. esgilt M = N. O

Dieses Ergebnis werden wir spater viel verwenden. Man beachte jedoch, dafl
das Ergebnis nur fiir Vektorrdume der Form K™ gilt, nicht aber fiir andere Vek-
torrdume, z.B. Untervektorrdume von K™.

In Lemma 1.25 haben wir gezeigt, dafl die Verkniipfung zweier linearer Abbil-
dungen wieder eine lineare Abbildung ergibt. Fiir Vektorrdume der Form K™
erhalten wir den folgenden Zusammenhang.
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1.28 Folgerung. Seien f : K™ — K™ und g : K™ — K" zwei lineare
Abbildungen mit den darstellenden Matrizen M bzw. N. Dann ist M - N die
darstellende Matrix der linearen Abbildung gf : K™ — K7, d.h. es gilt

M-N=(M-NY

Weiterhin hat die identische Abbildungid : K™ — K™ die darstellende Matrix
E,.

BEWEIS: Wenn f = M und g= N gelten, so gilt fir jeden Vektor (§1,...,m) €
K™ gf(61s--3&m) = ((61s--1€m) - M) - N = (&1, 1€m) - (M - N) wegen (ML1).
Das ist die erste Behauptung. Die zweite Behauptung folgt durch (M5). O

1.29 Definition: Eine Abbildung f : X — Y zwischen Mengen X und Y
heifit injektiv, wenn je zwei verschiedene Elemente ¢ und z' in X verschiedene
Bilder f(z) und f(z') haben, d.h. wenn aus f(z) = f(z') folgt ¢ = z'.

Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv, wenn jedes Element y € Y als Bild
eines Elements z € X vorkommt: y = f(z).

Eine Abbildung f : X — Y heiflit bijektiv oder umkehrbar oder invertierbar,
wenn es eine (Umkehr-)Abbildung g : Y -—— X gibt mit fg = idy und gf =idx.
Wir bezeichnen dann g immer mit f~!. Aquivalent dazu ist, da8 f injektiv und
surjektiv ist.

Analog nennen wir eine Matrix M invertierbar oder reguldr, wenn es Matrizen
Nund N'gibt mit M-N = E_, und N'-M = E,. N (bzw. N') heifit dann auch
inverse Matrix zu M. Ist eine Matrix nicht regulir, so heifit sie auch singular.

Es ist leicht zu sehen, dafl die inverse Matrix zu M eindeutig bestimmt ist, denn
git N\M = E,und M-N = E,,,sofolgt N' = N"E,, =N"-M-N=E,-N=N.
Wir werden daher diese eindeutig bestimmte inverse Matrix zu M auch mit
M ™! bezeichnen. Auf Methoden der Berechnung von inversen Matrizen werden
wir im zweiten Kapitel eingehen. Wegen der oben dargstellten Zusammenhange
zwischen linearen Abbildungen und Matrizen folgt nun unmittelbar

1.30 Folgerung. Fiir eine invertierbare Matrix M gilt (M~'}'= (M)~'. O

Die neu eingefiihrten Begriffe sollen nun an einigen Beispielen erldutert werden.
Zunachst betrachten wir die lineare Abbildung f = M : R? — R3 mit

1 0 C)
M“<010'

Dann gilt f(&;,&2) = (€1,€2,0). Diese lineare Abbildung ist injektiv, aber nicht
surjektiv. Sie bettet die (¢,,&;)-Ebene in den R? ein.

Die lineare Abbildung f = M mit M = (1,1,1) bildet die reelle Gerade R auf
die Raumdiagonale des R® ab. Sie ist ebenfalls injektiv und nicht surjektiv.
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Die lineare Abbildung f = M mit

10
M=|01
0 0

projiziert den R? auf die (¢;,£2)-Ebene (,die wir uns wohl in der1 R? eingebettet
vorstellen konnen, die aber genau genommen der R? ist). Sie ist surjektiv, aber
nicht injektiv.
Verwenden wir
1/3
M=11/3],
1/3

so erhalten wir eine Projektion des R? auf die Gerade R. Sie ist surjektiv, aber
nicht injektiv. Diese lineare Abbildung ergibt eine Projektion auf die Raum-
diagonale, wenn wir noch die oben besprochene Abbildung mit N = (1,1,1)
nachschalten. Die komponierte lineare Abbildung (M - NT1a8t die Elemente der
Raumdiagonalen fest. Die darstellende Matrix ist

1/3 1/3 1/3
M-N=|[1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

Damit haben wir eine lineare Abbildung, die weder injektiv noch surjektiv ist.

Ein Beispiel fiir eine bijektive lineare Abbildung ist die Drehung der Ebene R?
um 30° mit der Matrix

1/2-v/3  1/2
M= ( ~1/2 1/2-¢§>'

Durch sie wird der Basisvektor (1,0) in der z;-Richtung auf den Vektor (1/2 -
\/?:,1/2) abgebildet, d.h. um 30° nach links gedreht, und der Basisvektor (0,1)
in der z,-Richtung auf den Vektor (—1/2,1/2-+/3). Die Drehung ist also eine
Linksdrehung. Im mathematischen Sinn wird eine Drehung immer nach links ge-
rechnet, wahrend im technischen Sinn eine Drehung immer nach rechts gerechnet
wird.

Wir hatten oben schon bemerkt, daf§ lineare Abbildungen sich nur dann durch
Multiplikation mit Matrizen darstellen lassen, wenn der Vektorraum von der
Form K™ ist. Man kann jedoch eine lineare Abbildung f : V — W auf einen
Untervektorraum U C V einschrinken und erhélt so eine lineare Abbildung
flu : U — W, denn die Vertriglichkeit mit der Addition von Vektoren und
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der Multiplikation mit Skalaren bleibt natirlich erhalten. Die Frage, ob auch

eine Einschrinkung in der Bildmenge W moglich ist, beantwortet das folgende
Lemma.

1.31 Lemma. Sei f : V — W eine lineare Abbildung und U C V ein Un-
tervektorraum. Dann ist das Bild f(U) € W von U ein Untervektorraum von
W. Den Vektorraum f(V) nennt man allgemein das Bild von f, oder einfach
Bild(f).

BEWEIS: Seien f(u), f(v') € f(U) mit u,u’ € U gegeben, und sei A € K. Dann
gelten f(u) + f(u') = f(u + u') € f(U) und Af(u) = f(Mu) € f(U), weil U ein
Untervektorraum ist, also v + v’ € U und Au € U gelten. Damit ist f(U) ein
Untervektorraum. O

Wir kénnen also auch den Ziel-Vektorraum W einer linearen Abbildung f :
V — W einschrinken, jedoch nicht beliebig wie das beim Quell-Vektorraum V
der Fall war, sondern nur auf einen Untervektorraum, der den Untervektorraum
f(V) enthélt. Schranken wir V weiter ein, so ist auch eine weitere Einschrankung
von W moglich. Das erlaubt es uns gelegentlich, lineare Abbildungen zwischen
Untervektorrdumen von Vektorrdumen der Form K™ bzw. K™ durch Matrizen
darzustellen, die auf dem ganzen K™ operieren und nach K™ hinein abbilden.
Diese Matrizen sind dann aber im Gegensatz zur Aussage des Satzes 1.27 nicht
eindeutig durch die linearen Abbildungen auf den Unterrdumen bestimmt.

Andere wichtige Eigenschaften von Vektorraumen werden bei linearen Abbildun-
gen nicht erhalten, wie etwa die Dimension oder die Eigenschaft einer Menge von
Vektoren, Basis zu sein. Hier gelten kompliziertere Zusammenhange. Besonders

die Basis-Eigenschaft spielt eine ausgezeichnete Rolle fir lineare Abbildungen.
Es gilt namlich der

1.32 Satz. Sei b,,...,b, eine Basis des Vektorraumes V, sei W ein weiterer
Vektorraum, und sei schlieflich f : {b;,...,b,} — W eine beliebige Abbildung.
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung g : V. — W mit g(b;) = f(b;) fiir

alle1 =1,...,n. Wir nennen g auch die lineare Fortsetzung von f.

BEWEIS: Wir zeigen zunédchst die Eindeutigkeit, weil dann schon ersichtlich wird,
wie die Existenz zu zeigen ist. Seien g und h lineare Abbildungen von V nach
W mit f(b;) = g(b;) = h(b;) fir alle i. Sei v € V beliebig gewahlt. Dann lafit
sich v darstellen als v = 3_- | a;b;. Da g und h linear sind, gilt

g(v) = Q(Zaibi) = Z aig(b;) = Za;h(bf) = h(z a;b;) = h(v).

Also gilt g = h.
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Ist nur f gegeben, so konstruieren wir eine lineare Abbildung g durch

g(v):= Z o f(b;)-

Da die Basisdarstellung von v eindeutig ist, d.h. die Koeffizienten o; durch v
eindeutig bestimmt sind, ist mit dieser Definition eine Abbildung g : V — W
gegeben. Durch eine leichte Rechnung zeigt man jetzt g(v +v') = g(v) + g(v')
und g(Av) = Ag(v). Damit ist g eine lineare Abbildung und erfillt offenbar
g(b;) = f(b;) fur alle 7. O

Diese Eigenschaft einer Basis in bezug auf lineare Abbildungen ist duflerst wich-
tig. Sie besagt zunichst, daf eine lineare Abbildung nur auf einer Basis vorge-
schrieben werden mufl. Darauf kann sie zudem noch beliebig gewahlt werden.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Fortsetzung.

Andrerseits bedeutet der Satz aber auch, dafl zwei lineare Abbildungen schon
gleich sind, wenn sie nur auf einer Basis ibereinstimmen. Wir haben damit eine
leichte Methode, um fir beliebige lineare Abbildungen feststellen zu kénnen, ob
sie gleich sind.

1.33 Definition und Lemma: Diese Methode kann man sogar wie folgt aus-
weiten. Seien V und W zwei Vektorraume mit den Basen b4,,...,b,, von V und
€1y..-3€n von W. Sei g : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist g durch
die Vorgabe der Werte g(b;) € W,i = 1,...,m schon eindeutig bestimmt. Die
Vektoren haben eine eindeutige Basisdarstellung

g(b) =Y aij- <.
i=1

Also ist durch g eine m x n-Matrix M = (a;;) bestimmt. Die Kenntnis von M
allein (und die Kenntnis der Basen von V und W) bestimmt g schon vollstandig.
Ist eine beliebige m x n-Matrix M gegeben, so wird durch die oben angege-
bene Formel genau eine lineare Abbildung g bestimmt, da die Bildvektoren der
Basisvektoren b; beliebig gewdhlt werden diirfen.

Ist V.= K™, W = K", f : V — W eine lineare Abbildung, so stimmt die
darstellende Matrix M von f = M mit der soeben definierten Matrix tberein,
wenn wir als Basen in den beiden Vektorraumen die kanonischen Basen {e;}
verwenden. Der Leser kann das leicht nachrechnen.

Damit haben wir eine Methode, lineare Abbildungen auch auf beliebigen (end-
lich-dimensionalen) Vektorrdumen durch Matrizen zu beschreiben. Die Matrix
hangt allerdings von der vorherigen Wahl der Basen in Quelle und Ziel der Ab-
bildung ab. Auch in dieser allgemeineren Situation spricht man dann von einer
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darstellenden Matriz der linearen Abbildung f beziiglich der vorgegebenen Ba-
sen. Diese Methode ist natiirlich komplizierter. Wir werden uns in den meisten
Fallen auf den zuerst besprochenen einfacheren Fall beschranken. O

Sind drei Vektorrdume U, V und W gegeben zusammen mit Basen b;, ¢; bezie-
hungsweise d;, so konnen wir die zu einer Verkniipfung von linearen Abbildun-
gen f: U — V und g : V — W gehérige Matrix bestimmen. Wenn namlich
f(b:) =32, aij - ¢j und g(cj) = Yk Bjk - di ist, dann ist

gf(b;) = g(z ;- cj) = Z% -9(¢;)

3

= Zaij . Zﬂjk'dk = Z Zaijﬂjk - dy.
j=1 k=1

k=1 \ j=1

Der Zusammensetzung von linearen Abbildungen entspricht damit wieder das
Matrizenprodukt dieser darstellenden Matrizen.

Sei nun f : U — V eine bijektive lineare Abbildung. Sei U = W. Wir wahlen
dieselben Basen b; und d;. Sei ¢ = f~!. Dann ergibt die Zusammensetzung
gf der beiden Abbildungen die identische Abbildung id: U — U. Fiir diese gilt
aber id(b;) = Y 6;;-b; mit dem Kronecker Symbol (§;;). Die darstellende Matrix
ist also die Einheitsmatrix E,. Wir erhalten daher fir das Matrizenprodukt
(@ij) - (Bjk) = En und symmetrisch (B;x) - (e;j) = E,. Die Matrix (ay;) ist
damit invertierbar. Offenbar lassen sich diese Schliisse auch umkehren. Wir
haben gezeigt

1.34 Folgerung. Wird die lineare Abbildung f : V — W durch die Matrix
(cij) (beztiglich zweier beliebiger Basen von V beziehungsweise W) dargestellt,
so ist f genau dann bijektiv, wenn die Matrix (a;;) invertierbar ist. O

Im Zusammenhang mit einer linearen Abbildung kommt einem Untervektorraum
eine besondere Bedeutung zu. Er wird in dem folgenden Lemma eingefiihrt.

1.35 Lemma. Sei f: V —— W eine lineare Abbildung. Dann ist die Menge
Kern(f) := {v € V|f(v) = 0}
ein Untervektorraum von V, der sogenannte Kern von f.

BEWEIS: Da offensichtlich 0 € Kern(f) wegen f(0) = 0, geniigt es zu zeigen,
daBl mit v,v' € Kern(f) und A € K auch v +v', Av € Kern(f) gilt. Aus f(v) =
f(v') = 0 folgt aber f(v +v') =0 und f(Mv) = Af(v)=0.0
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1.36 Lemma. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. f ist genau dann
injektiv, wenn Kern(f) = 0 gilt.

BEWEIS: Ist f injektiv, so ist 0 € V offenbar der einzige Vektor, der auf 0 € W
abgebildet wird, also ist Kern(f) = 0. Ist umgekehrt Kern(f) = 0 und f(v) =
f(v'), so folgt 0 = f(v) — f(v') = f(v—"'), also v —v' € Kern(f) = 0. Damit ist
aber v = v' und f injektiv. O

Der Kern der linearen Abbildung f : V — W ist ein Spezialfall des Begriffes

des Urbilds eines Vektors w € W oder sogar des Urbilds einer Menge M C W
von Vektoren. Diese sind definiert als

fHw) = {v e V|f(v) = w},
fHM) = {v e V|f(v) € M}.

Man darf das hier verwendete Symbol f~! nicht mit einer moglichen Umkehrab-
bildung von f verwechseln. f braucht im allgemeinen keine invertierbare Abbil-
dung zu sein. f~'(v) kann dann aus mehreren Elementen bestehen. Allgemein
gilt sogar

1.37 Lemma. Ist f : V — W eine lineare Abbildung und ist v € f~!(w),
insbesondere also f~!(w) nicht leer, so gilt

fH(w) = v + Kern(f) = {v + v'|v' € Kern(f)}.

BEWEIS: Sei v' € Kern(f). Dann gilt f(v +v') = f(v) + f(v') = w + 0 = w,
also ist v + v’ € f~!(w). Ist nun umgekehrt v" € f~!(w), so gilt f(v" —v) =
f(»") = f(v) =w—w =0, alsoist v' := v" — v € Kern(f). Damit erhalt man
aber v = v+ (v" —v) =v + v’ € v + Kern(f). Das war zu zeigen. O

Wir haben also insbesondere gesehen, dafi Kern(f) = f71(0) gilt. Weiterhin sieht
man, daf} der Vektor 0 nur in f7!(0) liegt und in keiner der anderen Mengen
f~}(w), mit w # 0, denn es gilt immer f(0) =0 .

Uber die Berechnung des Kerns einer linearen Abbildung werden wir im Ab-
schnitt 2.3 mehr erfahren. Hier konnen wir jedoch schon eine fundierte Aussage
uber die Grofle des Kerns oder genauer iiber seine Dimension machen. Es gilt

namlich

1.38 Satz. Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum und f : V. — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V).
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BEWEIS: Wir wahlen zunachst eine Basis b;,...,b; von Kern(f). Diese ist eine
linear unabhiangige Menge in V und kann daher zu einer Basis

biye s bk brsryerns b

fortgesetzt werden. Wir behaupten nun, daf die Vektoren f(bgy1),..., f(bs) alle
paarweise verschieden sind und eine Basis von Bild(f) bilden. Ist namlich f(b;) =
f(bj) mit k < 1,37, s0ist f(b; —bj) =0, also b; —b; € Kern(f). Damit gibt es eine
Linearkombination b; — b; = ZLI a.b,.. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der
by,...,bn sind damit die &, = 0, und es gilt b; = b;. Ist weiter 3 r_, ., B-f(b,) =
0, also f(3_7_4 1 Brbr) =0,s0gilt 37, B-b, € Kern(f) und Y 7_, ., Brb, =
Z:=1 a.b.. Wegen der linearen Unabhangigkeit der by,...,b, ergibt sich wieder
Br = 0, also sind die f(bk+1),- .., f(bn) linear unabhangig. Um zu zeigen, dafi sie
eine Basis fur Bild(f) bilden, sei f(v) mit v = ) _, B-b, ein beliebiger Vektor
in Bild(f). Dann gilt

f)= 1O B:b) =Y B f(b) = > Bef(br),
r=1 r=1 r=k+1
weil die Vektoren f(by) = ... = f(bg) = 0 sind. Damit ist gezeigt, dafl die
Vektoren f(bky1),..., f(bn) eine Basis des Bildes Bild(f) ist. Die Dimension des
Bildes ist also dim(Bild(f)) = n — k = dim(V) — dim(Kern(f)), wie die Formel
im Satz behauptet. O

1.39 Definition: Die Dimension dim(Bild(f)) einer linearen Abbildung f heifit
auch Rang der Abbildung und wird mit rg(f) bezeichnet.

1.40 Folgerung. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. f ist genau dann
bijektiv, wenn Kern(f) = 0 und dim(V) = dim(W) gelten. In diesem Falle

stimmen der Rang von f und die Dimension von V iberein.

BEWEIS: Sei zundchst f bijektiv. Dann ist nach Lemma 1.36 Kern(f) = 0.
Wegen 1.38 gilt dann dim(V) = dim(Bild(f)). Da f surjektiv ist, ist Bild(f) =
W, also gilt auch dim(V) = dim(W).

Um die Umkehrung zu zeigen, beachten wir zunachst, dafl nach 1.36 f schon
injektiv ist. Dann folgt aber dim(Bild(f) = dim(V) = dim(W). Es gibt also
in Bild(f) eine Basis von n = dim{W) Vektoren. Nach 1.15 ist diese auch eine
Basis fiir W, also Bild(f) = W. Damit ist f auch surjektiv, also bijektiv.

Die Aussage uber den Rang folgt unmittelbar aus der Gleichung dim(V) =
dim(W). O

1.41 Folgerung. Eine regulire Matrix M € K(™™) ist quadratisch, d.h. es gilt

m =n.

BEWEIS: Nach 1.40 ist M eine lineare Abbildung zwischen den Raumen K™ und
K™ gleicher Dimension, also m =n. O
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1.42 Folgerung. Eine Matrix ist genau dann reguldr oder invertierbar, wenn
sie quadratisch ist und ihr Rang mit ihrer Zeilenzahl ubereinstirnmt.

BEWEIS: Ist eine Matrix M reguldr, so folgt die Behauptung nach 1.40 und
1.41. Ist die Matrix M quadratisch und stimmen Rang und Zeilenzahl iberein,
so verschwindet der Kern der linearen Abbildung M nach 1.38. Weiter stimmen
die Dimensionen von Quelle und Ziel der Abbildung M iiberein. Nach 1.40 ist

dann M invertierbar, also auch M. O

Ist eine lineare Abbildung f : K™ — K™ durch Multiplikation mit einer Matrix
M gegeben, also f = M, so kann man den Rang von f leicht aus der Matrix
berechnen. Es ist nimlich die Menge der Zeilenvektoren von M eine Erzeugen-
denmenge des Bildes von f, da f(e;) = e; - M der i-te Zeilenvektor der Matrix
M ist, und das Bild der Basis e;,...,e,, unter f eine Erzeugendenmenge von
f(K™) ist. Um also den Rang von f zu berechnen, geniigt es, die maximale
Anzahl, genannt Rang von M, von linear unabhingigen Zeilenvektoren von M
zu bestimmen. Diese bilden gerade eine Basis von f(K™). Die Dimension des
Kernes dieser linearen Abbildung ergibt sich dann aus dem vorstehenden Satz.
Man kann zeigen, dafl die maximale Anzahl von linear unabhingigen Zeilen-
vektoren mit der maximalen Anzahl von linear unabhingigen Spaltenvektoren
von M tubereinstimmt, so dafl man gelegentlich eine vereinfachte Berechnung des
Ranges von M durchfihren kann.

Mit ahnlichen Methoden kann man auch noch einen anderen Dimensionssatz
beweisen, ndmlich iber die Dimension der Summe zweier Untervektorraume.

1.43 Satz. Seien U und U' Untervektorraume des n-dimensionalen Vektorrau-
mes V. Dann gilt

dim(U) + dim(U') = dim(U NU") + dim(U + U").

BEwEls: Sei by,...,b, eine Basis von U N U'. Diese Basis erweitern wir zu
Basen by,...,b,b,41,...,b;, von U und by,...,b,,b,41,...,b; von U'. Dann ist
b1,...,bs eine Basis von U + U'. Offenbar wird namlich U + U’ von by,...,b;
erzeugt. Ist jedoch 3" , ab; = 0, soist — 3¢ Josbi =Y jasbi e UNU.

1=s+
Also verschwinden die Koeflizienten a; = 0 fiir1 = r+1,...,t. Aus Z:=1 a;b; =0
folgt dann aber auch o; = 0 firz = 1,...,r. Die b; sind damit eine Basis. Eine

einfache Abzahlung ergibt jetzt die Aussage des Satzes. O

Wir betrachten einen Vektorraum V mit zwei Basen b,...,b, und c;,...,cp-
Da sich jeder Vektor eindeutig als Linearkombination der Basiselemente schrei-
ben laft, gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten a;; mit b; = Z;;l aijc;.

Betrachten wir nun die Einbettung {b1,...,b,} C V und schreiben sie als Ab-
bildung f:{b;,...,bp} — V auf der Menge der Basisvektoren {bi,...,b,}, so
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wird sie durch die lineare Abbildung ¢ = idy auf ganz V fortgesetzt. Nach Satz
1.32 ist dieses die einzige mdgliche Fortsetzung. Wie in der Definition 1.33 1afit
sich diese lineare Abbildung beziiglich der beiden Basen durch eine n x n-Matrix
darstellen als

id(bi) = b,' - Za;j cCj.
i=1

Dabei sind die Koeffizienten dieselben wie oben bestimmt. Nach Folgerung 1.34
ist diese Matrix invertierbar, da ja die identische Abbildung invertierbar ist.

1.44 Definition: Fir einen Vektorraum V mit zwei Basen b;,...,5, und
€1,--.,Cp mit b; = Z?:l a;jc; heifit die Matrix (a;;) Transformationsmatriz
fir die Basistransformation von {b;} nach {c;}.

Wir leiten jetzt noch die Transformationsformel fir die Transformation der Ko-

effizienten eines Vektors bei einer Basistransformation her. Seien wie oben V ein

Vektorraum mit zwei Basen by,...,b, und ¢y,...,c,. Sei (a;;) die Transformati-

onsmatrix. Sei schlieflich v = 337, Bi-b; = 377_, 7; - ¢; ein beliebiger Vektor in
. n n n n n

V. Danngiltv =37, fBi-bi = >0, Bi- 25, eijocj = 20, (D01, aij - Bi) -5

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung erhalten wir also
v = Z aij - Bi.
i=1

Eine weitere Operation, die auf Matrizen ausgeiibt werden kann, ist die Trans-
position. Ist M = («;j) cine m x n-Matrix, so ist M* := (Bx;) mit Bx = an
mitk=1,...,nund ! =1,...,m eine n X m-Matrnx, die Transponierte von M
genannt wird.

Man stelle sich diese Operation so vor, dafl das Koeflizientenschema an der Dia-
gonalen ajy, ..., aii,... gespiegelt wird, d.h. daB die Terme links unterhalb dieser
Diagonalen rechts oberhalb der Diagonalen zu stehen kommen und umgekehrt,
insbesondere dafl die Diagonale fest bleibt. Die Transponierte zur Matrix

M =

[, BRI RN

2
4
6

. (135
M_(2 3 6).

Diese Operation kann daher auch auf nicht-quadratische Matrizen angewendet
werden. Damit werden aus Zeilenvektoren Spaltenvektoren und umgekehrt.

wird also
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Man sieht nun leicht ein, daf} die Transposition ein Homomorphismus zwischen
Vektorraumen von Matrizen ist, allgemeiner daf

(aM + BN)' = aM* + BN,
(Mt)t =M,
(M-N)'=N' M

gelten. Diese Rechenregeln werden wir insbesondere in Kapitel 11 verwenden.
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Die Einfuhrung der Vektorrdume und ihrer Theorie im ersten Kapitel hat den
Zweck, ein Hilfsmittel zu schaffen, mit dem Punkte in der Geometrie mit Ko-
ordinaten beschrieben werden kénnen und Rechnungen mit diesen Koordinaten
schlieBlich zu demselben Ergebnis fihren, wie geometrische Konstruktionen. Wir
wollen fiir alles weitere annehmen, dafl alle betrachteten Vektorraume endlich
dimensional sind. Die Geometrie der im ersten Kapitel eingefilhrten analyti-
schen Methoden haben wir noch nicht weiter behandelt, sie wird ab Kapitel vier
ausfihrlich behandelt werden.

Die Koordinatengeometrie oder die Benutzung von kartesischen Koordinatensy-
stemen hat jedoch gewisse Grenzen. Deshalb fihren wir in diesem Kapitel den
Begriff des affinen Raumes zur Beschreibung eines ,geometrischen Raumes“ ein.

Die Beziehung zwischen den Punkten geometrischen Raumes und ihren Koor-
dinaten sollte durch eine bijektive Abbildung zwischen den Punkten eines geo-
metrischen Raumes und den n-Tupeln im R™ gegeben sein. Da wir weder einen
geometrischen Raum noch diese Abbildung bisher definiert haben, konnten wir
einfachheitshalber einen geometrischen Raum definieren als den Raum R™. Die
Abbildung wére die identische Abbildung. Wir wiirden dann z.B., wie man es
haufig tut, die Punkte einer Ebene als Paare von reellen Zahlen auffassen. Man
hat sich an dieses Konzept gewohnt und hélt es fiir eine geeignete Realisierung
unserer geometrischen Vorstellung.

Dieses Konzept hat jedoch einen Nachteil. Im R™ ist ein einzelner Punkt aus-
gezeichnet, namlich der Nullvektor. Das ist im geometrischen Raum nicht der
Fall. Auflerdem hat man a prion sicherlich keine Addition von Punkten in einem
geometrischen Raum, wie auch immer er angemessen nach unserer Vorstellung
definiert wird. Ein geometrischer Raum hat offenbar sehr wenige Eigenschaften,
die vergleichbar sind mit der komplizierten Struktur eines Vektorraumes.

Eine der zentralen Eigenschaften eines geometrischen (flachen) Raumes ist je-
doch, dafl man eine Operation der Parallelverschiebung hat. Eine solche Opera-
tion, die jeden Punkte um dieselbe ,Strecke® in derselben ,Richtung“ verschiebt,
kann durch einen Vektor definiert werden. Und diesen Vektor wiederum gewin-
nen wir aus einem Punkt in seiner Ursprungslage und seinem Bild nach dieser
Verschiebungsoperation. Man erwartet, dafl man einen Punkt in jeden beliebi-
gen anderen Punkt des geometrischen Raumes verschieben kann und daB jeder
Vektor aus einem geeigneten Vektorraum eine Parallelverschiebung induziert.
SchlieBlich sollte eine gewisse ,Dreiecksregel” fiir Verschiebungen erfiillt sein.

Das sind dann aber schon die Axiome, die wir zur Definition (2.1) eines affinen
Raumes verwenden werden.
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Weiter werden wir die affinen Abbildungen einfiihren und sie vollstindig beschrei-
ben. Sie sind die Abbildungen, die wir mehr anschaulich z.B. als Rotationen,
Translationen, Scherungen und Spiegelungen kennen. Diese Konzepte werden
wir jedoch erst in den Kapiteln 8 und 14 genauer studieren.

Eine schéne nicht mit der Geometrie zusammenhéngende Anwendung der Theo-
rie der affinen Raume und der linearen Abbildungen ist die Theorie der linearen
Gleichungssysteme. Sie bringt auch fiir unsere Zwecke wichtige neue Methoden
und Resultate und wird im dritten Teil dieses Kapitels behandelt.

2.1 Allgemeine Theorie der affinen Raume

Wir wollen in diesem ersten Abschnitt den Punktraum A als Menge seiner Punkte
einfuhren. Seine Struktur erhalt er von einem Vektorraum V, der Parallelver-
schiebung mifit. Dadurch wird auch die Erfassung der Punkte mit gewissen
Koordinaten méglich werden.

2.1 Definition: Ein affiner Raum ist ein Tripel (4, V,7), bestehend aus einer
nichtleeren Menge A, einem K-Vektorraum V und einer Abbildung 7: A x A —
V mit den Eigenschaften:
a) fur jedes ain A und jedes v in V existiert genau ein bin A mit 7(a,b) = v,
b) fir alle a,b,c in 4 gilt 7(a,b) + 7(b,c) = 7(a,c).
V heifit der Translationsraum von A.
Firr das durch a € A, v € V eindeutig bestimmte b € A mit 7(a,b) = v schreiben
wir auch b =v + a.

2.2 Lemma. Die Abbildung V x A 5 (v,a) — v + a € A erfiillt folgende
Bedingungen

a) Vo,v' €V,a€e A: (v+v')+a=v+ (v +a),

b)VweVia€e Ad:v+a=a< v=0,

c)Va,be AJveV:b=v+a.

BEWEIS: Seiena' = v'+aund a” =v+a'. Dannist 7(a,a') = v' und 7(a’,a") =
v. Es folgt (v+v')+a = (v' +v)+a=(7(a,a') +7(a’,a")) +a =7(a,d")+a =
a" =v+da =v+ (v'+a). Zum Beweis von b) sei v + a = a oder 7(a,a) = v.
Wegen 7(a,a) + 7(a,a) = 7(a,a) ist 7(a,a) = 0 und damit v = 0. AuBerdem
zeigt 7(a,a) = 0 auch 0 + a = a. Die Behauptung c) folgt aus der Tatsache, daf
7 eine Abbildung ist. Man setze namlich v = 7(a,b). O

Man kann leicht zeigen, dafl man die Bedingungen aus 2.2 auch als Grundlage
der Definition von affinen Rdumen verwenden kann, d.h., dafl sie aquivalent zu
den in 2.1 gegebenen Bedingungen sind.

2.3 Definition und Lemma: Eine Teilmenge B eines affinen Raumes A =
(A4,V,7) heiBt affiner Unterraum von A, wenn es ein b € B und einen Unterraum
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UCVsogbt,daB B=U+b={u+b|u € U}. Dannist (B,U,r') mit der
Einschrinkung 7' von 7 ein affiner Raum. Weiter ist U = {r(b,b') | b' € B}.

BEWEIS: Wir zeigen zunichst, da 7': B x B — U wohldefiniert ist. Seien
b =u'+bund b =u" + b aus B. Dann ist u" = 7(b,b") = 7(b,b') + 7(¥',0") =
u' +7(b',0b"), also 7(¥',b") = u" —u' € U. Um a) zu zeigen, sei b' =u' + b€ B
und v € U. Dannist u+b = u+ (u' +b) = (v+ ')+ b € B, also gilt
(b, u +b') = 7'(b',u + b') = u. Die Eindeutigkeit des Punktes ¢ := u + ¥, der
diese Gleichung erfillt, folgt aus den Eigenschaften von 7. Damit ist Axiom 1
bewiesen. Axiom 2 gilt sogar fiir den ganzen affinen Raum A. Die Behauptung
U = {7(b,b") | ¥ € B} folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl jeder Vektor
u € U als u = 7(b,u + b) geschrieben werden kann und dafl B =U + b gilt. O

Wir bemerken hier auch, dafl durch die letzte Gleichung der Unterraum U
vollstandig durch die Punktmenge B bestimmt ist. Ein affiner Unterraum ist
also schon vollstindig durch die Angabe seiner Punktmenge B bestimmt.

2.4 Lemma. Sei A ein affiner Raum mit Translationsraum V. Sei B C A.
Wenn es ein ¢ € B gibt, so dal T(B) := {7(z,b) | b € B} ein Unterraum von
V ist, dann ist T(B) von der Wahl von z € B unabhingig und (B,T(B), ') ein
affiner Unterraum von A.

BEWEIS: Solange wir die Unabhangigkeit von T(B) von der Wahl von z € B
noch nicht bewiesen haben, wollen wir schreiben T,(B) = {r(z,b) | b € B}.
Sei T,(B) ein Unterraum von V. Sei y € B gegeben. Wir wollen T, (B) =
T.(B) zeigen. Sei 7(y,b) € Ty(B). Dann gilt 7(z,b) = 7(z,y) + 7(y,b), also
7(y,b) = 7(z,b) — 7(z,y) € Tz(B). Daraus folgt T,(B) C T,(B). Sei umgekehrt
7(z,b) gegeben. Weil T,(B) ein Unterraum ist, gibt es ein b' € B mit 7(z,b') =
7(z,y)+7(z,b) = 7(z,y) +7(y,b'). Daher muB 7(z,b) = 7(y,d") € Ty(B) gelten.
Um nun zu zeigen, dafl ein affiner Unterraum vorliegt, sei b € B. Dann ist
7(z,b) € T(B), also b = 7(z,b) + . Daraus folgt B C T(B) + z. Sei 7(z,b) €
T(B). Dann ist 7(z,b) + z = b € B, also auch T(B)+z C B. O

Mit der Definition des affinen Raumes, der Charakterisierung in Lemma 2.2 und
der Beschreibung von affinen Unterrdumen haben wir jetzt schon drei Metho-
den, um affine Raume angeben zu konnen. Die affinen Unterrdume eines affinen
Raumes sind fir uns besonders wichtig, weil sie die Grundlage fiir geometrische
fJberlegungen bilden. Die wichtigste Operation fiir geometrische Konstruktionen
ist das Schneiden von Geraden (und Kurven), oder allgemeiner das Schneiden
von affinen Unterrdumen. Der Schnitt zweier affiner Unterrdume braucht jedoch
nicht immer ein Punkt zu sein, wie das folgende Lemma und das anschlieflende
Beispiel zeigen.

2.5 Lemma. Sei (A,V, ) ein affiner Raum. Seien B und C affine Unterrdume.
Dann ist BN C entweder leer oder ein affiner Unterraum.
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BEWEIS: Wenn BNC leer ist, dann ist nichts zu zeigen. Sei z € BNC und seien
T(B) und T(C) die zugehérigen Translationsraume. Wir zeigen, da BN C =
(T(B)NT(C))+z gilt. Da der Durchschnitt von zwei Untervektorraumen von V
wieder ein Untervektorraum ist, ist nach Definition und Lemma 2.3 auch BN C
ein affiner Unterraum. Sei y € BN C. Dann ist 7(z,y) = v € T(B)NT(C),
alsoy =v+z € (T(B)NT(C)) +z. Ist umgekehrt v € T(B) N T(C), so gilt
v+ z € BNC. Damit sind die beiden Mengen gleich. O

2.6 Definition: Sei (4,V,7) ein affiner Raum. Die Dimension von A wird
definiert als dim(4) := dim(V).

2.7 Beispiel: V als Punktmenge zusammen mit dem Translationsraum V und
der Abbildung 7:V x V — V|, 7(v,w) := w — v ist ein affiner Raum. FEine
Teilmenge U + = des Vektorraumes V ist ein affiner Raum mit Translationsraum
U. Insbesondere sind Untervektorraume affine Unterrdume von V. Der Schnitt
zweier affiner Unterrdume, z.B. zweier Untervektorraume kann eine hohe Dimen-
sion haben, wie uns Satz 1.43 zeigt. Die (affinen) Geraden in V, d.h. nicht nur
die eindimensionalen Untervektorraume von V', sondern beliebige Geraden, sind
genau die eindimensionalen affinen Unterraume von V.

Die Situation zweier affiner Unterraume, die sich nicht schneiden, bedarf noch be-
sonderer Beachtung. Dazu beachten wir zundchst, daf es fiir Untervektorraume
T, und T, drei Méglichkeiten gibt: Ty C T3, Ty O T2 und T und T, unvergleich-
bar.

2.8 Definition: Seien B; und B, affine Unterrdume eines affines Raumes A4
mit Translationsraum V. B; und B, heifien parallel, wenn T'(B,) C T(B;) oder
T(B,) 2 T(Bz). Sonst heiflen B; und B; windschief.

2.9 Definition: Ein affiner Unterraum g eines affines Raumes A mit Transla-
tionsraum V heifit eine affine Gerade in A, wenn g ein eindimensionaler affiner
Unterraum von A ist.

Ein affiner Unterraum U eines affinen Raumes A der Dimension n wird affine
Hyperebene genannt, wenn er die Dimension n — 1 hat.

Ahnlich wie bei den Vektorraumen kann man auch unendliche Durchschnitte von
affinen Raumen bilden und erhalt als nicht-leere Durchschnitte wieder affine Un-
terraume. Weiterhin kann man in Analogie zur Summe von Untervektorriumen
auch soganannte affine Verbindungsrdume bilden. Damit werden wir uns spiter
bei den projektiven Rdumen noch eingehender befassen.

Sei a ein festgehaltener Punkt eines affinen Raumes (A4, V, 7). Da wir jeden Punkt
b € A eindeutig als b = v + a darstellen konnen, hat b bei vorgegebener Basis
v1,...,V, von V eine eindeutige Darstellung

b=a; - vi+...+a, v, +a.
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Ist A =V + a ein affiner Unterraum eines Vektorraumes W, so kann man den
Punkt (Vektor) b auch schreiben als

b=a; (v, +a)+...+a,,‘(v,,+a)+(1—Ea;)-a
=1
n+1
=B -(m+a)+. .. +Bn-(vn+a)+Basi-a  mit ) fi=1
i=1

Die a’s und (3’s lassen sich gegenseitig auseinander eindeutig berechnen als

n
(231 :ﬂl:'“aan:Bn’l—Zai :,Bn+1-

=1
Das gibt Anlafl zu der folgenden Definition.

2.10 Definition: Sei (4, V,7) ein affiner Raum. Seien py,...,pn41 Punkte aus
A. Seien a,...,a,4; Koeffizienten aus K mit 2?:11 a; = 1. Dann heifit

n+1 n
p= Z Qi - pi i= Zai *T(Pn+1,Pi) + Prt1
i=1 i=1
eine affine Linearkombination der Punkte p;,...,pn+1. Nach der Definition al-

lein hingt p von der Anordnung der Punkte pi1,...,pn+1 ab. Dafl das nicht der
Fall ist, zeigt das folgende Lemma.

2.11 Lemma. Der Wert der affinen Linearkombination p = E?:ll a; - p; mit
Z?:]l a; = 1 hangt nicht von der Wahl des ausgezeichneten (letzten) Punktes

Pn+1 ab.

BEWEIS: Wir zeigen Z:;l ;i T(Pn+t1,Pi) + Pnt1 = :':21 a;-7(p1,pi)+p1. Dann
folgt aus allgemeinen Symmetrieliberlegungen die behauptete Unabhingigkeit.
Wegen ¢ = 7(b,c) + b und 7(a,c) = 7(b,c) + 7(a, b) ist

n
Zai . T(Pn+1;Pi)+Pn+1 =

i=1

= Zai (7(p1,2:) = T(p1,Pat1)) + T(P1,Prt1) + P
=1

= Za.‘ T(p,pi) +(1 - Zai) -7(P1,Prt1) + P21
1=2 i=1

n+1
=Y o 7(p,p)+p. O

i=2
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2.2 Affine Abbildungen

Ebenso wie wir passend zu den Vektorrdumen geeignete (strukturerhaltende) Ab-
bildungen, genannt lineare Abbildungen oder Homomorphismen, definiert haben,
wollen wir jetzt auch zu den affinen Raumen geeignete Abbildungen definieren.
Dieses ist nicht nur ein Uberall konsequent durchgehaltes Prinzip mathematischen
Definierens und Arbeitens, sondern fiir uns auch unbedingt notwendig. Die ganze
Computer Graphik lebt in ihrem Kern von der Anwendung bestimmter Abbil-
dungen auf geometrische Figuren, von Rotationen, Translationen, Projektionen
und anderen Abbildungen. Dazu werden hier jetzt die Grundlagen gelegt.

2.12 Definition: Seien (A,V,7) und (B, W, ') affine Raume. Ein Paar (F, f)
von Abbildungen mit F: A — B, f:V — W heifit affine Abbildung, wenn f
eine lineare Abbildung von Vektorrdumen ist und wenn gilt:
Va,be€ A4 : f(r(a,b)) = 7'(F(a), F(b)).
Sind F und f dariberhinaus bijektiv, so heifit (F, f) ein Affinitat. Zwei affine
Réaume (4,V,7) und (B, W,7') heilen affin dquivalent, wenn es eine Affinitait
(F,f)I(A,V,T) - (BaW1T')

gibt.

2.13 Lemma. (F,f) ist genau dann eine affine Abbildung, wenn f eine lineare
Abbildung ist und wenn gilt

Vae€ A,v eV :F(v+a)= f(v)+ F(a).

BEWEIS: Seien v und b durch die (dquivalenten) Bedingungen v = 7(a,b) und
b =v + a verbunden. Dann sind auch F(b) = f(v) + F(a) und 7'(F(a), F(b)) =
f(7(a,b)) dquivalent. O

2.14 Lemma. Sei (F,f):(A,V,7) — (B,W,7') eine affine Abbildung. F ist
genau dann bijektiv, wenn f bijektiv ist.

BEWEIS: Wir bemerken zunichst, daf§ fir jedes a € A die Abbildung V 5 v —
v+a € A nach Definition bijektiv ist. Wenn (F, f) eine affine Abbildung ist und
a € A und b = F(a) € B fest gewahlt sind, dann ist das Diagramm

f
—

Vv
l
A

ST RS

F
——
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kommutativ, denn f(v) + F(a) = F(v + a). Daraus folgt unmittelbar die Be-
hauptung. O

2.15 Satz. Seien (A,V,7) und (B, W, ') affine R&ume und sei f:V — W eine
lineare Abbildung. Seien a € A und b € B zwei beliebige Punkte aus A bzw.
B. Dann gibt es genau eine Abbildung F: A — B, so daB (F, f) eine affine
Abbildung ist und F(a) = b gilt.

BEWEIS: Seien a € A und b € B. Wir definieren F(a') := f(7(a,a')) + b.
Dann gilt F(v + a') = f(7(a,v + a')) + b = f(7(a,a') + 7(a',a' +v)) + b =
f(v)+f(r(a,a"))+b = f(v)+F(a"), alsoist nach 2.13 (F, f) eine affine Abbildung.
Es gilt sogar F(a) = b. Weiterhin zeigt die obige Gleichung, daB F durch f,a
und b eindeutig bestimmt ist. O

Mit Satz 2.15 haben wir einen vollstandigen Uberblick iiber die Menge der affinen
Abbildungen

Afi(4, B) = {(F, f):(4,V,7) — (B,W,7")}

erhalten. Wir halten zunichst a € A fest. Jede affine Abbildung wird dann
vollstandig durch eine lineare Abbildung f:V — W und die Vorgabe eines
Punktes b € B durch F(a') = f(7(a,a')) + b beschrieben. Zwei verschiedene
Paare (f,b) und (f',b') fihren auch zu verschiedenen affinen Abbildungen F
bzw. F', weil F(a) = b und F'(a) = ¥/, f(v) = 7'(b,F(v + a)) und f'(v) =
7'(b, F'(v + a)). Weiterhin erhalt man jede affine Abbildung (F, f) durch & :=
F(a) und F(a') = f(7(a,a’)) + b. Also gilt

Afi(A, B) = Hom(V, W) x B.

Die Wahl eines anderen Punktes ¢ € A in der oben angegebenen Konstruk-

tion wird einen anderen Isomorphismus zwischen Aff(A4, B) und Hom(V,W) x B
induzieren.

Gilt A = B, und damit auch V = W, so kann man die durch f und b beschrie-
bene affine Abbildung auch auffassen als die lineare Abbildung f gefolgt von der
Translation mit dem Translationsvektor 7(a,b). Es gilt ndmlich

Flv+a)= f(v)+b=f(v)+7(a,b) + a.
2.16 Folgerung. Wenn die affinen Raume A und B einen gemeinsamen Trans-
lationsraum haben, dann sind sie affin dquivalent.
2.3 Lineare Gleichungssysteme und Matrizenumformungen

Eine der schénsten Anwendungen der Theorie der affinen Raume und der linearen
Abbildungen ist die Theorie der linearen Gleichungssysteme. Ist eine m x n-
Matrix M und ein Vektor b € K™ gegeben, so m6chte man gern alle Vektoren
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z € K™ bestimmen, die die Gleichung

z-M=b
oder in Komponentenschreibweise
a1+ .. Fom T = i
aijn 1+ ... FtQmp Ty, = ﬂn

erfilllen. Eine solche Gleichung nennt man ein lineares Gleichungssystem.

Wir wissen schon, dafl die Multiplikation von rechts mit einer Matrix M eine
lineare Abbildung von K™ nach K™ ist. Daher kdnnen wir alle im vorhergehen-
den Kapitel erworbenen Kenntnisse auf lineare Gleichungssysteme anwenden.
Bezeichnen wir wie im vorhergehenden Kapitel f = M, so ist

f7'() = {z € K™|z - M = b}.
Diese Menge heifit auch Losungsmenge des linearen Gleichungssystems.

2.17 Definition: Das lineare Gleichungssystem z - M = b heifit homogen, wenn
b = 0 gilt, sonst heifit es inhomogen.

Ein erster wichtiger Satz iiber Lésungen von linearen Gleichungssystemen ergibt
sich unmittelbar aus einigen schon bewiesenen Behauptungen.

2.18 Satz. Die Losungsmenge L eines linearen Gleichungssystems z - M = b
ist ein affiner Unterraum von K™. Ist b = 0, so ist die Lésungsmenge U des
homogenen Gleichungssystems ein Untervektorraum von K™. Ist z¢ eine Losung
des inhomogenen Gleichungssystems ¢ - M = b und U der Lésungsraum des
homogenen Gleichungssystems ¢ - M = 0, so gilt fir die Lésungsmenge des
inhomogenen Gleichungssystems L = U + z,.

BEWEIS: Nach Lemma 1.37 und Definition und Lemma 2.3 ist L = f~!(b) =
Kern(f)+ zo ein affiner Unterraum von K™, denn Kern(f) ist nach Lemma 1.35
ein Untervektorraum von K™. Weiter ist nach Definition U = Kern(f). O

Es gilt auch die Umkehrung des vorstehenden Satzes. Man kann sogar allgemein
affine Unterrdume mit Hilfe von linearen Gleichungssystemen beschreiben. Dies
geschieht im folgenden Satz und der daran anschliefenden Folgerung.

2.19 Satz. Sei B = U + z¢ ein affiner Unterraum des K™. Dann gibt es ein
lineares Gleichungssystem, dessen Lésungsmenge B ist.

BEWEIS: Man wahle eine lineare Abbildung f : K™ — K™ mit Kern(f) = U

und f = M. Das ist immer moéglich, wenn n 4 dim(U) > m ist. Weiter setze
man b:= f(zo). Dann ist B die Lésungsmenge vonz-M = 5. O
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2.20 Folgerung. Sei B ein affiner Unterraum des m-dimensionalen affinen
Raums (A,V,7). Dann gibt es eine Affinitit zwischen A und K™, die B bi-
jektiv auf die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems abbildet.

BEWEIS: Nach 2.13 kénnen wir eine Affinitat zwischen A und K™ mit Hilfe ei-
nes Isomorphismus f : V — K™ konstruieren. Dabei entsprechen sich jeweils
die affinen Unterraume nach Definition eines affinen Unterraums. Die affinen

Unterriume von K™ lassen sich als Losungsmengen von linearen Gleichungssy-
stemen beschreiben. O

Die Konstruktion des linearen Gleichungssystems im Beweis des Satzes kann man
sogar so gestalten, dal n = m — dim(U) gilt. Insbesondere kann man eine affine
Hyperebene durch eine einzelne Gleichung beschreiben. Diese Tatsache werden
spater noch weiter bendtigen.

Die Einsicht, nach der ein lineares Gleichungssystem als lineare Abbildung auf-
gefaBt werden kann, 18t auch Aussagen uber die Dimension des Losungsraumes
zu. Soweit das lineare Gleichungssystem ¢ - M = b mindestens eine Losung hat,
ist nach dem vorhergehenden Satz die Dimension des affinen Lésungsraumes
unabhingig von b, also die Dimension des Losungsraumes des homogenen Glei-
chungssystems. Wir wollen den Satz 1.38 liber die Dimension des Kerns und
Bildes einer linearen Abbildung anwenden. Dazu definieren wir zunachst in Ana-
logie zur Definition fiir lineare Abbildungen 1.39

2.21 Definition: Der Rang einer Matrix M ist die Dimension von Bild(ﬁ).
Wir schreiben rg(M) = dim(Bild(M)).

2.22 Satz. Sei M eine mxn-Matrix und z-M = b ein lineares Gleichungssystem,
das mindestens eine Losung besitzt. Dann ist die Dimension des Lésungsraumes

m — rg(M).

BEWEIS: folgt aus der vorhergehenden Diskussion. O

2.23 Satz. Seiz-M = b ein lineares Gleichungssystem mit einer m X n-Matrix.
Dann gelten:
a) Das Gleichungssystem ist genau dann I6sbar, wenn rg(}) = rg(M).
b) Das Gleichungssystem ist genau dann fir alle b € K™ losbar, wenn
rg(M) = n.
c) Ist das Gleichungssystem l6sbar, so ist die Lésung genau dann eindeutig,
wenn rg(M) = m.

BEWEIS: a) Die Matrix (A:) entsteht aus der Matrix M dadurch, dafl der Vek-
tor b als Zeilenvektor zur Matrix M an unterster Stelle hinzugefiigt wird. Der
Rang von (]:t) ist die Dimension des durch b und alle Zeilenvektoren von M auf-
gespannten Untervektorraumes von K™. Dieser Untervektorraum enthalt den
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lediglich von den Zeilenvektoren von M aufgespannten Untervek torraum. Diese
beiden Untervektorraume haben gleiche Dimension genau dann, wenn b linear
abhangig von den Zeilenvektoren von M ist. Genau dann ist aber .das Gleichungs-
system l6sbar, denn die gesuchten Werte fiir z;,...,zm, sind die Koeffizienten
der erforderlichen Linearkombination der Zeilenvektoren von M zur Darstellung
von b, also Z'";l z;a; = b mit Zeilenvektoren a; von M, was nur eine andere
Schreibweise des linearen Gleichungssystems ist.

b) Das Gleichungssystem ist genau dann fiir alle b lésbar, wenn die Abbildung
M surjektiv ist, genau dann, wenn die Zeilenvektoren von M den ganzen Raum
K™ aufspannen, genau dann, wenn rg(M) = n.

c) Es ist rg(M) = m genau dann, wenn der Kern von M Null ist. Das bedeutet
aber die Eindeutigkeit der Losungen aller 16sbaren Gleichungen z - M = 5. O

Die bisher gefundenen Aussagen Uber lineare Gleichungssysteme sind vorwiegend
theoretischer Art. Wir wenden uns jetzt praktischen Lésungswegen zu. Eines der
bekanntesten und wirkungsvollsten Verfahren ist das Gaufische Eliminationsver-
fahren. Dazu wandelt man die erweiterte Koeflizientenmatrix (1:[) nach einem
genau vorgeschriebenen Algorithmus in eine Matrix besonders einfacher Gestalt,
in eine sogenannte Stufenmatrix, um. Aus dieser 1a8t sich die Losungsmenge ein-
fach ablesen. Gleichzeitig 1afit sich auch der Rang des Gleichungssystems direkt
ablesen und die Tatsache, ob das Gleichungssystem tiberhaupt Lésungen besitzt.

Es gibt zwei im wesentlichen dquivalente Wege, die einzelnen Schritte des GauB-
schen Eliminationsverfahrens durchzufihren, die Multiplikation der erweiter-
ten Koeflizientenmatrix mit geeigneten Elementarmatrizen von rechts oder die
Durchfithrung elementarer Spaltenumformungen der erweiterten Koeffizienten-
matrix. Beide Verfahren sind leicht als Algorithmen auf dem Computer zu
implementieren. Wir beschreiben hier (zunéachst) das Verfahren mit Hilfe der
elementaren Spaltenumformungen.

Sei ein lineares Gleichungssystem z - M = b gegeben. Offenbar &ndern wir an der
Loésungsmenge nichts, wenn wir eine der Gleichungen mit einem Skalarfaktor A #
0 multiplizieren. Das lauft auf die Multiplikation der entsprechenden Spalte von
(1:1) mit A # 0 hinaus. Insbesondere kénnen wir einen solchen Prozef riickgingig
machen. Ebenso d&ndern wir an der Lésungsmenge nichts, wenn wir ein Vielfaches
einer Gleichung zu einer anderen Gleichung addieren. Auch diesen Prozef kénnen
wir riickgidngig machen. Er lduft auf die Addition eines Vielfachen einer Spalte
zu einer anderen Spalte der erweiterten Matrix (1:!) hinaus. Schliefllich kénnen
wir in demselben Sinne auch zwei Gleichungen bzw. zwei Spalten miteinander

vertauschen. Das fihrt uns zu der folgenden Definition.

2.24 Definition: Sei N eine Matrix. Eine elementare Spaltenumformung er-
ster Art S; ist die Multiplikation einer Spalte mit einem Faktor A # 0. Eine
elementare Spaltenumformung zweiter Art S, ist die Addition eines Vielfachen
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einer Spalte zu einer anderen Spalte. Eine elementare Spaltenumformung dritter
Art Sy ist die Vertauschung zweier Spalten.

Ist N die erweiterte Matrix eines linearen Gleichungssystems, so dndern ele-
mentare Spaltenumformungen die Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems
nicht, d.h. die Gleichungssysteme ¢ - M = b und z - M' = b' haben dieselben

Loésungsmengen, wenn (A;!,') aus (1:!) durch Anwendung von endlich vielen ele-
mentaren Spaltenumformungen hervorgeht.

Elementare Spaltenumformungen an der Matrix M und an der Matrix (I;l) be-
wirken eingeschrankt auf M sicherlich dasselbe, weil sie auf der Nullzeile gar
keine Anderung hervorrufen. Der (Zeilen-)Rang der Matrix M ist aber nach
2.22 gleich der Zeilenzahl von M minus Dimension des Lésungsraumes. Da der

Lésungsraum von z - M = 0 sich bei elementaren Spaltenumformungen von (1:;1)

nicht dndert und die Zeilenzahl von (1;4) ebenfalls konstant bleibt, &ndert sich

insbesondere auch der Rang der Matrix M nicht. Wir haben also erhalten:

2.25 Folgerung. Elementare Spaltenumformungen von Matrizen lassen deren
Rang invariant. O

Durch Anwendung geeigneter elementarer Spaltenumformungen lafit sich nun
eine Matrix wesentlich vereinfachen, namlich auf die Form einer Stufenmatrix.

2.26 Definition: Eine Matrix N ist eine Stufenmatriz, wenn fiir je zwei auf-
einanderfolgende Spalten b; und b;y; von N folgendes gilt: wenn die obersten k
Koeffizienten von b; Null sind, so sind die obersten k + 1 Koeffizienten von b;4,
Null oder b;4; ist der Nullvektor; weiterhin ist der erste von Null verschiedene
Koeffizient jedes Spaltenvektors b; eine Eins.

Ein lineares Gleichungssystem z - M = b hat genau dann eine Stufenmatrix als
erweiterte Koeffizientenmatrix, wenn es die folgende Form hat:

:B;l—i—'.. oot am T, = ﬂl
Ti, +... et omyTm = P
z;,+ ot amk T, = ﬂk (21)
0 = Bin
0 = ﬂn

mit 1) <t < ... <1 < ...

2.27 Satz. Jede Matrix M 1dft sich durch Anwendung geeigneter elementarer
Spaltenumformungen in eine Stufenmatrix S umformen.
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BEWEIS: Wir wollen den Beweis durch vollstindige Induktion 1ach der Anzahl
der Zeilen von M durchfithren. Dazu beschreiben wir einen Algorithmus U der
Umformungen von M.

Der Algorithmus U besteht aus mehreren elementaren Spaltenumformungen.
Wenn die erste Zeile von M nur mit Nullen besetzt ist, so fiihren wir gar keine
Umformungen durch.

Wenn ein von Null verschiedener Koeffizient in der ersten Zeile und der i-ten
Spalte von M steht, so vertauschen wir die i-te Spalte mit der ersten Spalte,
fiihren also eine elementare Spaltenumformung dritter Art durch.

Wir bemerken an dieser Stelle, dafl hier offenbar mehrere Wahlméglichkeiten
bestehen. Wir werden darauf zuriickkommen, wenn wir spater das Pivot-(Dreh-
punkt-)Verfahren besprechen.

Wir konnen also nach dieser Umformung davon ausgehen, dafl in der ersten
Zeile und ersten Spalte ein von Null verschiedener Koeffizient «;; steht. Als
nichstes multiplizieren wir die erste Spalte mit o}, eine elementare Spaltenum-
formung erster Art, und erhalten in der neuen Matrix den Koeffizienten Eins in
der ersten Zeile und ersten Spalte. Seien jetzt die Koeffizienten der ersten Zeile

(1, Qa12y... ,aln).
In der so erhaltenen Matrix addieren wir das (—ay;)-fache der ersten Spalte zur i-
ten Spalte fiir allez = 2,...,n. Das sind elementare Spaltenumformungen zweiter

Art. Dadurch erreichen wir, daf} in der ersten Zeile der Vektor (1,0,...,0) steht.
Damit ist der Algorithmus U vollstindig beschrieben. Am Schlufi haben wir
durch Anwendung von U auf M eine Matrix N := U(M) erhalten deren erste
Zeile entweder der Nullvektor oder der Vektor (1,0,...,0) ist.

Ist der erste Zeilenvektor von N der Nullvektor, so betrachten wir jetzt eine
Teilmatrix der Matrix N = (8;[i,7 = 1,...,n), namlich die Matrix

P21 B2z ... Pan
, Bs1 Pz2 ... Pan
N':= . . i
:Bm.l ,BmZ LR ﬂmn
Im anderen Fall mit (1,0,...,0) als erster Zeile betrachten wir
B2z P2z ... Pon
N B3z Pzz ... Pan

ﬂm2 ﬁmS ,an

Wenn wir eine elementare Spaltenumformung an der Matrix N' vornehmen, so
kénnen wir dieselbe elementare Spaltenumformung auch an der gréfleren Ma-
trix N vornehmen, ohne in N die erste Zeile (0,0,...,0) bzw. (1,0,...,0) zu
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verandern. Das sieht man sofort fir jede einelne der méglichen elementaren
Spaltenumformungen, weil durch sie in der ersten Zeile nur die Nullen betroffen
sind. In Falle des ersten Zeilenvektors (1,0,...,0) wird auch die erste Spalte
der Matrix N nicht gedndert, weil fir diese Spalte keine Umformungen von N'
induziert werden.

Da die Matrix N' kleiner als die Matrix M ist (gemessen an der Anzahl der
Zeilen), kann man sie per Induktionsannahme durch endlich viele elementare
Spaltenumformungen in eine Stufenmatrix umformen. Dieselben Umformungen
machen dann aber auch die Matrizen M bzw. N zu Stufenmatrizen. Der Prozess
bricht natiirlich ab, wenn die Matrix N’ null Zeilen oder null Spalten hat.
Insgesamt haben wir damit einen Algorithmus beschrieben, den mit Hilfe von ele-

mentaren Spaltenumformungen aus einer beliebigen Matrix M eine Stufenmatrix
S macht. O

Mit den angegebenen Umformungsverfahren kann man jetzt lineare Gleichungs-
systeme auf eine wesentlich einfachere Form bringen, nimlich die Form (2.1).
Das fithrt zu dem folgenden Gaufl-Jordan- Verfahren genannten Satz.

2.28 Satz. Seiz - M = b ein lineares Gleichungssystem. Man I6st dieses Glei-
chungssystem, indem man ('Z[) zundchst mit elementaren Spaltenumformungen
auf Stufenform bringt. Ist in der Darstellung (2.1) des Gleichungssystems in
Stufenform dann By4, = ... = B, = 0, so ist das Gleichungssystem lésbar, sonst
nicht. Man erhalt alle Losungen, indem man fiir alle j ¢ {i,...,1} beliebige
Werte fiir die z; wahlt und dann mit Hilfe von 2.1 die restlichen Werte der
Zi,,...,Zi, ausrechnet.

BEWEIS: Die Losungsmengen der linearen Gleichungssysteme z - M = a und
z-S = bstimmen Gberein, wenn die Matrix (f) aus der Matrix-(t’) durch elemen-
tare Spaltenumformungen hervorgeht, da sich nach der Bemerkung in 2.24 die
Lésungsmengen eines linearen Gleichungssystems bei elementaren Spaltenumfor-
mungen der erweiterten Gleichungsmatrix nicht andern. Das im Satz behauptete
Verhalten der Losungen ist dann aber direkt aus der Form (2.1) abzulesen. O

Mit diesem Satz kdnnen wir sowohl eine partikuldre Losung eines linearen inho-
mogenen Gleichungssystems bestimmen als auch den Lésungsraum eines linearen
homogenen Gleichungssystems. Damit kann man dann nach Satz 2.18 die ge-
samte Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssysiems bilden.

Wir wollen jetzt die Methode der Bildung von Stufenmatrizen auch noch anwen-
den auf die Berechnung der Inversen von invertierbaren oder reguliren Matrizen.
Die angegebene Methode ist besonders effektiv und kann leicht als Algorithmus
in einem Graphik Programm implementiert werden. Wir erinnern uns, dafl eine
regulire Matrix nach 1.41 quadratisch ist, d.h. in K(™™) liegt.
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2.29 Satz. Sei M eine (quadratische) n x n-Matrix. Die Matrix M ist genau
dann invertierbar, wenn sie durch elementare Spaltenumformungen in eine Ein-
heitmatrix dbergefihrt werden kann. Ist das der Fall, so erhilt man die inverse
Matrix zu M, indem man dieselben Spaltenumformungen, mit denen man M
in die Einheitsmatrix tberfihrt, auf die Einheitsmatrix in derselben Reihenfolge
anwendet.

BEWEIS: Zunichst zeigen wir, dafl man eine invertierbare Matrix M durch ele-
mentare Spaltenumformungen in eine Einheitsmatrix E,, umwandeln kann. Der
oben angegebene Algorithmus wandelt M in eine Stufenmatrix § um. Da nach
1.42 invertierbare Matrizen den Rang n haben, mufl auch die Stufenmatrix §
den Rang n haben, also n linear unabhdngige Zeilen. Das geht offenbar nur,
wenn keine der Spalten von S den Nullvektor ergibt. Dann miissen die Stu-
fen der Matrix S aber auf der Diagonalen liegen, d.h. S hat Koeffzienten Null
oberhalb der Diagonalen, Koeffizienten Eins auf der Diagonalen und beliebige
Koeflizienten unterhalb der Diagonalen. Zieht man geeignete Vielfache des letz-
ten Spaltenvektors von den iibrigen Spalten ab, so kann man durch solche ele-
mentaren Spaltenumformungen die letzte Zeile von S in den Vektor (0,...,0,1)
umwandeln. Ebenso kann man nun mit den anderen Zeilen verfahren, von der
(n — 1)-ten bis zur ersten Zeile. Man hat damit die Einheitsmatrix E, erhalten
und insgesamt nur elementare Spaltenumformungen angewendet.

Wir zeigen nun, daf} elementare Spaltenumformungen auch durch Multiplikation
mit geeigneten Matrizen von rechts erzielt werden kénnen. Das geht aus den
folgenden Matrizen-Produkten hervor.

1 0 0
38! ay; Qin
: 0 A 0
Qpi ... Qpi ... Qpn :
0 0 1
(351 /\a,,- ... Qan
Op1  +vv AOpi ... Onpn

Die zur Multiplikation von rechts verwendete Matrix hat Einsen in der Diagona-
len bis auf den Koeffizienten §;; = A, ist also von der Form E,, + (A —1)E;;, wobei
allgemein E,, die Einheitsmatrix und E;; eine mit Nullen und einem Koeffizienten
1 an der Stelle (¢, 7) besetzte Matrix bezeichnen. Die zur Multiplikation verwen-
dete Matrix hat E, + (A7} — 1)E;; als inverse Matrix. Sie ist daher invertierbar
und heifit Elementarmatriz erster Art.
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Weiter ist
1 .. 0\
a1y ... 03y ... 015 ... O]n 1 ... A
Qny ... Qpi ... Quj ... Qnp 1
\o . 1

[e 351 N 3T ces /\ah-+a1j . e Ain

Qnl .. Qpi .. AQpi+ Onj ... Qpp

Die zur Multiplikation von rechts verwendete Matrix hat Einsen in der Diago-
nalen und einen Koeffizienten §;; = A mit © # j. Alle anderen Koeflizienten
sind Null. Diese Matrix, die man als E, 4+ AE;; schreiben kann, hat als Inverse
E, — AE;; und ist damit invertierbar. Sie heifit Elementarmatriz zweiter Art.

SchlieBlich ist

(011 ce. 01 ... 015 ... Qlp 0 ... 1
\ 1 0
\®nl ... Qni ... Qnj ... QOnp

o

((111 ce. Q15 ... Oy e aln\
\anl cee Opj ... Qpg o ... a,m}

Die zur Multiplikation von rechts verwendete Matrix hat Einsen in der Diago-
nalen und Nullen an allen anderen Stellen mit Ausnahme von 8;; = §j; = 0 und
Bi; = Bji = 1 fir ein Paar 7 # j. Diese Matrix ist zu sich selbst invers und heifit
Elementarmatriz dritter Art.
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Wir haben also gesehen, dafi man elementare Spaltenumformungen durch Mul-
tiplikation von rechts mit gewissen (invertierbaren) Elementarmatrizen erzeugen
kann. Da sich jede invertierbare Matrix durch elementare Spaltenumformun-
gen in eine Einheitsmatrix (iberfihren 1a8t, erhalten wir mit den entsprechenden
Elementarmatrizen F,..., F, die Gleichung

M-F-...-F.=E,.
Durch Multiplikation von links mit der inversen Matrix M ~! erhalten wir
M M-F-....F,=M"'.E,,

oder
E, - F-...-F.=M™.

Damit ist auch die Aussage zur Berechnung der inversen Matrix durch elementare
Spaltenumformungen bewiesen. O

Aus diesem Satz erhalten wir als einfache Konsequenz

2.30 Folgerung. Jede invertierbare Matrix 18t sich als Produkt von Elemen-
tarmatrizen darstellen.

BEWEIS: Am Schlufl des vorhergehenden Beweises haben wir gesehen, daf§ sich
die Inverse M ™! einer invertierbaren Matrix M als Produkt von Elementarma-
trizen schreiben 1aft. Ersetzen wir M durch M ~!, so wird die davon inverse
Matrix M nunmehr auch als Produkt von Elementarmatrizen dargestellt. O

\’_Vir wollen jetzt mit den elementaren Spaltenumformungen noch einige konstante
Faktoren verbinden. Einer elementaren Spaltenumformung erster Art mit A # 0
ordnen wir den Faktor A™! zu. Einer elementaren Spaltenumformung zweiter
Art ordnen wir den Faktor 1 zu und einer elementaren Spaltenumformung drit-
ter Art den Faktor —1. Eine beliebige invertierbare Matrix M 1afit sich nach
2.30 als Produkt von Elementarmatrizen schreiben. Thr ordnen wir als Faktor
das Produkt der Faktoren der verwendeten Elementarmatrizen zu. Da die Ele-
mentarmatrizen zur Produkt-Darstellung von M nicht eindeutig bestimmt sind,
ist zundchst auch der M zugeordnete Faktor nicht eindeutig bestimmt. Man
kann jedoch tatsichlich zeigen, dafl dieser Faktor eindeutig bestimmt ist und
unabhingig von der Wahl der Elementarmatrizen zur Darstellung von M ist.
Dieser offenbar immer von Null verschiedene Faktor wird auch die Determinante
der Matrix M genannt. Wir werden die Determinante im folgenden nicht wei-
ter bendtigen. Daher beweisen wir auch nicht den genannten Satz. Wir sehen
jedoch, daf das genannte Verfahren zum Invertieren von Matrizen gleichzeitig
auch eine einfache Berechnung der Determinante ermoéglicht. Es gibt fir die
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Berechnung der Determinante auch noch andere Verfahren, die jedoch von Re-
chenaufwand her im allgemeinen wesentlich ungiinstiger sind. Wir sollten noch
erwahnen, dafl man auch singuldren (nicht invertierbaren) quadratischen Matri-
zen eine Determinante zuweist, namlich die Determinante Null.



3 Euklidische Vektorraume und euklidische Raume

Bei der Konstruktion von Bildern von geometrischen Objekten geniigen die bis-
" her eingefiihrten Begriffe nicht, um die geometrischen Objekte sinnvoll zu be-
schreiben und das Verhalten von Abbildungen, insbesondere von Verzerrungen,
zu studieren. Zentrale Begriffe, die wir bisher nicht eingefiihrt haben, sind der
Abstand zwischen zwei Punkten, die Lange eines Vektors und der zwischen zwei
Vektoren eingeschlossene Winkel, mit dem z.B. Rotationen oder Drehungen be-
schrieben werden kénnen. Diese Begriffe sollen in diesem Kapitel untersucht
werden. Wir betonen nochmals, dafl wir von den betrachteten Vektorrdumen
immer voraussetzen, daf sie endlich-dimensional sind.

3.1 Euklidische Vektorraume

Die in diesem Abschnitt einzufiihrenden Begriffe bendtigen zu ihrer Definition
eine Anordnung der Elemente des Korpers K, so dafy zusitzlich gewisse Eigen-
schaften beziglich der Addition und der Multiplikation erfiillt sind. Das kann
man im Prinzip nur in dem uns am meisten interessierenden Kérper R der reellen
Zahlen machen. Wir werden diesen daher von Anfang an zugrunde legen.

3.1 Definition: Sei V ein (endlich-dimensionaler) Vektorraum tiber dem Kérper
R der reellen Zahlen. Eine Abbildung

o:VxV>3(vw)— (v,w) ER

heifit ein Skalarprodukt auf V, wenn folgende Axiome erfullt sind:

1) (v + v,w) = (u,w) + (v, w) fur alle v,v,w in V;

2) (Av,w) = A(v,w) fir alle A in R und alle v, w in V;

3) (v,w) = (w,v) fir alle v,w in V;

4) (v,v) >0 fur allev #0in V.
Der Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt o wird dann ein eukli-
discher Vektorraum genannt.

Wegen des Gesetzes 3) wird die Abbildung o symmetrisch genannt. Wegen dieser
Symmetrie gelten auch die Gesetze

1’) (w,u +v) = (w,u) + (w,v) fur alle u,v,w in V;

2") (w, Av) = M(w,v) fir alle A in R und alle v,w in V.
Wenn die Gesetze 1), 2), 1’) und 2’) zusammen fir die Abbildung o erfiillt sind,
dann heifit o eine Bilinearform. Ist das Gesetz 4) erfillt, so nennt man ¢ auch
positiv definit. Wir bemerken noch, dafl aus dem Gesetz 2) sofort folgt (0,0) = 0,
zusammen mit 4) also (v,v) > 0 fur alle v in V.

Bevor wir die Bedeutung dieser recht abtrakten Begriffsbildung genauer unter-
suchen, geben wir zwei Beispiele fiir euklidische Vektorrdume an.
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3.2 Beispiel: 1) Dieses erste Beispiel verwendet das sogenannte kanonische
Skalarprodukt im reellen Vektorraum R™. Fir zwei Vektoren (a;,...,a,) und
(B1,---,Bn) definieren wir

@1y ran)y(Bry--1Ba)) = ((a1s- -y an),(B1,- -, Bn)) := za,- - B;.

Man sieht sofort, daf dieses Produkt eine Matrizenmultiplikation darstellt:

B n
(a1, yan),(Bry-yBa)) = (a1 oo @n) | ¢ =<Za,~-ﬂ,~>.
Bn =t

Nach Kapitel 1.2 (M3) und (M4) ist die Matrizen-Multiplikation aber linear im
ersten Argument, d.h. es gelten die Gesetze 1) und 2). Die Symmetrie 3) ist
trivialerweise erfiillt, weil die Multiplikation in R kommutativ ist. Berechnen
wir das Skalarprodukt (v,v) fur einen Vektor v = (ay,...,a,) # 0, so erhalten

wiIr
2

a1y yan), (@1, yan)) =a2 +...+a% >0,
weil Quadrate in R immer positiv oder Null sind. Damit ist auch das Gesetz
4) erfillt. Das so konstruierte Skalarprodukt auf dem Vekrorraum R™ wird
das kanonische Skalarprodukt des R™ genannt. Mit ihm ist R™ ein euklidischer
Vektorraum.

2) Ein zweites Beispiel eines Skalarprodukts auf dem Vektorraum R?® erhalten
wir durch die Definition

2 0 1 8,
((alya27a3))(ﬂlaﬂ2aﬂ3)>::(al Qo aa)‘ 01 0 . ﬂg
10 1 Bs

=2a,01 + azf2 + asfs + azf + a1 fs.

Da auch hier wieder eine Matrizenmultiplikation vorliegt, sind die Gesetze 1) und
2) erfiillt. Die Symmetrie liest man direkt an der explizit angegebenen Summe
ab. Ursache hicrfir ist, daf} die verwendete 3 x 3-Matrix symmetrisch ist, d.h.
bei Spiegelung an der (Haupt-)Diagonalen sich nicht dndert. Um zu zeigen, dafl
o posivit definit ist, betrachten wir (v,v) = ((o,,7),(a,8,7)) = 2a% + B? +
7% + 2acy fiir einen Vektor v = (e, 8,7) # 0. Sind beide Koeffizienten a = v =0,
so ist B # 0 und (v,v) = 2 > 0. Ist mindestens einer der Koeffizienten o
oder 4 von Null verschieden, so geniigt es zu zeigen, da 2a% + 2ay + 92 > 0
gilt, weil (v,v) = 202 + B2 + 9% + 2ay7 > 2a? + 42 + 2ay ist. Im Falley =0
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ergibt sich das einfach als 2a? > 0. Ist 4 # 0, so betrachten wir die Ungleichung
22 +z+1/2=(z+1/2)2+1/4 > 1/4 > 0. Ersetzen wir z durch a/y und
multiplizieren wir die Ungleichung mit der positiven Zahl 242, so erhalten wir
202 + 2ay +4? > 0. Damit ist o ein Skalarprodukt und (R?, o) ein euklidischer
Vektorraum.

3.3 Lemma. Sei (V,0) ein euklidischer Vektorraum und U C V ein Untervek-
torraum. Dann ist U zusammen mit dem induzierten Skalarprodukt o|yxy: U X
U — R ebenfalls ein euklidischer Vektorraum.

BEWEIS: Die Bedingungen 1) bis 4) lassen sich ohne weiteres auf U einschranken,
sind also auch in U erfillt. O

Nachdem wir nun Beispiele, insbesondere aber das Standard-Beispiel, fiir eu-
klidische Vektorraume kennen, kénnen wir damit einen wichtigen geometrischen
Begriff schon definieren, namlich den Begriff der Norm eines Vektors. Wir kdnnen
uns darunter so etwas wie die Lange des Vektors vorstellen. Weiter unten werden
wir die grundlegenden Eigenschaften der Norm genauer festlegen. Wir halten hier
aber schon fest, daf lediglich der Nullvektor die Norm (Léange) Null haben wird.
Ebenso wiachst die Norm eines Vektors proportional zu Faktoren, mit denen wir
den Vektor multiplizieren. Die am schwierigsten zu beweisende Eigenschaft der
Norm wird Dreiecksungleichung genannt. Sie besagt im wesentlichen, daff die
Summe der Langen zweier Seiten eines Dreiecks grofler oder gleich der Lange der
dritten Seite ist. Ehe wir jedoch diese Aussage beweisen konnen, miissen wir
eine wichtige Ungleichung beweisen.

3.4 Definition: Sei (V, o) oder kurz V ein euklidischer Vektorraum. Dann heifit

ol == v/ {v,v)

die Norm des Vektors v € V. Die Quadratwurzel aus (v,v) ist immer definiert,
weil o positiv definit ist und damit immer (v,v) > 0 gilt. Ein Vektor v heifit
normiert, wenn ||v]| = 1 ist.

Wir beweisen als erstes eine wichtige Ungleichung, die auch in anderen ma-
thematischen Teilgebieten grofle Bedeutung hat. Sie gilt auch in unendlich-
dimensionalen euklidischen Vektorrdumen. Wir benétigen sie, um die aus dem
Skalarprodukt abgeleiteten geometrischen Begriffe zu untersuchen.

3.5 Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). In einem euklidischen Vek-
torraum V gilt fiir alle v,w € V:

(v,'w)2 < ('U,’U) ' (waw)'
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Gleichheit gilt in dieser Ungleichung genau dann, wenn v und w linear abhingig
sind.

BEWEIS: Fir w = 0 ist die Aussage des Satzes klar.
Wir nehmen also jetzt w # 0 an. Zunachst gilt die folgende Ungleichung:

0 < (v—aw,v — aw) = (v,v) — 2a(v,w) + o*(w, w).
Wir setzen a := (v, w)/(w,w), multiplizieren mit (w,w) und erhalten
0 < (v,v){w,w) — 2(v,w)(v,w) + (v,w)(v,w) = (v,v){w,w) — (v,w)(v,w).

Damit ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung schon bewiesen.

Um die Aussage tber die lineare Abhéngigkeit zu beweisen, sei v = fw. Dannist
(v,w) - (v,w) = B*{w,w)? = (v,v) - (w,w), also gilt Gleichheit. Gelte umgekehrt
Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Ist einer der Vektoren v, w
Null, so sind die beiden Vektoren linear abhingig. Wir kénnen also v # 0 und
w # 0 annehmen. Wegen 0 < (v,v) - (w,w) = (v,w)? ist dann auch (v,w) # 0.
Wir rechnen

0 = (v,v) — 2(v,v) + (v,v)

o pl) ) | ) )
= (v,v) =2 (v, w) (v,w)-(v,w)( v)
_ ('U,‘U) w (’U,‘U)'(’U,’U) w.w
(v, ) 2(v,w) (v, >+(v,w).(v,w)< )
( (v7v) _ (v,v)
(v,w) 7 (v, w)

Da die Bilinearform positiv definit ist, folgt dann v — ({v,v)/(v,w)) - w = 0.
Damit sind v und w linear abhingig. O

Mit dieser Ungleichung kénnen wir jetzt die Eigenschaften der Norm beweisen.

3.6 Satz. Fir die Norm in einem euklidischen Vektorraum V gelten die folgen-
den Rechenregeln:

1) || Av|| = |Al||v]| fir alle A € R und allev € V;

2) |lv + w]| < ||v|| + ||w]|| fir alle v,w € V (Dreiecksungleichung);

3) aus ||v|| = 0 folgt v = 0.

BEWEIS: 1) Es ist [|Av]| = /{0, M) = /A0, ) = |A|\/(v,0) = [A[][]].
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2) Wir berechnen mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

\/vv —|-\/ww
Foll + llwll)*.

Daraus folgt ||v + w|| < ||v|| + ||w||-
3) Mit ||v|| = 0 ist auch ||[v||> = (v,v) =0, alsov =0. O

v +w|® = (v +w,v +w)
= (v,v) + 2(v w) + (w, w)
= (v,v) + 2v/ (v, w) (v, w) + (w,w)
< (v,9) +2v/ (v, 9){w, w) + (w,w)
(
(

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erlaubt es nun auch, noch weitere geo-
metrische Begriffe sinnvoll aus dem Skalarprodukt zu entwickeln. Insbesondere
wollen wir jetzt den Begriff des Winkels einfiihren. Dazu setzen wir voraus,
daB der Leser mit den grundlegenden Eigenschaften der Cosinus-Funktion cos(z)
vertraut ist, insbesondere dafl diese Funktion Werte genau zwischen —1 und 1
annimmt und den Bereich zwischen 0 und m (monoton fallend) bijektiv auf das
Intervall [—1,1] abbildet.

3.7 Definition und Lemma: Wir nennen zwei Vektoren v und w orthogonal
oder senkrecht zueinander, wenn (v,w) = 0 gilt.

Wir definieren den Winkel ¢ € [0, 7] zwischen den Vektoren v # 0 und w # 0
durch die Gleichung

(v, w)

lloll - flwll”

Damit der Winkel durch diese Gleichung eindeutig definiert ist, beachten wir,
daB aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (v, w)? < |jv||?||w|? folgt —1 <
v, w) < 1. Damit ist der Wert von A% innerhalb des Wertebereiches

Joll - flwll = o]l - I|w

der Cosinus-Funktion und der Winkel innerhalb des festgelegten Intervalls auch
eindeutig bestimmt. O

cos(¢) =

Es werden insbesondere die Werte 1 und —1 angenommen, z.B. fir v # 0 und
w = tv. Die Winkel 0 bzw. 7 treten sogar genau dann auf, wenn die Vektoren
v und w linear abhingig voneinander sind. Das ist ein Hinweis darauf, daf} der
so eingefithrte Winkelbegriff sich sinnvoll in unsere bisherigen Untersuchungen
einpaflt. Man beachte, dafl nach unserer Definition keine Winkel tber 180°
auftreten konnen, denn unsere Winkel sind auf den Bereich zwischen 0 und =
beschrankt.

Ist einer der beiden Vektoren v oder w Null, so ist der eingeschlossene Winkel
nicht definiert. Wir sagen aber immer noch, daf} die beiden Vektoren senkrecht
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oder orthogonal zueinander sind. Sind beide Vektoren jedoch von Null verschie-
den, so sind sie genau dann senkrecht zueinander, wenn (v,w) = 0 gilt, genau
dann, wenn der eingeschlossene Winkel 7/2 = 90° ist. Dafl der Winkelbegriff
sinnvoll ist, ergibt sich auch aus der Giiltigkeit des Satzes von Pythagoras.

3.8 Satz des Pythagoras. Seien v,w € V, einem euklidischen Vektorraum,
orthogonal zueinander. Dann gilt

loll® + llwll* = [l + w]*.

BEWEIS: Wir berechnen unter Beriicksichtigung von (v, w) = 0 einfach

lv +wll* = (v +w,v +w) = (v,0) +2(v,w) + (w,w) = [o]* +[Jw]|*>. O

Aus den gegebenen Definitionen folgt nunmehr eine andere mégliche Definition
des Skalarprodukts fiir den Fall, dafl im Vektorraum V der Begriff des Winkels ¢
zwischen Vektoren v und w und der Norm schon bekannt sind. Durch Umstellen
der definierenden Formel in 3.7 erhalt man namlich

(v, w) = [Jv]| - |w]| - cos(8).

3.9 Beispiel: Esist jetzt an der Zeit, die gefundenen Begriffe an einem Beispiel
zu verdeutlichen. Wir betrachten den euklidischen Vektorraum R2 mit dem
kanonischen Skalarprodukt. Seien die Vektoren v := (—2,3) und w := (6,4)
gegeben. Dann erhalten wir fir die Norm dieser Vektoren

vl = V{v,v) = V4 + 9 = V13 = 3.60555;

lw| = /(w,w) = V36 + 16 = v/52 = 7.2111.

Weiter sind die beiden Vektoren senkrecht zueinander, denn

(v, w) = ((~2,3),(6,4)) = —12 + 12 = 0.

Damit kénnen wir auch den Satz des Pythagoras auf diese beiden Vektoren
anwenden und erhalten tatsachlich

[oll? +llwl|* = 13+52 = 65 = 16 +49 = [|(4,7)I| = [[(=2,3) +(6,4)]| = [lv +w]*.

Schliefllich bestimmen wir noch den Winkel zwischen v bzw. w und v + w als

((_2)3)’(4’7)) 13

cos(¢y) = 1(=2,3)] - 1(4, D)l - V13 -/65

= 0.44721
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oder ¢; = 63.4349° = 1.1071487(rad) = 0.3524167 und

((6,4),(4,7)) _ 52

16,1 14D~ vB2-v65 0.894427

cos(¢y) =

oder ¢ = 26.5651° = 0.4636476(rad) = 0.147584m. Man sieht, daf sich in
diesem Dreieck die Winkel zu 180° aufsummieren. Tatsachlich hatten wir auch
nichts anderes erwartet. Man kann namlich den Satz iiber die Winkelsumme im
Dreieck ganz allgemein in den von uns eingefuhrten Begriffen beweisen.

Nachdem uns jetzt die Begriffe der Norm und der Orthogonalitidt von Vektoren
zur Verfiigung stehen, kdnnen wir uns mit dem fiur euklidische Vektorraume
geeigneten Basisbegriff befassen. Er kommt der geometrischen Vorstellung sehr
viel mehr entgegen, als der in Kapitel 1 eingefiihrte allgemeine Begriff einer Basis.
Man kann jetzt fordern, dafl die Basisvektoren die Linge oder Norm 1 haben und
dafl sie paarweise senkrecht aufeinander stehen oder orthogonal zueinander sind.
Das fihrt uns zu der folgenden

3.10 Definition: Eine Basis by,...,b, eines euklidischen Vektorraumes V heifit
Orthonormal-Basis, wenn alle Basisvektoren normiert sind (||b;]| = 1) und paar-
weise orthogonal ((b;,b;) = 0) sind.

Es erhebt sich sofort die Frage nach der Existenz einer Orthonormal-Basis in
einem euklidischen Vektorraum. Wir erinnern uns an die Konstruktion einer be-
liebigen Basis in einem endlich erzeugten Vektorraum (Satz 1.9). Ausgehend von
einer endlichen Erzeugendenmenge haben wir so lange linear abhangige Elemente
entfernt, bis dies nicht mehr moglich war. Die Restmenge war dann eine Basis.
Die Bestimmung von linear abhangigen Elementen konnte mit Hilfe der Theorie
der linearen Gleichungssysteme durchgefiithrt werden, insbesondere durch Rang-
bestimmung gewisser Matrizen. Dies wiederum war durch ﬁbergang zZu einer
Stufenmatrix mit Hilfe von elementaren Spaltenumformungen mdéglich. Insge-
samt haben wir hier also ein algorithmisches Verfahren zur Bestimmung einer
Basis aus einer vorgegebenen Erzeugendenmenge. Wir werden nun einen Schritt
weiter gehen. Ausgehend von einer Basis wollen wir einen Algorithmus (ein
Verfahren) angeben, wie man aus einer beliebigen Basis eine Orthonormal-Basis
machen kann.

3.11 Satz (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Ge-
geben sei eine Basis by,...,b, in einem euklidischen Vektorraum. Dann bilden
die nach folgendem Verfahren gefundenen Vektoren cy,...,c, eine Orthonormal-
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Basis:
dy := by;
1
c = —‘—dl'
fldafl
i-1
d, = b, — Z(b;,cj)cj;
j=1
1
c; = d;.
lld:ll

BEWEIS: Offenbar hat dieses Verfahren 2n Schritte und verwendet in jedem
Schritt die in den vorhergehenden Schritten gewonnenen Vektoren. Es ist un-
mittelbar klar, dafl die so gewonnenen Vektoren c¢; normiert sind, denn es ist
H||.11_i|]di“ = }—‘l%:hl = 1. Weiter sind die Vektoren c; und c; (i # k) genau dann
orthogonal zueinander, wenn es d; und ¢ sind, weil sich ¢; und d; nur durch
einen skalaren Faktor unterscheiden. Wir haben fiir alle k < 1:

&

1i—1

(diyek) + = (biyer) — () _(biscj)esyck)

!\.
=l

= (bi,ck) — ) _(biye5)(cj,cr)
1=1
= (bi,cx) — (biscr) =0. O

Um Vektoren bezliglich einer Orthonormal-Basis darzustellen, kann man wie in
1.44 eine Transformationsmatrix aufstellen, um mit ihr die Koeflizienten fur die
Darstellung eines Vektors umrechnen. Es gibt aber noch eine weitere Methode
zur Bestimmung der Koeffizienten eines Vektors beziiglich einer Orthonormal-
Basis.

3.12 Satz. Gegeben seien eine Orthonormal-Basis by,...,b, In einem euklidi-
schen Vektorraum und ein Vektor v € V. Dann hat v die Basis-Darstellung

v = zn:('v,bi) . b,‘.
=1

BEWEIS: Der Vektor v besitzt eine Basis-Darstellung v = Zi a; - b;. Wir bilden
(v,0;) = (3o @i - biyb;) = 3, ai(bi, bj) = aj und erhalten v = Z:;l(v,bi) -b;.0
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3.13 Beispiel: Wir setzen das Beispiel 3.9 fort und verwenden die Vektoren
v = (-2,3) und w = (6,4) im euklidischen Vektorraum RZ?. Diese Vektoren
sind offenbar linear unabhéngig, bilden also eine Basis. Auch die Vektoren
v und v + w = (4,7) bilden eine Basis. Aus den letzteren beiden Vektoren
wollen wir nach dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren eine
Orthonormal-Basis konstruieren. Es sei also b; = (—2,3) und b, := (4,7). Dann
erhalten wir

1 -2 3
=Y = (U )
3 -2 3

dy = b = (b er)er = (4,7) = (4,1, ) (2, )
= (41 7) - (—2’3) = (6a4);
_ 1 4 3 2

(6,9 = (- —=) =
(6, )" V62’ VB2T V13’ V13
Die beiden so gefundenen Vektoren ¢; und ¢, sind tatsachlich normiert und

zueinander orthogonal, bilden also eine Orthonormal-Basis. Als letztes stellen
wir den Vektor v + w = (4, 7) beziiglich dieser neuen Orthonormal-Basis dar als

)-

v+w=(v+w,c1)er + (v +w,ca)cr
1 1
= <(4,7), \/__ﬁ(_2’3))01 + <(4,7), —1—3—(3,2))62

= V13¢; + 2V13c.

An dieser Rechnung ist schon zu sehen, daf ein Programm fir das Orthonorma-
lisierungsverfahren wesentlich effektiver sein wird, als die Durchfithrung durch
Rechnen per Hand.

Damit schlieBen wir die Untersuchung von Orthonormal-Basen zunidchst ab.
Wir haben mit der Einfiihrung des Skalarprodukts auch die Moglichkeit davon
zu sprechen, dafl ganze Untervektorriume senkrecht aufeinander stehen. Wir
koénnen solche Untervektorrdume sogar konstruieren.

3.14 Definition und Lemma: Seien zwei Untervektorraume U und U' im
euklidischen Vektorraum V gegeben. Wir sagen, dal U orthogonal zu U’ ist,
wenn fir alle w € U und alle u' € U’ gilt (u,u') = 0.

Sei U ein Untervektorraum des euklidischen Vektorraumes V. Dann definieren

wir
Ut :={veV|{u,v) =0firalleu € U}.

U+ ist der grofte Untervektorraum von V, der orthogonal zu U ist, und heifit
orthogonales Komplement zu U.
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BEWEIS: Da mit (u,v) = 0 und (u,v') = 0 auch (u,v+v') =0 und (u,a-v) =
0 gelten, ist UL nach 1.16 ein Untervektorraum von V. Ein beliebiger zu U
orthogonaler Untervektorraum U’ mufl nach Definition von U+ aber schon in
U+ liegen. O

3.15 Satz. Sei U ein Untervektorraum des euklidischen Vektorraums V. Dann
gelten

)V=UeU+

2) dimU+ = dimV — dimU;

) U++ =U.

BEWEIS: 1) Seiu € UNUL. Danngilt (u,u) = 0, weilu € U und u € U+. Damit
ist auch u = 0. Sei v € V und by,...,b, eine Orthonormal-Basis von U. Dann
istv= (3, (v,b:)-b;)+(v— Y1, (v,b;) -b;). Offenbar gilt 3°7_, (v,b;)-b; € U.
Fiir u = 2;21 aj-bjist

™ ™

(w0 =) (v,b;) - b;) = (Z aj - bj,v— > (v,bi) - bi)

1=1 1=1

= Zaj(bj,v) - ZZaj(v,bi)(bj,b,-) =0.

j=11i=1

Also ist v — 2:=1(v,b,~) -b; € U+. Damit haben wir aber v € U + U+, also
V=UeU™.

2) folgt aus 1) mit 1.43.

3) folgt aus U C U+t und dimU = dimV — dimU+ = dim U++ mit 1.20. O

3.2 Euklidische Raume

Die im ersten Abschnitt eingefiihrten geometrischen Konzepte, die aus einem
Skalarprodukt in einem euklidischen Vektorraum entspringen, uibertragen sich
auch auf affine Rdume iber einem euklidischen Vektorraum.

3.16 Definition: Ein euklidischer Raum ist ein Quadrupel (A, V,r, o), wobei
(A,V,7) einen affinen Raum bildet und (V, o) ein (reeller) euklidischer Vektor-

raum ist.

In euklidischen Raumen steht uns also zunéichst einmal die gesamte Theorie der
affinen Raume zur Verfiigung. Aus der euklidischen Struktur des Vektorraumes
V lassen sich aber weitere Eigenschaften von A entwickeln.

3.17 Definition: Sei (A, V,7,0) oder kurz A ein euklidischer Raum. Der Ab-
stand zweier Punkte p,q € A wird definiert als ||p,q|| := ||7(p, 9)||-
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3.18 Lemma. Fir den Abstand in einem euklidischen Raum gelten folgende
Rechenregeln:

1) llp,qll = llg, pl| fiir alle p, g € A (Symmetrie);

2) lp,7|l < llp,qll + |lg,r|| fiir alle p,q,7 € A (Dreiecksungleichung);

3) ||p,ql| = 0 genau dann, wenn p = q.

BewEis: 1) Es gilt |[p, g/l = [[7(p, O)ll = || = 7(g,2)Il = I7(g,P)]l = llg,pl-
2) Es gilt |lp,7|| = lI7(p,")Il = lI7(pyq) + 7(g,7)I < 7 Il + lI7(g,7)Il =
7, qll + llg, =l

3) Es gilt ||lp, g/l =0 <= |I7(p, )l =0 <= 7(p,q) =0 <= p=gq. O

Die in Punkt 2) des Lemmas genannte Dreiecksungleichung ist erst die rich-
tige Dreiecksungleichung, denn sie bezieht sich auf drei unabhangig voneinander
wahlbare Punkte, die man als Eckpunkte eines Dreiecks ansehen kann, und auf
deren Abstinde. Mit 2) wird nun tatsdchlich ausgesagt, dal die Summe der
Langen zweier Seiten eines Dreiecks grofler oder gleich der Lange der dritten
Seite ist.

Eine Abbildung ||-,-]| : A x A — R, die die Eigenschaften des Lemmas erfillt,
heifit auch eine Metrik, und der Raum A zusammen mit einer Metrik heifit me-
trischer Raum. Wir werden diese Begriffe aber nur im Zusammenhang mit eu-
klidischen Raumen verwenden.

3.19 Definition und Lemma: Sei B C A ein affiner Unterraum eines eukli-
dischen Raumes A. Der zu B gehodrige Translationsraum U ist ein Untervektor-
raum des euklidischen Translations-(Vektor-)raumes V von A. Wegen 3.3 ist U
ein euklidischer Vektorraum und damit B ein euklidischer Raum. Wir nennen
B auch einen euklidischen Unterraum von A. O

3.20 Definition: Seien B = U+bund B' = U'+b' zwei euklidische Unterraume
des euklidischen Raumes A. B und B' heiflen orthogonal zueinander, wenn sich
B und B’ schneiden und U und U' orthogonal zueinander sind.

Zu jedem nichtleeren euklidischen Unterraum B = U + b gibt es einen dazu
orthogonalen Unterraum, namlich B' = U1 4 b. Dieser ist im allgemeinen nicht
eindeutig bestimmt, sondern héangt von der Wahl von b ab.

Mit dieser Definition ist jedoch Vorsicht geboten. Zwei Ebenen im dreidimen-
sionalen Raum, die ”senkrecht aufeinander” stehen, sind im obigen Sinne nicht
orthogonal! Das kann allein schon aus Dimensionsgriinden nicht der Fall sein,
denn wenn zwei Untervektorraume U und U’ orthogonal zueinander sind, so gilt
U' C U, also dimU + dimU' < dimV. Bei den genannten Ebenen im R®
enthdlt die eine lediglich einen euklidischen Unterraum der Dimension 1, der zu
der zweiten Ebene orthogonal ist.
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3.21 Definition und Lemma: Wir betrachten jetzt zwei affine Geraden g;, g,
in einem euklidischen Raum A4, die sich im Punkt p schneiden. Sie sind nach der
obigen Uberlegung euklidische Geraden, d.h. euklidische Raume der Dimension
1. Seien ¢; € g;,1 = 1,2, zwei Punkte auf den jeweiligen Geraden, die verschieden
sind von p. Dann konnen wir den Winkel ¢ = ¢(g;1,g2) durch

cos — {r(p,q1), 7(P, 92))I
(o, 92)): o, a1l - llp, g2l

bilden. Wir nennen ihn den von den Geraden g; und g, eingeschlossenen Winkel.
Er hingt nicht von der Wahl der Punkte g; ab. Sind die beiden Geraden gleich,
so sei der von ihnen eingeschlossene Winkel 0.

BEWEIS: Seien g; € g; weitere von p verschiedene Punkte. Dann gilt 7(p, ¢!) =
a;7(p, ¢;) mit geeigneten Faktoren a; # 0. Damit ist

|<T(p)Q1))T(p7 q;))| = |(°‘1T(P, '11),0‘2"'(1’, q2)>|
= |ala2| : ‘(T(p) QI))T(pa 42))l

Weiter gilt

Ip, a1l - P, a2l = lIm(p, @)l - I7(p, @)l = llear(p, @)l - lle27(p, 42)|
= leaas| - |Im(p, 1)l - Im(p, @2)l
= |a1a2l : ”P, <11|| : HP,‘DH

Daraus folgt durch Einsetzen in die Definitionsgleichung die Unabhéangigkeit von
der Wahl der Punkte auf den Geraden. O

Wir bemerken hier, dafl durch die Verwendung des Betrags in der gegebenen De-
finition des Winkels zwischen zwei Geraden dieser nur zwischen 0 und 7/2 = 90°
liegt, weil die rechte Seite nicht negativ werden kann. Eigentlich konnte man
anschaulich von zwei zwischen zwei sich schneidenden Geraden eingeschlossenen
Winkeln sprechen. Wir haben hier lediglich den kleineren von beiden definiert.
Da wir fiir die Winkel keine ortliche Position festgelegt haben, sondern ledig-
lich einen Zahlenwert, mit dem sich dann spater auch einfach rechnen 1afit, wére
es schwierig, wenn auch durchaus mdglich, mit einer anderen Definition beide
Winkel einzufihren und zu unterscheiden. Da sich aus geometrischen Griinden
diese beiden Winkel jedoch zu 7 = 180° addieren wiirden, wire damit keine
zusitzliche Information aufler einer Lageangabe fiir die Winkel gewonnen. Beim
Winkel zwischen zwei Vektoren ist die Situation anders, aber auch nicht ganz
unkompliziert. Bei der iiblichen geometrischen Vorstellung, die man mit Vekto-
ren verbindet (Punkt, Richtung, Lange), ist zwar der zwischen 0 und = = 180°
liegende Winkel eindeutig auch in seiner Lage bestimmt. Es gibt dann aber
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immer noch den komplementaren zwischen = = 180° und 27 = 360° gelegenen
Winkel, den wir aufgrund unserer Definition ausgeschlossen haben. Auch dabei
vereinfachen wir die Identifizierung durch Verwendung des reinen Zahlenwertes
und erméglichen einfachere Rechnungen. Genauere Fallunterscheidungen wéren
sicherlich notwendig, wenn wir die Summe von zwei Winkeln einfiihren wollten.

Wir werden spater in Kapitel 11 bei der Diskussion von Halbrdumen auf die
Maoéglichkeit der Lageangabe eingehen. Dort werden Winkel allerdings nur eine
untergeordnete Rolle spielen.

Wir wollen jetzt auf die Erfassung von affinen beziehungsweise euklidischen Un-
terrdumen eingehen. Wesentliche Teile der hier zu entwickelnden Begriffe hatten
wir schon bei den affinen Rdumen einfithren kénnen. Da wir bei den graphischen
Anwendungen schlieflich in Vektorrdumen der Form R™ {iber den reellen Zahlen
arbeiten werden, konnen wir dort immer auch das kanonische Skalarprodukt
einfithren und daher eine euklidische Struktur annehmen.

Wir konnen jetzt eine Reihe von niitzlichen Formel angeben, die sich auch als
Algorithmen zur Implementierung auf dem Computer eignen. Dazu betrachten
wir einen euklidischen Raum (A4, V,7,0) der Dimension n. Sei B ein euklidischer
Unterraum von A mit Translationsvektorraum U von der Dimension n — 1, also
eine Hyperebene. Dann gilt bekanntlich B = U + b fiir einen beliebigen Punkt
b € B (2.3). Sei schliefilich v’ € U+ ein normierter Vektor, der auf U senkrecht
steht.

3.22 Satz (Hessesche Normalform). Unter den gegebenen Voraussetzungen
gilt
B ={plp € 4, (r(b,p),u') = 0}.

BEWEIS: Seiu+b € B. Dannist (7(b,u+b),u') = (u,u') = 0, also liegt u+b auch
in der rechten Seite der Gleichung. Wenn aber p die Bedingung (v(b,p),u') =0
erfullt, dann gilt 7(b,p) € U, weil U+ von u' erzeugt wird und U = UL+ gilt.
Damit ist p=7(b,p) + b€ B. O

Ein euklidischer Unterraum B der Dimension n — 1 (Kodimension 1, also eine
Hyperebene) kann also vollstindig durch einen beliebigen Punkt b € B und den
normierten Vektor u' beschrieben werden.

3.23 Beispiel: Das einfachste Beispiel fiir einen euklidischen Raum ist wie schon
in Beispiel 2.7 gezeigt ein euklidischer Vektorraum V selber mit der Strukturab-
bildung 7(v,w) = w — v. Wir betrachten also den R™ als euklidischen Raum
iiber sich selbst als Translationsvektorrraum. Nach Satz 2.19 1afit sich ein eukli-
discher Unterraum B = U + z¢ der Dimension m — 1 als Ldsungsmenge eines li-
nearen Gleichungssystems darstellen, namlich eines Gleichungssystems der Form
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z-M = b. Nach dem im Beweis von 2.19 Gesagten kann sogar n = 1 gewdahlt
werden, d.h. der Vektor b ist in R = R!, also ein Skalar 8, und die Matrix M ist
ein Spaltenvektor ¢ mit m Koeflizienten. Die Elemente (51,...,8mn) € B erfillen
also die Gleichung

2é!
(ﬂl)"'aﬂm)' :((ﬁla""ﬁm)a(‘hv”‘a7m))=b’
Tm

oder einfach (z,c) = f. Dadurch werden sogar genau alle Vektoren aus B be-
schrieben. Insbesondere erfiillt z, diese Gleichung, so daB wir (z,¢) = 8 = (zo, ¢)
oder (z — zg,c) = (7(z0,z),c) = 0 erhalten, also genau die Hessesche Normal-
form. Wir konnen also die Hessesche Normalform (7(z¢, ), ¢) = 0 auch schreiben
als

(z,c) = (zo, ¢).

Um ein konkretes Beispiel anzugeben, sei der euklidische Raum R?® gegeben und
der Unterraum B in der Hesseschen Normalform

((o1,02,23),(1,2,3)) =5

Dann liegen z.B. die Punkte (0,1,1), (2,0,1) und (5,0,0) in B.

Wir wollen jetzt sehen, wie man den Abstand zwischen einem Punkt p in einem
n-dimensionalen euklidischen Raum A und einem n—1-dimensionalen Unterraum
B gegeben in Hessescher Normalform feststellen kann. Ist p € A ein Punkt in
B, dann kénnen wir schreiben p = —(7(b,p),u')u' + p, weil (7(b,p),u') = 0. Sei
jetzt ¢ € A ein beliebiger Punkt. Dann liegt der Punkt ¢' := —(7(b,q),u')u' + ¢
in B, denn es gilt

(r(b,q'),u) = (r(b, = (r(b,q),w')u" + g), %)
= (r(b, ~((b, @), w')u' + 7(b,q) + b), %)

= (—(r(b,q),w")u’ + 7(b, ), )
=(7(b,q),u)(u',u') + (7(b, q),u’) = 0.

I

3.24 Definition und Lemma: Der aus q € A konstruierte Punkt
¢ == —(r(bq),u)u' +q€ B

heit Fufpunkt des Lotes von q auf B. Ist ¢ ¢ B, so ist die affine Gerade
g = (g,q') durch die Punkte ¢ und ¢' senkrecht zu B. Sie heifit Lot von q auf B.
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BEWEIS: Die Gerade g hat den Translationsvektorraum

Rr(q',q) = R(r(b,q),u')u' = Ru' = Ut O

3.25 Satz. Sei B ein Unterraum des euklidischen Raumes A und p € A. Sei
p' € B der FuBpunkt des Lotes von p auf B. Dann ist

llp, 7'l = Min{||p,qll | ¢ € B},

d.h. ||p,p'|| ist der minimale Abstand aller Punkte von B zu p.
BEWEIS: Sei ¢ € B. Dann ist

Ip,qll* = lI7(p, )II* = lI7(p,2") + 7(¢", II?
= |I7(p,2")|I* + ||7(¢', 9)||* (Satz von Pythagoras)

> |Im(p, P'II” = |Ip, 2'I|?

wegen (7(p,p'), 7(p',q)) =0. O
3.26 Definition: Der Abstand eines Punktes p von seinem Fuflpunkt in einem

Unterraum B heifit Abstand des Punktes p von dem Unterraum B und wird mit
|lp, B|| bezeichnet.

3.27 Satz. Der Abstand eines Punktes p € A von einem n — 1-dimensionalen
Unterraum B gegeben in Hessescher Normalform durch einen Punkt b € B und
den normierten Vektor u' ist

”pv B” = ‘(T(bv P), u’)|'

BEWEIs: Esist ||p, Bl| = [lp, p'|| = Ilp, = (7(b,p),u')u’ +p|| = || = (r(b, p),u')u'|| =
[(T(b,p),u')|. O

3.28 Beispiel: Wir greifen noch einmal Beispiel 3.23 auf. Sei p = (3,3,3) und
B wie in 3.23 gegeben. Dann ist der Abstand

”p,B” = |<((3)313) - (0’1a1)))(172$3))| = |((3’2’2)’(1:2a3))[ =13.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts bemerken wir noch, dafl man mit der Hesse-
schen Normalform auch feststellen kann, auf welcher Seite einer Hyperebene ein
gegebener Punkt liegt. Die dazu benétigten Hilfsmittel werden wir aber erst in
Kapitel 11 kennenlernen, da wir die entsprechenden Begriffe fiir einen projektiven
Raum benétigen.
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3.3 Orthogonale Abbildungen

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch die grundlegenden Eigenschaften
von linearen und affinen Abbildungen kennenlernen, die mit der euklidischen
Struktur vertraglich sind.

3.29 Definition: Seien (V,0) und (W,0o') euklidische Vektorraume. Eine li-
neare Abbildung f:V — W heifit eine orthogonale Abbildung oder Isometrie,
wenn

(v,v") = (f(v), f(v")) fiir alle v,0' € V.

Wir kénnen unmittelbar einige einfache Eigenschaften von Isometrien beweisen.

3.30 Lemma. Eine lineare Abbildung f:V — W ist genau dann eine ortho-
gonale Abbildung, wenn

vl = I f(v)|| fiir allev € V.

BEWEIS: Wenn f eine orthogonale Abbildung ist, dann ist

ol = (v,9) = (@), £(o)) = ISP,
also auch [[o] = [|£(v)]. Tst wmgekehrt [[o] = [|f(v)], so it
(,9') = 5((9,9) + 2(,0") + (0',9') = {w,0) = o',0")
_ %((v +o' 0+ ") — (0,0) — (v',0"))
= 2l + 917 = o)~ ')
= SUFE) + 7P ~ 1@~ 176)I17)
= S(F) + F0), £0) + F) = (7D, £0) — (£, F(0'))

= S, ) + 2((), S()

+ (f(0"), (") = (f(v), f(v)) = (£ (v'), ("))
=(f(v),f(»"). O

3.31 Folgerung. Ist f : V — W eine orthogonale Abbildung, so ist f injektiv.

BEWEIS: Sei f(v) = 0. Dann ist ||v|]| = ||f(v)|| =0, alsov =0. O
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Da wir von allen Vektorrdumen voraussetzen, daf} sie endlich-dimensional sind,
sind alle orthogonalen Abbildungen f : V — V nach der vorangehenden Fol-
gerung und 1.40 bijektiv. Offenbar sind die identische Abbildung, die Zusam-
mensetzung zweier orthogonaler Abbildungen und die inverse Abbildung einer
invertierbaren orthogonalen Abbildung wieder orthogonale Abbildungen. Da-
her bilden die orthogonalen Abbildungen eines euklidischen Vektorraumes eine
Gruppe.

3.32 Definition und Lemma: Sei V ein euklidischer Vektorraum. Dann bilden

die orthogonalen Abbildungen f: V — V eine Gruppe, die orthogonale Gruppe

o). o

Auf dem euklidischen Vektorraum R™ kdnnen alle orthogonalen Abbildungen
f:R*"— R"

durch Multiplikation mit einer eindeutig bestimmten n x n-Matrix M von rechts

gegeben werden: f = M. Wegen 3.32 ist diese Matrix immer invertierbar.

3.33 Definition: Eine invertierbare n x n-Matrix heifit orthogonale Matriz,
wenn sie eine orthogonale Abbildung durch Multiplikation auf R™ darstellt.

3.34 Satz. Eine n x n-Matrix M ist genau dann orthogonal, wenn alle ihre
Zeilenvektoren normiert sind und paarweise orthogonal sind.

BEWEIS: Sei M orthogonal. Sei e; = (0,...,0,1,0,...,0) der kanonische i-te
Basisvektor. Dann ist e;,...,e, eine Orthonormal-Basis von R™. Da e; - M =
a; der i-te Zeilenvektor von M ist, erhalten wir 1 = ||e;]] = ||ﬁ(e,)|[ = |le; -
M| = |lai||]. Alle Zeilenvektoren sind damit normiert. Weiter gilt (ai,a;) =
(eiM,e; M) = (ei,ej) =0 fir i # j.

Seien umgekehrt die Zeilenvektoren a;,...,a, von M eine Orthonormal-Basis.
Fuarv = Z?___l a;e; ist dann

n n n
2
( E Qa;é;, E ajej) = E a;
=1 j=1 =
n

1 Il
i 10 L
? 2
8 B
- -
i F
&8
\lg e
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Damit ist M eine orthogonale Abbildung und M eine orthogonale Matrix. O

3.35 Beispiel: Beispiele von orthogonalen Matrizen kann man sich leicht mit
dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren erzeugen. Wir geben
hier das Ergebnis einer solchen Rechnung wieder und {iberlassen dem Leser nach-
zupriifen, dafl diese Matrix tatsachlich orthogonal ist:

Vi LG L
M= 0 V6 -3iv3
1
—3v2 VB 3V3
3.36 Satz. Seien V und W euklidische Vektorrdume gleicher Dimension mit Or-
thonormal-Basen b,,...,b, von V und ¢1,...,c, von W. Sei f : V — W eine

lineare Abbildung mit darstellender Matrix M. f ist genau dann eine orthogonale
Abbildung, wenn M eine orthogonale Matrix ist.

BEWEIS: Sei M = («aij;) die darstellende Matrix von f bezliglich der beiden ange-
gebenen Basen. Dann erfillen die Koeffizienten von M die Gleichungen f(b;) =
Z;;l ajjcj. Die Zeilenvektoren von M bezeichnen wir mit a; = (a;i,. .., @in).
Sei zunachst f eine orthogonale Abbildung. Dann haben wir

n

(@i a;) = Y aixoji

k=1

n
= Z a;raji(ck, cr)

k=1

(Z aikckyzajlcl)

k= 1=1

= (f(b:), (b)) = (bi, b;) = &i;.

Also ist M eine orthogonale Matrix. Sei umgekehrt M orthogonal vorausgesetzt.

Dann ist
n n
(> airer, Y ajicy)
k=1 =1

n
Z a;reji(ck, )
k=1

n

(f(6:), £(b5))

= ik
k=1
= (ai,a;) = bij = (bi, bj).
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Ist v = Y0, B:b; ein beliebiger Vektor in V, so erhalten wir

IF@)I7 = (F(0), £(0)) = A3 Bibi), S Bsbi))

i=1

= Z ﬂ,ﬁ,(f(bt)’ f(bJ»

1,7=1

= D Bibi(bisbj)

',j—l
Zﬂxbnzﬂj = ” v = Hv||2

Also ist f eine orthogonale Abbildung. O

3.37 Folgerung. Sei ¢y,...,c, eine Orthonormal-Basis des euklidischen Vek-
torraumes V. Sei b;,...,b, eine beliebige Basis von V und M die Transforma-
tionsmatrix fir die Basistransformation von der Basis der b; in die Basis der c;.
b1,...,b, ist genau dann eine Orthonormal-Basis, wenn M orthogonal ist.

BEWEIS: Fiir die Basistransformation gilt b; = Z;;l a;jcj (vgl. 1.44). Dann ist

bnb Zatkck’zaﬂcl
= Z aixaji(ck, €1

k=1
=) aiaji = (a,a;).
k=1

Also gilt (b;,b;) = 6;; genau dann, wenn (a;,a;) = §;; gilt. O

Wir wollen jetzt einige spezielle orthogonale Abbildungen kennenlernen. Sei dazu
V ein euklidischer Vektorraum mit einer Orthonormal-Basis by,...,b,. Auf dem
von by,b, erzeugten zweidimensionalen Untervektorraum U definieren wir die

lineare Abbildung f: U — U als

f(b1) := cos($)by + sin(¢)b2,
f(b2) := —sin(@)by + cos(¢)b,.
Da die darstellende Matrix

(ot o)
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orthogonal ist, ist f orthogonal. Es handelt sich dabei um eine Rotation oder
Drehung um den Winkel ¢ entgegen dem Uhrzeigersinn um den Nullpunkt von

U.

Haben wir eine Zerlegung eines euklidischen Vektorraumes V in eine orthogonale
Summe V = U @ U' (dabei ist notwendig U' = U%), und sind orthogonale
Abbildungen f : U — U und f' : U' — U' gegeben, so ist die Abbildung
g:=f& f' mit g(u +u') = f(u) + f'(u') wieder eine orthogonale Abbildung.
Es ist namlich unter Verwendung von u, f(u) € U und v/, f'(u') € U' nach den
Satz des Pythagoras

lg(u+u)* = [1£(w)+ £ @)I* = 1F@)I*+ I @I = lell® + 1) = fluta'))?.

Wir betrachten weiter den Untervektorraum U, der von b,, b, erzeugt wird, und
die oben angegebene orthogonale Abbildung. Wahlen wir auf dem Untervektor-
raum U' C V, der von bs,...,b, erzeugt wird, als orthogonale Abbildung die
Identitat, so wird die zusammengesetzte orthogonale Abbildung auf g durch die
Matrix

cos(¢) sin(¢) 0 0
—sin(@) cos(¢) O 0
0 0 1 0
0 0 0 1

dargestellt. Auch hier sprechen wir von einer Rotation oder Drehung um den
Winkel ¢. Allerdings bleibt der gesamte Untervektorraum U’ elementweise fest
bei dieser orthogonalen Abbildung. Wir sagen, dal g eine Drehung um den
Winkel § um den Untervektorraum U’ ist.

Ein weiterer Typ von orthogonalen Abbildungen 1afit sich schon auf eindimen-
sionalen euklidischen Vektorraumen betrachten, nimlich Spiegelungen. Das sind
lineare Abbildungen der Form f(v) = —v = (—1)-v. Diese sind trivialerweise or-
thogonal. Auch die Identische Abbildung in ihrer einfachsten Form sieht so aus:
id(v) = v = 1-v. Die identischen Abbildungen, Spiegelungen und Drehungen las-
sen sich nun wie oben auf mehreren paarweise orthogonalen Untervektorrdumen
beliebig wéahlen und dann zu einer einzigen Abbildung zusammensetzen, deren
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darstellende Matrix dann die Form

( cos(¢)  sin(@) 0
—sin(@) cos(¢) 0
cos(¢) sin(¢) 0
—sin(y) cos(¢) 0
-1 0 0 1(3.1)
0 —:1 0
1 0
'S S S P S S SO

hat. Die Winkel ¢,7, ... konnen dabei unabhangig voneinander gewahlt werden
und definieren dann jeweils Drehungen der von b;,b; bzw. b3,bs etc. erzeugten
Untervektorrdume um ihr jeweiliges orthogonales Komplement. Die Anzahl der
Faktoren —1 in der Diagonalen ist die Dimension des Untervektorraumes, auf
dem die Abbildung als Spiegelung wirkt.

Die darstellende Matrix der orthogonalen Abbildung g wird sich selbstverstand-
lich 3ndern, wenn wir eine andere Basis zugrunde legen. Es gilt aber der folgende
Satz, den wir hier nicht beweisen wollen, da fiir seine Vorbereitung weitere we-
sentliche Hilfmittel noch eingefithrt werden miifiten. Wir werden im folgenden
lediglich verwenden, dafl die oben konstruierten Abbildungen orthogonale Abbil-
dungen sind.

3.38 Satz. Sei f:V — V eine orthogonale Abbildung. Dann besitzt V eine
Orthonormal-Basis by, . ..,b,, so daf} die darstellende Matrix M von f bezliglich
der gegebenen Basis die Form (3.1) hat. Dabei sind die Anzahl der Faktoren 1,
die Anzahl der Faktoren —1 in der Diagonalen und die Winkel ¢,%, ... eindeutig
durch g bestimmt.

Auch die folgende Aussage iber den speziellen Fall der Dimensionen 3 und 4
wollen wir nicht beweisen. Es ist aber auch fiir unsere Zwecke ginstig, iiber die
Moglichkeiten in den niedrigen Dimensionen informiert zu sein.

3.39 Folgerung. Sei V ein dreidimensionaler euklidischer Vektorraum und sei
f:V — V eine orthogonale Abbildung. Dann kénnen zwei Fille eintreten:

1) es gibt einen Vektor 0 # v € V mit g(v) = v; g stellt eine Drehung um den
von v aufgespannten Untervektorraum dar; der Winkel ¢ bestimmt sich aus einer
darstellenden Matrix M = (a;;) beziglich einer beliebigen Basis mit der Formel

1
cos(¢) = 5(011 + gy + a3z — 1);
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2) es gibt einen Vektor 0 # v € V mit g(v) = —v; g stellt eine Dreh-Spiegelung
um den von v aufgespannten Untervektorraum dar; der Winkel ¢ bestimmt sich
aus einer darstellenden Matrix M = (ai;) bezliglich einer beliebigen Basis mit
der Formel

1
cos(¢) = 5(0‘11 + ay + azz +1).

Insbesondere gibt es im Falle der Folgerung 3.39 eine Orthonormal-Basis von V,
beziiglich der f die darstellende Matrix

cos(¢) sin(¢) 0
—sin(@) cos(¢) O
0 0 +1

hat. Im Falle des Koeflizienten a33 = 1 liegt eine Drehung oder Ratation vor,
im Falle az3 = —1 eine Dreh-Spiegelung.

Im vierdimensionalen Fall kann der euklidische Vektorraum V so in eine orthogo-
nale Summe von zwei zweidimensionalen Untervektorrdumen zerlegt werden, daf}
auf jedem der Untervektorraume eine Drehung, also insgesamt zwei Drehungen,
oder aber eine Drehung auf einem der Untervektorrdume und eine (eindimensio-
nale) Spiegelung an einem eindimensionalen Untervektorraum in dem anderen
Untervektorraum stattfinden. Die entsprechenden Teilmatrizen sind also entwe-

der beide von der Form
( cos(¢) sin(¢)>
—sin(@) cos(¢)

oder aber eine von ihnen ist von der Form

(o 5)

Fiir den Beweis der vorstehenden Behauptungen werden wie schon gesagt tiefer
liegende Hilfsmittel bendtigt, die wir hier nicht entwickeln wollen. Sie kénnen
jedoch bei der Implementierung im Graphik Paket niitzliche Algorithmen abge-
ben, insbesondere im dreidimensionalen Fall, in dem man aus einer beliebigen
darstellenden Matrix die Drehachse und den Drehwinkel leicht bestimmen kann.
Die Berechnung der Drehwinkel und insbesondere der Drehvektorrdume im vier-
dimensionalen Fall ist etwas komplizierter.

Zu Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch auf die Ubertragung der hier ent-
wickelten Begriffe auf euklidische Rdume mit euklidischen Translationsvektor-
raumen hinweisen. Eine affine Abbildung (F, f):(4,V,7) — (B, W,7') mit eu-
klidischen Raumen A und B heift affine orthogonale Abbildung, wenn die lineare
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Abbildung f eine orthogonale Abbildung ist. Die oben studierten Eigenschaften,
insbesondere auch die Zerlegung in Drehungen (Rotationen), Spiegelungen und
identische Abbildungen lassen sich so auch auf affine euklidische Abbildungen

ibertragen.



4 Projektive Raume

Die ersten drei Kapitel dieses Buches waren der Einfihrung der Methoden der
sogenannten linearen Algebra gewidmet. Sie sollen dem Leser als Referenz zur
Verfigung stehen. Mit diesem Kapitel kommen wir zu den fir unsere Be-
trachtungen zentralen mathematischen Objekten, den projektiven Raumen. Zur
Einfihrung beginnen wir mit einem Paradoxon, dafl die Problematik der Per-
spektive erhellen soll.

Paradoxon des Photographen: Gegeben sei ein Froschaugen-Objektiv mit ei-
ner Offnung von 180 Grad. Man steht vor einer unendlich langen Mauer und
photographiert sie im rechten Winkel. Offenbar laufen die untere und obere
Begrenzung der Mauer nach rechts und nach links zu einem Punkt zusammen,
ergeben also auf dem Photo auf dem rechten und linken Bildrand je einen Punkt.
Im Mittelteil des Bildes werden Ober- und Unterkante als verschiedene Linien
wiedergegeben. Die in der Natur geraden Linien der Ober- bzw. Unterkante der
Mauer werden im Bild also keine Geraden sein konnen. Es stellt sich sofort die
Frage: sind solche Verzerrungen (gerade Linien bleiben nicht gerade) auch bei
anderen Objektiven in kleinerem Mafle notwendig?

Eine Reihe von interessanten mathematischen Fragen schliefit sich hier an. Wie
kann der 3-dimensionale Raum (in Ausschnitten) auf den 2-dimensionalen Bild-
schirm abgebildet werden? Wenn auf dem Bildschirm (oder einer Photographie)
der Horizont in bekannter Weise als eine Linie auftritt, welche Punkte des 3-di-
mensionalen Raumes werden hier eigentlich wiedergegeben? Es geniigt offenbar
nicht, den 3-dimensionalen Raum allein zu betrachten, sondern man mufl ihn
durch ,unendlich ferne“ Punkte erginzen.

Koénnen Techniken, die es gestatten 2- und 3-dimensionale Gebilde auf dem Bild-
schirm darzustellen, auch auf vier- und hoherdimensionale Objekte ausgedehnt
werden? Wie sieht ein Blick in den vierdimensionalen Raum aus? Gibt es auch
dabei eine perspektivische Darstellung? Diese und dhnliche Fragen wollen wir in
den folgenden Kapiteln beantworten.

Projektive Riaume bestehen aus Punkten und Geraden, wobei die Relation zwi-
schen Punkten und Geraden — man spricht von Inzidenz, wenn ein Punkt auf
einer Geraden liegt — gewissen Axiomen gentigt.

Diese Beschreibung von projektiven Raumen karnn koordinatenfrei gegeben wer-
den, d.h. ohne Bezugnahme auf Koeffizienten aus gewissen Zahl- (Skalar-) Be-
reichen zur Festlegung der Punkte und Geraden. Das geschieht in der axioma-
tischen projektiven Geometrie. Es ist dann mdglich, nachtraglich Koordinaten
einzufithren, denn unser Ziel wird es sein, Operationen im projektiven Raum in
ihrer Wirkung auf die Punkte und Geraden auszurechnen. Dazu sind, wie in der
linearen Algebra und der euklidischen Geometrie Koordinaten am geeignetsten.
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Ein anderer Weg zur projektiven Geometrie benutzt von vornherein einen Ska-
larbereich K und in gewissem Umfang Koordinaten. Die beiden Wege fiihren zu
denselben Begriffen und Ergebnissen. Der erste Weg ist zunachst der geometrisch
anschaulichere, fithrt jedoch erst nach sehr tiefliegenden Uberlegungen zu den
Koordinaten und damit der Moglichkeit, mit Operationen rechnen zu konnen.
Der zweite Weg ist von seinem Ansatz her sehr viel weniger anschaulich, fiihrt
uns aber wesentlich schneller zu unserem Ziel. Wir wollen diesen Weg analytische
projektive Geometrie nennen.

Wir missen jedoch darauf achten, da wir kein festes Koordinatensystem ein-
fihren. Das wiirde uns in der Festlegung von geometrischen Gebilden im projek-
tiven Raum unzuldssig einengen, inbesondere das Verstandnis fiir gewisse Pro-
jektionen auf Unterraume, die willkirlich ausgewahlt werden kénnen, behindern.
Wir erinnern an den abstrakten Begriff des affinen Raumes A mit Translations-
Vektorraum V, in dem kein ,Nullpunkt“ und keine ,Koordinatenachsen* festge-
legt sind. Solche affinen Raume kénnen z.B. als Unter-(Vektor-)Raume U eines
Vektorraumes W auftreten. Selbst die Vorgabe von Koordinaten fir den Raum
W werden im allgemeinen keine verniinftigen Koordinaten fir U induzieren.

Deshalb werden wir die Definition eines projektiven Raumes in Abhéingigkeit von
einem Vektorraum V geben, nicht jedoch in Abhéngigkeit von einem Vektorraum
K™, weil hier unndtigerweise und fiir den Anwender bindend schon Koordinaten
im Vektorraum vorgegeben sind. Ebenso werden wir fir V keine Basis auszeich-
nen.

Nach der analytischen Definition des projektiven Raumes sollen in den ersten
beiden Kapiteln sofort die in der axiomatischen Geometrie verwendeten Axiome
hergeleitet werden. Weitere Aussagen tiber projektive Raume werden wir dann,
soweit moglich und sinnvoll, mit Hilfe dieser Axiome beweisen, um dem Leser
einen Teil der Anschaulichkeit der axiomatischen projektiven Geometrie zu ver-
mitteln.

Ein grofler Teil der projektiven Geometrie kann so mit einem Vektorraum iiber
einem beliebigen Schiefkorper, ja liber noch allgemeineren Algebren entwickelt
werden. Gewisse Axiome (insbesondere der Satz von Pappus) benétigen jedoch,
daf} der verwendete Korper kommutativ ist, man kann sogar den Kérper aus dem
vorgegebenen projektiven Raum wieder zuriickrechnen. Obwohl der Aufbau der
projektiven Geometrie also tiber einem Schiefkorper moglich ist, werden wir uns
auf einen zugrunde liegenden Kérper K beschrinken. Im wesentlichen wird fir
uns sogar nur der Kérper R der reellen Zahlen in Frage kommen.

Fir alles folgende machen wir die Generalvoraussetzung: Sei K ein Korper. Alle
Vektorraume seien endlich-dimensionale Vektorraume tiber K.

4.1 Definition: Sei V ein Vektorraum. Seien
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P(V) die Menge der eindimensionalen Unterrdume von V,

G(V) die Menge der zweidimensionalen Unterrdume von V,

€ C P(V) x G(V) die Inklusionsrelation ,C“.
Dann heiit (P(V),G(V),¢€) der liber V definierte projektive Raum. Wir werden
im folgenden den iiber V definierten projektiven Raum hiufig auch nur mit
P(V) bezeichnen. Dabei nehmen wir stillschweigend an, dafl die iibrigen Daten,
die Menge G(V) und die Relation ¢, bekannt sind. Ein dhnliches Vorgehen ist ja
schon von der Definition der Gruppen bekannt. Eine Gruppe besteht bekanntlich
aus einer Menge G und einer Gruppenverkniipfung G x G — G, so daB gewisse
Axiome erfiillt sind, jedoch spricht man allgemein nur ,von der Gruppe G“ und
setzt die Verknipfung als bekannt voraus.
Die Elemente von P(V) heiflen projektive Punkte, die Elemente von G(V') heiflen
projektive Geraden. Ein (projektiver) Punkt p liegt auf der (projektiven) Gera-
den g (p inzidiert mit g), falls pe g, d.h. falls p C g als Unterrdume von V.

Dem mit den axiomatischen Methoden der Mathematik weniger vertrauten Le-
ser mag es merkwirdig vorkommen, dafi hier Geraden (eindimensionale Un-
terrdume) als ,Punkte® verwendet werden und ebenso Ebenen (zweidimensio-
nale Unterrdume) als ,Geraden“. Wenn man Mathematik mit axiomatischen
Methoden betreibt, so kimmert man sich zunachst nicht darum, welche Na-
tur die betrachteten Objekte haben. Man ist nur daran interessiert, welche
Eigenschaften von ihnen durch die Axiome gefordert werden. Ob die Vektoren
eines Vektorraums z.B. n-Tupel (z1,...,z,) oder Funktionen oder Transforma-
tionen oder Differentialoperatoren sind, ist fiir die axiomatische Betrachtung von
Vektorraumen gleichgiiltig. Diese zusatzlichen Eigenschaften werden nur beim
Rechnen mit speziellen Beispielen herangezogen. Die allgemeine Theorie griindet
sich allein auf die durch die Vektorraum-Axiome festgelegten Eigenschaften ei-
nes beliebigen Vektorraums. Fir manche Zusammenstellungen von Axiomen
gibt es liberhaupt kein mathematisches Objekt, das diese Axiome erfillt. Solche
Axiom-Mengen sind dann natirlich nicht besonders sinnvoll.

Geometrie im axiomatischen Sinn betreibt man nun, indem man eine Menge
von Punkten und eine Menge von Geraden voraussetzt, und dann durch Axiome
bestimmt, welche Zusammenhange gelten sollen, z.B. ob durch zwei verschiedene
Punkte zwei Geraden verlaufen konnen, oder nur eine Gerade, oder manchmal
auch keine Gerade, ob sich zwei verschiedene Geraden immer schneiden miissen,
oder ob es auch Ausnahmefille gibt. Dazu muf in den Voraussetzungen noch
die Punkt-Geraden Inzidenz vorgegeben sein. In der affinen und der euklidischen
Geometrie gibt es zum Beispiel parallele Geraden, die sich nicht schneiden, in
der projektiven Geometrie (der Ebene) schneiden sich jedoch alle Geraden, es
gibt also keine Parallelen. Es ist leicht axiomatisch zu fordern, dafl je zwei
verschiedene Geraden einen Schnittpunkt haben. Ein andere Frage ist, ob solche
geometrischen Gebilde iiberhaupt existieren. Wenn sie existieren, dann machen
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unsere Axiome (, die wir hier nicht angegeben haben,) jedenfalls keine Aussage
uber die Natur der Punkte (rot, griin, flach, rund, nicht ausgedehnt, im realen
3-dimensionalen Raum gelegen etc.). Wenn wir also eine Menge von beliebigen
Objekten, etwa Bichern, finden, die in der Axiomatik die Rolle der Punkte
ibernehmen, und eine weitere Menge von Objekten, etwa Biicherschranken, die
die Rolle der Geraden iibernehmen, so dafl dann alle Axiome der projektiven
Geometrie erfiillt sind, so kann man dann von einem projektiven Raum sprechen.
So etwas wirde man auch als konkretes Modell fiir einen projektiven Raum
bezeichnen.

In der oben angegebenen Definition von projektiven Riaumen haben wir jedoch
keine axiomatische Beschreibung gegeben. Vielmehr haben wir sofort ein Modell
eingefithrt, das uns das Rechnen und die Herleitung der mathematischen Aus-
sagen erleichtert. Es steht daher auflerhalb unserer Méglichkeit nachzupriifen,
ob die eingefiihrten Punkte und Geraden tatsachlich die Axiome der projekti-
ven Geometrie erfilllen. Wir werden einfach einige Eigenschaften fiir den oben
definierten projektiven Raum herleiten und dann spéater vermerken, welche die-
ser Eigenschaften auch fir eine axiomatische Beschreibung verwendet werden
kénnen.

Es gibt aber auch eine etwas anschaulichere Begrindung fir die oben angege-
bene Definition. Dazu betrachten wir den projektiven Raum P(R3), wobei R
der Kérper der reellen Zahlen ist, d.h. wir betrachten die Menge der eindimen-
sionalen Unterriume des reellen dreidimensionalen Raumes R®. Man beachte
zunachst, dafl hier nicht alle Geraden im R?® betrachtet werden, sondern nur
diejenigen, die durch den Ursprung verlaufen. Sodann betrachten wir die Ebene
E, die durch z = 1 beschrieben wird. Sie ist parallel zur z-y-Ebene, und keiner
der betrachteten eindimensionalen Unterrdaume liegt in ihr. Die meisten eindi-
mensionalen Unterrdume haben jedoch einem Schnittpunkt mit E. Jeder Punkt
von E kann so erhalten werden. Wir kénnen also mit den eindimensionalen Un-
terraumen alle Punkte von E (als Schnittpunkte) beschreiben. Es bleiben nur
diejenigen eindimensionalen Unterrdume ohne Schnittpunkt mit E, die ganz in
der z-y-Ebene liegen. So kénnen wir uns den projektiven Raum P(R?) vorstel-
len als die Menge der Punkte in E und eine Menge von zusitzlichen Punkten,
die den eindimensionalen Unterrdumen in der z-y-Ebene oder den Richtungen
darin entsprechen. Die hier fehlenden Schnittpunkte mit E kénnen wir auch
als unendlich ferne Schnittpunkte auffassen, d.h. ein unendlich ferner Punkt ist
eine Richtung in der z-y-Ebene. Wir weisen hier noch darauf hin, dafl zu ei-
nem vorgegebenen eindimensionalen Unterraum in der z-y-Ebene nur ein Punkt
im projektiven Raum gegeben ist, nicht wie man zunachst anschaulich meinen
kénnte zwei Punkte, etwa je einen unendlich fernen Schnittpunkt mit E in jeder
Richtung, in der der eindimensionale Unterraum sich ins Unendliche erstreckt.

Das folgende Beispiel zeigt die Notwendigkeit, auch unendlich ferne Punkte
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moglichst gleichberechtigt in geometrische Argumentationen einzubeziehen. Eine
zentrische Streckung auf einer Geraden kénnen wir auch durch eine Abbildung
erhalten, wie sie in Figur 4.1 dargestellt ist.

Figur 4.1

Die Abbildung erfolgt von der Geraden ¢ in die Gerade z — beide Geraden
sind parallel —, indem man vom Zentrum C ausgehend durch einen beliebi-
gen Punkt auf der Quell-Geraden g eine Gerade zieht und ihren Schnittpunkt
mit der Ziel-Geraden z als Bildpunkt verwendet. Je nach Abstand der beiden
parallelen Geraden voneinander und vom Zentrum C erhilt man verschiedene
Streckungsfaktoren. Wenn man aber von der Parallelitdt der Geraden weggeht,
wie in der Figur 4.2 (das ist dann keine Streckung mehr), dann kann man in
ahnlicher Weise eine Abbildung von ¢ nach z mit Zentrum C definieren, nur
haben nicht mehr alle Punkte aus ¢ einen Bildpunkt. Das geschieht genau dann,
wenn die Abbildungsgerade parallel zu z verlduft. Hier ware also ein unendlich

ferner Schnittpunkt (genau einer !) vonnéten. Ebenso hat nicht jeder Punkt von
z ein Urbild auf g.
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Figur 4.2

Dem iiblichen mathematischen Aufbau einer Theorie folgend werden wir zu-
nachst einmal Unterstrukturen von projektiven Raumen einfilhren und untersu-
chen. Die Untersuchung der zuldssigen Abbildungen verschieben wir auf spitere
Kapitel.

4.2 Definition: Sei W C V ein Unterraum. Dann gilt P(W) C P(V) und
G(W) C G(V). Das Tripel (P(W),G(W),eNP(W)x G(W)) (kurz P(W)) heifit
dann projektiver Unterraum von P(V).

4.3 Lemma. Seien P(U) und P(W) projektive Unterraume von P(V). Sind
die beiden Mengen P(U) und P(W) gleich, so sind die Unterrdume U und W
gleich.

BEWEIS: Es genigt zu zeigen, dafl aus P(U) C P(W) folgt U C W. Seiuv € U
und uz # 0. Dann ist p = Ku ein 1-dimensionaler Unterraum, also p € P(U).
Damit ist auch p € P(W), insbesondere also v € W. O

4.4 Definition: Die Dimension eines projektiven Raumes ist definiert durch

dim(P(V)) := dim(V) — 1.
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P(V) mit dim(P(V)) = 1 heifit eine projektive Gerade. Die Elemente von
G(V) konnen also auch als projektive Unterraume aufgefait werden. P(V') mit
dim(P(V)) = 2 heifit eine projektive Ebene. Ist P(W) C P(V) projektiver
Unterraum mit dim(P(W)) + 1 = dim(P(V)), so heifit P(W) eine projektive
Hyperebene von P(V). Man beachte, dafi P(0) = 0, also dim(0) = —1.

4.5 Satz. Sei P(V') ein projektiver Raum.
~a) Durch je zwei verschiedene Punkte p, g gibt es genau ein Gerade (p, q)
mit pe (p,q) und ge (p,q).
b) Auf jeder Geraden g gibt es mindestens 3 verschiedene Punkte.
c) (Veblen-Young) Seien p,q,r,s paarweise verschiedene Punkte in P(V).

Wenn die Geraden (p, g) und (r, s) einen Schnittpunkt besitzen, so schnei-
den sich auch (p,r) und (g, s).

BEWEIS: a) Seien p,g € P(V) und p # ¢. Dann erzeugen p und ¢ einen 2-
dimensionalen Unterraum (p,q) := p + q. Die Addition ist hier die Addition von
Unterrdumen von V. Also ist (p,q) € G(V), pe (p,q) und qe(p,q). Offenbar ist
(p, ¢) durch p und ¢ eindeutig bestimmt.

b) Sei g = Kz+ Ky mit z,y linear unabhingig. Dann sind Kz, Ky und K(z +y)
drei paarweise verschiedene Punkte auf g.

¢) Unter einem Schnittpunkt zweier Geraden verstehen wir hier einen Punkt, der
mit beiden Geraden inzidiert. Entsprechend sagen wir, daf} sich zwei Geraden
schneiden, wenn sie mindestens einen Schnittpunkt besitzen. Seien p = Ku,
¢ = Kv,r = Kz und s = Ky. Nach Voraussetzung sind je zwei der Vektoren
u,v, ¢,y linear unabhingig. Dann ist (p,q) = Ku + Kv und (r,s) = Kz + Ky.
Da sich (p, ¢) und (r,s) im P(V) schneiden, gibt es einen von Null verschiedenen
Vektor z in (Ku+ Kv)N(Kz + Ky),alsoz=a-u+B-v=9-z+§-y. Dann
istauchz' =a-u—vy-z=6§-y— (- -v#0, Ware namlich z' = 0, so miiBiten
die Koeflizienten a, 3,7 und § wegen der linearen Unabhéangigkeit verschwinden,
also ware auch z = 0, was nicht sein kann. z' definiert also einen Schnittpunkt
von (p,r) und (g,s). O

Die drei soeben bewiesenen Aussagen iiber einen projektiven Raum kann man
sogar als Axiome fiir die projektive Geometrie verwenden. In Satz 5.20 werden
wir das genauer formulicren. Es sei hier nur vermerkt, dafl man aus Satz 4.5
(fast) alle weiteren Aussagen der projektiven Geometrie ableiten kann. Soweit

das leicht durchfuhrbar ist, werden wir uns also in den Beweisen wesentlich auf
4.5 stutzen.

4.6 Folgerung. a) Zwei verschiedene projektive Geraden g und h schneiden
sich in héchstens einem Punkt.
b) Sei P(V) eine projektive Ebene. Dann schneiden sich je zwei verschie-
dene Geraden in genau einem Punkt.
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BEWEIS: a) Seien p,q € P(V) mit peg, peh,gegund geh. Sei p # q. Dann ist
g = h wegen 4.5.a) im Widerspruch zur Voraussetzung. Also mufl p = g gelten.
b) Seien g, h € G(V). Wenn gNh = 0, dann ist dim(g+h) = dim(g)+dim(h) = 4,
also ist dim(V') > 4 und dim(P(V)) > 3. Da P(V) aber eine projektive Ebene
ist, muB dim(g N h) > 1 gelten, also gibt es einen Schnittpunkt von g und h.
Nach 4.6.a) ist dieser eindeutig bestimmt. O

4.7 Folgerung. Seien p,q,r Punkte in P(V) mit p # r # q. Es gilt pe(q,r)
genau dann, wenn g¢ (p,r).

BEWEIS: Es gentigt eine Richtung zu zeigen. Sei pe(g,7). Man bilde (p,r).
Beide Geraden enthalten die Punkte 7 und p, also sind sie nach 4.5.a) gleich.
Daher mufl auch ¢ auf dieser Geraden liegen. O

4.8 Lemma. Sei P(U) ein projektiver Unterraum von P(V).
a) Seien p,q € P(U) und p # q. Dann ist (p,q) € G(U).
b) Sei g € G(U) und p € P(V). Wenn pe g, dann ist p € P(U).

BEWEIS: a) Nach 4.5.a) ist (p,q) = p+ ¢. Wegen p,q C U gilt (p,q) C U, also
(p,q) € G(U).

b) Aus peg folgt p C g. Da mit g € G(U) auch g C U gilt, ist p C U, also
pe P(U). O

4.9 Satz. Seien P C P(V) und G C G(V') mit den Eigenschaften

a) sind p,q € P und p # q, dann ist (p,q) € G;

b) sei g € G undp € P(V); wenn pe g, dann ist p € P.
Dann gibt es einen Unterraum U C V mit P = P(U) und G = G(U), d.h. dann
ist (P,G, € N (P x G)) ein projektiver Unterraum.

BEWEIS: Wir definieren U := {u € V | v = 0 oder Ku € P} und zeigen,
daBl U ein Unterraum von V ist und die gewiinschten Eigenschaften hat. Seien
u,v € U und v # 0 # v. Dann sind Ku,Kv € P. Sind u,v linear abhingig,
so sind alle Linearkombinationen -2 + -v = 4 - u wieder in U. Seien also
u,v linear unabhingig. Dann ist Ku + Kv eine projektive Gerade, und es gilt
Ku+ Kv € G, weil Ku,Kv € P. Fir jede Linearkombination a-u + f -v # 0
ist dann K(a-u + 8 -v)e Ku + Kv, also ist K(a-u + 3 -v) € P und damit
a-u+f-v €U. Uist also ein Unterraum von V. Nach Definition von U ist
P = P(U). Wegen 4.8.b) und 4.9.a) gilt G(U) C G. Umgekehrt folgt aus 4.8.a)
und 4.9.b), dal G C G(U). O

Mit Lemma 4.8 und Satz 4.9 ist jetzt eine Charakterisierung von projektiven
Unterrdumen gelungen, die nicht von der analytischen Beschreibung als P(U)
mit einem Unterraum U von V abhdngt. Man kann also Satz 4.9 entweder als
ein ,Unterraumkriterium® auffassen, oder aber als eine Moglichkeit, projektive
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Unterraume allein mit Hilfsmitteln der synthetischen projektiven Geometrie ein-
gufiihren.

4.10 Definition: a) Seien gy, ...,q, Punktein P(V). Sie heiflen kollinear, wenn
es eine Gerade g in G(V') gibt mit

q1€49,...,4n€g.

b) Die Geraden g;,...,9¢» in G(V) heiflen komplanar, wenn es eine projektive
Ebene P(U) in P(V) gibt, so daB fir alle pin P(V) undi =1,...,n gilt

pegi=>p€ P(U).

c) Seien P(U;) und P(U;) projektive Unterraume von P(V'). Sie heiflen wind-
schief, wenn der Durchschnitt von P(U;) und P(U,) leer ist. Sonst heiflen sie
inzident.

Man mufl im letzten Teil der Definition deutlich unterscheiden zwischen dem
Durchschnitt in V und dem Durchschnitt in P(V). U; und U, werden in V im-
mer einen nicht-leeren Durchschnitt haben, sie sind Unterrdume, also liegt 0 im
Durchschnitt. Hingegen kann es vorkommen, dafl sie keinen gemeinsamen ein-
dimensionalen Unterraum besitzen. Dann ist aber der Durchschnitt von P(U;)
und P(U,) leer, d.h. die projektiven Ridume sind windschief zueinander.

Die folgenden Kapitel wollen wir jeweils mit einem ausfihrlicher diskutierten
Beispiel abschlieflen. Darin wollen wir die gewonnenen Ergebnisse fiir das prak-
tische Rechnen anwenden und untersuchen, ob die Methoden fiir unsere Ziele der
graphischen Darstellung auf dem Computer niitzlich sind. Ein Teil der Beispiele
wird in den nachfolgenden Kapiteln immer wieder aufgegriffen werden, da man
mit den zusitzlichen Hilfsmitteln des neuen Kapitels hiufig weitere und bessere
Rechnungen und Anwendungen durchfithren kann.

Der zugrunde liegende Korper sei R, der Korper der reellen Zahlen. Wir betrach-
ten den projektiven Raum P(R*). Er hat die Dimension 3, weil dimR* = 4,
also dim P(R*) = dimR* — 1 = 3 gilt.

Sei U = {(éo,...,&3)|¢: € R, —&y + & + & + & = 0}, dann ist U ein Unterraum
von R* der Dimension 3. Das folgt zum Beispiel aus der Theorie der linearen
Gleichungssystem oder durch die Angabe einer Basis von U

b] = (1,1,0,0),b2 = (1,0,1,0),b3 = (1,0,0,1)

Wir wiahlen namlich einfach eine Basis (1,0, 0),(0,1,0),(0,0,1) des gewohnlichen
3-dimensionalen Raumes R® in den Koordinaten £;,¢£,,£3 und fiigen fiir £y den
durch die Gleichung —&, + &, + &3 + €3 = 0 eindeutig bestimmten Wert hinzu.
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Damit wird P(U) eine projektive (Hyper-)Ebene im P(R*). Die Gleichung —¢,+
& + & + € =0, die wir zur Konstruktion von U verwendet haben, konnten wir
zur Konstruktion weiterer Unterrdume ersetzen durch eine beliebige Gleichung
der Form

agby + 1€ + by + a3és =0

mit mindestens einem «; # 0. Bei der Konstruktion der Basis von U hatten wir
schon gesehen, dafl sich £ aus den fiir £;,§;,{s gewdhlten Werten ergibt. Im
allgemeinen Fall bestimme man den Wert von §; fiir ein ¢ mit a; # 0 aus den
Werten der anderen §;. Tatsdchlich kénnen auf diese Weise alle 3-dimensionalen
Unterraume von R* und damit alle projektiven Unterebenen von P(R*) erhalten
werden.

Wir betrachten jetzt einmal die projektive Ebene P(U,) mit

Uz = {(£0a§1)€2a€3)|£1 = 0}

Zwei Vektoren aus U,, zum Beispiel (1,0,1,0) und (2,0,2,0), erzeugen densel-
ben projektiven Punkt in P(U,) genau dann, wenn sie sich um einen skalaren
Faktor unterscheiden: R(1,0,1,0) = R(2,0,2,0). Wir brauchen also nur solche
Vektoren in U, zu betrachten, fiir die £y = 1 oder &, = 0 gilt. Zwei Vektoren
(1,0,71,¢1) und (1,0,7,,(,) beschreiben genau dann denselben Punkt in P(U.),
wenn 7; = 73 und {; = (; gelten. 7 und ¢ in (1,0,7,() dirfen alle Werte
aus R annehmen. Also kénnen wir uns die y-z-Ebene des gewohnlichen R? in
P(U.) liegend vorstellen. Es kommen aber noch weitere Punkte hinzu, namlich
diejenigen, fiir die £, = 0 gilt. Sie werden weiter unten diskutiert.

Betrachten wir jetzt die projektive Ebene P(U,) mit

Uy := {(é0, &1, €2,83)[€2 = 0}.

Wieder gibt es eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Vektoren
(€0,&1,€2,€3) in Uy mit & = 1, d.h. zwischen gewissen Punkten der projek-
tiven Ebene P(U,), und den Punkten der z-z-Ebene {(£,0,¢{) € R*} im R3.
SchlieBllich erhalten wir auch die dritte Koordinatenebene des 3-dimensionalen
Raumes R? als Teilmenge der projektiven Ebene P(U,) mit

U, := {(60’61';62)63)'{3 = 0}

In allen drei Fallen mufiten die Punkte R(0,£,7, () des projektiven Raumes ge-
sondert betrachtet werden. Sie liegen nun in der projektiven Ebene P(Uq) mit

Uoo = {({0)617&2753)'60 = 0}
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Um diese projektive Ebene besser zu verstehen, betrachten wir die injektive

Abbildung

$:R® — P(RY),

die durch ®(¢,7,¢) = R(1,¢&,n, () definiert wird. Tatsachlich erzeugen (1,&,7,¢)
und (1,€',7',({") denselben projektiven Punkt genau dann, wenn sie sich um einen
skalaren Faktor unterscheiden. Dieser ist aber durch die erste Koordinate auf
1 festgelegt, also muf} (¢,7n,¢) = (¢',7',(') gelten. Haben wir umgekehrt einen

projektiven Punkt R(v,€,7,() mit v # 0, so ist dieser das Bild von (§{/v,n/v,(/v)
bei der Abbildung ®, denn

Q(&/”)U/V)C/V) = R(Lf/%’?/%(/") = R(”aEaTIaC)'

Genau diejenigen projektiven Punkte R(v,£,7,() mit v = 0 kommen als Bild
dieser Abbildung nicht vor. Bei ihnen sind ja auch die Divisionen &/v,n/v,{/v
nicht zuldssig. Deswegen bezeichnen wir sie als unendlich ferne oder uneigentliche
Punkte. P(Us) nennen wir dann die uneigentliche projektive Ebene im P(R*).

Die Wahl der ersten Koordinate v fiir die Beschreibung der uneigentlichen Punkte
im P(R*) ist natiirlich sehr willkiirlich. Wir hatten oben schon gesehen, daff die
Bedingung & = 0 uns eigentlich eine Koordinatenebene auszeichnet. Es liegt
kein Grund dafir vor, dafl das bei §; = 0 (bzw. v = 0) anders sein soll. Deswe-
gen ist die Bezeichnung ,uneigentlicher Punkt“ nur im Zusammenhang mit einer
Identifizierung eines Teils von P(R*) mit dem R?® sinnvoll. Es gibt aber sehr
viele verschiedene solche Identifizierungen, z.B. ¥:R®* — P(R*),¥(¢,7,() =
R(1+£¢+n+¢,€,n,(), so daB im projektiven Raum P(R*) keine Punkte beson-
ders ausgezeichnet sind (etwa als uneigentliche Punkte). Im letzten Beispiel der
Identifizierung ¥: R® — P(R*) von R? mit einer Teilmenge von P(R*) ist die
Ausnahmemenge der uneigentlichen Punkte genau die projektive Ebene P(U)
mit

U={(,&,8 &) =&+ &+ & + & =0},

die wir anfangs betrachtet hatten. Im 7. Kapitel werden wir die Frage nach den
uneigentlichen Punkten in koordinatenfreier Form wieder aufgreifen.
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Obwohl die Punkte in einem projektiven Raum nicht mehr wie in einem Vek-
torraum addiert oder in offensichtlicher Weise anders zusammengefiigt werden
konnen, kann man von einem von projektiven Punkten aufgespannten projekti-
ven Unterraum sprechen. Wir wollen in diesem Kapitel die dazu notwendigen
Konstruktionen kennenlernen. Dabei werden wir dann auch den Begriff der pro-
jektiven Dimension besser verstehen lernen. Wir folgen hier dem Aufbau ,von
unten her“, d.h. wir werden den durch eine Menge aufgespannten projektiven
Unterraum durch schrittweise konstruktive Erweiterung der gegebenen Menge
erhalten. Ein anderer moglicher Weg ware die Bildung des Durchschnitts aller
projektiven Unterrdume, die die gegebene Menge enthalten. Der letztere Weg
ist nicht konstruktiv und ware daher fiir uns nur bedingt brauchbar.

5.1 Definition: Seien X,Y C P(V) Teilmengen. Dann heifit
X+Y:={pePV)|3IreX,s€Y :r#sund pe(r,s)}UXUY

Verbindungsraum oder Summe von X und Y.
Wir definieren induktiv

0X =0
1X =X
2X =X+ X

nX:=(n-1)X+X;n>1
Dann heift (X) := (Joo,nX die lineare Hille von X. Ist X + X = X, so heifit

X linear abgeschlossen.

5.2 Bemerkung: Zunachst beachten wir, daB aus (n—1)X C nX firallen € N
folgt, daB die Mengen nX eine aufsteigende Kette bilden, insbesondere gilt dann
m <n =>mX CnX. Wenn in dieser Kette an einer Stelle ein Gleichheitszeichen
auftritt, dann sind alle nachfolgenden Terme und auch (X') untereinander gleich.
Wir betrachten jetzt einige Spezialfille der Definition. Mit der Definition der
Summe folgt aus X = 0 sofort X + Y =Y. Weiter erhalt man fiir einpunktige
Mengen X = {r} # {s} = Y auch X +Y = {p | pe(r,s)}. Sind X und Y
einpunktig und gleich, so gilt X +Y = X.

Fir die linearen Hillen erhdlt man damit (§) = @ und ({r}) = {r}.

Die lineare Hillle eines projektiven Unterraumes P(W) stimmt mit P(W) iber-
ein. Das folgt aus 4.8, weil P(W) + P(W) = P(W).

Sind X,Y und Z Teilmengen von P(V) mit X C Y, so folgt direkt aus der
Definition X + Z CY + Z.
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5.3 Lemma. Fir Teilmengen X,Y,Z C P(V) gelten (X+Y)+Z = X+(Y +2)
und X +Y =Y + X.

BEWEIS: Die Aussage X +Y = Y + X folgt direkt aus der Symmetrie der
Definition der Summe. Fiir die erste Aussage der Assoziativitat geniigt es, nur
die mengentheoretische Inklusion C “ zu zeigen. Seip € (X+Y)+Z. Wir konnen
annehmen, dafl p weder in X +Y nochin Y + Z noch in X + Z liegt, denn sonst
liegt p wegen 5.2 in X + (Y + Z). Unter dieser Annahme gibt es g € X +Y
und ¢t € Z mit pe(q,t). Auflerdem gibt es » € X und s € Y mit ge(r,s).
Mit 4.7 sieht man, dafl (p,t) und (r,s) den gemeinsamen Schnittpunkt g haben.
Nach 4.5.c) haben dann auch (p,7) und (s,t) einen gemeinsamen Schnittpunkt
q'. Dann gelten pe(r,q') wegen 4.7 und ¢' e (s,t),alsope X + (Y + Z). O

5.4 Folgerung. Es gilt mX + nX = (m +n)X.
BEWEIS: durch vollstandige Induktion mit
mX+nX=mX+(n-1)X+X=(m+n-1)X+X =(m+n)X. a
5.5 Lemma. Seien X undY;,i € I # 0 Teilmengen von P(V). Dann gilt
x+Jv=Ux +1).
BEWEIS: folgt direkt aus der Definition. O
5.6 Satz. Fir Teilmengen X,Y von P(V) gilt (X UY) = (X) + (Y).

BEWEIS: Wir zeigen zunachst
m(XUY) = |J(®X +(m-n)Y)
n=0
fir alle m € N. Fir m = 1 sieht man das sofort mit der Bemerkung 5.2. Zum
Induktionsschritt gilt

(mM+1)(XUY)=m(XUY)+(XUY)

I
3

(nX +(m—n)Y)+ (X UY)

3
I
=)

I
3

(nX +(m—-n)Y +(XUY))

S
I]
=

((n +1)X + (m = n)Y)U (nX + (m — n +1)Y))

Il
iCs

3
o

(rXU(m+1-n)Y).

3
]
=)
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Dann rechnet man unter Verwendung von 5.5

Cs

(X) +(Y) = mX-}-OnY

3
Il
)

I
s
Cs
B

S«
+

3
=

3
I
)
3
Il
)

[
Cs
Cs3

(mX + (n —m)Y)

m=0 n=0
= |Jmx+7)
m=0
=(X+Y). 0

5.7 Satz. Folgende Aussagen fiir X C P(V) sind dquivalent:
a) X ist linear abgeschlossen,
b) (X) = X,
c) X = P(U) ist ein projektiver Unterraum.

BEWEIS: a) = ¢): Sei X + X = X. Wir definieren G als die Menge der Geraden
(p,q) mit p,qg € X. Dann erfillen X und G die Voraussetzungen von 4.9. Also
ist X = P(U) ein projektiver Unterraum.

¢) = b) : wurde in 5.2 diskutiert.

b) = a): Wegen X C X + X C (X) folgt aus (X) = X direkt X + X = X. O

Wir erinnern an die Bemerkung im Anschlufl an Satz 4.9. Mit Satz 5.7 sind zwei
weitere Mdglichkeiten gegeben, projektive Unterrdume allein auf synthetischem
(axiomatischem) Weg ohne analytische Hilfsmittel zu behandeln. Die verwende-
ten Hilfsmittel, Verbindungsraum und lineare Hiille, konnen offenbar auch allein
mit den Axiomen der projektiven Geometrie eingefithrt werden.

5.8 Folgerung. (X) = ((X)), d.h. die lineare Hiille einer Menge X ist linear
abgeschlossen.

BEWEIS: Seien p,q € (X). Dann gibt es ein m mit p,q € mX. Alle Punkte auf
(p, q) liegen in mX + mX = 2mX C (X). Damit ist (X) + (X) = (X). Nach
5.7 folgt die Behauptung. O

5.9 Folgerung. X C (Y) impliziert (X) C (Y).

BEWEIS: Offenbar gilt X C Z = (X) C (Z). Fur Z := (Y) folgt aus X C (Y)
also (X) C ((Y')). Nach 5.8 ist daher (X) C(Y). O
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5.10 Folgerung. Seien p,q € P(V) mit p # q. Dann gilt {r € P(V) |
re(pa)} = ({p.q})-

BEWEIS: Aus der Definition der Summe folgt 2{p,q} = {p,q} + {p,q} = {r €
P(V) | re(p,q)}. Wir zeigen, dall 2{p, g} schon linear abgeschlossen ist. Seien
r,8 € 2{p,q} mit r # s. Dann ist (r,s) = (p, q), also gilt te(r,s) = t € 2{p, q},
d.h. 2{p, q} ist linear abgeschlossen. Nach 5.7 folgt damit 2{p, q} = (2{p,q}) =
({p,q}). O

Die obige Uberlegung zeigt jetzt, daf

re(p,q) <= r € ({p,q})

fir p # q gilt. Man kann damit jede Gerade (p,q) in G(V) mit ({p,q}) iden-
tifizieren. Wir werden das im folgenden haufig verwenden, ohne weiter darauf
hinzuweisen.

5.11 Satz. Seien P(U;) und P(U,) projektive Unterraume von P(V). Dann
gilt

BEWEIS: Wegen P(U])UP(Ug) - P(U1+U2)gllt (P(Ul)UP(U2)> - P(U1+U2)
Sei p € P(U; + Uy). Dann gibt es u; € Uy und uz € Uy mit p = K(u; + ua).
Wenn u; und u, linear abhéngig sind, dann ist sicher p € P(U,) + P(U;). Sind
u; und u; linear unabhéingig, dann ist pe (Ku;, Ku;), also wieder p € P(U;) +
P(U;). Schliefilich sind die P(U;) linear abgeschlossen, daher gilt nach 5.6 und
5.7 P(Uy) + P(U;) = (P(U:1)U P(U,)). O

5.12 Folgerung. Seien py,...,p, Punkte in P(V). Seien z,...,z, Reprasen-
tanten fur die p;, d.h. p; = Kz;. Sei U der von den zg,...,z, erzeugte Unter-
raum. Dann gilt ({po,...,pn}) = P(U). Insbesondere folgt dim({po,...,pn}) <

n.

Beweis: Wir bezeichnen den von den z;,...,z; aufgespannten Unterraum von
V mit (z;,...,z;). Offenbar gilt (0) = P(0), ({po}) = P((zq)) und ({po,m}) =
P({zo,z1)) wegen 5.10. Seien nun pq,...,pn gegeben. Wir fuhren eine Induk-
tion durch. Seien zg,...,7, Reprisentanten fiir die gegebenen Punkte. Die
Unterraume U; und U, seien von zy,...,z,_1 bzw. z, erzeugt. Dann gilt

({po, ... pn}) = ({Po, .-, Pn-1} U{Pn}) = ({po,.. ., Pn1}) + ({Pa})
= P(Uy) + P(Us) = P(Uy + U3) = P((zo,...,zn))

Die zweite Behauptung folgt unmittelbar. O
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5.13 Folgerung. Sei P eine linear abgeschlossene Teilmenge von P(V) und
dim(P) = n. Dann gibt es n + 1 Punkte py,...,pn € P mit P = ({po,...,Pn})-

BEWEIS: Nach 5.7 ist P = P(U) fir einen Unterraum U von V mit dim(U) =
n+1. Sei zg,...,z, eine Basis fir U und seien p; := Kz;. Dann gilt p; € P, also
({po,---,Pn}) < P. Da ({po,.-.,Pn}) linear abgeschlossen ist, ist
({poy---sPn}) = P(U') und py,...,pn € P(U'), also U C U'. Nach 5.12 folgt

P = ({po,--.,pn}). 0O

Mit den Folgerungen 5.12 und 5.13 ist jetzt der Begriff der Dimension eines pro-
jektiven Raumes allein auf die projektiven Begriffe des Punktes, der Geraden
und der Inzidenz zuriickgefithrt. Unsere Zielsetzung ist hier also dhnlich wie bei
der Diskussion der projektiven Unterraume, die wir auch allein mit synthetischen
Hilfsmitteln beschreiben konnten. Wir bemerken insbesondere, dafl die Dimen-
sion eines projektiven Unterraumes genau dann n ist, wenn es Punkte po,...,p,
gibt mit P = ({po,...,pn}) (5.13) und keine geringere Anzahl von Punkten P
erzeugen kann (5.12).

5.14 Folgerung. Sei P linear abgeschlossen. P ist genau dann (die Punktmenge
einer) projektive Ebene, wenn es drei nicht kollineare Punkte p,q,r gibt mit

P={{pqr})

BEWEIS: Sei P = ({p,¢,7}). Dann ist dim(P) < 2 nach 5.12. Aber dim(P) <1
impliziert, dafl p,q,r kollinear sind, also gilt dim(P) = 2. Sei P = P(U) eine
projektive Ebene, dann gibt es nach 5.13 Punkte p, ¢, mit P = ({p,q,7}). Diese
kénnen jedoch nicht kollinear sein. O

5.15 Satz. Seien P und Q linear abgeschlossen. Dann gilt

dim(P) 4+ dim(Q) = dim(P + Q) + dim(P N Q).

BEWEIS: Sei P = P(U) und @ = P(W). Dann folgt PNQ = P(U)NP(W) =
P(UNW). Verwenden wir dazu 5.11, so erhalten wir

dim(P) + dim(Q) = dim(U) + dim(W) — 2 = dim(U + W) + dim(U N W) — 2
= dim(P(U + W)) + dim(P(U N W))
=dim(P + Q) + dim(P N Q).

Die letzte Gleichheit verwendet die Aussage von Satz 5.11, wonach P(U + W) =
P(U)+P(W)gilt. AuBlerdem ist direkt aus der Definition der projektiven Raume
zu sehen, dafl P(UNW) = P(U)N P(W) gilt; die eindimensionalen Unterrdume
von U N W sind genau die eindimensionalen Unterrdume von U, die auch in W
liegen. O
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Da sich der Beweis dieses Satzes mit analytischen Hilfsmitteln besonders ein-
fach durchfithren 1afit, haben wir in diesem Fall davon abgesehen, uns nur auf
synthetische Methoden zu beschranken.

5.16 Folgerung. Sei H eine Hyperebene von P(V) und g in G(V). Dann ist
der Durchschnitt von g und H nicht leer.

BeEWEIS: Es gilt die folgende Abschitzung
dim(H Ng) = dim(H) + dim(g) —dim(H +g) >n—-1+1-n=0.

Also enthilt H N g mindestens einen Punkt. O

5.17 Folgerung. Zwei verschiedene Hyperebenen in P(V) schneiden sich in
einem projektiven Unterraum der Dimension dim(P(V)) — 2.

BEWEIS: Es gilt
dim(HNH') = dim(H)+dim(H')—dim(H+ H') = (n-1)+(n-1)—-n=n-2.

In der Rechnung wird verwendet, dafl fiir zwei verschiedene projektive Hyper-
ebenen H und H' der Verbindungsraum H + H' echt groBer als jede der beiden
Hyperebenen ist. Da der Verbindungsraum linear abgeschlossen ist, ist er von
der Gestalt P(W), wobei W die Unterrdume U bzw. U' mit H = P(U) und
H' = P(U') umfafit. Aber U und U' haben die Kodimensions eins, also mufl
W =V gelten und damit H + H' = P(V). O

5.18 Lemma. Sei P(W) ein projektiver Unterraum und seien p,q ¢ P(W).
Dann gilt ¢ € P(W) + p genau dann, wenn p € P(W) + q gilt.

BEWEIS: Seien p = Rz und ¢ = Ry. Es gilt ¢ € P(W) + p genau dann, wenn
y = w+ tz (¢ # 0) genau dann, wenn ¢ = w' 4+ (1/t)y genau dann, wenn
p€E P(W)+gq.0

5.19 Satz (DESARGUES, Girard 1591-1661). Seien die Punkte p;,q; (i =
1,2,3) und s im projektiven Raum P(V) paarweise verschieden. Sei se (p;,q:)
(r = 1,2,3). Dann gibi es kollineare Punkte by3,by3,b3; mit b;j € (p;,p;) und
bi.‘i E(Qi)qj)(i)j =1,2,3,1 7é ])

BEWEIS: Wir wahlenz;,y,,z € V,1=1,2,3s0,dallp; = Kz;,q;: = Kyi, s = Kz
gelten. Da die gegebenen Punkte paarweise verschieden sind, sind z; und y; fir
jedes 1 linear unabhingig. Andrerseits ist z von z;,y; linear abhangig wegen
s€(pi,qi), also eine Linearkombination der beiden Vektoren. Da wir z; und y;
noch um skalare Faktoren andern dirfen, kénnen wir die Vektoren z; und y; so
wahlen, dafl zusitzlich z = z; — y;, ¢ = 1,2, 3 gilt. Daraus folgt z; — z; = y; — y;
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Figur 5.1

fir<,j = 1,2,3. Damit definieren wir die Schnittpunkte b;; = K(z; —z;). Weiter
gilt ¢; — 23 = (21 — z2) + (z2 — z3). Das heifit aber, dafl die drei Schnittpunkte
kollinear sind. O

Die obige Abbildung gibt auch Anlafl zu einer rein geometrischen Plausibilitats-
betrachtung. Man stelle sich zunachst die ganze Abbildung dreidimensional vor.
Dann wird ausgehend von dem Zentrum s das Dreieck p;,py,ps auf das Dreieck
q1,92,93 projiziert. Die beiden Ebenen, in denen die beiden Dreiecke liegen,
schneiden sich in der Geraden S. Um zu sehen, dafl sich die Geraden P, und
@, uberhaupt schneiden und nicht etwa windschief sind, beachten wir, daf sie
beide in der Ebene liegen mussen, die durch die Projektionsgeraden B, und B3
festgelegt wird. Dann ist es aber auch klar, daB sie sich genau auf der Geraden
S schneiden missen, weil ihr Schnittpunkt in den beiden durch die Dreiecke
bestimmten Ebenen liegt. Ebenso argumentiert man fiir die Schittpunkte b,
und by3. Eine (Parallel-)Projektion des gesamten Gebildes ist aber schon die
vorliegende Abbildung. Sicherlich ist dieser ,,Beweis“ nicht exakt, weil mégliche
Grenzfalle und von R verschiedene Koérper nicht berticksichtigt sind, er gibt
aber einen guten Einblick in den geometrischen Hintergrund des Desargues’schen
Satzes.
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Eine zweite Bemerkung gilt einer Tatsache, die aus der Abbildung jedenfalls im
Spezialfall abgelesen werden kann. Wir formulieren sie zunéachst vollstandig:

Seien die Geraden S, P;,Q; (1 = 1,2,3) paarweise verschieden. Sei S 3 P; N
Qi(: = 1,2,3). Dann gibt es Geraden B, B33, B3, die einen gemeinsamen
Schnittpunkt s haben, mit B;; 3 P;N P; und B;; 5 Q; N Q;(z,7 = 1,2,3,1 # j).

Die Aussage ist anhand der Abbildung zwar plausibel, aber keineswegs bewiesen.
Es sollte jedoch auffallen, dafl die Formulierung aus dem Desargues’schen Satz
hervorgeht, indem an jeder Stelle das Wort ,Punkt® durch ,,Gerade® ersetzt und
umgekehrt und die Inzidenz umkehrt, also "¢” durch ” 3 ” ersetzt. Tatsachlich
ist es richtig, dafl auf diese Art und Weise aus wahren Satzen der ebenen pro-
jektiven Geometrie neue wahre Sitze ohne jeden neuen Beweis erhalten werden.
Dieser Prozefl der Vertauschung wird auch Dualitdt genannt. Wir werden die-
sen Begriff nicht weiter bendtigen und verweisen den interessierten Leser auf die
Lehrbuchliteratur iiber projektive Geometrie.

In dem nachfolgenden Satz machen wir eine Aussage dariiber, unter welchen Vor-
aussetzungen eine Menge P von ,Punkten“ und eine Menge G von ,Geraden*
zusammen mit einer ,Inzidenzrelation“ I einen projektiven Raum bilden. Wenn
wir fiir eine solche Konfiguration verlangen, dafl z.B. der Desargues’sche Satz
HEilt“, so soll die Aussage des Desargues’schen Satzes auch noch gelten, wenn
wir im Satz den projektiven Raum P(V) durch die Mengen P,G und die Inzi-
denzrelation I ersetzen.

5.20 Satz. Seien zwei Mengen P und G zusammen mit einer Inzidenzrelation
I C P x G gegeben, fiir die die Aussagen a), b) und c) von Satz 4.5 gelten,
und sei dim(P,G,I) > 2 (im Sinne von 5.13). Wenn der Desargues’sche Satz
oder dim(P) > 2 gelten, dann ist (P,G,I) isomorph zu einem projektiven Raum
P(V) iber einem gecigneten Schiefkérper K. (ohne Beweis)

Wir greifen das Beispiel des 3-dimensionalen projektiven Raumes P(R*) aus dem
1. Kapitel und der verschiedenen projektiven Ebenen darin wieder auf. Nach
5.12 ist P(R*) = ({po,...,ps}) mit po = R(1,0,0,0),p; = R(0,1,0,0),p =
R(0,0,1,0) und p; = R(0,0,0,1). Fir P(U,) mit U, = {(z0,21,22,23)|21 =
0} gilt P(U.) = ({po,p2,p3}). Weiter ist P(Us) = ({p1,pP2,P3}). Das Bei-
spiel P(Ug) zeigt inshesondere, dafl die Purkte py,p2,ps, die man gern als
»Erzeugende® fur dic ,z-, y- bzw. z-Achsen“ betrachten mochte, uneigentliche
Punkte sind. Sie liegen also nicht auf den in R® identifizierten Teilen der Achsen,
geben aber ihre Richtung an. Die z-Achse P(W) mit W = {(z¢,21,0,0)|z¢,z; €
R} wird als P(W) = ({go,q:}) mit go = R(1,0,0,0) und ¢1 = R(1,1,0,0) er-
zeugt. Die lineare Hiille von {qo,q1} enthalt also auch uneigentliche Punkte.
Tatsachlich ist der Schnitt von P(Us) mit jedem projektiven Unterraum der
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Dimension > 1 nicht leer (Satz 5.15), d.h. jeder projektive Unterraum der Di-
mension > 1 enthdlt uneigentliche Punkte.

Die Punkte po,...,p7 in P(R*) mit

po = R(1,0,0,0), rs = R(1,1,1,0),
r1 = R(1,1,0,0), ps = R(1,1,0,1),
p2 = R(1,0,1,0), ps = R(1,0,1,1),
prs = R(1,0,0,1), pr = R(1,1,1,1),

konnen wir als Eckpunkte eine Wiirfels auffassen. Sie alle sind eigentliche Punkte
und spannen P(R*?) auf.

Man kann jedoch nach 5.13 den Raum P(R*) auch schon mit 4 Punkten auf-
spannen. Diese konnen ebenfalls alle als eigentliche Punkte gewahlt werden.
Geeignet sind z.B. die Punkte

Po :R(I)O)O)O)a P2 :R(LO)I’O):
P = R(I,I,0,0), P3 = R(].,0,0,l)

Sie entstehen namlich aus einer Basis von R*. Im Beweis von 5.13 hatten wir
ebenfalls von einer Basis ausgehend eine Erzeugendenmenge mit n + 1 Elemen-
ten erhalten. Die oben angegebenen Punkte definieren iibrigens ein Tetraeder
im affinen 3-dimensionalen Teilraum von P(R*). Der Leser sollte einmal eine
entsprechende Erzeugendenmenge fir den 4-dimensionalen projektiven Raum
P(R?®) angeben.

Die mindestens 4 erzeugenden Punkte des projektiven Raumes P(R*) miissen
ubrigens nicht alle eigentliche Punkte sein. Der andere Extremfall ist, dafl drei
der vier Punkte uneigentlich sind. Einer der vier Punkte muf} allerdings eigentlich
sein, weil ja sonst von den Punkten nur die uneigentliche Hyperebene aufgespannt
werden kann. Man kann also die Punkte

po = R(1,0,0,0),  p» = R(0,0,1,0),

p1 = R(0,1,0,0), ps = R(0,0,0,1)

als Erzeugendenmenge verwenden, denn sie entstehen wiederum aus einer Basis
von R*.
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Projektive Raume sollen Erweiterungen unseres Anschauungsraumes — des affi-
nen Raumes — durch unendlich ferne Punkte sein. Darauf hatten wir schon zu
Beginn des Kapitels 4 hingewiesen. In diesem Kapitel wollen wir den Zusammen-
hang mit dem Begriff des affinen Raumes studieren. Wir werden zeigen, daf} in
jedemn projektiven Raum eine Teilmenge enthalten ist, die als affiner Raum auf-
gefait werden kann. Die nicht in diesem affinen Unterraum enthaltenen Punkte
konnen als unendlich ferne Punkte aufgefafit werden. Sie werden eine projektive
Hyperebene bilden. Jede projektive Hyperebene kann als unendlich ferne Hy-
perebene auftreten, denn im projektiven Raum ist keine projektive Hyperebene
besonders ausgezeichnet.

Fur die geplanten graphischen Anwendungen bedeutet diese Feststellung, dafl
nach einer Einbettung unseres affinen Raumes in einen projektiven Raum die
yendlichen“ Punkte von den ,unendlichen® Punkten ununterscheidbar geworden
sind. Das bedeutet insbesondere, daf} sie bei geeigneten Abbildungen auch in
yunendliche Punkte tibergehen kdnnen.

Die Frage, wie sich affinen Abbildungen wie z.B. Spiegelung, Drehung, Trans-
lation, Scherung, Streckung etc. auf projektive Rdume ubertragen, werden wir
erst in Kapitel 14 genauer studieren.

In Kapitel 2 haben wir schon affine Raume studiert. Sie haben jedoch einen
engen und sehr interessanten Zusammenhang mit projektiven Raumen. Die-
sen Zusammenhang wollen wir im folgenden unter Verwendung der analytischen
Beschreibung der projektiven Raume genauer untersuchen. Es wird sich her-
ausstellen, daf ein projektiver Raum im wesentlichen aus einem affinen Raum
zusammen mit gewissen ,unendlich fernen“ Punkten besteht. Jedoch werden
alle Punkte im Projektiven gleichwertig sein. Unsere Konstruktion verwendet
einen einmal ausgewahlten Vektor a auflerhalb eines Unterraumes W der Ko-
dimension 1 im Vektorraum V, der den projektiven Raum definiert. Obwohl
unsere Konstruktionen bei beliebiger Wahl von a durchgefiihrt werden konnen,
sind die Ergebnisse nicht véllig unabhangig von der Wahl von a. Dieses wird
sich deutlicher im 8. Kapitel herausstellen.

6.1 Lemma. Seien V = W & Ka und A := P(V)\ P(W). Dann gibt es genau
eine Abbildung w: A -—» W mit

Vpe A:p= K(w(p) + a).

BEWEIS: Sei p = Kz € A. Da Kz € W, gibt es eindeutig bestimmte w € W
und A € K \ {0} mit z = w + Aa. Wir setzen a := A7! und w(p) := aw. Dann
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ist @z = w(p) + a. Wird ¢ durch pz ersetzt mit p # 0, so ist pz = pw + pla.
Dann folgt (M) !pz = az = w(p)+a. Also hingt w(p) nur von p und nicht von
der Wahl des Reprasentanten z ab. O

6.2 Satz. Sei P(W) eine projektive Hyperebene des projektiven Raumes P(V').
Dann ist A := P(V)\ P(W) ein affiner Raum mit Translationsraum W. Die
affine Struktur von (A, W) ist bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmt.
P(W) heif3it dann uneigentliche Hyperebene.

BEWEIS: Da W C V ein Unterraum der Kodimension eins ist, ist V = W & Ka
mit einem Vektor a € V' \ W. Wir kdnnen also 6.1 anwenden. Seien p = Kz und
q = Ky aus A. Dann definieren wir 7(p, ¢) := w(q) — w(p).

Wir weisen Axiom a) nach. Seien p wie oben und w € W gegeben. Wir definieren
q:= K(w+a-z), wobei a-z = w(p)+a. Dannist w+a-z = (w+w(p))+a, also
7(p,q) = (w+w(p)) —w(p) = w. Sind ¢ = Ky und ¢' = Ky’ mit 7(p,q) = 7(p, ¢')
gegeben, so ist w(q) = w(q'), also ¢ = K(w(q) + a) = K(w(q') + a) = ¢’. Damit
ist Axiom a) nachgewiesen.

Seien nun drei Punkte p = Kz, ¢ = Ky und r = Kz in A gegeben. Dann ist
m(p,7) = w(r) — w(p) = (w(r) — w(q)) + (w(q) — w(p)) = 7(p,q) + 7(q,7). Also
gilt auch Axiom b). Wir diskutieren jetzt die Abhéngigkeit von der Wahl von a
etwas genauer. Ist b € V ein weiterer Vektor mit V = W@ Kb, soist b = w'+ Aa.
Bezliglich b erhalten wir die Gleichung Sz = w'(p) + b = w'(p) + w' + Aa. Also
gilt A'718z = (A'"!w'(p) + M 'w') + a, woraus

w'(p) +w' = Aw(p)

folgt. Fiir einen Translationsvektor 7'(p,q) bezlglich b gilt daher 7'(p,q) =
w'(q)—w'(p) = N(w(q)—w(p)) = N'7(p, q). Also andert eine Anderung von a alle
Translationsvektoren 7(p, ¢) nur um einen festen Skalarfaktor. Die Struktur eines
afinen Raumes auf A ist also nicht eindeutig {estgelegt, sondern von der Wahl
von a € V abhangig. Jedoch kann die Abbildung 7 nur um einen festen Faktor
geandert werden, was im wesentlichen einer Anderung des Abbildungsmafstabes
entspricht. O

6.3 Folgerung. Ist g in G(V) und g nicht ganz in P(W) gelegen, dann ist
g\ P(W) = gN A eine affine Gerade in A. Weiter besteht g\ P(W) aus genau

einem Punkt.

BEWEIS: Da g aus einem zweidimensionalen Unterraum von V besteht, kann
man ¢ = Ka + Kw mit a ¢ W schreiben. Da W C V ein Unterraum der Kodi-
mension eins ist, also der Durchschnitt von g mit ¥ die Dimension 1 hat, kann
w € W gewdhlt werden. Wir halten nun a und w fir die folgende chrlegung
fest und definieren die Abbildung w in bezug auf a € V. Sei py = Ka € gN A.
Dann gilt
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pEgNA<—p=KB -w+ta)<—=wp)=F-w=p=F -w+po.

Man beachte die Benutzung des Pluszeichens in der letzten Gleichung im Sinne
der Addition bei affinen Raumen. Dann ist gN A = Kw + po also eine affine
Gerade. Die Aussage iber ¢ N P(W) wurde in 5.16 bewiesen. Zwei Punkte
konnen nicht im Durchschnitt liegen, weil dann g ganz in P(W) lage. O

6.4 Bemerkung: Sei P(W) eine projektive Hyperebene in P(V), die wir als
uneigentliche Hyperebene auffassen. Seien p;,p, zwei verschiedene Punkte in
A = P(V)\ P(W). Die Gerade g = (p1,p2) schneidet dann P(W) in genau
einem Punkt. Da A ein affiner Raum ist und g \ P(W) eine affine Gerade ist,
konnen je zwei Punkte aus P(V)\ P(W) durch eine affine Gerade verbunden
werden.

Ist K = R, so gibt es also zwischen je zwei Punkten p1,p; in P(V)\ P(W) einen
Weg (eine Strecke), der p; und p, verbindet und der P(W) nicht schneidet. Das
ist natiirlich unabhingig davon, ob man P(W) als uneigentliche Hyperebene
auffafit oder nicht.

Insbesondere kann man in der projektiven Ebene P(R?) nicht von zwei Seiten
einer Geraden sprechen. Gleichgiiltig, wo namlich zwel Punkte beziiglich der
Geraden g liegen, es gibt immer eine geradlinige Verbindung von p; nach p,, die
g nicht trifft, wenn nur p; und p, nicht auf g liegen. O

6.5 Folgerung. Ist h eine affine Gerade in A, so gibt es genau eine projektive
Gerade [h] in G(V) mit h = [A] N A.

BEWEIS: Sei h = Kw + po affine Gerade mit po = Ka € A. Dann ist [h] :=
Ka + Kw eine projektive Gerade in P(V'). Offenbar ist A C [h] N A, weil jeder
Punkt Aw + py = K(Aw + a) in der durch a definierten affinen Struktur von A
in [h] N A liegt. Ist umgekehrt p € [A]N A, so ist p = K(Aw +a), weil p ¢ P(W).
Damit ist p € h, also h = [h] N A. Da h mindestens zwei Punkte besitzt und

durch diese zwei Punktc genau eine projektive Gerade verlauft, ist [h] in G(V)
eindeutig bestimmt. O

6.6 Folgerung. Die Zuordnung h — [h] ist eine Bijektion zwischen allen affi-
nen Geraden in A und den projektiven Geraden in P(V'), die nicht ganz in P(W)
liegen.

6.7 Folgerung. Seien hy und h, zwei affine Geraden in A. h; und h, sind genau
dann parallel, wenn [h1] N P(W) = [hy] N P(W).

BEWEIS: Seien h; = Kw; + p; und hy = Kw,; + p, affine Geraden. Seien
p1 = Ka; und p; = Ka,. Die zugehorigen projektiven Geraden sind [h;] =
Kw; + Ka;. Die Schnittpunkte mit P(W) sind die Punkte Kw;. Dann sind
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P2 P2

Pa P1

Figur 6.1

die affinen Geraden parallel genau dann, wenn Kw; = Kw, genau dann, wenn

[Ri]NP(W) = [h]n P(W). O

6.8 Bemerkung: Ein affiner Raum A mit Translationsraum W wird also zu
einem projektiven Raum P ,vervollstindigt®, indem man zu A weitere ,unei-
gentliche* Punkte hinzufiigt, zu jeder Parallelenschar von affinen Geraden in A
genau einen uneigentlichen Punkt, und alle uneigentlichen Punkte zusammenfaft
zur ,uneigentlichen“ Hyperebene. Jede Gerade (und allgemeiner jeder affine Un-
terraum) von A wird durch Hinzunahme des zugehorigen uneigentlichen Punktes
zu einer projektiven Geraden in P verlingert. Dazu kann man wie folgt vorge-
hen. Sei A' ein affiner Raum mit Translationsraum W. Man bilde V := W + K2
mit einem nicht in W gelegenen Vektor z. Dann ist P(W) in P(V) eine pro-
jektive Hyperebene. Der oben konstruierte affine Raum A = P(V)\ P(W) mit
Translationsraum W ist dann affin dquivalent zum affinen Raum A’, weil je zwei
affine Rdume A und A' mit gemeinsamem Translationsraum W affin dquivalent
sind. P(W) ist die Hyperebene, die aus den uneigentlichen Punkten besteht. O

Wir wenden uns wieder unseren Beispielen zu. Im projektiven Raum P(R*)
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betrachten wir einmal die projektive Hyperebene P(U) mit

U={(bo,...,&)l&i € R, —o + &1 + &2 + €3 = 0},

die wir schon im ersten Abschnitt studiert haben. Dort sahen wir, dafl die Punkte
des zugehorigen affinen Raumes A = P(R*)\ P(U) als Bilder bei der Abbildung

‘I’Zl{3 B (6,77,C) La— R(l +€+TI+C,5,77,C)

erhalten werden konnen. Fiir die Konstruktion von 6.2 ist R* = U @ R(1,0,0,0),
wobei der Vektor a = (1,0,0,0) keineswegs eindeutig bestimmt ist, sondern durch
jeden anderen Vektor aus R*\ U ersetzt werden kann. Wir berechnen jetzt den
Translationsvektor 7(p, q) fir zwei Punkte p,q € A. Seien p = (&,&1,£2,£3) und
q = (n0,M1,M2,7m3). Dann lassen sie sich ihre Koordinaten beziiglich der direkten
Summe R* = U @ R(1,0,0,0) zerlegen als

1 (L& +E3,6,6,8)

. 17615962, - + 1’0,0)01
oG og b= T Ty 000
1 + + 13,M1,M2,
: (770)771,77.2,773) = (771 T T2 T, T2 773) + (1’0)0:0)'
Mo —T — N2 —173 Mo—M —7M2—7"3

Dabei ist zu beachten, dafl {; — €1 — {2 — &3 # 0 gilt, denn unsere Punkte liegen
nicht in der projektiven Hyperebene. Damit ist

(L& +E6,6,6,6) w _ (m +n2 4 13,m1,m2,73)
w(p) = bo—& —& & und Ohs Mo—T1 —M2—73 '

Weiter erhalten wir nach 6.2

(771 + 72 +7l37771)772’773) _ (61 + 52 + E3>£1s£2y£3)

To—T —72— 73 bo—b1—&—&s
Kehren wir zu der Abbildung ¥ zuriick. Wir werden zeigen, daf} sie eine Affinitat
auf A ist. Zundchst beachten wir, dal w¥(é;,£2,€3) = (&1 + & + €3,61,62,&3)
gilt. Weiter definieren wir eine lineare Abbildung f: R® — U durch

f(€1,62,8s) = (&1 + & + 85,61, 62,83)-
Dann ist fiir Punkte im affinen Raum (¢;,&5,&3),(71,72,7m3) € R?
f(T'(( 11{2,63))(7711772’773)))

=(m-—-&+m—&+n—E&,m—E&,m2 —&,ms — &)
= T(‘I’(fl,fz,fs),‘1’(1717712,773))-

7(p,q) =
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Also ist (¥, f) eine Affinitat.

Der Leser moge einmal iiberpriifen, ob die Abbildung (¥,g) auch eine Affi-
nitit ist, wenn der Vektor a = (1,0,0,0) ersetzt wird durch (2,0,0,0) bzw.
(-1,0,0,0). Gibt es eine lineare Abbildung g: R* — U , fiir die (¥, g) eine
Affinitdt ist, wenn a = (1,1,1,1) gilt?
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Bisher haben wir die projektiven Raume von einem mehr abtrakten Standpunkt
aus kennengelernt. Um jedoch die Punkte genau angeben zu kénnen, benétigen
wir eine Erfassung der Punkte mit reellen Zahlen. Dazu ist der Ansatz der ana-
lytischen projektiven Geometrie besonders geeignet. Man kénnte nun den all-
gemein gewahlten Vektorraum V fiir die Konstruktion des projektiven Raumes
P(V) durch den mit Koordinaten versehenen Raum R™ ersetzen. Das engt je-
doch die Anwendungsméglichkeiten erheblich ein. Ein Unterraum U von R™
braucht schon nicht mehr diese Form zu haben und ware dann nicht mehr leicht
zu behandeln. Wir werden daher nur eine beliebige Basis von V fiir die Koordi-
naten heranziehen.

Unser erster Ansatz soll sich jedoch nicht auf den Vektorraum V beziehen, son-
dern das abstrakte Konzept der projektiven Abhingigkeit verwenden. Dieses
liefert uns sofort den richtigen Begriff der projektiven Basis — im Gegensatz
zum projektiven Koordinatensystem. Erst danach werden wir die Beziehung zur
Basis des zugehorigen Vektorraumes aufklaren.

Zur Koordinatendarstellung von Punkten verwendet man jedoch meist den Be-
griff des projektiven Koordinatensystems. Damit konnen dann die Punkte in
einer Weise durch ,homogene Koordinaten® erfafit werden, die spidter beson-
ders gunstig bei der Behandlung von Abbildungen von projektiven Rdumen sein
werden. Zwar werden die homogenen Koordinaten fiir einen projektiven Punkt
nicht eindeutig durch den Punkt festgelegt werden, jedoch eindeutig bis auf einen
gemeinsamen Faktor.

Schliefllich soll auch der Zusammenhang mit affinen Koordinaten eines Punktes
in einem affinen Unterraum dargestellt werden. Wir werden dann noch einmal
sehen, daf} z.B. bei der Parametrisierung der projektiven Geraden die unendlich
fernen Punkte tatsdchlich mit einem Parameter erfaflt werden, der unendlich
werden kann.

7.1 Definition: Ein Punkt p in P(V) heifit von der Teilmenge X in P(V)
projektiv abhdngig, wenn p € (X) . Wir schreiben dafiir auch p < X.

7.2 Satz. Die Relation der projektiven Abhangigkeit ist eine Abhiangigkeitsre-
lation, d.h. sie erfiillt die folgenden Bedingungen
a)peY = p <Y,
b)p<Y = JE CY endlich: p< E,
)p=<YANMyeY y<2Z)=p<7Z,
d)p<(YU{gh)ApAY = ¢ < (Y U{p}).

BEWEIS: Zu a: folgt aus Y = 1Y C (Y).
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Zu b: Sei p < Y. Dann gibt es ein n € N mit p € nY. Folglich existieren
oy---+qn-1 €Y und r; €1Y, i =1,...,n mit

rr €Y Ary = qo,

T2 €2Y Arze(r1,q1),

rs €3Y Arse(ra,q2),

T €ERY Arp€e(Tno1,qn-1)ATp =p.
Fir E := {qo,.--,qn-1} ist die Behauptung dann erfillt.
Zuc: AusVy€eY :y < Z folgt Y C (Z), nach 5.9 also auch (Y') C (Z). Das ist
aber die Behauptung.
Zu d: Seip € (Y U{q}) = (Y)+ ({¢q}) = (Y) + {¢q}. Es gibt daher ein y mit
Pe(y,q). Da jedoch p £ Y, also p ¢ (Y), ist p # y. Wir konnen 4.7 verwenden
und sehen ge(y,p). Damit gilt g € (Y) + {p} = (Y U {p}. O

Es gibt eine leichte Verallgemeinerung der linearen Abhéangigkeit zum Begriff
einer allgemeinen Abhangigkeitsrelation (gelegentlich auch Matroid genannt),
mit der die folgende Definition auch als Folgerung des vorangehenden Satzes
bewiesen werden kann. Wir werden jedoch diesen Begriff nicht weiter verfolgen
und definieren daher wie folgt.

7.3 Definition: Sei dim P(V) = n. Dann besteht eine projektive Basis von
P(V) aus n + 1 Punkten, die in keiner Hyperebene gemeinsam enthalten sind.

Damit kann der Begriff der projektiven Basis auch mit Hilfsmitteln der axio-
matischen projektiven Geometrie eingefihrt werden. Der mit dem Begriff der
allgemeinen Abhéangigkeit vertraute Leser moge die Definition 7.3 daher als Fol-
gerung aus dem Satz 7.2 herleiten.

7.4 Folgerung. py,...,p, in P(V) sind genau dann eine projektive Basis, wenn
ihre Reprasentanten z,...,z, in V eine Basis bilden.

BEWEIS: Sei pg,...,pn eine projektive Basis des n-dimensionalen projektiven
Raumes P(V). Nach 5.12 ist V' der von den z; aufgespannte Raum. Wegen

dimV =dimP(V) +1

ist zg,...,z, dann eine Basis von V. Ist umgekehrt zy,...,z, eine Basis von V,
so gilt ({po,...,Pn}) = P(V) wiederum nach 5.12. Die Punkte py,...,p, sind
daher in keiner gemeinsamen Hyperebene enthalten und bilden eine projektive
Basis von P(V) wegen dim P(V) =n. O

7.5 Definition: Sei dimP(V) = n. Ein projektives Koordinatensystem fur
P(V) besteht aus n + 2 Punkten in P(V), so dafl keine n + 1 Punkte in einer
gemeinsamen Hyperebene liegen.
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7.6 Folgerung. S := {pg,...,Pnt+1} ist ein projektives Koordinatensystem fiir
P(V) genau dann, wenn je n + 1 von diesen Punkten eine projektive Basis von

P(V) bilden.

7.7 Definition: Sei S ein projektives Koordinatensystem fiir den projektiven
Raum P(V). Seien zg,...,z,4+1 Reprasentanten fiir S. Da diese Vektoren in
V linear abhingig sind und je n + 1 von ihnen linear unabhiangig sind, gibt
es eine nichttriviale Linearkombination Byzo + ... + Bnt1Zn+1 = 0 mit allen
Koeflizienten 8; # 0. Ohne Einschrankung konnen wir also die Reprasentanten
Zg,...,Tnt1 so wahlen,daB zg+...+2,41 = 0. Weiterhin wahlen wir aus S einen
Punkt pn+1 aus. Er wird Einheitspunkt genannt. Die ibrigen Punkte po,...,pn
heiflen Grundpunkte. Sei p in P(V) gegebenen und z ein Reprasentant von p in
V. Dann heiflen die (ag,...,a,) mit ¢ = agzo + @121 + ... + @nT, homogene
Koordinaten fiir p bezliglich des projektiven Koordinatensystems {pg,...,pn+1}
mit Einheitspunkt pn41.

7.8 Satz. Sei S ein projektives Koordinatensystem mit Einheitspunkt p,4;.
Dann sind die homogenen Koordinaten (ay,...,a,) eines Punktes p in P(V)
bis auf ein Vielfaches mit einem Faktor a # 0 aus R eindeutig bestimmt. Je-
des Vielfache a(aq,...,an) der homogenen Koordinaten von p kann durch eine
geeignete Wahl der Reprasentanten zq,...,Zn41 mit €9 + ...+ Tpyy1 = 0 oder
z als n + 1-Tupel von homogenen Koordinaten von p erhalten werden. Zu je-
der Wahl! (ag,a;,...,a,) # 0 gibt es genau einen Punkt mit diesen homogenen
Koordinaten.

BEWEIS: Seien p; = Rz; = Rz}, 20 +... 4+ 24y = Ound zf + ... + T, =
0. Seien z} = f;z;. Die zo,...,z, sind nach Voraussetzung iber projektive
Koordinatensysteme eine Basis von V. Aus der Gleichung iiber die z! folgt

—Brnt1Tnt1 = BoTo + ... + PnTn.
Durch Multiplikation der Gleichung z¢ + ...+ 41 = 0 mit S,4; erhalten wir

—Brn+1Tn+1 = PBrt1Z0+ ... + Bnt1Tna.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt a := 8y = ... = fBp41. Ist nun p = Rz.
Soist ¢ = apzy + ... + apzl, = acezy + ... + @anzy, also andern sich die
homogenen Koordinaten beim Ubergang zu neuen Reprasentanten fiir S nur um
den Faktor a. Ebenso kommt fiir einen anderen Reprasentanten fiir p ebenfalls
nur ein gemeinsamer Faktor hinzu. Man kann also auch z so wahlen, daf} ein
beliebiger Faktor a # 0 auf den homogenen Koordinaten ausgeglichen wird.
Zum Beweis der letzten Aussage des Satzes bilde man p = Rz mit z = apzg +
...t apz,. O



104 7 Homogene Koordinaten
7.9 Folgerung. Die homogenen Koordinaten fir py,...,Pn,Pn+1 sind

€9 :(1,0,...,0),...,6."=(O,...,1),en+1 :(1,1,...,1).

BEwEIs: Fir die Punkte py,...,p, folgt das aus p; = Rz; und z; = 1 - z;. Fir
Pnt1 = Rzpyg gilt 2,47 = —z9 — ... — 2, also ist (—=1,...,—1) ein n + 1-Tupel
homogener Koordinaten fiir p,;;. Aber die homogenen Koordinaten dirfen mit
dem Faktor —1 # 0 multipliziert werden, also sind auch (1,...,1) homogene
Koordinaten fir pp41. O

7.10 Folgerung. Sei S ein projektives Koordinatensystem mit Einheitspunkt
Pn+1. Sei P(W) die Hyperebene durch {p1,...,pn}. Dann haben die eigentlichen
Punkte (bzgl. P(W)) von P(V') homogene Koordinaten (aq, ..., a,) mit ag # 0
und die uneigentlichen Punkte (in P(W)) homogene Koordinaten (aq,...,a,)
mit oy = 0.

BEWEIS: Sei p = Rz € P(V) mit homogenen Koordinaten (aq,...,a,), also
€ = o9To+...+apz,. Der Punkt pist genau dann uneigentlich, wenn p € P(W)
genau dann, wenn ¢ € W genau dann, wenn o = 0. O

7.11 Definition: Sei (4, V, o) ein affiner Raum. Ein affines Koordinatensystem

fiir A besteht aus einem Punkt a € A und einer Basis z,,...,z, von V. Dann
14t sich jeder Punkt b € A eindeutig darstellen als b = ajz7 + ... + anz, + a.
(a1,...,an,) heilen die affinen Koordinaten von b.

7.12 Folgerung. Wahlt man fiir einen eigentlichen Punkt p mit Reprdsentanten
¢ die Reprasentanten {zg,...,z,41} von S so, daf fir die homogenen Koordina-
ten ayg,...,0a,) vonz gilt @y = 1, dann sind (a1, . .., ay) die affinen Koordinaten
von p bzgl. {z1,...,z,}.

BEwEIS: Wir wahlen ein festes Reprasentantensystem zg,...,zn41 fir S und
betrachten die Basis z1,...,z, von W und a = Rzy. Sei nun p = Rz € A und
az = Ty + a1Z; + ...+ @pZ,. Dannist p = (ayz; + ... + az,) + a (vgl. 2.11),
also sind (ay,..., @,) affine Koordinaten von p beziiglich a und z,,...,z,. O

7.13 Bemerkung: (Parametrisierung der projektiven Geraden): Sei g = P(U)
eine projektive Gerade. Je drei paarweise verschiedene Punkte pg,p;, ps bilden
ein projektives Koordinatensystem fiir g mit Einheitspunkt p,. Sei ¢ ein weiterer
Punkt auf g. Seien z;,y Reprasentanten in V fir diese Punkte mit zo+z; + 22 =
0. Dann laft sich y = apzo + a1z; mit den homogenen Koordinaten (ag,a;)
darstellen. Wegen 7.8 ist aber ¢ schon durch die Angabe von ¢ = a;/aq eindeutig
bestimmt, mit Ausnahme des Falles ag = 0. Wir definieren also R := R U {0}
und setzen £ = 0o, wenn ag = 0. Damit haben wir eine Bijektion zwischen den
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Punkten auf g und R durch y = zo + éz; bzw. y = z, angegeben. Diese heifit
Parametrisierung der Geraden g mit pg,p;,pz. Sie ist unabhingig von der Wahl
der Reprasentanten zg,z,,z, mit zo+2z;+z2 = 0. Die Punkte po, p1, p2 haben die
homogenen Koordinaten (1,0), (0,1) und (1,1). Die zugehorigen Parameter sind
0, co und 1. Eine Anderung nur von p, zu R(Azq + pz;) andert den MaBstab
der Parametrisierung um den festen Faktor A/u, wie man leicht nachrechnet,
laBt jedoch die Parameter 0 fiir py und oo fiir p; unverdndert. Wir kénnen also
R selbst als eine projektive Gerade auffassen. Sie hitte dann 0,00 und 1 als
projektives Koordinatensystem. O

Fiir unsere Sammlung von Beispielen wollen wir im folgenden eine Methode
entwickeln, die es gestattet, in einem projektiven Unterraum U eines projektiven
Raumes P(R™) ein projektives Koordinatensystem zu erkennen und die wichtige
Bedingung z¢ + ... + 2,41 = 0 fir die Représentanten zu erzwingen. Seien also
r + 2 Punkte pg,...,pr+1 gegeben. Wir wollen feststellen, ob sie ein projektives
Koordinatensystem eines 7-dimensionalen projektiven Unterraumes U darstellen.

Seien Vektoren z; # 0 mit p; = Rz; (1 = 0,...,7 + 1) gegeben. Seien weiterhin
die Koeflizienten der Vektoren gegeben durch z; = (¢;;|j = 1,...,n). Zunéchst
bemiihen wir uns darum, diz Vektoren z; so zu dndern,dal zy + ... + 2,41 =0
gilt. Wenn die gegebenen Punkte ein projektives Koordinatensystem bilden, so
spannen je 7 + 1 Vektoren einen (7 +1)-dimensionalen Untervektorraum auf. Die
r+2 Vektoren sind linear abhangig und in der Relation apzo+...+arp12,41 =0
sind alle Koeflizienten a; # 0. Ohne Einschriankung kénnen wir den Koeffizienten
oy = 1 ansetzen. Die weiteren Koeffizienten miissen bestimmt werden. Dazu
fassen wir die (Spalten-)Vektoren z;,...,z,4; als Spalten einer Matrix

X = (z1,...,¢r41) = (&5i)

auf und lésen das lineare Gleichungssystem Xa = —z¢ mita = (e;]i = 1,...,7+
1). Durch das Gauf-Jordan-Verfahren kénnen wir die Matrix

XI = (Zl,. .. :Br+1,—230)
auf die Form
1 0 0 (o 3]
1 O a2
Y'= 0 0 1 Qr41
O 0 0 Qr42
0 0 0 0

bringen.
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Sollte a,42 # 0 sein, so ist das lineare Gleichungssystem nicht 1ésbar, d.h. die
Punkte py,...,pr+1 liegen nicht in einem gemeinsamen r-dimensionalen projek-
tiven Unterraum. In diesem Falle ware eine Fehlermeldung

Die Punkte liegen nicht in einem r-dimensionalen projektiven
Unterraum!

angebracht.

Wenn bei diesem Verfahren nicht alle oben angezeigten Stellen der Hauptdiagona-
len mit Einsen besetzt sind — in diesem Falle ergibt das Gaufl-Jordan-Verfahren
eine Matrix mit einem geringeren Rang —, so ist der Rang der Matrix X kleiner
als r + 1, d.h. die Punkte p;,...,p,4+1 bilden keine projektive Basis von U. Als
Fehlermeldung vereinbaren wir

Eine echte Teilmenge der Punkte ist projektiv abhangig!

Ist jedoch a,4+; = 0 und sind » + 1 Einsen in der Hauptdiagonalen, so sind die
(it =1,...,7+1) eine Losung des Gleichungssystems Xa = —z,. Ist einer der
Koeffizienten a; = 0, so sind wiederum r + 1 Vektoren der z; linear abhingig,
und wir geben dieselbe Fehlermeldung aus:

Eine echte Teilmenge der Punkte ist projektiv abhéngig!

Sind auch alle a; # 0, so ersetzen wir die z,...,z,4; durch ayzy,..., 0.4 1Zr 4
und haben damit die Bedingung zo + ... + z,4+1 = 0 erfillt.

Fir eine konkrete Rechnung verwenden wir im P(R®) die Punkte po,p1,p2,p3
mit den Vektoren

-1 1 0 0
0 2 1 0
zo = 0 |,za=]|0]|,z2=]2],2z3=1]1
0 0 0 2
4 0 0 0
Die entprechende Matrix ist
1 0 0 1
21 0 0
X'=]10 21 o |,
0 0 2 0
00 0 —4

und die nach dem Gaufl-Jordan-Verfahren bestimmte Matrix ist
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1 0 0 1
01 0 -2
Y'=]10 0 1 4
0 0 0 -8
0 0 0 O
Der Koeffizient ay = —8 ist von Null verschieden, also erhalten wir die Meldung

Die Punkte liegen nicht in einem r-dimensionalen projektiven
Unterraum!

Andern wir jedoch den Vektor z, ab zu

-1
0
Ty = 4 ;
0
0

so ergibt sich als Matrix nach dem Gauf-Jordan-Verfahren

1 0 0 1
01 0 -2
Y'=10 0 1 0
000 O
0 00 O

Nun ist der Koeffizient a3 = 0, also erhalten wir die Meldung

Eine echte Teilmenge der Punkte ist projektiv abhangig!
Mit der Wahl
-1
-1
Ty = 1
-2
0

schliellich haben wir Glick, denn wir erhalten

1 00 -1
010 1
Y'=10 0 1 -1
0 0 0 O
0 0 0 O

Wir konnen also die Reprasentanten der projektiven Punkte p; ersetzen durch
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-1 1 0 0
-1 2 -1 0
Ty = 1 y L1 = 0 y L2 = -2 y T3 = 1
-2 0 0 2
0 0 0 0

Es ist klar, dafl bei vorgegebenen drei linear unabhingigen Vektoren z,,z;,z3
aus RS ein vierter Vektor z¢ im allgemeinen nicht linear abhéngig von den vorge-
gebenen Vektoren sein wird, und falls er doch davon linear abhingig sein sollte,
so kann es leicht vorkommen, daf} er schon von zweien oder gar von einem der
vorgegebenen Vektoren abhangig ist. Wenn unsere Vektoren also durch geome-
trische Konstruktionen entstehen, so ist es giinstig, wenn aufler der Umformung
auf Reprisentanten mit zg + ...+ z3 = 0 auch eine Kontrolle der Vorbedingun-
gen stattfindet, damit ein kontrollierter Abschlufl beim Auftreten von Fehlern
stattfinden kann.
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Wir betrachten in diesem Abschnitt strukturerhaltende Abbildungen zwischen
projektiven Raumen. Wiederum ist der Ansatz aus der analytischen projektiven
Geometrie der einfachere, aber auch weniger intuitive Ansatz. Sei f:V — W
eine lineare Abbildung von Vektorrdumen. Zunachst untersuchen wir, ob aus f
eine Abbildung von P(V') nach P(W) konstruiert werden kann. Wegen f(az) =
af(z) méchte man P(f)(Kz) := K f(z) definieren. Diese ,Einschrankung® von
f auf P(V) kann jedoch nur unter besonderen Voraussetzungen eingefiihrt wer-
den. Auf V'\0 wird eine Aquivalenzrelation dadurch definiert, dafl zwei Vektoren
z und y aquivalent genannt werden, wenn sie denselben eindimensionalen Unter-
raum aufspannen. Wir miissen also untersuchen, ob die Abbildung f dquivalente
Vektoren auf dquivalente Vektoren abbildet. Dabei ist der ausgeschlossene Null-
vektor besonders zu beachten.

8.1 Lemma. Seien V und W Vektorrdume und sei f:V — W eine lineare

Abbildung. f induziert durch Einschrinkung eine Abbildung P(f): P(V) —
P(W) genau dann, wenn f injektiv ist.

BEWEIS: Sei z € V und ¢ # 0. Dann soll f den projektiven Punkt Kz in den
projektiven Punkt K f(z) abbilden, also mufl f(z) # 0 gelten. Das ist genau
dann fir alle £ € V der Fall, wenn f injektiv ist. O

8.2 Definition: Eine Abbildung F: P(V) — P(W) heift projektive Abbildunyg,
wenn es eine (notwendig injektive) lineare Abbildung f:V — W gibt mit F =
P(f) gibt.

Wir beachten, daf fur eine injektive lineare Abbildung f: V — W auch die Ab-
bildung P(f): P(V) — P(W) injektiv ist. Ist namlich P(f)(Kz) = P(f)(p) =
P(f)(q) = P(f)(Ky) mit p = Kz und ¢ = Ky, so ist Kf(z) = K f(y), also
f(z) = af(y) = f(ay). Weil f injektiv ist, ist £ = ay und damit auch Kz = Ky.
Da fiir eine projektive Abbildung P(f) die lineare Abbildung f immer injektiv
ist, folgt hieraus

8.3 Folgerung. Jede projektive Abbildung ist injektiv. O

Wir bemerken, daf} die Verkniipfung zweier injektiver linearer Abbildungen wie-
der injektiv ist. Da P(f) die Einschrankung von f auf die Aquivalenzklassen ist,
gilt P(f)P(g) = P(fg) und P(idv) = idp(y;.

Betrachten wir nun zwei projektive Raume P(V') und P(W) gleicher Dimension,
so ist eine projektive Abbildung P(f): P(V) — P(W) notwendig bijektiv. Das
bringt uns zu

8.4 Definition: Eine Projektivitat ist eine bijektive projektive Abbildung. Die
Gruppe der Projektivitaten von P(V) in sich wird mit PGL(V) bezeichnet.
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Wir bemerken hier, da} P(f) genau dann surjektiv ist, wenn f surjektiv ist.
Also werden die Projektivitaten von Isomorphismen von Vektorrdumen erzeugt.

8.5 Satz. Seien f und g injektive lineare Abbildungen von V nach W. Dann
ist P(f) = P(g) gerau dann, wenn es ein a € K gibt mit f = a-g.

BEWEIS: Wenn f = a - g, dann gilt fir jeden Punkt p = Kz aus P(V) die
Gleichung P(f)(Kz) = Ka - g(z) = P(g9)(Kz), also ist P(f) = P(g). Sei nun
umgekehrt P(f) = P(g). Wir miissen ein a finden mit f = ag. Sei p € P(V)
mit p = Kz. Wegen P(f)(p) = P(f)(Kz) = K f(z) und P(g)(p) = P(g)(Kz) =
Kg(z) gibt es ein a, # 0 (abhdngig von ) mit f(z) = a, - g(z). Das gilt fir alle
z € V \ {0}. Wir wollen nun zeigen, daf fir alle z und y gilt a;, = a,. Dann
kénnen wir a := o, setzen. Sind z und y linear abhangig, so miissen o, und a,
tbereinstimmen, denn fiur z = Ay gilt f(z) = Af(y) = Aay - 9(y) = ay - g9(z).
Sind z und y linear unabhéngig, soist z+y # 0, also f(z +y) = az4y-9(z+y) =
f(z) + f(y) = az - g(z) + ay - g(y). Daraus folgt a 4, = a; = ay, da g injektiv
ist, und somit g(z) und ¢(y) linear unabhangig sind. O

8.6 Folgerung. Man kann K* = K\ {0} als Untergruppe von GL(V') auffassen.
Dann gibt es einen Isomorphismus PGL(V) = GL(V)/K*, d.h. es gibt eine kurze
exakte Folge von Gruppen

0 — K* — GL(V) -5 PGL(V) — 0.

BEWEIS: Zunéchst fassen wir jedes Element a € K* als Automorphismus von
V auf, indem wir a auf V durch Multiplikation von links operieren lassen. Zwei
verschiedene Elemente aus K* ergeben dabei verschiedene Automorphismen von
V. Also kann K* als Teilmenge von GL(V') aufgefafit werden. Weiter entspricht
die Multiplikation von Elementen aus K* der Hintereinander-Ausfithrung von
Automorphismen in GL(V'), also kann K* als Untergruppe von GL(V') angesehen
werden.

Nach Definition von PGL(V) gibt es eine surjektive Abbildung ¢ von GL(V') auf
PGL(V). Offenbar ist diese Abbildung ein Homomorphismus. K* ist der Kern
dieses Epimorphismus. Ist nimlich ¢(f) = P(f) = idp(v), so ist nach 8.5 f =
a-idy, also f € K* -idy. Diese Menge haben wir mit K* identifiziert. Nach

~

dem Homomorphiesatz fiir Gruppen induziert ¢ einen Isomorphismus PGL(V) &
GL(V)/K*.

Die Aussage uber die kurze exakte Folge ist aquivalent zu dem eben Bewiesenen.
]

Wir wollen jetzt gewisse Abbildungen zwischen projektiven Raumen einfiihren,
die mit Hilfsmitteln der synthetischen projektiven Geometrie charakterisiert wer-
den. Die einfachste Eigenschaft ist die, Geraden auf Geraden abzubilden. Fir
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die projektiven Punkte bedeutet dies, daf} kollineare Punkte nach der Abbildung
kollinear bleiben sollen. Es gibt jedoch einige unerwiinschte Eigenschaften, die
man moglichst ausschlielen méchte. So gibt es z.B. eine bijektive Abbildung
der reellen projektiven Ebene auf die reelle projektive Gerade (aus Grinden
der Kardinalitat), die sicher immer Kollinearitat erhalt. Jedoch ist das fiir die
Umkehrabbildung nicht der Fall. Wir definieren daher wie folgt:

8.7 Definition: Sei F: P(V) — P(W) eine bijektive Abbildung. F heifit eine
Kollineation, wenn F und F~! je drei kollineare Punkte in kollineare Punkte
abbilden.

8.8 Satz. Eine Projektivitat F: P(V) — P(W) ist eine Kollineation.

BEWEIS: Eine injektive lineare Abbildung von Vektorraumen bildet 2-dimensio-
nale Unterrdume auf 2-dimensionale Unterrdume ab, also bildet eine projektive
Abbildung projektive Geraden auf projektive Geraden ab. Daraus folgt die Be-
hauptung. O

Kollineationen sind das Aquivalent der synthetischen projektiven Geometrie zum
Begriff der Projektivitat aus der analytischen projektiven Geometrie. Trivialer-
weise ist jedoch jede beliebige bijektive Abbildung einer projektiven Geraden auf
eine projektive Gerade eine Kollineation, d.h. es gibt weitaus mehr Kollineatio-
nen der projektiven Geraden, als es Projektivitaten gibt. Deshalb werden diese
beiden Begriffe auch nicht vollig tibereinstimmen. Die genaue Aussage finden
wir in Satz 8.10. Daf Kollineationen aber trotzdem die ,richtigen“ Abbildungen
fir die projektive Geometrie sind, zeigt u.a. der folgende Satz.

8.9 Satz. Sei F: P(V) — P(W) eine Kollineation. Eine Teilmenge P C P(V)
ist genau dann ein projektiver Unterraum, wenn F(P) C P(W) ein projektiver
Unterraum ist. Ist P C P(V) ein projektiver Unterraum, so gilt dim(P) =
dim(F(P)).

BEWwEIS: Offenbar ist die Umkehrabbildung einer Kollineation wieder eine Kol-
lineation. Also mufl zunachst nur gezeigt werden, dafl das Bild eines projektiven
Unterraumes wieder ein projektiver Unterraum ist. Wir verwenden die Charak-
terisierung nach Satz 4.9. Sei P ein projektiver Unterraum mit G = {(p, q)|p,q €
P,p # ¢} als Menge der Geraden. Wir bilden G' := {(p',¢')Ip',¢' € F(P),p' #
¢'}. Dann ist fir F(P) und G' offenbar die Bedingung a) aus Satz 4.9 erfullt.
Seien nun p € P, ¢ € P, p' = F(p), ¢ = F(q), p' # ¢, (¢',¢') € G' und
r' = F(r) € P(W). Wegen der Surjektivitat von F' 1afit sich so jede Gerade aus
G' und jeder Punkt aus F(W) darstellen. Sei weiterhin 7'¢(p’,q'). Dann sind
p',q',7" kollinear. Da F~! eine Kollineation ist, sind auch p, ¢, r kollinear, also
gilt re(p, q), denn auch p und ¢ miissen verschieden sein. Da P ein projektiver
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Unterraum ist, ist 7 € P (Lemma 4.8.b), also ' € F(P). Damit ist auch Teil b)
von Satz 4.9 erfullt und F(P) ein projektiver Unterraum.

Es bleibt die Behauptung iiber die Dimension zu zeigen. Ist 7 € (p,q), so ist
auch F(r) € (F(p), F(q)), da F eine Kollineation ist. Sei Y C P(V). Ist nun
r € (Y) und existieren y;,y, € Y mit r € (y;,y;) (der Fall 7 € Y ist trivial), so ist
F(r) € (F(y1), F(y2)), also auch F(r) € (F(Y)). Daraus folgt F((Y')) C (F(Y)).
Insbesondere ist dann dim F(P) < dim P, wenn man fir Y = {po,...,pn} eine
projektive Basis fiir P wahlt. Aus Symmetriegrinden folgt nun die Behauptung.
a

Mit den weiter oben angegebenen pathologischen Beispielen fir Kollineationen
haben wir tatsachlich alle Moglichkeiten erschépft. Ist die Dimension der ver-
wendeten projektiven Rdume geniigend grof}, so fallen die Begriffe Kollineation
und Projektivitat zusammen. Das wird durch den Hauptsatz der projektiven
Geometrie ausgesagt. Da wir spiter nur verwenden werden, dafiProjektivitaten
kollinear sind und die Umkehrung im folgenden nicht weiter bendtigen, zitieren
wir lediglich diesen Satz. Der interessierte Leser kann in der Lehrbuchliteratur
uber projektive Geometrie einen Beweis dafur finden.

8.10 Hauptsatz der projektiven Geometrie. Seien P(V) und P(W) pro-
jektive Rdume mit dim(P(V') = dim(P(W)) > 2 idber dem Kérper R der reellen
Zahlen. Sei F: P(V) — P(W) eine Kollineation. Dann ist F' eine Projektivitit.

Fir die niachsten Sitze werden wir wieder analytische Hilfsmittel zu Hilfe neh-
men, da der Zusammenhang zwischen Projektivitaten und Affinitdten untersucht
werden soll. Affine Rdume sind aber wegen der damit verbundenen (Transla-
tions-) Vektorraume viel enger mit Koordinaten verbunden, als das bei projek-
tiven Radumen der Fall ist.

8.11 Satz. Sei F: P(V) — P(W) eine Projektivitat. Sei H C P(V') eine Hy-
perebene. Seien A := P(V)\ H und B := P(W)\ F(H) die durch H bzw. F(H)

bestimmten affinen Rdume. Dann ist F|4: A — B eine Affinitat.

BEWEIS: Wir zeigen genauer, daf} es fur jede gemafl 6.2 auf A bzw. B definierte
affine Struktur eine lineare Abbildung g:U — U' mit H = P(U) und H' =
P(U') gibt, so daB (F|4,9):(A,U,7) — (B,U', ') eine Affinitat ist.

Es ist F = P(f) fiir einen Isomorphismus f:V — W. Die lineare Abbildung
f ist durch F nicht eindeutig bestimmt (vgl. 8.5). Wir halten daher f fir die
folgenden Uberlegungen fest. Sei H = P(U). Sei U' = f(U). Dann sind nach
6.2 (4,U,7) und (B,U',7') affine Raume. Wir zerlegen V = U & Ka. Die
Zerlegung induziert iiber den Isomorphismus f eine Zerlegung W = U' @ Kd'
mit a' = f(a). Die Abbildungen w: 4 — U und w': B — U’ nach 6.1 sind
definiert durch p = K(w(p) + a) und p' = K(w'(p') + a') mit p € A und p' € B.



8. Kollineationen und projektive Abbildungen 113

Ist p' = F(p), so erhilt man

K(w'(p') +a') = p' = F(p) = K(f(w(p) + a)) = K(fuw(p) + f(a))
= K(fw(p) +a').

Wegen der Eindeutigkeit von w'(p’) erhélt man w'(F(p)) = f(w(p)).
Mit dieser Formel konnen wir jetzt die Bedingung fiir eine affine Abbildung (2.12)
erfillen. Es gilt

(7(p,9)) = F(w() — w(p)) = fw(q) - fu(p) = w'(F(q)) — v (F(p))
= 7'(F(p), F(q))-

Wenn wir also die Einschrankung von f auf U verwenden f:U — U’, so ist
(F‘Aa flU): (A> UaT) B (B; U,yTl)

die gewiinschte affine Abbildung. Hier ist zu beachten, daf} die so konstruierte
Abbildung von der Wahl von f abhingt. Ein Anderung von f verandert auch
die Zerlegung von W, also insbesondere die affine Struktur von B. Jedoch ist
die Abbildung von der Menge A in die Menge B durch die Definition im Satz
eindeutig festgelegt. Schlieflich ist auch klar, dafl die Einschrankung von F zu
F|4: A — B bijektivist. O

Es gilt nun auch die Umkehrung des soeben bewiesenen Satzes.

8.12 Satz. Seien P(V) und P(W) projektive Raume gleicher Dimension. Seien
H C P(V) und H' C P(W) Hyperebenen, und seien A bzw. B die durch H
bzw. H' definierten affinen Riume. Sei G: A — B eine Aflinitat. Dann gibt es
genau eine Projektivitit F: P(V) — P(W) mit F|, = G.

BEWEIS: Seien die Strukturen der affinen Raume (A4,U, ) und (B,U’,7') durch
die Zerlegungen V = U @ Ka und W = U' ® Ka' definiert. Es gelten also
7(p,q) = w(q) — w(p) und 7'(p',¢') = w'(q') — w'(p'), wobei w bzw. w' aus den
oben gegebenen Zerlegungen entstehen (6.1). Sei (G,g):(4,U,7) — (B,U’',7')
die gegebene Affinitat. Wir definieren eine lineare Abbildung f:V — W mit
flu = g und P(f) = G. Auf U ist f also durch g festgelegt. Sei p = Ka und
G(p) = K(w'(G(p))+a'). Seiu' := w'(G(p)). Dann definieren wir f(a) := u'+c'.
Dadurch ist die lineare Abbildung f vollstindig definiert. Es ist nun zu zeigen
P(f) =G auf A. Fiurv +p € 4 gilt G(v + p) = g(v) + G(p) = g(v) + K(u' +
a') = K(g(v) + v’ + a'). Bei dem letzten Gleichheitszeichen verwenden wir die
affine Struktur auf B, die durch die Wahl von a' definiert wird. Weiter gilt
P()(v +5) = PU(K(v + a)) = K(f(3) + f(a)) = K(g(v) +1' +a'). Also sind
G und P(f) dieselben Abbildungen auf A.
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Um die Eindeutigkeit von P(f) zu zeigen, nehmen wir an, dafi F: P(V) —
P(W) eine weitere Projektivitat ist, die G: A — B fortsetzt. Seien p € H und
g eine projektive Gerade durch p, die nicht ganz in H liegt, z.B. eine Gerade durch
einen vorgegebenen Punkt in A. Sei b = g N A der affine Teil von der Geraden
g. Dann ist {p} = g N H die ,Richtung” von h. Wenden wir P(f) und F auf h
an, so ergeben sie dasselbe Bild in B, weil sie beide die Affinitat G fortsetzen.
Damit gilt auch P(f)(9) = F(g). Auf h liegen namlich nach 4.5 mindestens
zwei verschiedene Punkte, da wir einen Punkt aus g fortgelassen haben, und die
Bilder von g in P(W) sind wieder Geraden. Diese sind dann durch die beiden
Bildpunkte schon eindeutig bestimmt und miissen daher tibereinstimmen. Da
aber P(f) und F auch beide die Hyperebene H in H' abbilden, gilt {P(f)(p)} =
P(f)g)NP(f)(H) = F(9)n F(H) = {F(p)}. Also stimmen P(f) und F auch

auf den Punkten auflerhalb von A4 tiberein. O

Wir bemerken, daf in dem oben angegebenen Beweis die Konstruktion von P(f)
stark von der affinen Struktur der Punktmengen A bzw. B abzuhingen scheint,
insbesondere von der Wahl von a und a'. Tatsichlich konnen A und B verschie-
dene affine Strukturen mir denselben Translationsraumen U bzw. U’ besitzen,
je nachdem wie a und a' festgelegt werden. Es genligt fiir uns anzunehmen, daf
die Abbildung G: A — B fur nur eine dieser Strukturen eine Affinitdt mit zu-
gehoriger linearer Abbildung g: U — U’ ist, um damit schon die Existenz einer
Fortsetzung zu einer Projektivitat zu erhalten. Diese ist dann durch die oben
gegebenen geometrischen fJberlegungen eindeutig bestimmt.

8.13 Folgerung. Sei H C P(V) eine Hyperebene. Dann gibt es einen Isomor-
phismus zwischen der Gruppe der Projektivititen F: P(V) — P(V), die H in
sich abbilden, und der Gruppe der Affinititen G: A — A, wobei A = P(V)\ H
ist und die affine Struktur von A fest gewahlit ist.

BEWEIS: Ausgehend von einer Projektivitat F': P(V) — P(V') erhalt man nach
8.11 eine Affinitat G: A — A durch Einschrinkung und dann eine eindeutig be-
stimmte Fortsetzung wieder zu einer Projektivitit, die notwendig F' sein muf.
Ist umgekehrt (G, g) eine Affinitat, so ergeben die Konstruktionen aus 8.11 und
8.12 eine Affinitit (G,g'). Aber wegen g'(7(b,c)) = 7(G(b),G(c)) = g(7(b,¢))
milssen g und g' ibereinstimmen, da sich jeder Vektor aus U als Translations-
vektor 7(b, c) darstellen lafit. O
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Die im letzten Kapitel betrachteten projektiven Abbildungen werden fiir unsere
Zwecke nicht ausreichend sein. Schliefllich wollen wir héher-dimensionale projek-
tive Radume in niedrig-dimensionale Raume abbilden, z.B. den 3-dimensionalen
projektiven Raum auf den Computerbildschirm, also einen Ausschnitt des 2-
dimensionalen projektiven Raumes. Dazu sind die projektiven Abbildungen of-
fenbar nicht geeignet. Wir miissen also doch lineare Abbildungen zwischen Vek-
torraumen zulassen, die nicht injektiv sind, wie es in 8.2 gefordert wird. Das
kann wegen 8.1 nur um den Preis geschehen, dafl die auf dem projektiven Raum
induzierte Abbildung nicht mehr uberall definiert ist, eine zunachst recht un-
gewohnliche Situation. Jedoch verhalten sich diese ausgearteten projektiven Ab-
bildungen in vielerlei Hinsicht ganz dhnlich, wie die bisher studierten projektiven
Abbildungen. Vor allem ist der Ubergang in einen projektiven Raum niedrige-
rer Dimension mit ganz speziellen Typen von Abbildungen, den Projektionen,
moglich, alles weitere kann dann wieder mit den schon bekannten projektiven
Abbildungen behandelt werden.

9.1 Lemma. Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Sei Z := Kern(f). Dann
induziert f eine Abbildung P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) mit P(f)(Kz) :=
K f(z), die kollineare Punkte in kollineare Punkte abbildet.

BEWEIS: Seip € P(V)\P(Z)undp = Kz. Daz ¢ Z,ist f(z) # 0, also K f(z) €
P(W). Offenbar ist K f(z) unabhangig von der Auswahl der Reprasentanten z
fir p, also ist P(f) mit P(f)(Kz) := K f(z) eine wohldefinierte Abbildung.

Seien p = Kz, ¢ = Ky und » = Kz kollinear. Dann liegen z,y,z in einem
2-dimensionalen Unterraum von V, sind also linear abhingig. Deshalb sind auch

f(z), f(y) und f(z) linear abhangig, also P(f)(p), P(f)(g) und P(f)(r) kollinear.
0

Man beachte, dafl die ¢ € P(Z) durch f auf 0-dimensionale Unterrdume von
W abgebildet werden, also nicht nach P(W). Wenn f # 0 im vorhergehenden
Lemma gilt, so stimmt der Kern der Abbildung nicht mit V iberein, so dafl
also P(V) \ P(Z) nicht leer ist. Die Moglichkeit f = 0 wird zwar fir unsere
Anwendungen kaum von Bedeutung sein; sie kann aber durch Komposition von
Abbildungen fg = 0 unkontrolliert auftreten. Wir werden trotzdem im folgenden
annehmen, daf} f # 0 gilt.

Sind drei paarweise verschiedene kollineare Punkte in P(V') \ P(Z) gegeben,
so daf} die Bilder zweier dieser Punkte zusammenfallen, dann werden alle drei
Punkte auf denselben Bildpunkt durch P(f) abgebildet. Das sieht man leicht
mit dhnlichen Argumenten, wie im Beweis des Lemmas.

Die Punktmenge P(V) \ P(Z) ist leer, wenn P(Z) = P(V). Sie bildet einen
affinen Unterraum, wenn dim P(Z) = dim P(V) — 1. Ist jedoch dim P(Z) <



116 9 Ausgeartete projektive Abbildungen

dimP(V) — 1, so ist P(V)\ P(Z) eine Punktmenge, die einen affinen Unter-
raum echt umfaft und fir P(Z) # 0 nicht mit dem ganzen projektiven Raum
ibereinstimmt.

9.2 Definition: Eine wie in 9.1 durch eine lineare Abbildung f:V — W in-
duzierte Abbildung P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) heifit ausgeartete projektive
Abbildung von P(V) nach P(W) mit Zentrum P(Z).

Wir bemerken, dafl eine ausgeartete projektive Abbildung P(f) genau dann eine
projektive Abbildung ist, wenn das Zentrum P(Z) leer ist. Daher nennen wir
eine gewohnliche projektive Abbildung auch eine nicht-ausgeartete projektive Ab-
bildung.

9.3 Lemma. Zwei lineare Abbildungen f und g von V nach W induzieren ge-
nau dann dieselbe ausgeartete projektive Abbildung P(f) = P(g) (mit gleichem
Zentrum), wenn es ein a € K, a # 0 mit f = ag gibt.

BEWEIS: Wenn f und g sich nur um einen Faktor aus K \ {0} unterscheiden,
dann haben sie denselben Kern und induzieren offensichtlich auch dieselben aus-
gearteten projektiven Abbildungen.

Da ausgeartete projektive Abbildungen nur von von Null verschiedenen linearen
Abbildungen induziert werden, gibt es ein z € V mit g(z) # 0. Dannist K f(z) =
P(f)(Kz) = P(9)(Kz) = Kg(z), also gibt es ein a # 0 mit f(z) = ag(z). Wir
missen jetzt zeigen, daf} der Faktor « fiir alle z € V denselben Wert hat. Da die
Zentren von P(f) und P(g) ubereinstimmen, stimmen auch Z = Kern(f) und
Kern(g) tiberein. Dort ist der Faktor a beliebig wahlbar. Wir zerlegen V in eine
direkte Summe V = Z @ U. Seien nun z,y € U \ {0}. Sind z,y linear abhangig,
etwa 7 = By, 0 ist () = ayg(y) und asg(z) = £(2) = BF(y) = Bays(y) —
ayg(z), also ist a; = ay. Seien z,y linear unabhingig. Dann ist f(z) = a.g(z),
fly) = ayg(y) und f(z + y) = az4y9(z + y). Daraus folgt g(a,z + ayy) =
f(z +y) = glaziy® + aziyy), also g((az — aziy)z + (oy — 0ziy)y) = 0. 2
und y liegen in U, also auch jede Linearkombination von z und y. Auf U ist g
aber injektiv. Daher gilt (a; — az4y)z + (ay — az4+y)y = 0. Da z und y linear
unabhingig sind, ist a; = az4y = ay. Auf ganz U gilt daher f = ag, daher
auch auf V. O

9.4 Lemma. Sei P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) eine ausgeartete projektive Ab-
bildung. Dann ist Bild(P(f)) ein projektiver Unterraum von P(W).

BEWEIS: Sei U := Bild(f). Wir zeigen P(U) = Bild(P(f)). Es gelten folgende
Aquivalenzen: ¢ € P(U) < 3y € U\ {0}:q = Ky < 3z € V\ Z:q =
Kf(z) <= 3pe P(V)\ P(2):q = P(f)(p) < q € Bild(P(f)). O

Man kénnte annehmen, dafl augeartete projektive Abbildungen, nachdem ein Teil
des kritischen Definitionsbereiches ausgeschnitten worden ist, nunmehr wie auch
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die projektiven Abbildungen injektiv sind. Dafl das nicht der Fall ist, zeigt das
folgende Lemma. Tatsachlich sind danach ausgeartete projektive Abbildungen
niemals injektiv, solange das Zentrum nicht leer ist und die Abbildung keine
gewohnliche projektive Abbildung ist.

9.5 Lemma. Sei P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) eine ausgeartete projektive Ab-

bildung. Seien p,q € P(V)\ P(Z) mit p # q. Es ist P(f)(p) = P(f)(q) genau
dann, wenn (p,q) N P(Z) # 0.

BEWEIS: Seien p = Kz und ¢ = Ky wie im Lemma gegeben. Wegen p # ¢
sind z und y linear unabhingig. Dann sind aquivalent P(f)(p) = P(f)(q) <
Kf(z) = Kf(y) < Ja #0:f(z) = af(y) < Ja # 0: f(z — ay) = 0

Ja#£0iz—ay€ Z\{0} < 3a#0:K(z—ay) € (p,q)NP(Z). O

9.6 Satz. Sei P(f): P(V)\ P(Z2) — P(W) eine ausgeartete projektive Ab-
bildung. Sei p € P(V)\ P(Z) und Q := (p + P(Z))\ P(Z). Dann gilt
P(f)(Q) = {P(f)(p)}, d.h. der gesammte Verbindungsraum zwischen p und
dem Zentrum P(Z) wird auf einen Punkt in P(V') abgebildet.

BEWEIS: Sei g € Q, ¢ # p. Dann gibt es ein r € P(Z) mit ge(r,p), bzw. re(p, q).
Nach 9.5 gilt dann P(f)(q) = P(f)(p). O

Damit haben wir einen vollstandigen Uberblick dariiber erhalten, welche Punkte
bei einer ausgearteten projektiven Abbildung identifiziert werden, d.h. auf den-
selben Punkt abgebildet werden, welche Information aus dem Urbildraum also
in einem einzigen Punkt des Bildraumes abgelegt wird. In gewissen projektiven
Unterrdumen wird eine ausgeartete projektive Abbildung jedoch keine Punkte
identifizieren, wie die Folgerung zeigt.

9.7 Folgerung. Sei P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) eine ausgeartete projektive
Abbildung. Dann ist fir jeden projektiven Unterraum P(U) von P(V) mit
P(U)NP(Z) = 0 die Einschrankung P(f)|py: P(U) — P(W) eine projektive
Abbildung.

BeweEls: Wenn P(U)NP(Z) = 0 gilt, dannist UNZ = 0. Also ist f|y injektiv.
Offenbar ist dann P(f)|pvy = P(flu). O

Nach dieser Folgerung werden also durch eine ausgeartete projektive Abbildung
viele projektive Abbildungen auf projektiven Unterraumen induziert. Wenn wir
z.B. eine ausgeartete projektive Abbildung P(f): P(R™) — P(R?) betrachten
— und fiir uns werden die Falle n = 4,5 besonders interessant sein — , so wird
durch P(f) eine Projektivitat auf jeder projektiven Ebene induziert, die das
Zentrum Z der Abbildung P(f) nicht trifft. Wir werden sogleich sehen, dafl das
Zentrum im Falle n = 4 aus genau einem Punkt besteht und im Falle n = 5 aus
einer projektiven Geraden.
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9.8 Definition: Sei V=Z2@®U und f:V — U mit f(z +u) := u. Dann heifit
die ausgeartete projektive Abbildung P(f): P(V)\ P(Z2) — P(U) Projektion
von P(V) auf P(U) von P(Z) aus.

9.9 Satz. Sei P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) eine ausgeartete projektive Ab-
bildung. Dann gibt es einen projektiven Unterraum P(U) von P(V) und eine
Projektion P(g) von P(V') auf P(U) von P(Z) aus und eine projektive Abbildung
P(h): P(U) — P(W) mit P(f) = P(h)P(g).

BEWEIS: Sei Z = Kern(f). Man zerlege V in eine direkte Summe V = Z @ U.
Es sei g:V — U die Projektion g(z + v) = v und h = f|y:U — W die
Einschrankung von f auf U. Dann gilt f = hg. Weiter ist h injektiv. Also ist
P(h) eine projektive Abbildung, P(g) eine Projektion und P(f) = P(h)P(g):

PV)\P(z) %2 Pw)
PO\ [P
P(W).
a

9.10 Folgerung. Sei 0{‘): P(V)\ P(Z) — P(W) eine ausgeartete projektive
Abbildung. Dann gilt

dim P(V) = dim P(Z) + dim Bild(P(f)) + 1.

BEWEIS: Nach 9.9 kan. Bild(P(f)) durch P(U) bei der dort betrachteten Pro-
jektion ersetzt werden, da P(g) eine projektive Abbildung, also eine Kollineation
ist (8.8). Wegen dim(V) = dim(Z) + dim(U) folgt dann die Behauptung. O

9.11 Folgerung. Sei P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) eine surjektive ausgeartete
projektive Abbildung und sei dim P(W) = 2.
a) Wenn dim P(V) = 3 ist, dann ist dim P(Z) = 0, d.h. das Zentrum
besteht aus einem Punkt. Die Urbilder von Punkten aus P(W) bestehen
aus affinen Geraden in P(V).
b) Wenn dim P(V) = 4 ist, dann ist dimP(Z) = 1, d.h. das Zentrum
besteht aus einer projektiven Geraden. Die Urbilder von Punkten aus
P(W) bestehen aus affinen Ebenen in P(V).

BEWEIS: Wir brauchen nur die Aussage iiber die Urbilder von Punkten zu zei-
gen. Nach 9.5 und 9.6 ist Q = (p+ P(2)) \ P(Z) mit p ¢ P(Z) das Urbild des
Punktes P(f)(p). Da P(Z) in p + P(Z) eine projektive Hyperebene ist, ist Q
nach 6.2 ein affiner Raum mit Translationsraum Z. O
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Wir haben die Eigenschaften ausgearteter projektiver Abbildungen kennenge-
lernt und wollen nun eine wichtige Konstruktionsvorschrift fiir solche Abbildun-
gen einfithren.

9.12 Satz. Sei pg,...,pn+1 €in Koordinatensystem von P(V) und ¢r,...,qn+1
ein Koordinatensystem von P(W). Dann gibt es genau eine (ausgeartete) pro-
jektive Abbildung P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) mit po,...,pr—1 € P(Z) und
P(f)(p:) = ¢; firr <i<n+1. AuBerdem ist P(f) surjektiv.

BEWEIS: Wie in 7.8 seien p; = Kz; mit €9 + ...+ p41 = 0 und ¢; = Ky; mit
Yr+ ...+ Ynt1 = 0. Wir definieren f:V — W durch f(zo) =... = f(z,-1) =0
und f(z;) = y; fur » < 7 < n. Damit ist f auf einer Basis von V festgelegt.
Wegen f(—zn41) = f(zo+...+2n) = f(zo)+... f(zn) =yr+.. .+ Yn = —Ynt1
erfullt f die geforderten Bedingungen po,...,pr—1 € P(Z) und P(f)(p:) = ¢: fur
r <1< n+ 1. Well ein projektives Koordinatensystem im Bild von P(f) liegt,
ist P(f) surjektiv.

Sei P(g) eine weitere (ausgeartete) projektive Abbildung, die die geforderten
Bedingungen erfullt. Auf den Reprasentanten z; gilt dann g(z;) = 0 fir ¢ =
0,...,7 = 1 und ¢g(z;) = a;y; fur i = r,...,n + 1. Fir z,4, erhalten wir
Ant1Ynt1 = 9(Tnt1) = —g(z0) — ... — 9(2n) = —0rYr — ... — @nyn. Wie
im Beweis von 7.8 sieht man jedoch, daf} eine Anderung der Reprasentanten nur
um einen gemeinsamen Faktor a bei den y; mdglich ist. Also ist ¢ = af. Damit
ist wie in 9.3 P(f) ='P(s). O

Jetzt stehen uns ausreichende Hilfsmittel zur Verfiigung, um die Begriffe aus
graphischen Anwendungen in die Sprechweise der projektiven Geometrie zu iiber-
tragen. Insbesondere sind wir daran interessiert, die Moglickeit des Sehens mit
dem Auge in geeigneter Form auch auf héherdimensionale Raume auszudehnen.
Die Frage, die wir spiier noch ausfiihrlicher besprechen miissen, ist, wie etwa
ein Mensch im 4-dimensionalen Raum sehen kénnte, oder, falls eine technische
Sonde in einen 4-dimensionalen Raum geschickt werden kénnte, wie die damit
entstehenden Bilder zu interpretieren waren. Die durch solche Untersuchungen
erzielten Ergebnisse wollen wir dann auf Darstellungen von Flachen, Korpern
und 4-dimensionalen Gebilden im 4-dimensionalen Raum mit verdeckten Linien
und Flachen anwenden.

Haufig werden 4-dimensionale Objekte dargestellt, indem man sie mit einem
3-dimensionalen Unterraum schneidet und dann das 3-dimensionale Objekt pro-
jiziert. Diese Begriffsbildung ist fiir unsere Zwecke nicht angemessen. Schon
die Analogie mit dem 3-dimensionalen Fall zeigt den falschen Ansatz, da z.B.
Funfecke und sogar reguldre Sechsecke als Schnitt einer Ebene mit einem 3-
dimensionalen Wiirfel auftreten konnen. Es ist sehr schwer, die so entstehende
Information iber einen Wiirfel zu interpretieren. Sicher entspricht das nicht
der gewohnten Darstellungsweise. Wenn aber schon im 3-dimensionalen Fall
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dieses Konzept keine leicht verstindliche Information iiber das darzustellende
geometrische Gebilde liefert, muf} bei unserer sehr beschrankten Vorstellung von
4-dimensionalen Gebilden dieses Verfahren vollends versagen. Der andere Weg
zur Darstellung 4-dimensionaler Objekte, den man haufig einschlagt, verwen-
det zunachst eine Projektion in den 3-dimensionalen Raum und sodann eine
wombdglich perspektivische Darstellung des 3-dimensionalen Raumes in der 2-
dimensionalen Ebene. Der Leser moge entscheiden, ob eine so gegebene Darstel-
lung unter den Gesichtspunkten der folgenden Definition auch eine brauchbare

Sichtabbildung ist und ob sich jede Sichtabbildung so erhalten 1afit.
9.13 Definition: Eine Sichtabbildung ist ein Tripel

(P(f), P(W), P(W"))
mit einer (ausgearteten) projektiven surjektiven Abbildung
P(f):P(V)\ P(Z) — P(V')

mit Zentrum P(Z) und Hyperebenen P(W) C P(V) und P(W') C P(V'). Die
projektiven Geraden in P(V) nennen wir Lichtgeraden. Das Zentrum P(Z) heifit
der Fokus der Sichtabbildung und P(V') heifit der Bildraum. P(W) heifit der
Horizont der Sichtabbildung.

Wir stellen uns vor, daf-die Punkte aus P(V) ,entlang® Lichtgeraden durch
den Fokus P(Z) auf die Bildebene P(V') abgebildet werden. Nach Lemma 9.5
werden alle Punkte einer Lichtgeraden durch P(Z), also einer sogenannten fo-
kussierten Lichtgeraden, auf denselben Punkt in P(V') abgebildet. Wie Satz 9.6
zeigt, kann es natiirlich mehrere fokussierte Lichtgeraden geben, die denselben
Bildpunkt bestimmen. Diese Beobachtung wird spater fiir uns wichtig sein, wenn
wir Sichtbarkeit und verdeckte Punkte studieren werden.

Wir werden spater das Problem der Sichtbarkeit studieren. Dabei benotigen wir
Begriffe, die es uns erlauben zu untersuchen, ob ein Punkt zwischen zwei anderen
Punkten liegt und damit einen der Punkte verdeckt. Diescs Konzept ist nur auf
Geraden sinnvoll, so daf} wir nicht einfach den ganzen in 9.6 durch p bestimmten
Unterraum verwenden kénnen, sondern den Begriff der Lichtgeraden und der
fokussierten Lichtgeraden einfiihren miussen.

Die uneigentliche Hyperebene P(W') in P(V') hat bei P(f) eine Hyperebene
P(U) als Urbild, die P(Z) umfafit. P(U) heifit die Blindebene der Sichtabbil-
dung, denn keiner der Punkte aus P(U) hat in P(V') einen affinen Bildpunkt.
Damit erklart sich auch das zu Beginn des Kapitel 4 angegebene Paradoxon des
Photographen. Zu jedem f)ffnungswinkel, der echt kleiner als 180° ist, ist es
rechnerisch méglich, einen verzerrungsfreien, d.h. linear abbildenden, Photoap-
parat zu konstruieren, der den entsprechenden Teilraum in eine affine Ebene
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abbildet. Bei einer Offnung von 180° ist das nicht mehr méglich, weil dann die
Blindebene in affine Punkte abgebildet wiirde. Offnungswinkel iiber 180° sind
mathematisch moglich mit einer ,Faltung“, wie wir in Kapitel 11 sehen werden.
Aber auch dann bleibt die Blindebene bestehen. Wir werden spater das Mo-
dell eines Photoapparats noch genauer mathematisch beschreiben und sogar ein
Modell fiir einen 4-dimensionalen Photoapparat angeben.

Man konnte meinen, dafl der Horizont, den man in der Natur, insbesondere auf
dem Meer, sieht, Folge der Erdkriimmung ist, weil dort in Blickrichtung die Erde
”aufhoért”. Aber auch bei einer ebenen unendlich ausgestreckten Erdoberflache
wiirde man genauso einen Horizont sehen, das Bild der uneigentlichen oder un-
endlich fernen Geraden auf der Erdoberfliche bei der projektiven Abbildung auf
den Augenhintergrund.

Der Vorteil der projektiven Abbildungen ist, dafi die Blindebene im allgemei-
nen nicht mit dem Horizont P(W) in P(V) ibereinstimmen mufl. Wenn gilt
P(U) = P(W), dann nennen wir P(f) eine Parallel-Projektion. Sonst heifit die
Sichtabbildung eine Perspektiv-Projektion. Der Name Parallel-Projektion riihrt
daher, daf} die affinen Urbilder von Punkten p,qg € P(V') parallel im Sinne von
affinen Unterrdumen von P(V)\ P(W) sind, wie das folgende Lemma zeigt.

9.14 Lemma. Sei (P(f), P(W),P(W")) eine Parallel-Projektion. Seien p',q' €
P(V'y\ P(W') zwei verschiedene Punkte im Bild von P(f). Dann sind ihre
Urbilder im affinen Raum P(V)\ P(W) parallel.

BEeWEIS: Seien p bzw. ¢ in P(V)\ P(W) Urbildpunkte fir p' bzw. ¢'. Nach
Lemma 9.5 und Satz 9.6 sind die zu betrachtenden Urbildraume (p+P(Z))\P(Z)
bzw. (¢ + P(Z))\ P(Z). Da die Bildpunkte verschieden sind, schneiden sich
p+ P(Z)und ¢+ P(Z) genau in P(Z). Auch der Schnitt mit der uneigentlichen
Hyperebene ist in beiden Fillen P(Z) aus Dimensionsgriinden. Daher ist Z der
Translationsraum fur (p + P(Z)) \ P(W) und auch fur (¢ + P(Z)) \ P(W), d.h.
die beiden affinen Urbildraume sind parallel. O

Ein gutes Modell fiir die durch diese Definition geschaffenen neuen Mdglichkeiten
erhalten wir durch eine ausgeartete projektive Abbildung

P(f): P(R*) — P(R?)

des 3-dimensionalen projektiven Raumes in den eindimensionalen projektiven
Raum. Der Fokus besteht jetzt aus einer projektiven Geraden, ebenso wie der
Bildraum. Man kann sich bildlich gut vorstellen, dafl die Punkte des affinen 3-
dimensionalen Raumes mit Lichtstrahlen durch einen eindimensionalen Schlitz,
den Fokus, auf eine zu diesem Schlitz windschiefe Gerade abgebildet werden. Von
jedem Punkt im Raum ist durch den Schlitz genau ein Punkt der Bildgeraden
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sichtbar. Auf eben diesen wird er bei der Sichtabbildung abgebildet (vgl. Fi-
gur 9.1). Ebenso 1ait sich jede Sichtabbildung vom 4-dimensionalen projektiven
Raum in die projektive Ebene als Abbildung durch einen Schlitz auffassen. Eine
solche Zuordnung werden wir in Zahlen am Schlu8 der folgenden Beispiele als
eine Sichtabbildung darstellen. Dabei bekommt man auch ein Gefiihl dafiir, wie-
viele verschiedene Punkte bei der Sichtabbildung auf denselben Punkt abgebildet
werden. Offenbar konnen ganze Flachen in diesem Beispiel einen gemeinsamen
Bildpunkt haben. Das wissen wir auch schon aus 9.6 und 9.11.

Be P(V")

Figur 9.1

Wir wollen dieses Modell noch genauer mit den hier eingefiithrten ausgearteten
projektiven Abbildungen beschreiben und vergleichen. Dabei werden wir sehen,
dafl das oben angegebene Modell im wesentlichen schon alle Mdglichkeiten fir
eine ausgeartete projektive Abbildung ausschopft. Sei dazu

P(f): P(V)\ P(2) — P(V')

eine ausgeartete projektive (surjektive) Abbildung mit Zentrum P(Z). Wir
konnen ohne Einschrankung annehmen, daB P(f) surjektiv ist, weil nach 9.4
das Bild von P(f) wieder ein projektiver Raum ist.
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Sei weiter
P(h): P(V)\ P(V") — P(Z) mit P(h)lp(z) = idp(z)

eine ausgeartete projektive Abbildung mit Zentrum P(V"). Wegen P(h)|p(z) =
idp(z) gibt es ein A # 0 in R mit h|z = X-idz. Wegen P(A~'h) = P(h) konnen
wir h durch A™!h ersetzen und somit annehmen, daf} fir h:V — Z C V gilt
h|z = idz. Diese Abbildungist in dem oben betrachteten Modell die Zuordnung,
die jedem Urbildpunkt den Durchstofipunkt seines Abbildungsstrahls durch den
Fokus zuordnet. Alles wird mit den Lichtstrahlen zundchst auf den Fokus und
dann weiter auf den Bildraum abgebildet. Dabei liegen Urbildpunkt, Durch-
stofipunkt durch den Fokus und Bildpunkt auf einer Lichtgeraden. Es gilt nun
auch in der mathematischen Beschreibung des Modells

9.15 Lemma. Es gibt eine Projektivitit
P(g): P(V') — P(V"),

so daB P(gf)|p(v») = idp(ywy und fiir alle p € P(V)\ (P(V")U P(Z2)) gilt: p,
P(h)(p) und P(gf)(p) sind kollinear.

BEWEIS: Da f:V — V' surjektiv ist, gibt es zu jedem v' € V' ein v € V mit
f(v) = v'. Wir definieren ¢g: V' — V" C V durch g(v') := v — h(v). Um die
Unabhéngigkeit dieser Definition von der Wahl von v € V mit f(v) = v' zu
zeigen, seien v;,v; € V mit f(v;) = f(v2) = v' gegeben. Da f(v; —v2) = 0,
gibt es ein z € Z = Kern(f) mit v; = v, + z. Dann ist aber v; — h(v;) =
vy + z — h(vy + 2) = vy — h(v2) + 2z — h(2) = vy — h(vy). Jetzt sieht man leicht,
dafl g eine lineare Abbildung ist. Schlielich ist g(v') = v — h(v) € V" C V, weil
(v —h(v)) = 0gilt. Wir zeigen jetzt, dafl g: V' — V" sogar ein Isomorphismus
ist. Sei g(v') = v — h(v) = 0, dann ist v = h(v) € Z, also v' = f(v) = 0.
Damit ist g injektiv. Sei v" € V" gegeben. Dann ist h(v") = 0, also gf(v") =
v" — h(v") = v". Damit ist g auch surjektiv. Es gilt sogar gf|y» = idyn, also
P(gf)lpvry = idp(yny.

Wir zeigen jetzt V = V" @ Z. Nach Definition von g gilt gf(v) = v — h(v) oder
v=gf(v)+h(v)eV"+Z IstveV"NZ,sogilt h(v) =0 und f(v) =0, also
v = gf(v)+ h(v) = 0. Die Behauptung v = gf(v) + h(v) impliziert, dal p = Rw,
P(gf)(p) und P(h)(p) kollinear sind, sofern alle Terme definiert sind. Das ist
genau dann der Fall, wennv ¢ V'UZ. O

9.16 Satz. Zu jeder ausgearteten projektiven surjektiven Abbildung

P(f): P(V)\ P(Z2) — P(V')
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gibt es eine ausgeartete projektive Abbildung

P(h): P(V)\ P(V") — P(Z) mit P(k)|p(z) = idp(z)
und eine Projektivitit P(g): P(V') — P(V"), so daf§

P(f)(p) = P(g)™"((p, P(R)(p)) N P(V"))

der Schnittpunkt der Geraden (p, P(h)(p)) mit dem projektiven Unterraum
P(V") ist firallep € P(V)\ (P(V")U P(Z)).
Sei umgekehrt eine ausgeartete projektive Abbildung

P(h): P(V)\ P(V") — P(Z) mit P(h)|p(z) = idp(z)

in einen projektiven Unterraum P(Z) C P(V) gegeben. Dann schneidet die
Gerade (p, P(h)(p)) firp € P(V)\ (P(V")U P(Z)) den projektiven Unterraum
P(V") in genau einem Punkt. Weiter gibt es eine ausgeartete projektive surjektive
éé’{;{{;fung P(g): P(V)\ P(Z2) — P(V") mit P(f)(p) = P(g)~"'((p, P(R)(P)) N

BEWEIS: Um die Konstruktionen im Beweis des vorhergehenden Lemmas anwen-
den zu kénnen, bemerken wir, dafl jeder Untervektorraum Z C V ein direkter
Summand ist, d.h. es existiert ein weiterer Unterraum V' CV mit V'@ Z =V
nach Satz 1.22. Damit erhalten wir eine lineare Abbildung h:V — Z mit
h|z = idz mit V" = Kern(k) (vgl. 1.38). Die Voraussetzungen des Lemmas sind
erfullt. Wir erhalten, dafi P(g)P(f)(p) auf (p, P(k)(p)) und in P(V") liegt. Da
P(h)(p) € P(Z) und P(Z)N P(V") = 0, gibt es genau einen Schnittpunkt wie
behauptet.

Ist P(h) gegeben, so konnen wir wie oben annehmen, daB h|z = idz. Dann ist
V=V"®Z mit V" := Kern(h) (vgl 1.38). Die projektive Gerade (p, P(k)(p))
wird als projektiver Unterraum von dem Untervektorraum erzeugt, der von v
und h(v) aufgespannt wird. Dabei ist v ein Reprasentant von p. Da v ¢ Z und
h(v) € Z und da v ¢ V" also h(v) # 0, sind v und h(v) linear unabhingig. Sie
spannen einen 2-dimensionalen Untervektorraum auf. Wegen h(v — h(v)) = 0
liegt v — h(v) in V"' \ {0}. Wegen v ¢ V" ist damit gezcigt, daB die Gerade
(p, P(h)(p)) den projektiven Unterraum P(V") in genau einem Punkt schneidet.
Der Reprasentant f(v) := v — h(v) des Schnittpunkts ist von v in linearer Weise
abhingig, so daf} die Zuordnung P(f) eine ausgeartete projektive Abbildung ist.
(]

Ein einfaches Beispiel fiir eine solche Sichtabbildung P(f) ist in der Figur 9.2
gegeben. Hier ist V' = V" und g = id. Die projektive Ebene P(V) ist hier die
Darstellungsebene und Punkte p € P(V) werden in Punkte P(f)(p) € P(V')
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/ \ P(W)

Figur 9.2

abgebildet. P(f)(p) kann man finden als Schnittpunkt zwischen der Geraden
(p, P(R)(p)) und der Bildgeraden P(V'). Das Zentrum P(Z) der Abbildung
besteht nur aus einem Punkt, deshalb ist P(Z) = {P(k)(p)}. Der uneigentliche
Punkt P(W') auf P(V"') gibt AnlaB zu der Blindgeraden P(U). Die uneigentliche
Gerade oder der Horizont P(W) in P(V') ist davon unabhéingig.

Ist jetzt eine Sichtabbildung P(f) zusammen mit P(h) und P(g) wie im Satz
gegeben, so beschreiben P(gf) und P(h) das oben angegebene Modell. Wegen
9.16 ist

P(gf)(p) = (p, P(R)(p)) N P(V")
und wegen 9.15 ist

P(h)(p) = (p, P(¢f)(p)) N P(Z).
Auf P(V)\ (P(V")U P(Z)) bestimmen sich P(h) und P(gf) gegenseitig. P(f)
und P(g) allein werden nicht bendtigt. Die Situation ist also in P(Z) und
P(V'"), P(gf) und P(h) vollkommen symmetrisch mit P(h)|p(z) = idp(z) und
P(gf)lp(vy = idp(vry. Die projektive Abbildung P(f) und der Raum P(V')
werden nicht weiter benotigt. Wir definieren also
9.17 Definition: Ein Auge oder eine vollstandige Sichtabbildung

(P(f), P(h), P(W), P(W"))
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besteht aus einer Sichtabbildung (P(f), P(W), P(W')) mit P(V') C P(V)\
P(Z) und einer (ausgearteteten) projektiven surjektiven Abbildung P(h): P(V')\
P(V') — P(Z), so daB

i) fur alle p € P(V)\ (P(V')UP(2)) gilt: p, P(f)(p) und P(h)(p) sind kollinear,
ii) P(h)|p(z) =idp(z),

iii) P(f)|p(vry = idpevr).

Die Geraden (p, P(f)(p)) = (p, P(h)(p)) heilen Sichtgeraden zu p.

Wir wollen nun noch den klassischen Fall der projektiven Abbiidung
P(f): P(R*) \ P(Z) — P(R?)

diskutieren, die Perspektiv- oder Parallel-Projektion des 3-dimensionalen Rau-
mes auf den 2-dimensionalen Raum. Hier ist P(Z) = {ps} ein Punkt. Damit
scheint die ausgeartete projektive Abbildung P(h) von P(R*) nach P(Z) schon
festgelegt zu sein. Es gibt jedoch viele verschiedene ausgeartete projektive Ab-
bildungen von P(R*) auf diesen Punkt. Es mufl nimlich noch das Zentrum
P(V") der Abbildung P(h), also eine projektive Ebene in P(R*) ausgewahlt
werden. Genau dorthin wird dann P(R?) durch P(g) abgebildet. Wir haben
damit das bekannt Modell eines Photoapparats mit einem Punkt als Fokus wie-
dererhalten. Obwohl es viele Auswahlméglichkeiten fur P(f) gibt, wird jetzt
P(gf) vollstindig beschrieben durch P(gf)(p) = (p,ps) N P(V").

Als Beispiele fiir den in diesem Kapitel entwickelten Stoff betrachten wir zunachst
eine (nicht-)ausgeartete projektive Abbildung P(R®) — P(R?). Nach Satz 9.12
brauchen wir die Abbildung nur auf einem Koordinatensystem zu beschreiben.
Fir die beiden genannten projektiven Raume besteht jedes Koordinatensystem
aus genau vier Punkten. Da wir den Bildraum nicht einschranken, d.h. da wir
nicht nur ein Koordinatensystem fiir einen projektiven Unterraum von P(R?)
wihlen, wird die Abbildung gemafl 9.12 ein volles Koordinatensystem des Ziel-
raumes im Bild besitzen, also surjektiv sein. Weiterhin bleibt bei dieser Festle-
gung kein Platz fiir ein Zentrum der projektiven Abbildung. Wir erhalten also
eine Projektivitdt, die vollstindig dadurch beschrieben ist, in welches (nicht-
ausgeartete) Viereck ein vorgegebenes Viereck abgebildet wird. Insbesondere
sehen wir, dafl bei geeigneter Wahl der Koordinaten ein ,Quadrat® (in einem
affinen Teilraum des P(R?)) durch eine geeignete Projektivitit in ein beliebiges
Viereck abgebildet werden kann, und dafl dadurch die Projektivitat vollstandig
festgelegt ist.

Andererseits kénnen in der projektiven Ebene Dreiecke in vielerlei Weise auf
andere Dreiecke durch Projektivitaten abgebildet werden. Insbesondere kann
ein ,gleichschenkliges Dreieck (in einem affinen Teilraum des P(R?)) auf viele
Weisen in ein anderes Dreieck abgebildet werden. Es erhebt sich die Frage, ob
es Projektivitaten gibt, die etwa alle ,Winkelhalbierenden®, alle ,Lote*“ oder
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alle ,Seitenhalbierenden® eines gegebenen Dreiecks erhalten. Das ist tatsachlich
moglich, weil die vorgegebenen Stiicke sich jeweils in einem Punkt treffen. Man
hat ja noch die Maglichkeit, das Bild eines weiteren Punktes vorzugeben, das
man als Schnittpunkt der gewiinschten Sticke wihlen kann. Die vier Punkte
misssen nur ein Koordinatensystem der projektiven Ebene bilden.

Eine interessante Anwendung ist die Auswertung von Flugzeugaufnahmen der
Erdoberfliche. Die Aufnahme der Photokamera kann man angenahert als Bild
einer ausgearteten projektiven Abbildung des projektiven Raumes auf die pro-
jektive Ebene deuten. Das Zentrum der Abbildung ist das Zentrum des Linsen-
systems. Fafit man die Erdoberflache als projektive Ebene auf, und ist das Zen-
trum (der Linse) nicht in dieser Ebene gelegen, so erhalt man eine Projektivitat
zwischen der Erdoberfliche und der Filmebene. Um Objekte mafistabsgetreu re-
konstruieren zu kénnen, mufl man also die Koordinaten von vier Punkten (eines
Koordinatensystems) der Erdoberfliche kennen und die zugehorigen Bildpunkte
nach der Aufnahme ausmessen. Dann ist die Rekonstruktion der Projektivitat
und der Koordinaten der librigen aufgenommenen Punkte aus dem Bild méglich.
Das Prinzip einer solchen Flugzeugaufnahme ist in der Figur 9.3 dargestellt.

Figur 9.3

Algorithmus zur Bestimmung der Matrix fur eine Sichtabbildung: Da
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das oben allgemein beschriebene Verfahren fiir die Computer-Graphik von Be-
deutung ist, wollen wir die explizite Konstruktion einer solchen Projektivitat
durchfithren. Gegeben sei ein Koordinatensystem pg,p1,p2,p3 € U C P(R")
einer projektiven Ebene U in P(R™) und ein Koordinatensystem go,¢1,92,93 €
P(R3). Weiter sei Z C R™ ein (n — 3)-dimensionaler Unterraum, so dal U N
P(Z) = 0 gilt. Sei 24,...,2, eine Basis von Z. Die Punkte p; und ¢; seien gege-
ben durch die Vektoren z; bzw. y; mit p; = Kz;, ¢; = Ky; fir7 = 0,1,2,3 mit
den Koeffizienten z; = (§jilf = 1,...,n) und y; = (n;:]j = 1,2,3). Die Vektoren
z; mégen die Koeffizienten z; = ({ji|j = 1,...,n) haben. Das angegebene Verfah-
ren soll nicht nur eine Matrix bestimmen, die die ausgeartete projektive Abbil-
dung P(f): P(R™) — P(R?) mit Zentrum P(Z) und P(f)(p;) = ¢, =0,1,2,3
beschreibt, sondern auch die notwendigen Voraussetzungen tuber die Koordina-
tensysteme und die Lage des Zentrums {iberpriifen. Im Falle einer falschen Ein-
gabe soll der auftretende Fehler festgestellt werden.

Im ersten Schritt andern wir die Vektoren z; und y; in einer Weise ab, daf} nicht
nur p; = Kz; und ¢; = Ky; fur 1« = 0,1,2,3 gelten, sondern dazu noch die
Gleichungen zq + 7 + 22 + 23 = 0 und yo + y1 + y2 + y3 = 0. Ein solches
Verfahren wurde in Satz 2.28 und Kapitel 7 beschrieben. Das Verfahren stellt
gleichzeitig fest, ob die vier projektiven Punkte jeweils ein Koordinatensystem
fir eine projektive Ebene ergeben. Wir nehmen also fiir den néchsten Schritt
an, dafl die Vektoren z; und y; schon die gewiinschten Eigenschaften haben.

Im zweiten Schritt bilden wir aus den Koeflizienten der z; und der z; die Matrix

-1

&1 &2 &z Qs oo Gin
A - ) . ) .

bt bz ns Cmt e Cun

Das kann z.B. nach dem Gauf-Jordan-Verfahren wie in Satz 2.18 erfolgen. Weiter
werde aus den Koeflizienten der y; die Matrix

mi1 m2 m3a 0 ... 0
B=|1n21 ma2 m3 0 ... 0
M1 M2 maz 0 ... 0

gebildet. Dann definiert die Multiplikation von links mit B-A4 auf R™ eine lineare
Abbildung f:R™ — R® mit f(z;) = 0, f(z:) = v fur : = 0,1,2,3. Also ist
P(f) die gewiinschte Abbildung.

Fir ein konkretes Beispiel wahlen wir die Punkte in P(R®) mit den Vektoren
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-1 1 0 0
-1 2 -1 0
Ty = 1 J,z;=}|0},z,=| -2],z3=|1
-2 0 0 2
0 0 0 0

aus dem Beispiel aus Kapitel 7. Weiter sei der 2-dimensionale Unterraum Z
erzeugt von den Vektoren

0 0
0 0
24 = 0 y By = 0
1 0
1 1
Wir erhalten damit Matrizen
1 0 0 0 O
2 -1 0 0 0
A'=10 -2 1 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 1 1
und
1 0 0 0 0
2 -1 0 0 0
A= 4 -2 1 0 0
-8 4 -2 1 0
8 —4 2 -1 1

Schlieilich seien die Bildvektoren y; gegeben durch

(-0

Mit der in Kapitel 7 eingefithrten Methode dndern wir diese Vektoren ab zu

-1 1 -1 1
Yo = 0 y Y1 = 1 y Y2 = -1 y Y3 = 0 .
0 0 -1 1

Dadurch erhalten wir die Matrix

1 -1 100
B=|1 -1 0 0 O
0 -1 100
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Das Produkt dieser beiden Matrizen und damit die gesuchte Abbildungsmatrix
ist

3 -1 100
B-A={-1 1 0 0 0
2 -1 100

Damit ist auch gleichzeitig ein Beispiel einer Sichtabbildung von P(R?®) nach
P(R?) angegeben.

Um nun auch eine vollstindige Sichtabbildung zu erhalten, benétigen wir wei-
terhin eine Projektion h: V — Z, die auf Z die Identitat induziert. Wir fassen
Z C V als Untervektorraum auf, so dafl wir eine lineare Abbildung h:V — V
mit Bild(h) = Z und h? = h bendtigen. Der Kern kann noch festgelegt werden.
Wir weisen aber schon an dieser Stelle darauf hin, dafl diese Wahl des Kerns von
h, wiewohl sie h dann eindeutig bestimmt, sehr wichtig ist. Verschiedene Kerne
ergeben verschiedene vollstindige Sichtabbildungen. Das wird sich besonders bei
der Behandlung von verdeckten Linien bemerkbar machen.

Fir unser Beispiel wahlen wir Kern(h) = V" = Rz; + Rz, + Rz;. Durch Basis-
wechsel mit A bzw. A~! erhalten wir eine Projektionsmatrix fiir die Abbildung
h als

0 00 0 O 0 0 0 00
0 000 0 0 0 0 00
A ]10 0 0 0 0]-A=[0 0 0 0 0
00010 -8 4 -2 10
000 01 0 0 0 0 1

Wir bestimmen schliefllich auch die durch P(h) und P(f) bestimmte Abbildung
P(g) wie im Beweis von 9.15. Die lineare Abbildung g mufl R*® so auf V"
abbilden, dafl gf|y» = idy» und Z = Kern(gf). Durch die Matrix

1 0 O
2 -1 0
C=10 -2 1
0 0 2
0 0 O

werden die kanonischen Einheitsvektoren e;, e; bzw. e3 auf die Vektoren z,,
bzw. z3 abgebildet, durch die Matrix

1 -1 1
D=1 -1 0
0 -1 1
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auf die Vektoren y;, y; bzw. ys. Das Produkt

1 0 -1
1 1 -1
c-D'=|-1 2 2
2 -2 0
0 0 0

ergibt dann die gesuchte Abbildung g. Die Komposition mit f wird durch die
Matrix

1 0 0 0 0
0 1 00O
0 0 100
8 —4 2 00
0 0 0 0O

dargestellt. Die so gewonnene vollstindige Sichtabbildung hat jetzt allerdings
den Nachteil, dafl der durch z,,z;, z3 definierte projektive Unterraum genau das
Zentrum von P(h) ist. Dort ist also P(h) nicht definiert. Wenn wir auf die an-
fangs gestellte Aufgabe zurtickkommen, eine projektive (ausgeartete) Abbildung
zu finden, die die Punkte p; in die Punkte ¢; abbildet, so sollte man bei Erweite-
rung dieser Abbildung zu einer vollstindigen Sichtabbildung darauf achten, daf§
P(h) zumindest auf diesen Punkten definiert ist, also einen anderen Kern fir h
wahlen. Wir tuberlassen dem Leser das Auffinden einer weiteren vollstandigen
Sichtabbildung, die diese Bedingung erfiillt.
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Uns interessiert der Begriff der Strecke in einem reellen projektiven Raum P(V).
Die folgende Diskussion verwendet die Anordnung der Elemente von R, gilt also
nicht fur beliebige Korper. Das ist aber sowieso der wichtigste Fall fiir uns.

Schon in 6.4 haben wir gesehen, daf8 es in P(V)\ P(W) immer eine Strecke von p;
nach p, gibt, die P(W) nicht schneidet. In 7.13 haben wir die Gerade (p;, p2) mit
der vervollstandigten Zahlengeraden R identifiziert, oder aber mit den Punkten
eines Kreises. Die in 6.4 angegebene Strecke ist also nur eine Mdglichkeit der
geradlinigen Verbindung von p; nach p,. Die zweite Moglichkeit ergibt sich,
indem man auf dem anderen Teil des Kreises von p; nach p, 1duft. Dabei lauft
man durch den uneigentlichen Punkt der projektiven Geraden.

Figur 10.1

Es gibt also immer zwei auf einer projektiven Geraden gelegene Verbindungs-
strecken zwischen p; und p,. Wenn ein affiner Unterraum oder eine uneigentliche
Hyperebene ausgezeichnet sind, dann enthalt genau eine der beiden Verbindungs-
strecken einen uneigentlichen Punkt, vorausgesetzt p; und p, sind eigentliche
Punkte.

Der tiefere mathematische Hintergrund der folgenden Uberlegungen iiber Strek-
ken ist die Tatsache, daB die stetige Abbildung R™\ {0} — P(R") faktorisiert
werden kann durch S™®~?, die (n — 1)-Sphare. Die Abbildung R™\ {0} — S™7!
ist eine Homotopie-Aquivalenz, aus topologischer Sicht also unbedeutend. Die
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linearen Abbildungen auf R™ schrinken sich in mit der Homotopie-Aquivalenz
vertraglichen Weise auf die (n — 1)-Sphare S*~! ein. Die nunmehr fiir uns wich-
tige stetige Abbildung §”~! — P(R™) ist dann eine 2-fache Uberlagerung. Da
die projektiven Transformationen jedoch schon auf der (n — 1)-Sphare definiert
sind, erhalten wir unsere im folgenden beschriebenen Moglichkeiten, die Strecken
zu unterscheiden.

10.1 Definition: Die beiden Strecken zwischen den (verschiedenen) Punkten p;
und p, sind definiert durch

S1 = {R((1 = o)z + o9)[0 < o < 1},

S :={R((c — 1)z + 0y)|0 < o0 < 1}.

Dabei seien p; = Rz und p; = Ry. Die Definition der Strecken S} und S, hangt
zwar von der Wahl der Reprasentanten fur p; und p; ab, jedoch nicht die Menge
{S1, S2}, wie das nachfolgende Lemma zeigt.

10.2 Lemma. Die Strecken S; dndern sich nicht, wenn man z durch Az und y
durch py mit Ap > 0 ersetzt. Sie werden vertauscht fiur Ap < 0.

BEWEIS: Seien A und p fest gegeben mit Ag > 0. Dann ist auch v := A/u > 0.
Die Vektoren (1 — p)Az + ppy und (1 — o)z + oy definieren genau dann denselben
projektiven Punkt, wenn es ein a(# 0) gibt mit

(1= p)Az + ppy = a((1 - o)z + oy).

Da z und y linear unabhingig sind, erhélt man durch Koeflizientenvergleich
(1-p)A =a(l —0) und pp = ao. Es gilt ¢ = 0 genau dann, wenn p = 0. Fur
o # 0 erhalt man durch Division durch ac und Umordnen

1 v
- =-—-v+1.
o p

Da v > 0, ergibt ein einfaches Umformen von Ungleichungen, dal 0 < p <1
genau dann gilt, wenn 0 < ¢ < 1. Wenn also Ap > 0 ist, dann andert sich
die dargestellte Strecke S; nicht, wenn z durch Az und y durch py ersetzt wird.
Ebenso argumentiert man fir die Strecke S; und die Vektoren (p — 1)Az + ppy
und (o — 1)z + oy, denn auch sie ergeben beim Vergleich

bzw. p = 0 genau dann, wenn o = 0.
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Ist jedoch Au < 0, so ist auch v := A/p < 0. Die Vektoren (1 — p)Az + ppy und
(0 = 1)z + oy definieren genau dann denselben projektiven Punkt, wenn es ein
a(# 0) gibt mit

(1= p)Az + ppy = af(0 — 1)z + o).
Da z und y linear unabhéingig sind, erhalt man durch Koeffizientenvergleich und
Division dhnlich wie oben die Gleichung

1
—=—Z+V+1.

o P
Da v < 0, ergibt wiederum ein einfaches Umformen von Ungleichungen, dafl 0 <
p <1 genau dann gilt, wenn 0 < 0 < 1. Auflerdem folgt aus den urspriinglichen
Gleichungen p = 0 genau dann, wenn o = 0. Wenn also Ap < 0 ist, dann andert
sich die dargestellte Strecke, wenn z durch Az und y durch py ersetzt wird.
Analog argumentiert man fiir die Vektoren (p — 1)Az + ppy und (1 — o)z + oy.
a

Man kann sich die so entstehenden geometrischen Gebilde wie folgt vorstellen.
Die beiden verschiedenen projektiven Punkte sind zwei Geraden durch den Ur-
sprung von V. Sie spannen eine Ebene in V auf, die projektive Gerade (p1, p2).
In dieser Ebene bestimmen die beiden Geraden vier Sektoren. Je zwei ge-
geniiberliegende Sektoren werden durch dieselben eindimensionalen Unterraume
ausgefiillt. Je zwei dieser gegeniiberliegenden Sektoren definieren also eine der
beiden oben definierten projektiven Strecken. Wir vermerken hier auch gleich
noch, dafl jede der Strecken stetiges Bild des Einheitsintervalls [0,1] ist. Das
konnen wir hier nicht beweisen, weil wir keine Topologie fir den reellen projek-
tiven Raum eingefiihrt haben.

Die Lage einer der beiden Strecken im P(R?) zeigt die nachste Abbildung.

Die im Beweis des vorhergehenden Lemmas erhaltenen Beziehungen zwischen
den Parametern p und o zur Darstellung einer Strecke zeigen, daf} diese in nicht-
linearer Form voneinander abhangen. Eine Darstellung einer Strecke durch eine
aquidistante Intervalleinteilung des Parameterintervalls [0,1] kann also zu einer
sehr verzerrten Parametrisierung der Strecke fithren und ist daher nicht fir die
graphische Darstellung geeignet.

10.3 Satz. Sei P(V) ein reeller projektiver Raum. Seien S, und S, die beiden
Strecken zwischen den Punkten p; # p,. Dann gelten

a') 51N S, = {PI,PZ},

b) $1U Sz = (p1,p2)-

BEWEIS: a) Seien p und o zwei Parameter, die einen gemeinsamen Punkt der
beiden Strecken bestimmen:

R((1-p)z + py) = R((c - 1)z + 0y).
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Figur 10.2

Beide Parameter miissen im Einheitsintervall [0,1] liegen. Die Falle p = 0 =0
und p = o = 1 ergeben die beiden angegebenen Schnittpunkte p; und p,. Fir
die anderen Fille gibt es eine Konstante a # 0, so daf gilt (1 — p)z + py =
a(c — 1)z + acy . Da z und y linear unabhangig sind, p; und p; sind namlich
verschieden, muf}

l-p=afc—-1) und p=oaoc

gelten. Wiederum ergibt fir o # 0 Division durch ao die Gleichung

+

o=
Q=

Diese Gleichung hat aber offenbar keine Losung in dem geforderten Bereich,
aufler p =0 = 1.

b) Da jede Linearkombination (# 0) von z und y einen projektiven Punkt in
(p1,p2) bestimmt, brauchen wir nur ,0“ zu zeigen. Sei also ¢ € (p;,p2) und
¢ = Rz mit z = az + fy. Die Fille ¢ = p; und ¢ = p, kénnen wir von vornherein
ausschlieflen. Also werden beide Koeffizienten a und 3 von Null verschieden sein.
Wir unterscheiden zwei Falle.
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a/B > 0: Dann gibt es ein ¢ mit 0 < o < 1 und

l-0o

—1=

Q|-

o

>R

Daher konnen wir a = y(1 — ¢) und 8 = yo schreiben, und erhalten ¢ € §;.
a/f < 0: Dann gibt es ein 0 mit 0 < 0 < 1 und

:1—-—:

a
Jéj o o

Daher kdnnen wir @ = y(c — 1) und 8 = o schreiben, und erhalten ¢ € S,. O

Aus dem vorhergehenden Satz folgt durch die Zerlegung der Geraden durch p
und q in zwei Strecken auch sofort, daf fiir eine projektive Hyperebene P(W)
und p,q ¢ P(W) genau eine der beiden Strecken mit den Endpunkten p und ¢
einen Schnittpunkt mit P(W) hat (5.17 und 6.4), also liegt genau eine der beiden
Strecken ganz in dem affinen Raum 4 = P(V)\ P(W). Wir nennen sie die affine
Verbindungsstrecke zwischen p und gq.

Gelten jedoch p ¢ P(W) und ¢ € P(W), so ist ¢ der uneigentliche Punkt der
projektiven Geraden (p,q). Das fihrt zu der

10.4 Definition: Sei P(W) eine projektive Hyperebene in P(V) und 4 =
P(V)\ P(W) der zugehorige affine Unterraum. Seien p € 4 und ¢ € P(W).
Die Halbgeraden (Strahlen) in A von p nach ¢ sind definiert durch

Hy ={R((1-0)z +0oy)[0 <o <1},
H, :={R((0c — 1)z + oy)|0 < o < 1}.
Dabei seien p = Rz und q = Ry.

10.5 Folgerung. Unter den Voraussetzungen der Definition 10.4 gelten
a) Hy N H, = {p},
b) Hy U HyU{q} = (p,q)-

BEWEIS: Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 10.3 wegen S, = H,U{q}
und S, = H, U{q}. O

Um eine genauere Vorstellung vom dem neu eingefithrten Begriff der Strecke
in einem projektiven Raum zu bekommen, untersuchen wir einmal die Parame-
trisierung einer projektiven Geraden wie in Bemerkung 7.13. Dazu fihren wir
zunichst eine Verallgemeinerung des Begriffs eines Intervalls auf die Menge R =
RU{oo} ein. Neben den tiblichen Intervallen [@, (] in R (auch mit a = 3) wollen
wir auch die Mengen [, +00) U {o0}, {00} U(~00,a], [a,+00) U {oc} U (—o0,[]
und {oo} Intervalle in R nennen. Dann gilt
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10.6 Lemma. Die Parametrisierung einer projektiven Geraden mit Hilfe eines
Koordinatensystems induziert eine Bijektion zwischen den Srecken auf der Ge-
raden und den Intervallen in R. Dabei werden Durchschnitte und Vereinigungen
erhalten.

BEWEIS: Sei die projektive Gerade g mit dem Koordinatensystem p, = Rz,
p1 = Rz und p; = Rey mit ¢ + 2y + 25 = O’gegeben. Die Parametrisierung
ist eine bijektive Abbildung ¢ zwischen g und R mit ¢(R(zo + £z;)) = £ und
¢(Rz;) = oo. Sei S(p, q) eine Strecke in g. Wir unterscheiden 4 Fille.

1. Fall: p = R(zo + €z1), ¢ = R(zo + nz1) und
5(p,q) = {R((1 = o)(z0 + &{z1) + o(z0 + nz1))|0 € [0,1]}.

Wir bestimmen das Bild ¢(S(p,q)). Die Elemente aus S(p,q) lassen sich dar-
stellen als R(zo + ((1 — 0)§ + o7n)z1), also ist ¢(R(zo + ((1 — 0)€ + on)z1)) =
(1 = 0)¢ + on oder ¢(S(p,q)) = [£,7]-
2. Fall: p = R(z¢ +£z1), ¢ = R(z¢ + 7z;) und

S(p,q) = {R((0 — 1)(zo + &z1) + o(zo + nz1))|o € [0,1]}.

Fir o #1/2 ist

B(R((e ~ 1)(zo + £21) + 020 +7121)) = $(R (20 + (5= + 5-"—n)1)
_o-1 o
"1t T2 o17

Weiter ist ¢(R(—1/2(zo +£€z1) +1/2(z0 + nz1)) = ¢(Rz1) = co. Damit rechnet
man sofort nach, daf}

¢, +0)U {0} U(—00,n] firn<¢
$(5(p.q)) = { (7, 4+o0) U {oo}U (—oo,Z] fur g< 7.

3. Fall: p = Rz, ¢ = R(zo + 721) und S(p,q) = {R((1 — o)z; + o(zo +
nzy))|lo € (0,1]}. Fir o # 0ist ¢(R((1 — o)z, + o(zo + n21))) = ¢(R(zo +
(-1+n+1/0)z;)) = -1+n+1/0c. Weiter ist ¢(Rz;) = oco. Damit erhélt man
¢(S5(p,q) = [n, +00) U {oo}.

4. Fall: p = Rzy, ¢ = R(zo + nz1) und S(p,q) = {R((c — 1)z; + o(zo +
nz1))|o € [0,1]}. Fur o # 0 ist ¢(R((0 — 1)z, + o(zo + nz1))) = ¢(R(z0 + (1 +
n—1/o)z1)) = 1+ n—1/0. Weiter ist §(R(—z;)) = oo. Damit erhalt man
¢(5(paQ) = {OO} U (—OO,TI]-

Die Zuordnungen der Intervalle und Strecken sind offenbar bijektiv und erhalten
trivialerweise Durchschnitte und Vereinigungen. O
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Eine interessante Frage ist die nach dem Durchschnitt zweier Strecken. Wenn sie
nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, ist die Antwort einfach. Die beiden
Strecken schneiden sich nicht oder sie schneiden sich in genau einem Punkt.
Anders ist die Situation zweier Strecken auf einer projektiven Geraden. Hier
gelten die folgenden Folgerungen, die wir spater weiter verwenden werden.

10.7 Folgerung. Seien p,,p;,ps paarweise verschiedene Punkte auf einer pro-
jektiven Geraden g. Seien S, := S(p1,p2) und S3 := S(p1,ps) Strecken zwischen
p1 und py bzw. p3. Dann gibt es Punkte p), € S(p1,p2) und p; € S(p1,p3),
Py # ps, so daB fir Sy := S(py,py) C Sz und Sy := S(p1,p}) € S genau eine
der drei folgenden Bedingungen gilt:

S;QS.!S: SQQS;, S;ﬂS;Z{pl}
Wenn S; U S; # g, so gilt genau eine der drei folgenden Bedingungen:

S2C 83, S3CS;, S2NS;={p:}.

10.8 Folgerung. Seien S(p,q) und S(u,v) zwei Strecken auf der projektiven
Geraden g. Wenn p € S(u,v) und q ¢ S(u,v), dann ist S(p,q) N S(u,v) eine der
beiden Strecken von p nach u oder eine der beiden Strecken von p nach v. Diese
kénnen auch zu einem Punkt entartet sein.

10.9 Folgerung. Seien S; und S, zwei Strecken auf einer gemeinsamen projek-
tiven Geraden g. Gilt S;US; # g, so ist der Durchschnitt entweder leer oder ein
Punkt oder eine Strecke. Gilt S; US,; = g, so besteht S, NS, aus zwei Strecken.
Diese kénnen auch je zu einem Punkt entartet sein.

BEWEIS: Diese Aussagen folgen unmittelbar aus den Eigenschaften von Inter-
vallen fiir R und libertragen sich vermége Lemma 10.6 auf beliebige projektive
Geraden. O

10.10 Folgerung. Seien Sy, ...,S, Strecken auf einer gemeinsamen projektiven
Geraden g. Gelte S; U Si41 # g fir allei = 1,...,n — 1. Dann ist N2, S; leer
oder ein Punkt oder eine Strecke.

BEWEIS: Fir n = 2 ist das die Aussage von Folgerung 10.9. Gilt die Aussage
fir » — 1 und sind Sy,...,S, mit den obigen Voraussetzungen gegeben, so ist
nach Induktionsannahme N?7}'S; leer, ein Punkt oder eine Strecke. Da aber
(N2 S:)U S C Su1U S, # g, ist nach 10.9 auch (N721S:)N S, = N2, S; leer,

ein Punkt oder eine Strecke. O
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Wir interessieren uns jetzt fir die Frage, was bei (ausgearteten) projektiven
Abbildungen aus Strecken wird. Da sie Teilmengen von Geraden sind, also kol-
lineare Mengen, wird auch das Bild wieder eine kollineare Menge sein. Das
folgende Lemma zeigt, daf} sie sogar Strecken bleiben.

10.11 Lemma. Sei P(f): P(V)\ P(Z) — P(V') eine (ausgeartete) projek-
tive Abbildung und S € P(Z) eine Strecke in P(V) zwischen den verschiede-
nen Punkten p und q. Wenn P(f)(p) und P(f)(q) verschieden sind, dann ist
P(f)(S) eine Strecke zwischen P(f)(p) und P(f)(q) in P(V'). Ist im Falle einer
ausgearteten projektiven Abbildung P(f)(p) = P(f)(q) oder p € P(Z), so gilt
PUY(S) = {P(F)(a)}-

BEWEIS: Sei S = {R((1 — o)z + 0y)|0 < o < 1}. Sei weiter P(f)(p) # P(f(q).
Dann sind f(z) und f(y) linear unabhingig, und es ist P(f)(S\P(Z)) = {R((1-
o)f(z) + of(y))|0 < o < 1}, also wieder eine Strecke. Analog sieht man die
Behauptung fiir eine Strecke, die mit dem Faktor o — 1 gebildet wird. Gilt
P(f)(p) = P(f)(q), so ist das Bild der Geraden (p, q) ein Punkt in P(V') wegen
9.5 und 9.6. Dasselbe gilt im Falle p € P(Z). Es kann schlielich nicht sein, daf
p,q € P(Z), denn dann wire (p,q) C P(Z). O

Unser Interesse gilt besonders den affinen Unterrdumen von projektiven Raumen.
Liegt nun eine Strecke S in dem affinen Unterraum A = P(V) \ P(W) und ist

P(f):P(V) — P(V)

eine projektive Abbildung, so kann es vorkommen, dafl P(f)(S) eine Strecke
wird, die einen uneigentlichen Punkt besitzt, d.h. die nicht ganz in A liegt. Das
ist fiir die graphische Darstellung der Strecke natiirlich auflerordentlich wichtig.
Wir benoétigen daher fiir diesen Fall ein leicht tiberpriifbares Kriterium. Dazu
milssen wir zunachst fiir eine Zerlegung des Raumes V = W @ Ra eine interes-
sante neue Funktion einfiihren. Mit ihr 148t sich dann das gewiinschte Kriterium
sehr leicht Uberprifen.

10.12 Definition: Seien P(V) und P(V') reelle projektive Raume mit Hy-
perebenen P(W) und P(W'), und sei P(f): P(V) — P(V') eine projektive
Abbildung. Seien a € V\ W und b € V'\ W' fest gewahlt. Dann sind
V=W&Raund V' = W' @ Rb. Sei w:A — W die in 6.1 definierte Ab-
bildung mit p = R(w(p) + a) fur alle p € A. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Abbildungen Af: A — R und pp: A — W' mit

flw(p) + a) = ps(p) + As(p)b-

Der Vektor f(w(p) + a) lafit sich namlich eindeutig als Summe eines Vektors
ps(p) aus W' und eines Vektors Af(p)b aus Rb schreiben, da V' = W' @ Rb



140 10 Strecken in projektiven Rdumen

gilt. Weiterhin ist w(p) schon eindeutig durch p definiert. Daher sind p(p)
und As(p) durch p mit der oben angegebenen Konstruktion eindeutig bestimmt.
Wenn f um einen Faktor aus R verdndert wird, dann dndern sich Ay und py
um denselben Faktor. Also sind Ay und gy durch P(f) bis auf einen Faktor
eindeutig bestimmt. Dabei sind allerdings W, W', @ und b fest gewdhlt. O

10.13 Satz. Seien P(V),P(V'),P(W), P(W'), P(f) und A; wie in Definition
10.12 gegeben. Seien p, q zwei verschiedene Punkte in A und S ihre in A gelegene
Verbindungsstrecke. P(f)(S) enthilt einen uneigentlichen Punkt genau dann,
wenn As(p) - Af(gq) < 0. Das Bild von S besteht nur aus uneigentlichen Punkten
genau dann, wenn As(p) = As(q) = 0 gilt. Ist Ag(q) = 0 und As(p) # 0, so gilt

mit p' := P(f)(p) und ¢' := P(f)(q)
P(f)(S) = {R((1 = o)(w'(p') +b) + o - sgn(As(p))ns(9))I0 < o < 1} U {q'}.

BEWEIS: Wir fihren den Fall, daf ein uneigentlicher Punkt auf P(f)(S) liegt,
zunachst auf die Bedingung

Ar(p)
0<% -~

oder A¢(p) = Af(g) = 0 zuriick. Im letzteren Fall ist sogar die ganze Strecke eine
uneigentliche Strecke. Sei a € V' \ W wieder fest gewahlt. Sei

§ = {R((1 - 0)(w(p) + a) + o(w(q) + a)|0 < o < 1}.

Das Bild eines Punktes p; auf dieser Strecke ist gegeben durch

P(f)(pe) = R[(1 = o)us(p) + onp(q) + (1 = o)A (p) + oA s(q))8]-

Insbesondere ist

pr(pe) = (1 — o)us(p) + opns(q) und Ar(pe) = (1 = 0)As(p) + oXs(q).

Dabei darf o nur zwischen 0 und 1 liegen. Ein solcher Bildpunkt ist nun ein
uneigentlicher Punkt genau dann, wenn er in P(W') liegt. Das geht genau nur
dann, wenn (1 — o)Xs(p) + cAs(g) = 0 gilt. Losen wir diese Gleichung nach o
auf, so erhalten wir

oo M)
Ar(p) = As(9)
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Wegen der Einschrankung fir o ist also

As(p)
VO ESVr

aquivalent dazu, dafl die Bildstrecke einen uneigentlichen Punkt besitzt. Die vor-
liegende Rechnung kann natiirlich nur dann durchgefiithrt werden, wenn A ¢(p) #
As(q) ist. Gilt Gleichheit, so mussen wir wieder auf die Gleichung (1 —o)A;(p)+
oAs(q) = 0 zuriickgreifen. In diesem Falle liegt ein uneigentlicher Punkt genau
dann vor, wenn A¢(p) = Af(q) = 0 gilt. Das ist aber genau der Fall, in dem die
gesamte Bildstrecke uneigentlich ist.

Die nichste Behauptung ergibt sich nun aus der folgenden Aquivalenz

As(p) 0 < Xs(p) < Af(p) — As(q)
OSAﬂm—AﬂﬂSl@{kﬂﬂ—kﬂﬂskﬂmsﬂ}

0<As(P)AAs(q) <O
{0 < Ap(g) A Ag(p) < 0} & Ap(p) - Af(g) <0

unter der Annahme, dafl A;(p) # Af(g). Im Falle der Gleichheit hatten wir die
letzte Bedingung aber oben schon hergeleitet, weil beide Terme Null sein miissen.
Fir die Behandlung des letzten Falles bedeutet A¢(q) = 0, daB ¢' = P(f)(q) =
R(f(w(q) + a)) = Rug(q) € P(W'), d.h. daB q' ein uneigentlicher Punkt ist.
Ebenso bedeutet Af(p) # 0, daBl p' ein eigentlicher Punkt ist. Also ist ¢' der
einzige uneigentliche Punkt auf der Geraden (p',q'). Damit wird das Bild von
S\ {¢} ein Halbstrahl in A" = P(V')\ P(W'). Fir p = R(w(p) + a) ist p' =
P(f)(p) = R(w'(p') + b), wobei w' : A" = P(V')\ P(W') -—— W' beziiglich der
direkten Zerlegung V' = W' @ Rb gebildet ist. Also erhalten wir

ﬂwm+@=pﬂm+M<w—x<)ﬂﬁ?+w—x<xw@v+w

Ist nun ¢ € [0,1) und p, = R((1 — o)(w(p) + a) + o(w(q) + a)), so ist wegen
Ar(g) =0

P(f)(pe) = R((1 = o)ps(p) + or5(g) + (1 — 0)A(p)0)

_ ki) o pg(q)
=R T T NG
_ = g ()
_R(w(p)+b+ a/\(p))

Da mit o € [0,1) der Wert von ¢/(1 — o) ganz [0,1) durchlduft, erhalten wir
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o

PN\ {g'} = (R () + b+ T—sgn(s(p)iss ()I0 < 7 < 1}
— {R((1 - 0)(@'(#) + ) + 7 -sgn(¥/(p)is(@)I0 < o < 1},

was zu beweisen war. O

Wir wollen nun untersuchen, wie Strecken mit einer ausgearteten projektiven
Abbildung abgebildet werden. Sei also im folgenden P(f): P(V)\ P(Z) —
P(V') eine solche Abbildung mit Zentrum P(Z). Seien P(W) bzw. P(W')
Hyperebenen von P(V) bzw. P(V'), und seiena € V\ W und b € V' \ W' fest
gewahlt. Dann sind wieder wie in 10.7 V = W @ Ra und V' = W' & Rb. Sei
w: A — W wiein 6.1 definiert durch p = R(w(p) + a) und seien lambdas: A —
R und ps: A — W' definiert durch

flw(p) + a) = ps(p) + As(p)o.

Man beachte, daf} die Abbildungen As und ps auf dem ganzen affinen Raum A4
definiert sind, wahrend bei der Abbildung P(f) das Zentrum P(Z) ausgenommen
werden muf. Dann gilt

10.14 Lemma. Seien p,q Punkte in P(V). Es konnen drei Falle eintreten:
a) Die Gerade (p, q) schneidet P(Z) nicht. Dann ist das Bild P(f)((p,q))

eine Gerade.

b) Die Gerade (p,q) schneidet P(Z) in einem Punkt. Dann ist das Bild
P(f)((p,q)) ein Punkt.

c) Die Gerade (p,q) liegt ganz in P(Z). Dann ist das Bild P(f)((p,q))
nicht definiert.

BEWEIS: a) folgt aus 9.7.
b) folgt aus 9.5.
c) folgt aus der Definition einer ausgearteten projektiven Abbildung. O

Da uns nur Strecken bzw. Halbgeraden als Bilder von Strecken bei einer ausgear-
teten projektiven Abbildung interessieren, kommt fiir uns nur der erste Fall des
vorhergehenden Lemmas in Frage. Die beiden anderen Fille sind dadurch cha-
rakterisiert, dafi fir Reprasentanten z von p und y von g gelten: f(z) = f(y) =0
(Fall 3)) oder f(z) und f(y) linear abhangig, aber nicht beide Null (Fall 2)). Der

erste Fall tritt also genau dann ein, wenn f(z) und f(y) linear unabhéngig sind.

Im ersten Fall kann jedoch 9.7 angewendet werden. Wir haben also eine projek-
tive nicht-ausgeartete Abbildung von (p,q) in P(V'). Insbesondere kénnen wir
nach Wahl uneigentlicher Hyperebenen P(W) in P(V) und P(W') in P(V') und
von Punkten a € V\ W und b € V' \ W' wie in 10.12 und 10.13 die Abbildung
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Ap: P(V)\ (P(W)U P(Z)) — R verwenden, um zu testen, wann das Bild der
Strecke S einen uneigentlichen Punkt enthalt. Damit erhalten wir

10.15 Satz. Sei P(f): P(V)\P(Z) — P(V') eine ausgeartete projektive Abbil-
dung. Seien p, ¢ Punkte in P(V)\ P(Z) mit verschiedenen Bildern in P(V') und
sei S ihre in A = P(V)\ P(W) gelegene Verbindungsstrecke. P(f)(S) enthalt
einen uneigentlichen Punkt genau dann, wenn A¢(p) - A¢(q) < 0. Das Bild von
S besteht nur aus uneigentlichen Punkten genau dann, wenn A ¢(p) = Af(q) =0
gilt. Ist A¢(q) = 0 und A¢(p) # 0, so gilt mit p' := P(f)(p) und q' := P(f)(q)

P(f)(8) = {R((1 = o)(w'(p') +b) + o - sgn(As(p))s(9))I0 < o < 1} U {q'}.

10.16 Beispiel: Wir betrachten die projektiven Raume P(V) mit V = R* und
P(V') mit V' = R®. Weiter sei f : V — V' durch Multiplikation mit der
Matrix

%1 O1 01
A=1_49 o
0 1 0

von rechts gegeben. Dann ist Z = R(2, —1,1,—1) der Kern von f. Also ist P(f)
auf dem affinen Punkt R(2,-1,1,—1), dem Zentrum der ausgearteten projekti-
ven Abbildung, nicht definiert.

In P(V) zeichnen wir P(W) mit W = {(0,¢,7,()|{,n,{ € R} als uneigentliche
Hyperebene aus und zerlegen V = W@®Ra mit a = (2,0,0,0). In P(V') zeichnen
wir P(W') mit W' = {(0,£,7)|¢,7 € R} als uneigentliche Hyperebene aus und
zerlegen V' = W' @ Rb mit b = (1,0,0). In der folgenden Tabelle sind die
Eckpunkte p; = Re; eines affinen (Einheits-)Wirfels in P(V') und die Werte der
Funktionen w, w', Ay und py angegeben:

c; w f w' Af L
po | (2,0,0,0) | (0,0,0,0) (1,0,0) (0,0,0) 1 (0,0,0)
p | (2,0,0,1) | (0,0,0,1) (1,1,0) | (0,1,0) | 1 (0,1,0)
p2 | (2,0,1,0) | (0,0,1,0) | (=1,0,~1) | (0,0,1) | -1 | (0,0,~1)
ps | (2,0,1,1) | (0,0,1,1) | (-1,1,-1) | (0,-1,1) | -1 | (0,1,~1)
ps | (2,1,0,0) | (0,1,0,0) | (0,-1,~1) 0| (0,-1,-1)
ps | (2,1,0,1) | (0,1,0,1) (0,0, ~1) 0| (0,0,-1)
ps | (21,1,0) | (0,1,1,0) | (-2,-1,-2) | (0,3,1) | -2 | (0,~1,-2)
pr | (2,1,1,1) | (0,1,1,1) | (=2,0,-2) | (0,0,1) | -2 | (0,0,-2)
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Wir betrachten die Kanten des durch py,...,p; gegebenen Wirfels (im affinen
Raum A) und ihre Bilder. Wir bezeichnen das Bild der Kante von p; nach p;
mit T;j. Dann sind nach dem vorhergehenden Satz Ty1, T3, T26, T37 und Tg7
ganz im affinen Raum A' = P(V') \ P(W') gelegen, also

Tij = {R((1 - o)} + ocj0 < o < 1}

Die Bilder Ty, und Ti3 enthalten je einen uneigentlichen Punkt, also

Tij = {R((e — 1)¢; + oc;|0 < o < 1}

Hier liegen im affinen Raum A’ jeweils zwei Strahlen fiir jedes T;.

Weiter sind die Bilder Ty4, T4s, T15s und Ts7 in A' Strahlen, da jeweils ein End-
punkt uneigentlich ist. Wir geben wegen der Vorzeichenregel aus Satz 10.15 die
Darstellung der Strahlen H;; im einzelnen an:

Hos = {R((1 - 5)(1,0,0) + 0(0,-1,-1))|0 < o < 1},
Hye = {R((1-0)(1,3,1)+0(0,1,1))]0 < o < 1},
Hys = {R((1 - 0)(1,1,0) + ¢(0,0,-1))|0 < o < 1},
Hs: = {R((1 - 0)(1,0,1) + ¢(0,0,1))]0 < o < 1}.

SchlieBlich ist Tys eine uneigentliche Strecke. Ihre Darstellung ist fiir uns unin-
teressant, da kein Punkt von ihr im affinen Raum A’ liegt.

Das Zentrum der ausgearteten projektiven Abbildung liegt auf keiner der Wiir-
felkanten, ja sogar aufBerhalb des Wiirfels. so daB P(f) auf allen uns interessie-
renden Punkten definiert ist, jedoch einen Teil des Wiirfels in die uneigentliche
Hyperebene abbildet. Weiterhin werden gewisse Punkte des Wiirfels bei der Ab-
bildung identifiziert, insbesondere die Eckpunkte p; und p7. Sie werden zwar
nicht durch eine Kante verbunden, jedoch wird ihre affine Verbindungsstrecke
aus A auf einen Punkt abgebildet.
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Figur 10.3



11 Halbraume

In den folgenden Kapiteln sollen die mathematischen Grundlagen fir die Dar-
stellung von geometrischen Gebilden im n-dimensionalen Raum mit verdeckten
Linien und Flachen eingefiihrt werden. In der Computer-Graphik kennt man
verschiedene Algorithmen, um Verdeckungen zu behandeln. Viele dieser Al-
gorithmen sind jedoch in héherdimensionalen projektiven Raumen nicht mehr
anwendbar. Wir werden uns daher auf die Untersuchung verdeckter Facetten
von konvexen Polytopen beschrinken. Ein allgemein bekannter Satz tiber drei-
dimensionale konvexe Polytope, d.h. tber konvexe Polyeder, besagt, daf} eine
Seite eines solchen Polyeders bei einer perspektivischen Abbildung in die Ebene
entweder vollstandig sichtbar ist oder aber durch andere Seiten vollstandig ver-
deckt wird (bis auf eventuelle gemeinsame Kanten). Diese Eigenschaft kann leicht
Uberpriift werden und wird tiblicherweise bei der Darstellung Drahtgittermodel-
len von Polyedern mit verdeckten Kanten verwendet. Fiir héher-dimensionale
Polytope gilt dieser Satz leider nicht in dieser einfachen Form. Um den ent-
sprechenden Satz fir Polytope beliebiger Dimension zu beweisen, missen wir
einerseits den Begriff des Polytops und andrerseits einen geeigneten Begriff der
Sichtbarkeit einfihren.

Eine weitere Technik, die im 3-Dimensionalen erfolgreich ist, stiitzt sich auf den
Satz, dafl das Bild eines konvexen Polyeders ein konvexes Polygon ist. Diesen
Satz werden wir auch fir hohere Dimensionen beweisen.

Die Einfithrung von konvexen Polytopen erfolgt am einfachsten iiber den Begriff
von Halbraumen, die mit Hilfe gewisser Ungleichungen definiert und behandelt
werden. In affinen 2-dimensionalen Riaumen ist es ganz offensichtlich, wie man
z.B. die beiden Halbebenen in bezug auf eine gegebene Gerade definiert. Et-
was Ahnliches kann man in beliebigen Dimensionen durchfiihren. In projektiven
Riumen mufl man etwas vorsichtiger mit diesen Begriffen umgehen. Insbeson-
dere kann der Durchschnitt von Halbrdumen etwas iiberraschende Eigenschaften
haben. Speziell wollen wir das Verhalten von Halbraumen bei projektiven Abbil-
dungen und beim Schnitt mit projektiven Unterraumen studieren. Das Studium
der Polytope und der Sichtbarkeit erfolgt dann in den folgenden beiden Kapiteln.

Sei V = R"™ ein Vektorraum und seien a, w € V. Wir schreiben (a,w) := Y a;w;.
Sei a € V \ {0}. Dann ist die Menge

W :={v € V|(a,v) = 0} (11.1)

ein Untervektorraum von V mit dim(W) = dim(V) — 1. (a,v) = 0 stellt namlich
eine homogene Gleichung in n Variablen dar. Jeder Untervektorraum W der
Dimension dim(V') — 1 1a8t sich in dieser Weise darstellen. Ist W gegeben, so ist
das @ € V mit (11.1) durch W bis auf einen skalaren Faktor eindeutig bestimmt,
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also ein Punkt in P(V). Zu jedem n — 1-dimensionalen Unterraum W gehort
genau eine Hyperebene P(W) von P(V), also haben wir damit eine Bijektion
zwischen den Hyperebenen P(W) von P(V) und den Punkten p € P(V). Wir

vereinbaren die Schreibweise
H, := {Rw € P(V)|(a,w) = 0}

und setzen dabei immer a # 0 voraus.

11.1 Definition: Seien p, ¢ € P(V) zwei verschiedene Punkte mit p = Ra,
g = Rb. Wir definieren zwei Mengen

Ki(a,b) := {Rv € P(V)|(a,v)(b,v) > 0}

und

K_(a,b) := {Rv € P(V)|(a,v)(b,v) < 0}.

Die beiden Mengen zusammen hingen offenbar nur von p und ¢ ab. Sie werden
vertauscht, wenn man das Vorzeichen eines Reprasentanten von p oder ¢ dndert.
Sie heiflen zueinander komplementdre Halbréume von P(V), die durch p = Ra,
q = Rb bzw. die beiden Hyperebenen H, und H} definiert werden. Der Schnitt
A := H,N Hy heifit die Achse der beiden Halbraume. Offenbar gelten K (a,b)U
K_(a,b) = P(V) und Ky(a,b) N K_(a,b) = H, U H,. Da die Hyperebenen
H, und H, verschieden sind, ist die Achse A nach 5.15 Hyperebene sowohl von
H, als auch von H,. Diese Begriffe sind nur fur projektive Raume P(V) mit
dim P(V) > 1 definiert. Ist dim P(V) = 1, so ist die Achse eines Halbraumes,
d.h. einer Strecke, die leere Menge. Sind zwei Hyperebenen H; und H, gegeben,
so werden wir haufig auch die Bezeichnung K (H;, H,) und K_(H,, H;) fur
die beiden durch H;, und H, definierten Halbraume verwenden. Die Indices +
und — dienen lediglich der Unterscheidung der Halbraume, nur bei Angabe der
definierenden Vektoren a und b haben sie auch eine numerische Bedeutung. Wir
fihren als weitere Bezeichnung ein

K3(a,) = {Rw € P(V)[(a, 0)(b,0) > 0} = K4 (a,)\ (Ha U Hy)
und
K?(a,b) := {Rv € P(V)|{(a,v)(b,v) <0} = K_(a,b) \ (H, U Hy).

medskip Die Figur 11.1 zeigt verschiedene Moglichkeiten, wie Halbrdume im
affinen Teilraum der projektiven Ebene liegen konnen und welche Méglichkeiten
sich fiir einen Schnitt zwischen Halbrdumen und projektiviven Geraden ergeben.

Wir wollen Halbraume noch auf eine weitere Weise beschreiben. Dazu betrachten
wir zwel verschiedenen Hyperebenen H;, und H,.



148 11 Halbraume

Hs Hs

Figur 11.1

11.2 Definition: Zwei Punkte p, ¢ € P(V)\ (H; U H,) heiflen dquivalent
beziiglich H;, H,, wenn sie gleich sind oder mindestens eine ihrer beiden Verbin-
dungsstrecken weder mit H; noch mit H, einen Schnittpunkt hat. Die andere
Verbindungsstrecke hat dann sowohl mit H; als auch mit H; einen Schnittpunkt,
weil H,, H, Hyperebenen sind und die Verbindungsgerade (p, ¢) nicht ganz in H,
bzw. H, liegt (5.16), also H; und H, in jeweils genau einem Punkt schneidet.
Die beiden Schnittpunkte fallen genau dann zusammen, wenn sie in H; N H,
liegen.

Wir sollten hier bemerken, dafl die Halbraume fiir uns nur ein Hilfsmittel bleiben
werden. Wir bendtigen sie zur Beschreibung von Polytopen, also z.B. von Poly-
gonen in der Ebene und von Polyedern im 3-dimensionalen Raum. Wir werden
uns auf das Studium konvexer Polytope beschranken, weil beliebige Polytope
aus konvexen Polytopen zusammengesetzt werden konnen. Unsere Definition
von Polytopen ist so gewahlt worden, dafl sie automatisch die Konvexitdt der
Polytope nach sich ziehen wird. Wir werden daher den Begriff der Konvexitat
in seiner Allgemeinheit weder definieren noch studieren. Uber die Halbriume
beweisen wir nur jene Sitze, die spiter weiter benotigt werden.

11.3 Lemma. Die Aquxva]enz beziiglich der Hyperebenen Hy und H ist eine
Aquxvalenzrelatxon mit genau zwel Aqulva]enzklassen Wenn K, und K_ die
zwei zueinander komplementiren Halbraume von P(V') bzgl. H, und H, sind,
dann sind K und K? die zwei Aquivalenzklassen.

BEWEIS: Es geniigt zu zeigen, daf fiir p, ¢ € K eine der Verbindungsstrekken
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weder H; noch H; schneidet, und da8 fir p € K{ und ¢ € K° jede Verbin-
dungsstrecke H; oder H, schneidet. Denn damit haben wir gezeigt, dafl p und ¢
genau dann dquivalent bzgl. H; und H; sind, wenn sie in einem der Halbraume

K$ oder K° gemeinsam liegen. Das letztere ist aber eine Aqulvalenzrelatlon auf
der Menge P(V)\ (H, U H,).

Seien zunachst p, ¢ € K{ gegeben mit den Reprasentanten z, y, also p = Rz
und ¢ = Ry. Seien H, = {Rv € P(V)|(a,v) = 0}, H, = {Rv € P(V)|(b,v) =
0} und K; = {Rv € P(V)|(a,v)(b,v) > 0}. Wir wahlen die Vorzeichen der
Reprasentanten z und y von p und g so, dafl (a,z) > 0, (b,z) > 0, (a,y) > 0 und
(b,y) > 0. Dann ist

(a2 + (1~ )btz + (1 t)y) =
=t*(a,z)(b,z) + t(1 — t)({a, y) (b, 2)
+(a,2)(b,y)) + (1 - t)*(a,y)(b,y) > 0

fir alle 0 <t < 1. Damit ist eine Verbindungsstrecke ganz in K4 \ (H; U H;)
gelegen. Also sind p und ¢ aquivalent.

Seien nun p € K§ und ¢ € K°. Seien a bzw. b wie oben zur Darstellung von
H, bzw. H, gewahlt. Fir p = Rz und ¢ = Ry gilt dann (a,z)(b,z) > 0 und
(a,y)(b,y) < 0. Wir betrachten die Funktion f(t) := (a,tz + (1 —t)y)(b,tz+(1 -
t)y) auf dem Intervall 0 < ¢ < 1. Sie ist stetig, und es gilt f(0) < 0 und f(1) > 0
Nach dem Zwischenwertsatz der Analysis gibt es ein tq mit f(t5) = 0. Dann muf
aber einer der Faktoren (a, tz+(1—t)y) = 0 oder (b,tz+(1—t)y) = 0 sein, d.h. der
durch ¢, definierte Punkt auf der Strecke Si(p,q) = {R(tz + (1 —t)y)|0 <t <1}
liegt in einer der beiden Hyperebenen H, oder H,. Die Strecke schneidet also
H, oder H,. Die zweite Strecke ist durch S,(p,q) = {R(tz + (¢t —1)y)|0 <t <1}
gegeben. Fir g(t) = (a,tz + (t — 1)y)(b,tz + (t — 1)y) gibt es ebenso wie oben
fur f(t) eine Nullstelle g(to) = 0 = (a,toz + (to — 1)y)(b,toz + (to — 1)t) mit
0 < to < 1. Also schneidet auch S,(p, q) eine der beiden Hyperebenen H; oder
H,. O

11.4 Folgerung. Seien p, g, r paarweise verschieden Punkte in P(V)\(H,UH,).
Seien S(p,q), S(gq,7) und S(r,p) Strecken zwischen den Punkten. Wenn eine der
Strecken von Hy aber nicht von H, geschnitten wird, so wird eine weitere Strecke
von H, oder H, allein geschnitten.

BewEIs: Falls H; die Strecke S(p,q) schneidet und H, sie nicht schneidet, so
sind p und ¢ nicht dquivalent: p £ ¢. Dann gilt aber auch ¢ £ r oder r £ p.
Wir nehmen ohne Einschrankung der Allgemeinheit ¢ # 7 an. Das heifit nun,

daf jede der Strecken von ¢ nach r eine der Hyperebenen H; oder H; schneidet
(vgl. Figur 11.2). O
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Figur 11.2

Dieser Satz ist im affinen Fall wohlbekannt. Nehmen wir H, als uneigentliche
Hyperebene und S(p, ¢), S(g,7) und S(r,p) als affine Verbindungsstrecken, d.h.
wir betrachten ein affines Dreieck. Ein Spezialfall des oben bewiesenen Satzes
ist die Aussage, dafl eine Gerade in einer affinen Ebene, die ein Dreicks-Seite
schneidet, auch eine weitere Dreiecks-Seite schneidet. Allgemeiner gilt, wird
S(p,q) von H; geschnitten, so wird auch genau eine weitere Strecke von H,
geschnitten, denn mit p £ ¢ muf genau eine der Bedingungen ¢ % 7 oder 7 #£
p erfiillt sein, weil es genau zwei Aquivalenzklassen gibt. Die erforderlichen
Schnittpunkte konnen nur auf H; liegen. Dabei ist wie in der Folgerung immer
vorausgesetzt, dafl p, ¢, » ¢ H; U H, gilt.

11.5 Lemma. Sind K und K_ zueinander komplementire Halbrdume, so sind
die definierenden Hyperebenen H; und H, eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Esist K;NK_ = H,UH, fir zwei beliebige definierende Hyperebenen.
Die Hyperebenen H; und H; sind durch H; UH, eindeutig bis auf die Reihenfolge
bestimmt. Ist namlich H, U H; = H{ U Hj) und H| # H,, soist H{ N H; ein
echter projektiver Unterraum von H]. Dann gibt es Punkte po,...,p, € H1\ H,
mit H; = ({po,...,Pn}). Da die Punkte alle in H, liegen miissen, folgt aus
Dimensionsgriinden H; = H,. Da H; # H,, — sonst ware H, = H, - folgt mit
denselben Griinden H, = H,. O

11.6 Lemma. Sei K ein Halbraum mit Hyperebenen H, und H, und Achse A.
Sei g eine zu A windschiefe Gerade. Dann ist K N g eine Strecke S(pi1,p2) mit

{p1} =gNH, und {p.} = gN H,.
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BEWEIS: Da gNA =0, hat g mit H, bzw. H; jeweils genau einen Schnittpunkt
{p;} = g N H;. Sei p; = Rz;. Seien H, = H,, H, = H, mit p = Ra und
g = Rb. Die Vorzeichen von a und b seien so gewahlt, dafl K = K bzgl. a
und b. Die z; seien so gewahlt, dafl (a,z2) > 0 und (b,z;) > 0. Dann gilt
(a,tzq + (1 — t)z2)(b,tzy + (1 — t)zz) = 1(1 — t){a,z2)(b,z,) > O genau fir alle
te€[0,1]. Alsoist KNg= S(p1,pz). O

Offenbar gilt dann fir den komplementaren Halbraum K_ zu K und die kom-
plementare Strecke S_(p1,p2) zu S(p1,p2) die Beziehung K_Ng = S_(p1,p2).

11.7 Lemma. Sei K ein Halbraum. Dann sind der komplementare Halbraum
K _ und damit die definierenden Hyperebenen und die Achse eindeutig bestimmt.

BEWEIS: Seien H,, H,, H{, H; gegeben mit K = K (H,,H,) = K(H}, H;).
Nach 11.6 gilt K N g = S(p1,p2), wobei p; € H; U H, und auch p; € H; U H,
gilt (¢ = 1,2). Da durch jeden Punkt von H; eine nicht in H,; liegende Gerade g
geht, ist H; UH, = H{ U H,. Wie im Beweis von 11.5 zeigt man dann H, = Hj,
H, = Hj und damit K_(H,,H,) = K_(H{,H,). O

11.8 Lemma. Seien H; und H, zwei verschiedene Hyperebenen des projektiven
Raumes P(V). Seip € K+ = K{(H1,H;). Dann ist der von Hy N H, und p
erzeugte Unterraum in K gelegen: (H, N Hy) + {p} = (H, N H,)U{p}) C K.

BEWEIS: Seien p = Rz und h = Rz € H; N H,. Dann gelten unter Verwen-
dung der Bezeichnungen des Beweises von Lemma 11.6 (a,z) = (b,z) = 0 und
(a,z)(b,z) > 0. Sei g ein weiterer Punkt auf der Verbindungsgeraden von h
und p. Durch geeignete Wahl der Reprisentanten kann angenommen werden,
dafl ¢ = Ry mit y = z + 2 gilt. Dann folgt (a,y)(b,y) = (a,z + z)(b,z + 2) =
(a,z)(b,z) > 0. Alsoist ¢ € K. Damit ist (H; N Hy) + {p} C K. O

11.9 Lemma. Seien H,, H,, H; paarweise verschiedene Hyperebenen mit Hy N
Hy, = HyNHy; = Hy3 NI, = A. Sei g eine zu A windschiefe Gerade mit
{pi} = Hing. Seien S(p1,p2) und S(p1,ps) Strecken und K;; die eindeutig
bestimmten Halbriume zwischen H; und H; mit S(pi,p;) = Kij Ng. Dann
gelten

a) ist §(p1,p2) € S(p1,ps), so ist K13 C Kys;

b) ist S(p1,p2) N S(p2,p3) = S(p1,p3), s0 ist K15 N Ky3 = Kys.

C) ist S(pl,pz) N S(pg,p:g) = {pg}, so ist K12 N K23 = Hz.

BEWEIS: Sei p ¢ A. Dann ist H := A + {p} eine Hyperebene. Sei {qg} = HNg.
Der Schnitt kann nur aus einem Punkt bestehen, weil g und A windschief sind.
Also gilt nach 5.18 p € H = A + {q}. Wegen Lemma 11.8 ist p € K;, genau
dann, wenn g € S(p;,p2).
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Ha H Hs

Figur 11.3

a) Seip € K. Ist p€ A, sogilt auchp € Ky3. Ist p¢ A, sosei H:= A+ {p}
und {¢} = HNg. Da q € S(p1,p2) C S(p1,p3) gilt, ist p € K13.

b) Folgt ebenso wie a) aus der Vorbemerkung.

c) Nach Definitionist Hy C K;3NKj3. Seip € K12NKy3 undp ¢ A. Wie oben ist

dann H := A+{p} C K12N K>3 und {q} := HNg € S(p1,p2)N S(p2,p3) = {p2},
also ¢ = p,. Nach 5.6 ist H = A+ {q} = H;,alsop€ H,. O

11.10 Folgerung. Seien K und K' zwei Halbrdaume mit einer gemeinsamen de-
finierenden Hyperebene H und gemeinsamen Achsen. Dann gibt es Halbrdume
K, C K, K| C K' mit gemeinsamer definierender Hyperebene H und gemeinsa-
mer Achse A, so daB genau einer der drei folgenden Fille gilt:

K,CK,, K,CK,, K,nK,=H.

BEWEIS: mit 10.7 und 11.9. O

11.11 Folgerung. Ist P(W) ein echter Unterraum von P(V) mit dim P(V) > 1,
so kann P(W) als Durchschnitt von Halbriaumen dargestellt werden.

BEWEIS: Sei P(W) zunichst eine Hyperebene von P(V). Man wahle H; :=
P(W) und weitere Hyperebenen H, und Hz mit HiNH; = HoNH; = H3NH, =
A eine Hyperebene von H;. Weiterhin wahle man Halbraume K; bzgl. H; und
H; (i = 1,2) mit Hy € K, und H, € K;. Da die Achsen der Halbraume
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iibereinstimmen, ist dieses moglich. Wegen 11.10 ist dann K, N K3 = H; =
P(W).
Ist dim P(W) < dim P(V) — 1, so kann man P(W) als Durchschnitt von Hyper-

ebenen darstellen und jede als Durchschnitt von zwei Halbraumen. O

11.12 Lemma. Seien H,, H,, H. paarweise verschiedene Hyperebenen. Seien
K. (H.,H,) und Ky(Hy, H.) Halbrdume zu den Hyperebenen. Dann gilt fiir
einen der Halbraume zu H, und H,

K. (H,,Hy)N K (Hy,H.)\ Hy C K (H,,H,).

BewEIls: Fur Punkte p = Rz gilt p € K4 (Ho, Hy) N K4 (Hy, H) = 0 <
(a,z)({b,z) und 0 < (b,z)(c,z) => 0 < (a,z)(b,z)*(c,z). Wegen Rz ¢ H, gilt
(b,2)2 > 0. = 0 < (a,z)(c,z) = p€ K (H,,H.). O

11.13 Satz. Seien Hy, H,, H,, H3 paarweise verschiedene Hyperebenen mit
H, N H, C Hy. Sei K\(H,,H,) der Halbraum, der H; nicht ganz enthalt.
Zu jedem Halbraum K,(H,,H;), 1 = 1,2,3 gibt es Halbraume K (H,, H;),
K+(H0>Hk): ])k € {112)3} \ {1}: .7 7é k mit

K+(}10,H1) N K+(H0,H2) - K+(H1,H2) N K.|.(H0,H3).

e

Figur 11.4
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BEWEIS: Ist H; N Hy C Hy, so folgt die Aussage aus 11.10. Sei daher H; N H, €
H,.

Wir legen die Hyperebenen fest durch Hy = H,, H, = Hy,, H, = H. und
H; = Hy. Die Punkte aus P(V) seien so gewahlt, daf§ fiir ihre Représentanten
z immer gilt (a,z) > 0. Wegen Hy N H, C H; gilt A = H;N H; C H, fir
1,7,k € {1,2,3} paarweise verschieden.

Sei der Halbraum K (H,, H}) gegeben. Wir wihlen ¢ = Ry € H.NK$ (H,, Hy).
Das ist wegen Hy; N H, ¢ Hy moglich. Dann ist H. = A + {q}. Weiter ist
(a,y)(b,y) > 0, also auch (b,y) > 0. Wir wihlen d so, daf (d,y) > 0. Sei
p=Rz e HyNK{(H,, Hy). Dann ist auch (d,z) > 0. Wahlen wir schliefilich ¢
so, daB (¢,z) > 0. Dann haben wir

0<(by), 0<l(cz), 0<(dz), 0<(dy). (11.2)

Ist der Halbraum K, (H,, H.) gegeben, so verfahren wir analog, um (11.2) zu
erhalten.

Ist schlieflich K, (Ha.,Ha) gegeben, so sei p = Rz € Hy N K3 (H,, Hg), also
(d,z) >0,und ¢ =Ry € H. N K (H,, Hy), also (d,y) > 0. Wir wahlen b und ¢
so, daf (b,y) > 0 und (c,z) > 0. Wiederum ist (11.2) erfullt.

In allen drei Fallen ist Hy, = A+{p}, H. = A+{q}. Seir = Rz € H4\A. Dannist
auch Hy = A+ {r}. Da P(V) = A+{p, ¢} gilt, ist z = w+ Az + py mit Rw € A.
Dannist 0 = (d,z) = A(d, z) +p(d,y). Wegen (11.2) haben A und g verschiedene
Vorzeichen, also Ap < 0. Damit ist auch (b, z){c, z) = Au(b,y){(c,z) < 0, d.h.
Hy; C K_(Hy, H,).

Wir zeigen jetzt K, (H,,Hy) N K (H,,H.) 2 Ki(Hy,H.)N K (H,,Hy). Sei
dazu Rv € K(Hy,H.) N K{(Hy,Hg) mit v = w' 4+ az + By. Wegen 0 <
(b,v){c,v) = af(b,y){(c,z) und (11.2) ist af > 0. Wegen 0 < (d,v) = a(d,z) +
B{(d,y) ist dann @ > 0 und § > 0. Dann ist aber (b,v) = B(b,y) > 0 und
(c,v) = alc,z) >0, also Rv € K (H,, Hy) N K1 (H,, H).

Fir die Umkehrung der Inklusion sei Rv € K (H,, Hy) N K4 (H,, H,) mit v =
w'+az +LPy. Wegen 0 < (b,v) = (b,y) ist 8 > 0 und wegen 0 < (c,v) = a(c,z)
ist a > 0. Damit ist auch 0 < a(d,z) + B(d,y) = (d,v) und 0 < af(b,y)(c,z) =
(b,v)(c,v), also gilt Rv € K\ (Hy, H)NK(H,,Hy). O

11.14 Folgerung. Gegeben seien paarweise verschiedene Hyperebenen H,, Hy,
H. und Hy mit HyN H. C Hy; und Punkte p = Rz € Hy, ¢ = Ry € H, mit p,
q¢ HyN H. und r = Rz. Wenn

rp€ Ky(Hs,H.), r,9q€ K;(H,,Hy) und p,q€ K\(H,,Hy),
danngiltr € K1 (H,, Hy).

BEWEIS: Wie im Beweis von 11.13 ergibt sich Hy C K_(H, H.) und damit
r€ Ky(H,, Hy)NK,(H,,H.) C K.(H,,Hy). O
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Damit haben wir jetzt die allgemeinen Grundlagen entwickelt, um unseren er-
sten wichtigen Satz zu formulieren und zu beweisen. Unser Ziel ist, Information
dariiber zu gewinnen, wie sich Halbrdume beim Schnitt mit projektiven Un-
terrdumen und bei (ausgearteten) projektiven Abbildungen verhalten. Die erste
Frage wird durch den folgenden Satz beantwortet.

11.15 Satz. Sei K ein Halbraum in P(V') mit Achse A zu den Hyperebenen H;
und H; und P(W) ein projektiver Unterraum von P(V'). Dann tritt genau einer
der drei folgenden Fille ein:
a) HyNP(W), H, N P(W) sind zwei verschiedene Hyperebenen von P(W)
und K N P(W) ist ein Halbraum mit der Achse AN P(W);
b) HHNP(W) = H,NP(W) und KNP(W)\ A =0 und KN P(W) =
ANP(W)=H, NnPW);
c) HHNP(W) C H,NP(W)und KNP(W)\ A # 0 und KNP(W) = P(W)
und ANP(W) ist Hyperebene in KNP(W) (bei geeigneter Numerierung
von Hy, H,).

BeEwEIS: Wir fihren eine Fallunterscheidung durch und zeigen, daf} jeweils einer
der drei angegebenen Fille eintritt.

Seien H; und H, die definierenden Hyperebenen fiir K = K, und K_. Wenn
P(W) in einem H; enthalten ist, dann ist K N P(W) = P(W) ein Unterraum
von P(W). Da A C H, eine Hyperebene ist, folgt hier unmittelbar die Aussage
iber AN P(W) in Teil b) oder Teil c).

Ist P(W) in keinem der H; entiiten, so definieren wir Hy := H; N P(W) und
H, := H, N P(W). Da die H; Hyperebenen sind, gilt nach 5.15, dafl die H!
Hyperebenen in P(W) sind. Seien diese Hyperebenen zunachst gleich. Dann
gilt H = H, C Hy N H,. Sei nun weiter p € KN P(W) und p ¢ H;, dann ist
p € K°, also (H; N Hy) + {p} C K nach 11.8; es folgt P(W) = H; + {p} C K.
Damit ist K N P(W) = P(W) ein projektiver Unterraum von P(W). Wegen
der Darstellung von P(W) ist H; eine Hyperebene von P(W) = KN P(W) und
Hi =H,NnH,NP(W)=AnNP(W).

Ist andrerseits K N P(W) C H; - es gibt also kein p wie zuvor —, so ist sogar
K N P(W) = Hj, also wieder ein Unterraum von P(W). Wir erhalten dann
sogar, dafl die Achse H{NH, = HiNH,NP(W) = ANP(W) = H; = KNP(W)
ist.

Seien schlieBlich I7] und Hj verschieden, und seien K bzw. K' die durch Hj
und H; definierten Halbraume von P(W). Seien p, ¢ € P(W)\ (H; U H,).
Dann gilt auch p, ¢ ¢ H, U H,. Sei S(p,q) eine Verbindungsstrecke (in P(V)).
S(p, q) liegt in P(W), also ist S(p,q) N H; = S(p,q) N H; und S(p,q) N H; =
S(p,q) N H,. Also sind p und q bzgl. H;, H, genau dann aquivalent, wenn sie
bzgl. H,, H; aquivalent sind sind. Daraus folgt sofort K!, = P(W)N K4 und
K' =P(W)nK_.QO
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Wir kdnnen jetzt auch die zweite wichtige Aussage dieses Abschnittes beweisen
uber das Verhalten von Halbrdumen bei projektiven Abbildungen.

11.16 Satz. Sei P(f) : P(V)\ P(Z) — P(W) eine (ausgeartete) projektive
surjektive Abbildung. Sei K ein Halbraum von P(V) mit der Achse A. Ist
P(Z) C A, soist P(f)(K) ein Halbraum. Andernfalls gilt P(f)(K) = P(W).

BEwEIs: Das Bild von P(f) ist nach 9.4 ein Unterraum von P(W). Daher gilt
der Satz in analoger Form auch fir projektive Abbildungen, die nicht surjektiv
sind. "

Seien H; und H, die definierenden (verschiedenen) Hyperebenen von K = K.
Da Z = Kern(f), ist dimZ + dimW = dimV. Sei H; = P(U;). Es gilt Z C
U; <= dim Z + dim f(U;) = dimU; <= dimW = dim f(U;) + 1 < P(f)(H:)
Hyperebene von P(W). Ist jedoch Z ¢ Uj, so folgt ebenso f(U;) = W und
P(f)(H;) = P(W). Die beiden Hyperebenen H; und H, werden also genau dann
wieder auf Hyperebenen von P(W) abgebildet, wenn sie beide das Zentrum P(Z)
enthalten. Ist das nicht der Fall, so gilt P(W) = P(f)(H:) C P(f)}(K) C P(W)
fir ein 1 = 1,2, also ist P(f)(K) = P(W).

Seien also die Bilder von H; und H, Hyperebenen in P(W) und P(Z) C HiNH,.
Da H; und H; zusammen den ganzen Raum P(V') aufspannen, miissen auch ihre
Bilder den ganzen Raum P(W) aufspannen, d.h. es gilt P(f)(H,) # P(f)(Ha).
Seien p, ¢ € P(V) nichtin H; UH,. Wenn p ~ g bezliglich fI; und H; gilt, so gibt
es eine Verbindungsstrecke S(p, q), die keinen Punkt mit H,; UH; gemeinsam hat.
Wenn ihr Bild P(f)(S(p,q)) mit P(f)(H.1)U P(f)(H:) einen Punkt gemeinsam
hat, so gibt es einen Punkt » € S(p,q) und einen Punkt s € H; U H, mit
gleichen Bildern, d.h. es giit (r,s) N P(Z) # 0, wobei r, s ¢ P(Z) gilt. Da der
Schnittpunkt von (r,s) mit P(Z) und s in H, U H; liegen, liegt = in H; U H,
im Widerspruch zur Annahme. Also gilt auch P(f)(p) ~ P(f)(gq) beziglich der
Hyperebenen P(f)(H,) und P(f)(Hz). Damit werden bei der Abbildung P(f)
Aquivalenzklassen in Aquivalenzklassen abgebildet. Die Abbildung ist surjektiv.
Daraus folgt, dafl das Bild eines Halbraumes wieder ein Halbraum ist. O

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir jetzt auch unsere Aussagen aus Kapitel 10
uber Bilder von affinen Strecken bei projektiven Abbildungen besser verste-
hen. Wir betrachten zu diesem Zweck eine (ausgeartete) projektive Abbildung
P(f): P(V) — P(W) und nehmen ohne Einschrankung an, daf§ diese surjektiv
ist. Sei H, eine uneigentliche Hyperebene in P(V) und H, eine uneigentliche Hy-
pereben in P(W). Um die projektive Abbildung einfacher angeben zu kénnen,
nehmen wir auch hier an, dafl V.= R™ und W = R™ gilt. Dannist f:V — W
gegeben durch die Multiplikation mit einer Matrix 4 mit P(f)(Rz) = R(zA4).
Das wird unsere Rechnungen erleichtern. Wir kénnen insbesondere die Rechen-
regeln fir transponierte Matrizen aus Kapitel 1 anwenden. Der Fall allgemeiner
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Vektorraume V kann auf den hier betrachteten Fall durch Benutzung von Koor-
dinatensystemen zuriickgefiihrt werden.

Wir beachten zunachst, dafi P(f)(H,) € P(W) genau dann eine echte Hy-
perebene ist, wenn es einen Vektor ¢ € W gibt mit ¢ - A* = a. Ist namlich
P(fY(H,) = H, so gilt fir alle z € V mit Rz = p € H, und nur fiir diese die
Gleichung ¢ - A* - ' = 0, ein Gleichungssystem, das ebenso wie a - 2! = 0 den
definierenden Vektor c- A* bis auf einen Skalar festlegt. Also ist Ra = R-c- A*.
Durch geeignete Skalierung erhilt man also a = cA®.

Wenn umgekehrt cA* = a gilt, dann folgt aus cA'z' = 0 unmittelbar, dafl
P(f)(H,) eine Hyperebene in P(W) ist.

Zu den Vektoren a ¢ H, und b ¢ H, berechnen wir jetzt den Skalar A;(z) (vgl.
10.12). Nach den in Kapitel 10 gegebenen Berechnungen gilt f(z) = ¢ - 4 =
pr(z) + Ag(z)b. Durch Multiplikation mit b von links erhalt man bf(z)* =
bAs(z)bt = Af(z)bb? oder

bAtz!
A = —
() = =5

Das kann immer gebildet werden, denn mit b # 0 ist immer bb' > 0.

Die Aussage aus Satz 10.15 benotigt die Ungleichung Ag(z)Af(y) > 0, die wir
nun umschreiben konnen zu

(bA'2*)(bA'") > 0,

wobei wir (bb*)2 > 0 verwendet haben. Da diese Ungleichung unter der Voraus-
setzung az’ > 0 und ay’ > 0 abgeleitet wurde und Vorzeichenwechsel bei z bzw.
y sich entsprechend fortsetzen, kann man jetzt die Aussage von 10.15 wie folgt
umforinulieren:

11.17 Folgerung. Sei P(f): P(V) — P(W) eine (ausgeartete) projektive sur-
jektive Abbildung und seien H, C P(V) und Hy, C P(W) uneigentliche Hyper-
ebenen. Die affine Strecke S(p,q) (bzgl. H,) zwischen p = Rz und ¢ = Ry hat
unter P(f) ein affines Bild (bzgl. Hy) genau dann, wenn gilt

(az*)(ay*)(bA'z")(bA"Y") > 0,
d.h. die affine Strecke liegt in einer /{quiva]enzklasse K°(Hq,Hyar).
Es ist interessant festzustellen, dafl normalerweise gilt P(f)(H,) = P(W) ("der
Horizont ist iberall zu sehen”). Ist jedoch P(f)(H.) eine Hyperebene und

fallt diese mit H, zusammen, dann gilt (bA'z!) = 0 < (az') = 0. Bei ei-
nem einzeiligen homogenen Gleichungssystem sind die Koeffizienten aber durch
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den Losungsraum bis auf einen Faktor eindeutig festgelegt. Die Ungleichung aus
der Folgerung 11.17 kann damit umgeschrieben werden zu

(az')(ay*)(az?)(ay?) > 0,

was offenbar fiir alle affinen Punkte richtig ist. Die Bedingung P(f)(H,) = H,
ist jedoch die Bedingung fir die Parallelprojektion aus Definition 9.13. Wir
erhalten so die

11.18 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Folgerung 11.17 sei P(f)
eine Parallelprojektion. Dann hat jede affine Strecke ein affines Bild. O
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Nachdem wir den Begriff der Halbraume studiert haben, konnen wir jetzt Po-
lytope in projektiven Raumen einfithren. Der Begriff der Konvexitat, der im Zu-
sammenhang mit Polytopen haufig verwendet wird, kann in projektiven Raumen
gewisse Schwierigkeiten mit sich bringen, die wir nicht im Detail untersuchen
wollen. Daher definieren wir lediglich Polytope und nicht ,konvexe® Polytope,
obwohl unsere Definition von Polytopen eine Art von Konvexitit nach sich zieht.
Wir werden Polytope als gewisse Durchschnitte von Halbraumen definieren. Un-
ser Ziel wird es dann sein, das Verhalten von Polytopen bei projektiven Abbil-
dungen und beim Schnitt mit Unterrdumen zu untersuchen. Da die Halbraume,
mit Hilfe derer ein Polytop dargestellt wird, durch das Polytop nicht einmdeutig
bestimmt sind, werden wir Polytope auch als ,konvexe Hille“ ihrer Eckpunkte
kennenlernen, ein anschaulich naheliegender, aber technisch unbequemer Ansatz.
Dabei werden wir auch die Seiten, Facetten, Kanten und Stutzhyperebenen von
Polytopen einfiihren.

12.1 Definition: Seien K;, 1 = 1,...,n (n > 1) Halbrdume in P(V). Der
Durchschnitt P := NI, K; heift ein Polytop, wenn
1. P #0;
2. die Achsen A; der Halbraume K; schneiden P nicht, also 4; N P = {;
3. zu jeder projektiven Geraden g in P(V'), die nicht ganzlich in einem
der Halbraume liegt ¢ K, gibt es eine Anordnung o : {1,...,n} —
{1,...,n} der Halbrdume Kj, so dafl auch ¢ € K (;y U K,(i31) firi =
1,...,n—1 gilt.
Die Bedingung, dafl die Achsen A; der Halbraume das Polytop P nicht schneiden
diirfen, nennen wir auch die Achsenbedingung. Eine Familie von Halbraumen K;
mit Achsen A; nennen wir auch eine Polytop-Darstellung von P C P(V), wenn
fir P = (N, K; die Bedingungen 1., 2. und 3. gelten.
Die Dimension des Polytops P ist die Dimension des von P aufgespannten pro-
jektiven Raumes (P).

Wir werden spater auch Durchschnitte von Halbrdumen betrachten, die die Ach-
senbedingung nicht erfilllen. Insbesondere werden wir affine Darstellungen der
Form P := (., K4(Ho, H;) \ Ho betrachten, wobei die H;, : = 0,...,n > 1
paarweise verschiedene Hyperebenen sind. Viele der zu beweisenden Sitze gelten
sowohl fir Polytope als auch fir beliebige Durchschnitte von Halbraumen ohne
die Achsenbedingung.

Zunachst wenden wir uns dem Studium der Polytope zu. Man beachte, dafi
ein r-dimensionaler projektiver Raum auch Polytope niedrigerer Dimension ent-
halten kann. Weiterhin kann P in verschiedener Weise als Durchschnitt von
Halbraumen dargestellt werden. Es mufl jedoch eine Darstellung existieren, die
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Figur 12.1

die Bedingungen 1., 2. und 3. erfullt. Die Figur 12.1 zeigt einige ebene Beispiele
und Gegenbeispiele. Die Achsen der Halbriume sind immer besonders markiert.
Lediglich die erste Figur stellt ein Polytop dar. Die anderen Punktmengen bil-
den keine Polytope, da die Achsenbedingung verletzt ist. Man kann sich leicht
iberlegen, dafB sie alle auch nicht in anderer Form als Polytope dargestellt wer-
den kénnen. Ein Beispiel fiir Halbrdume, die zwar die Bedingungen 1. und 2.,
aber nicht 3. erfiillen, findet man in Figur 12.2.

Eine Strecke ist z.B. ein Polytop, ebenso ein Punkt, nicht jedoch ein projektiver
Unterraum der Dimension n > 1. Ist P ein Polytop in P(V) mit dim P =
dim P(V'), so ist P(V) der von P erzeugte projektive (Unter-)Raum. Nach
Definition eines Polytops als Durchschnitt von n > 1 Halbrdumen gilt immer
P # P(V). Ist dimP(V) > 1, so ist die Achse A cines Halbraumes K nicht
leer und in K enthalten. Da AN P = 0 gelten muBl, muB bei der Darstellung
P =, K; gelten n > 1. Tatsachlich kann man bewcisen n > dim P(V') (vgl.
Beweis von Satz 12.23).

12.2 Lemma. Die Polytope der Dimension 1 in einem 1-dimensionalen projek-
tiven Raum P(V) sind genau die Strecken.

BEWEIS: Ist eine Strecke S(p, q) gegeben, so sind {p} und {gq} Hyperebenen von



12. Polytope 161

Figur 12.2

P(V) mit Achse A = 0. Also ist S(p,q) als Halbraum schon ein Polytop. Ist
P =\, K; ein Polytop, so sind die K; Strecken. Da P # P(V') nach Definition
gilt, gibt es einen Punkt p ¢ (., K; bei geeigneter Wahl der K; (z.B. alle in
K, gelegen). Also ist nach 10.10 der Durchschnitt der K; eine Strecke (oder ein
Punkt).

12.3 Lemma. Sei P(W) ein echter projektiver Unterraum. P(W) ist genau
dann ein Polytop, wenn dim P(W) = 0.

Bewels: Ist P(W) cin Punkt und dim P(V) = 1, so kann man P(W) z.B.
als Schnitt zweier Strecken, d.h. eindimensionaler Halbriume, darstellen. Die
Achsen sind in diesem Fall selbst leer. Ist dim P(V) > 1, so kann man einen ein-
dimensionalen Unterraum als Schnitt von Halbraumen erhalten. Die benotigten
Strecken kann man dann ebenso durch Halbrdume ausschneiden (11.6). Ist je-
doch dim P(W) > 1, so besitzt P(W) eine projektive Gerade als Teilmenge.
Diese kann in einem Halbraum nur dann liegen, wenn sie die zugehorige Achse
schneidet (5.16). Damit wire aber die Achsenbedingung verletzt. Auflerdem
ware die 3. Bedingung fur Polytope verletzt. O

Jetzt kénnen wir die Hauptresultate des Kapitels 11 verwenden. Wir erinnern
uns, dafl wir dort das Verhalten von Halbraumen beim Schnitt mit projektiven
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Unterraumen bzw. bei projektiven Abbildungen studiert haben. Diese Resultate
gehen jetzt in die folgenden Uberlegungen ein.

12.4 Satz. Jeder nichtleere Durchschnitt eines Polytops P mit einem projekti-
ven Unterraum P(W) der Dimension > 1 ist ein Polytop in P(W).

BEWEIS: Sei P ein Polytop in P(V) und P(W) ein projektiver Unterraum von
P(V). Set P = (., K;. Fiir jede Achse A; von K; gelte A;NP = . Nach 11.15
ist K; N P(W) ein Halbraum oder ein Unterraum von P(W).

Wir betrachten zunichst die im Durchschnitt P N P(W) = N, (K; N P(W))
auftretenden projektiven Unterraume K;NP(W). Wenn K;NP(W) = P(W) gilt,
so konnen wir diese Mengen bei der Durchschnittsbildung fortlassen. Wegen der
im Beweis von 11.15 diskutierten Falle konnen weiterhin nur noch Hyperebenen
K; N P(W) von P(W) als Unterrdume auftreten. Fur diese gilt jedoch 4; N
P(W)= K;N P(W). Dann folgt aber 0 = A, NPNP(W)=A4,NPW)NP =
KiNnP(W)NP = PN P(W) # 0. Also kann dieser Fall nicht auftreten. Wir
zeigen jetzt, daf nicht fir alle 7 gelten kann P(W) C K;. Sonst wire 0 =
A;,NP=A,NPNPW)=A;NnP(W). Aber P(W) C K; und dimP(W) > 1
impliziert, dafl eine projektive Gerade in allen K; liegt. Nach 11.6 schneidet sie
alle Achsen A;, also ist A; N P(W) # 0. Es gibt also mindestens ein K; mit
P(W) € K;. Nach 11.15 ist dann K; N P(W) ein Halbraum von P(W) mit
Achse A} = A; N P(W). Fir jedes solche K; gilt A;N (PN P(W)) = 0. Die 3.
Bedingung ist trivialerweise erfillt. O

Damit kennen wir das Verhalten von Polytopen beim Schnitt mit projektiven
Unterrdumen. Der einfach zu fihrende Beweis ist eine Folge unserer speziel-
len Definition von Polytopen. Im Kontrast dazu steht der Aufwand, den wir
betreiben miissen, um das Verhalten von Polytopen bei projektiven Abbildun-
gen zu beschreiben. Dazu wire eigentlich eine andere Definition von Polytopen
als konvexe Hiille der Eckpunkte gilinstiger. Im folgenden werden wir daher die
Aquivalenz mehrerer méglicher Definitionen von Polytopen zu zeigen haben.

12.5 Lemma. Sei P ein Polytop in P(V). Dann gibt es eine Hyperebene P(W)
von P(V) mit PN P(W) = 0.

BEWEIS: Sei K4 ein Halbraum mit P C K. Die zu K, gehorige Achse A mége
P nicht schneiden. Sei p € K2, wobei K_ der zu K, komplementare Halbraum
ist. Dann ist die von A und {p} aufgespannte Hyperebene H ganz in K_ gelegen
(11.8) und hat mit Ky den Durchschnitt A= HN K, alsogilt HNP =0. O

12.6 Lemma. Sei P ein Polytop in P(V) und P(W) eine Hyperebene mit PN
P(W) = 0. Sind p,q € P, so ist die beziiglich P(W) affine Strecke S(p,q) ganz
in P gelegen.
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BEWEIS: Sei g die projektive Gerade durch p und ¢. Sie schneidet P in einem
Polytop der Dimension 1. Nach 12.2 ist das eine affine Strecke. Darin enthalten
ist dann die affine Strecke S(p,q). O

Die in Lemma 12.6 bewiesene Eigenschaft nennt man auch Konvezitdt der Po-
lytope.

12.7 Folgerung. Sei P ein Polytop. Ist dim P = 0, so ist P ein Punkt. Ist
dim P = 1, so ist P eine Strecke.

BEWEIS: Der Fall dim P = 0 ist trivial. Ist dim P = 1, so erzeugt P einen 1-
dimensionalen projektiven Unterraum g. Dann ist P = g N P ein Polytop in g,
also wegen 12.2 eine Strecke. O

Der nachste Satz zeigt, dafl Polytope immer in einem affinen Unterraum liegen,
als Durchschnitte ,affiner Halbrdume* darstellbar sind (und damit konvex sind),
und keine affinen Strahlen enthalten (also beschrankt sind). Diese Eigenschaft
kann man auch zur Definition von Polytopen verwenden. Sie hat jedoch in
projektiven Raumen unsymmetrische Aspekte, so daf wir eine andere Definition
zugrunde gelegt haben. Die Aquivalenz dieser beiden méglichen Definitionen von
Polytopen werden wir erst in Satz 12.23 zeigen.

12.8 Satz. Sei P ein Polytop und Hy eine Hyperebene mit Hy N P = (. Dann
gibt es eine Darstellung, genannt affine Darstellung, von P mit Hyperebenen
Hy,H,,...,H, und Halbrdumen K; = K,(H,, H;) zu den Paaren von Hyper-
ebenen Hy, H;, so da P = (\/_, Ki\H gilt. Weiterhin enthilt P keine beziiglich
H, affinen Strahlen.

BEWEIS: Sei P = ﬂ;nzl K3; mit Halbraumen K,; = K (H2j-1, H2;) zu Hyper-
ebenen H,;_; und H,j. Sei Hy wie in 12.5 eine Hyperebene mit Ho N P = 0,
die wir im folgenden als uneigentliche Hyperebene betrachten. Wir betrach-
ten nun Halbriume K| := K! (Ho, H;) und zeigen zunachst P C K] fiir alle
i=1,...,mn =2m.

Wenn das nicht der Fall ist, so gibt es ein 7 und Punkte p,g € P mit p €
K! °(Ho,H;) und ¢ € K' °(H,, H;), d.h. zwei Punkte in verschiedenen Halbrau-
men zu Hy und H;. Da p,q ¢ H;, schneidet die (bzgl. H,) affine Strecke die
Hyperebene H;: S(p,q) N H; # 0. Sei K = K,; der anfangs bei der Darstellung
von P verwendete Halbraum mit der zugehorigen Hyperebene H;. Da P C K
gilt, ergibt die Existenz eines Schnittpunkts einen Widerspruch zu 12.6. Damit
ist P C K| fiirallei = 1,...,n gezeigt, also P C (i, K} (Ho, H;)\ Ho =: P'.
Wir zeigen jetzt, dal P’ C P. Dazu bestimmen wir Vektoren a; mit H;

H,,, so daB fur alle p = Ry € P gilt (ao,y)(ai,y) > 0. Sei nun ¢ = Rz

P'. Dann gilt ebenfalls (ag,z)(a;,z) > 0. Aus (ag,2)(azi—1,2){ao,z){as;,z)

vV m
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0 folgt aber (aj;_1,z)(azi,z) > 0. Alle diese Punkte sind also in demselben
Halbraum beziglich Hy;_;, H,; wie P, es sei denn, dafl P C H,;_, oder P C H,;.
Dann konnen wir aber den Halbraum fir P beziglich Hj;_, H; beliebig wahlen.
Damit gilt P' C P, weil P der Durchschnitt all dieser Halbrdume ist.

Affine Strahlen liegen auf projektiven Geraden g. Es ist aber g N P nach 12.2
und 12.4 eine Strecke, die keinen Punkt aus Hy enthilt, d.h. beide Endpunkte
der Strecke sind affin. Daher kdnnen in g N P keine affinen Strahlen liegen. O

12.9 Definition: Sei P eine Menge in P(V) mit dim(P) = dim P(V) = n. Seien
H,H' Hyperebenen mit dim(HNP) =dimH =n—-1und P C Ky(H,H'). Dann
heifit H N P eine Seite von P und H eine Stitzhyperebene von P bzgl. H'.

12.10 Lemma. Sei P = (\._, K;(Ho,H:) \ Ho eine affine Darstellung einer
Menge in P(V'). Sei g eine projektive Gerade, die P in mindestens einem Punkt
schneidet. Dann ist gN P eine affine Gerade, ein affiner Strahl, eine affine Strecke
S(p, q) oder ein affiner Punkt beziglich Hy. Die Endpunkte liegen jeweils auf
einer der Hyperebenen H;,1 =1,...,n.

BEWEIS: Wegen gNP = gN(Nr, K+(Ho, H:)\Ho) = =, (¢NK +(Ho, H;)\ Hyo)
sind die Mengen gN K (Hy, H;)\ Ho zu untersuchen. Liegt g C H;, so liegen alle
Punkte von gN K, (Hy, H;)\ Ho in H; und bilden eine affine Gerade. Ist ¢ € H;,
dann ist g N K4 (Ho, H;) eine Strecke mit verschiedenen Endpunkten in Hy und
H; nach 11.6 oder g schneidet die Achse. Dannist gN K (Ho, H;)\ Hy eine affine
Gerade. Bilden wir den Durchschnitt zweier oder mehrerer solcher Mengen, so
erhalten wir wieder eine affine Gerade, einen affinen Strahl, eine affine Strecke
oder einen affinen Punkt mit Endpunkt(en) in den Hyperebenen H;, (wie man

mit Lemma 10.6 z.B. in R leicht sehen kann). O

12.11 Folgerung. Sei P = (\_, K4 (H,, H;)\ Hy eine affine Darstellung einer
Menge in P(V). Sind p,q € P, so ist die beziiglich H, afline Strecke S(p, q) ganz
in P gelegen.

BEWEIS: Sei g die projektive Gerade durch p und ¢. Sie schneidet P in einer
affinen Geraden, einem affinen Strahl oder einer affinen Strecke. Darin enthalten
ist dann die affine Strecke S(p,q). O

Diese Folgerung zeigt insbesondere, dafl der Begriff der Secite bzw. der Stiitz-
hyperebene einer Menge in affiner Darstellung von der Wahl der uneigentlichen
Hyperebene Hy unabhingig ist. Ist nidmlich P C K, (Hg, H;), so ist auch P C
K. (Hy, H;), wobei Hy und Hj jeweils P nicht schneiden. Denn sonst ist eine
Strecke in P vorhanden, die H; echt, also nicht mit den Endpunkten schneidet,
unabhingig von der Wahl von Hy bzw. Hj.
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12.12 Folgerung. Sei P = (\_, K (H,, H;)\ Hy eine affine Darstellung einer
Menge in P(V). Sei H eine Stiitzhyperebene von P. Dann gibt es ein i mit
H = H;. Insbesondere besitzt P nur endlich viele Seiten.

BEWEIS: Seien a; Vektoren mit H; = H,, firz =0,...,n. Seien die Vektoren so
gewahlt, dafl fir alle p = Ry € P und alle ¢ gilt (ag,y)(ai,y) > 0. Sei H = H,,
und S := HNP und p = Ry € S. Angenommen es gilt (ao,y)(ai,y) > 0 fir alle
1. Dann gilt fiir alle dem Absolutbetrag nach gentligend kleinen ¢ € R

(ao,y+€a.)(ai,y +€a'3) =
(a0)y)(aisy) + 5((0'0)0'0)(‘11',?/) + (a0, y){a;, a,) + e(ao,a,)(ai,a,)) >0,

also R(y+e€a,) € P. Der Wert von (ag,y + €a,)(as,y +€a,) = €{a,, a;s)({ao,y) +
e(ag,a,)) ist # 0 fir geniigend kleine € # 0 und kann positiv und negativ sein
je nach Wahl des Vorzeichens von . Das ist aber ein Widerspruch dazu, dal H
eine Stitzhyperebene ist. Die Annahme ist daher falsch. Es gibt also zu jedem
Punkt p = Ry € S ein ¢ mit (ag,y)(a:,y) = 0. Da (ao,y) # 0, d.h. p ¢ Hy,
erhalten wir (a;,y) =0, also p € H;.

Wir wiahlen jetzt Punkte py = Rz,...,p, = Rz, € S, die die Hyperebene H auf-
spannen. Solche Punkte existieren wegen dim(H N P) = dim H. Da (ao,z;) # 0
wegen PN Hy = 0, konnen die z; so gewahlt werden, dafl (ap,z;) > 0. Die
bezliglich Hy affinen Strecken zwischen Punkten in P liegen wiederum in P
(12.11), also insbesondere die Punkte

R.Zo y R.(

1 1 2.1 1 1 1
520+521),R(§(§20+*21)+522),‘..,R(Z Zi).

Die hier verwendete Eigenschaft ist die Konvexitdt der betrachteten Mengen. Sei
Y= Yo r+1 . Dann gilt Ry € PN H = S. Nach der obigen Uberlegung ist
Ry € H; fiir ein _7 Da alle Punkte p; = Rz; in P liegen, gilt p; € K (H,, H;),
also (ao, zj)(aj,z;) > 0. Oben hatten wir die Vektoren z; so gewahlt, dafl
(ag,zi) > 0 gilt. Also sind auch (aj,z;) > 0 fir alle <. Da jedoch (aj,y) =
(aj, 20 0 H+1z,') = 0, erhalten wir (a;,2;) = 0 fiir alle 1 oder p; € H;. Die p;
spannen aber durch ihre Wahl die Hyperebene H auf. Damit haben wir H=H;
bewiesen. O

Sei P ein Polytop der Dimension n in einem n-dimensionalen projektiven Raum.
Dann bilden die (endlich vielen) Seiten nach 12.4 wieder (n — 1)-dimensionale
Polytope in den Stiitzhyperebenen. Dieser ProzeB des Ubergangs zu niedrigen
Dimensionern lafit sich nun iterieren, d.h. wir konnen Seiten von Seiten bilden,
Seiten von Seiten von Seiten etc. Wir definieren daher
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12.13 Definition: Die aus einem Polytop P bzw. einer Menge P mit affi-
ner Darstellung durch iterierte Seitenbildung entstehenden Polytope heiflen m-
dimensionale Facetten von P. Die null-dimensionalen Facetten heiflen auch Eck-
punkte des Polytops. Die eindimensionalen Facetten heiflen Kanten.

12.14 Folgerung. Jede Menge P = (., K4 (Ho, H;)\ Hy in affiner Darstellung
in P(V) mit dim P = dim P(V') besitzt endlich viele Seiten und Facetten jeder
Dimension, insbesondere endlich viele Eckpunkte.

BEWEIS: Nach 12.12 ist jede Stutzhyperebene in der affinen Darstellung zu fin-
den. O

Nach 12.8 und 12.14 besitzt ein Polytop héchstens endlich viele Facetten und
insbesondere hochstens endlich viele Eckpunkte und Kanten. Diese sind fur die
graphische Darstellung die eigentlich interessanten Daten von Polytopen.

12.15 Satz. Sei P = ﬂ?zl K (Ho, H:)\ Ho eine affine Darstellung einer Menge
in P(V). Weiter gelte dim(P) = dim P(V). Sei die Hyperebene H, keine
Stitzhyperebene von P. Dann ist auch P = ﬂ:; K, (Ho,H;)\ Hy eine affine
Darstellung von P.

BEWEIS: Wir verwenden die Bezeichnung P=N_ 11 Ki(Ho,Hi)\ Hy und zeigen
P P. Es gilt trivialerweise P C P. Wir betrachten zunichst den Fall H, N

= 0. Angenommen, es gibt einen Punkt p € P\ P. Dann kann p nur in
K°(H0,H ) liegen, denn K, (Ho,H,)N P = P. Sei nun ¢ € P ein weiterer
Punkt. Die beziiglich Hy affine Strecke S(p,¢) mufl also H, schneiden in einem
Punkt, den wir mit po bezeichnen. Da p,q € P, ist nach 12.11 auch py € P, also
Po € H NPCH,.N K, (Hy,H. )N P = H.N P im Widerspruch zur Annahme
H,N P =0. Also gilt in diesem Falle P = P.

Wir betrachten jetzt den Fall H. NP # 0. Sei p € H,. N P. Wir zeigen
zunichst, dafl eine weitere Hyperebene H; mit p € H; existiert. Da H, keine
Stiitzhyperebene von P ist, ist dim H,N P < n—1. Daher gibt es eine projektive
Gerade g in H, durch p mit gN P = {p}. Angenommen es gilt p ¢ g N H; fur
allet =1,...,7 — 1. Da es nur endlich viele H; zu betrachten gibt, gibt es in
g eine bezliglich Hy affine Strecke S # {p}, die p enthélt und keine der Hyper-
ebenen H;,i = 1,...,7 — 1 schneidet. Fur § gilt nun § C K, (H,, H;) \ H,,
da p € P gilt. Da auch § C g C H, C K, (Hy, H,) gilt, erhalten wir § C
Ni-, K+(Ho,H;)\ Ho = P\ Ho im Widerspruch zu SN P C gN P = {p}. Also
gilt fir eine der Hyperebenen H; die Behauptung p € H;.

Wir stellen die Hyperebenen dar als H; = H,, und wihlen die Reprasentanten
a; so, dafl (ao,y)(ai,y) > 0 fur allez = 1,...,7 und alle y mit Ry € P. Sei
nun pi,...,px € PN H, eine Erzeugendenmenge mit (py,...,px) = (H. N P)
mit p; = Ry;. Fur Hy = H,, wahlen wir die Reprdsentanten y; der Punkte
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p; so, daf} (ap,y;) > 0 gilt und betrachten den Punkt p = Ry € P N H, mit
y = Zle 1¥:i (vgl. Beweis von 12.12). Es gibt eine Hyperebene H; = H,; mit
p € Hj. Wegen (ao,y;) > 0 gilt auch (ag,y) = > 1(a0,%) > 0. Dap € P,
erhalten wir p € K (Ho, H;) mit {(ao,y){a;,y) > 0 firallel =1,...,7 — 1, also
auch (a;,y) > 0. Fir H; erhalten wir insbesondere (a;,y) = Zle +(aj,y:) = 0.
Da auch fiir die Punkte p; gilt (aq,y:)(aj,y:) > 0, erhalten wir mit (ao,y;) > 0
die Aussage (aj,y;) > 0 oder wegen der zuvor bewiesenen Gleichung (aj,y;) =0
fir allez = 1,... k. Da.mit haben wir p; € H;. Insbesondere gilt H.nPC
(H-NP) = (pl, .»Px) € Hj, also H, NP C H; ﬂPfuremje{l ., —1}

Um nun P C P zu zeigen, nehmen wir an, dafl das nicht der Fall ist. Dann gibt
eseinp € P\ P,alsoist p€ K_(Hp,H,) und p € P. Sei weiter ¢ € P beliebig.
Die beziiglich H, affine Strecke S(p, q) schneidet H, in einem Punkt py, weil
q € K{(Ho, H,). Weiter ist py € P, weil p,q € P und jede beziiglich H, affine
Strecke mit Endpunkten in P ganz in P liegt (12. 11). Also gilt po € H, N P=
H.NPCH;NPCH;NP. Dapy € H; und p,q € P C K, (Hy, H;) auf einer
Strecke llegen muf} p,q € H; gelten. Aber nicht alle Punkte ¢ € P kénnen in
einer (n — 1)-dimensionalen Hyperebene H; liegen wegen dim P = n. Also muf
P = P gelten. O

12.16 Folgerung. Sei P = (\_, K1 (Hy, H;) \ Hy eine affine Darstellung einer
Menge in P(V) mit dim(P) = dim P(V). Dann gibt es eindeutig bestimmte
Stiitzhyperebenen H; fiir eine affine Darstellung P = (| K (Ho, H;)\ Ho. Insbe-
sondere sind die Seiten, Facetten und Eckpunkte einer solchen Menge oder eines
Polytops eindeutig und unabhéingig von der Wahl von H, bestimmt.

BEWEIS: Dafl es eine Darstellung mit Stitzhyperebenen gibt, geht schon aus
dem vorigen Beweis hervor. Seien H, und H, Hyperebenen mit Hy N P =
HoNP =0. Seien P = (\_, K4(Ho,H:)\ Hy = N;—, K+(Ho, H:) \ Ho Dar-
stellungen mit Stutzhlperebenen H;, H;. Nach 12.12 ist fir alle 7 = 1,...,s

die Stutzhyperebene H; € {Hl, ,H:}. Ebenso ist fiir alle i = 1,...,7 die
Stutzhyperebene H; ¢ {Hl, JH } also {H,,...,H,} ={H,,...,H,}. O

Wir entwickeln jetzt die Grundlagen fiir einen Algorithmus, der aus einer vor-
gegebenen Punktmenge ein (eindeutig bestimmtes, kleinstes) Polytop P bestim-
men soll, das die vorgegebene Punktmenge enthalt. Dazu betrachten wir in der
Ebene zunichst alle Méglichkeiten, um ein von drei nicht-kollinearen Punkten
aufgespanntes Polytop zu erhalten (Figur 12.3).

Die oberen vier Falle der Figur fiihren zu keinem Polytop wegen 12.5. Die unteren
vier Fille stellen Polytope dar. Sie unterscheiden sich in der Lage der (uneigent-
lichen) Hyperebene, die jeweils mit eingezeichnet ist und die das Polytop nicht
schneidet. Es gentigt also nicht, lediglich eine Punktmenge vorzugeben. Man
benotigt auch noch die Vorgabe einer Hyperebene Hj.
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Figur 12.3

12.17 Lemma. Sei H eine Stiitzhyperebene einer Menge P mit affiner Darstel-
lung. Dann sind die Eckpunkte von H N P auch Eckpunkte von P, die in H
liegen.

BeweIls: Ein Eckpunkt von H N P ist eine null-dimensionale Facette von HN P,
also auch von P und damit eine Eckpunkt von P in H. O

Man beachte aber, dafl nach unseren derzeitigen Kenntnissen Eckpunkte von P,
die in einer Stiitzhyperebene H' von P entstehen, auch in H liegen konnten,
ohne dafl sie Eckpunkte von H N P waren. Wir werden spater sehen, daf} dies
unmoglich ist, daB also die Eckpunkte von P in H mit den Eckpunkten von
P N H iibereinstimmen (Satz 12.19 und Satz 12.27).

12.18 Lemma. Sei P C P(V) ein Polytop mit dim P = dim P(V'). Dann wird
(P) von den Eckpunkten von P aulfgespannt.

BEWEIS: Null-dimensionale Polytope, d.h. Punkte, stimmen mit ihrem Eck-
punkt tiberein und erzeugen denselben Raum wie der Eckpunkt. 1-dimensionale
Polytope sind Strecken mit zwei Eckpunkten. Diese erzeugen die Gerade, auf der
die Strecke liegt. Die Behauptung gelte fiir (n — 1)-dimensionale Polytope. Sei
P ein Polytop der Dimension n > 1. P besitzt eine Seite, deren Eckpunkte nach
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Induktionsannahme eine Hyperebene H, die Stutzhyperebene durch die Seite S,
aufspannen. Es geniigt, einen weiteren Eckpunkt von P zu finden, der nicht in
H liegt. Nach 12.16 gibt es eine weitere Stiitzhyperebene H' von P. H' wird von
den Eckpunkten von H' N P aufgespannt. Diese sind nach Lemma 12.18 auch
Eckpunkte von P. Sie konnen nicht allein HNH' liegen, weil dim HNH' = n—2.
Also gibt es einen weiteren Eckpunkt von P, der nicht in H liegt. O

12.19 Satz. Seien Q@ = {p1,...,pn} C P die Eckpunkte eines Polytops P C
P(V) mit dim P = dim P(V). Sei Hy eine Hyperebene mit Hy N P = (. Seien
H;,i=1,...,r die von Teilmengen T C Q aufgespannten Stiitzhyperebenen von
P. Dann sind die H; genau alle Stiitzhyperebenen von P, und es gibt die affine
Darstellung P = (\._, K+ (H,, H;) \ H,.

BEWEIS: Sei H eine beliebige Stiitzhyperebene. Wegen der beiden vorhergehen-
den Hilfssidtze wird H von Eckpunkten von P aufgespannt. Man beachte, dafl
verschiedene Teilmengen T dieselbe Hyperebene H; aufspannen kénnen. O

Wir wollen als nachstes zeigen, dal Mengen, die eine affine Darstellung besitzen
und keine affinen Strahlen enthalten, schon Polytope sind. Das ist also eine
Umkehrung des Satzes 12.8. Dazu bendtigen wir noch einige Hilfssdtze.

12.20 Lemma. Sei P ein Polytop mit dim P = dim P(V'), und sei @ die Menge
der Eckpunkte von P. Sei Hy eine Hyperebene mit PN Hy = (. Sei K =
K. (Ho,H) ein Halbraum mit @ C K. Dann gilt auch P C K.

BewEIS: Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach der Dimen-
sion von P. Ist dim P = 0, so ist P = P(V') ein Punkt, ebenso ist K ein Punkt.
Ist n = 1, so ist P eine affine Strecke und K eine projektive Strecke mit ei-
nem uneigentlichen Endpunkt. Die folgende Aussage ist unmittelbar klar: liegen

die Endpunkte von P in K, so auch ganz P, wie man z.B. an der projektiven
Geraden R sieht.

Sei nun die Aussage des Lemmas fur Polytope der Dimension n — 1 wahr. Sei
dimP =n. Seip € P mit p ¢ Ki(Ho,H), also p € K°(Ho,H). Sei weiter
g € Q. Dann schneidet die projektive Gerade g = (p, q) das Polytop P in einer
Strecke, die H schneidet, Hy nicht schneidet und deren Endpunkte nach 12.10 auf
Seiten von P liegen. Einer der Endpunkte licgt alsc in K4 (Hg, H), der andere
in K°(Hy,H). Sei p' dieser zweite Endpunkt, der auf der Stiitzhyperebene H'
und in K°(Hy, H) liegt. In H' ist P N H' ein Polytop der Dimension n — 1.
Weiter ist nach 11.15 K (Ho, H)NH' = K. (Ho N H',HN H') ein Halbraum in
H' oder K (Hy,H)NH' C Hy, (PNH')N(HyN H') = 0 und die Eckpunkte
von P N H' liegen als Eckpunkte von P in K. (Hy, H) N H'. Es liegt nun p' in
K°(Hy,H)N H' im Widerspruch zur Induktionsannahme. O
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12.21 Lemma. Sei A C P(V) ein projektiver Unterraum mit dim4 + 2 =
dim P(V'). Sei g eine zu A windschiefe Gerade. Dann ist P(f) : P(V)\ A —
g C P(V) mit P(f)(p) := gN(A+{p}) eine projektive Abbildung mit P(f)|, = id.

BEWEIS: Da A + {p} eine Hyperebene fiir alle p ¢ A ist, schneiden sich g und
A+ {p} in genau einem Punkt p'. Dannist A+ {p} = A+ {p'}, und 4 + {p} ist
das volle Urbild von p', d.h. die Menge all derjenigen Elemente aus P(V) C A4,
die auf p' abgebildet werden.

Diese Abbildung ist eine ausgeartete projektive Abbildung. Dazu beschreiben
wir die zugehérige affine Abbildung. Die einzelnen Punkte und Riume seien
A = P(B), g = P(G) und p = Rz. Dann ist 4 + {p} = P(B & Rz) und
gN(A+{p}) = P(GN(B®Rz)). Fiir einen Vektorinv € GN(B®Rz) gilt v =
y' = b'+az. Dader Durchschnitt ein eindimensionaler Vektorraum ist, gibt es zu
z genau ein b € B und genau ein y € G mit y = b+ z. Wir definieren f(z) := y.
Man rechnet sofort nach, daf f(8z) = Bf(z) und f(z +z') = f(z) + f(z'). Also
ist f eine lineare Abbildung, die die Abbildung P(f) wie oben definiert induziert.
Weiter ist P(f)|, die identische Abbildung. O

12.22 Lemma. Sei P(V) ein projektiver Raum der Dimension n > 1. Sei
Q eine endliche Teilmenge von P(V) mit (Q) = P(V). Sei H, C P(V) eine
Hyperebene. Sei A ein n — 2-dimensionaler projektiver Unterraum von H, mit
Q@ NH, C A. Dann gibt es mindestens zwei Punkte q;,q, € Q, so daff @
ganz in einem Halbraum beziiglich der Hyperebenen A + {q;}, i = 1,2 liegt:
QC Ky =Ki(A+{q:},A+{q:}), und H, nicht in K, liegt.

BEWEIS: Sei g eine zu A windschiefe Gerade. Wir verwenden die projektive
Abbildung P(f) : P(V)\ A — g C P(V) mit P(f)(p) := g N (A + {p}).
Wir betrachten H, als uneigentliche Hyperebene. Wegen Q N H, C 4 ist der
Schnittpunkt p, = gNH, = gN(A+{p.}) = P(f)(pa) nicht im Bild P(f)(Q) der
endlichen Menge Q. Man beachte, dafi P(f) auf 4, also insbesondere auch auf
Q N H, nicht definiert ist. Also ist P(f)(Q) C g\ {p.} eine endliche Teilmenge
des affinen Teils von g (bzgl. H,). Wie in R gibt es also zwei Punkte p;,p; €
P(£)(Q), so daB P(f)(Q) in der affinen Strecke S(p;,p;) enthalten ist (vgl. z.B.
Lemma 10.6). Seien g; Urbilder der p; in @, also p; = gN(A+{q;}). Seiq € Q ein
Punkt mit ¢ ¢ H,. Dann gilt P(f)(g) € S(p1,p2), der affinen Verbingungsstrecke
von p; und p;. Wegen Lemma 11.6 ist P(f)(q) € K+(A+{q1}, A+ {q}) = K+,
dem Halbraum, in dem H, nicht liegt. Da ¢ € A + {P(f)(q)}, folgt mit Lemma
11.8 ¢ € K. Fir Punkte ¢ € @ N H, gilt ebenfalls g € K. Damit ist @ C K,
gezeigt. O

Damit konnen wir jetzt den gewiinschten Satz beweisen.

12.23 Satz. Sei P = (\;_, K4+(H,, H;)\ Hy eine affine Darstellung einer Menge
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in P(V). Weiterhin enthalte P keine beziiglich H, affinen Strahlen. Dann ist P
ein Polytop.

BEWEIS: Den Beweis fithren wir durch vollstindige Induktion nach der Dimen-
sion von (P). Fir dim(P) = 0 ist P ein Punkt, also ein Polytop. Fiir dim(P) =1
ist P Schnitt von affinen Strahlen auf einer projektiven Geraden und enthalt
selbst keine affinen Strahlen. Also ist P eine affine Strecke und damit ein Po-
lytop.

Gelte der Satz fiir Mengen P mit dim(P) < n — 1. Sei dim(P) = n. Wir gehen
aus von einer affinen Darstellung P = (| K4 (H,, H;) \ Hy mit Stiitzhyperebenen
H;,» =1,...,m und definieren A; = H; N Hy. Zunichst betrachten wir P; :=
H; N P. Der Durchschnitt H; N K, (H,, H;) ist nach 11.15 entweder H; oder
Ki(Ho N H;,H; N H;). Der Fall H; N K{(Ho,H;) = A; kann offenbar nicht
eintreten, weil H; eine Stiitzhyperebene von P ist. Die P; lassen sich also auch
als P; = H;ﬂ(r];.n:l Ki(Hy,H;)\ Hy) = ﬂ;’f__l K (H;NHo,H;NH;)\ (H;NH,p)
schreiben. Sie sind daher nach Induktionsvoraussetzung Polytope mit gewissen
Eckpunkten.

Sei @ die endliche Menge aller so in den Seiten auftretenden Eckpunkte. Es gilt
insbesondere Q@ C P C K (H,, H;).

Alle affinen Strecken zwischen Punkten in @ liegen in Ky (Hy, H;). Zu H; kon-
struieren wir nun mit Lemma 12.22 (und H, := Ho) Hyperebenen H! = A;+{¢'},
H! = A; + {q"}, so daB gelten Q C K, (H!,H!) und Hy € K,(H;, H!') und
H! # H}', letzteres, weil Q ganz P(V) aufspannt. Eine der Verbindungsstrecken
S von ¢! nach ¢! liegt ganz in K1 (H!, H!'). Diese muf affin sein, weil sie wegen
H! # H}' nicht in einer dieser Hyperebenen liegt und ein Schnitt mit H, daher
nicht moglich ist. Die Gerade durch ¢} und ¢! schneidet K (H{, H}') in einer
affinen Strecke, die in Ky (H,, H;) liegt. Also gilt K (H;,H]') C K (H,, H;).
Da H; C K (H!, H!) ist, es ist namlich H; = A; + {¢:} als Stutzhyperebene,
mufl H; = H! oder H; = H]' gelten, denn die Strecke S kann H; nicht echt
schneiden. Ohne Einschrankung sei H; = H}'. Dann gilt aber Q C K, (H;, H]).
Wir zeigen jetzt P C K, (H;, H;). Sei p € K°(H;,H;) " P und ¢ € Q. Dann
liegt nach 12.11 die affine Strecke S(p,q) € P. Da P keine affinen Strahlen
enthilt, ist der Durchschnitt der Geraden g = (p, ¢) mit P nach 12.10 eine affine
Strecke, deren Endpunkte ¢',q" auf Hyperebenen H; liegen. Fiur einen dieser
Punkte (etwa ¢') gilt ¢' € K°(H;, H;), denn S(q',¢") schneidet echt mindestens

eine der Hyperebenen H; oder H;, kann aber H; aufgrund der Definition von P
nicht schneiden.

Da H; N P # ( ein Polytop mit Eckpunkten in @ ist, liegen diese alle in
K((Ho,H;)NH; = K{(HyNH;,H;NH;), aber ¢' € K°(H;,H;) C K°(H,, H;)U
K°(Hy, H;)U Hy im Widerspruch zu Lemma 12.20. Daher ist P C K, (H;, H;).
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Diese Konstruktion ist fiir alle i mdglich. Weiter ist H; N H; = A; = Hy N
H;. Es ist_K.,.(Hi,—H—i) C Ki(H,, H;), also gilt P = N K4(Ho,H;)\ Hy C
N K (Hi,Hi) € K+ (Ho, Hy).

Um die Gleichheit P = ﬂK+(H,-,F;) zu zeigen, sei q € ﬂKJr(H;,T{—;) N Hy.
Da gilt K+(H.~,E;) N Hy = A;,ist g€ [)A;. Sei p € P. Dann ist der Schnitt
der Geraden durch p und ¢ mit (| K;(Ho, H;) nach Lemma 12.10 eine pro-
jektive Strecke mit einem uneigentlichen Punkt ¢ oder eine projektive Gerade.
Insbesondere liegt dann eine projektive Strecke S(p,q) in (VK4 (H;, H;). Da-
mit enthalt P affine Strahlen im Widerspruch zur Voraussetzung. Es gilt daher
P = nK+(Hi1ﬁi)~

Weiter ist A; N P = 0 wegen HyN P = 0.

Um die dritte Bedingung zu zeigen, sei ¢ C K, (H;, H;)UK,(H;,H}) = K;UK;.
Da A; U A; die Menge der uneigentlichen Punkte der beiden Halbraume sind,
gilt ohne Einschrankung g N 4; # 0. Sei zunachts g eine Gerade mit affinen
Punkten. Wenn der uneigentliche Punkt von g auch in A; liegt, dann liegt g
schon ganzlich in einem der Halbraume. Wenn er aber nicht in A; liegt, so ist
der Schnitt gN K; affin, also liegt ein affiner Punkt und damit ganz g in K;. Sei
jetzt g eine uneigentliche Gerade. Dann ist ¢ C A; U Aj. In einem der Raume
A; oder A; liegen mindestens zwei Punkte von g und damit ganz g.

Damit ist gezeigt, dafl P ein Polytop ist. O

Das folgende Lemma ist eine Abwandlung von Lemma 12.22 und wird auch mit
denselben Methoden bewiesen.

12.24 Lemma. Sei P(V) ein projektiver Raum der Dimension n > 1. Sei
Q eine endliche Teilmenge von P(V) mit (Q) = P(V). Sei H, C P(V) eine
Hyperebene. Seien H;, 1 = 1,...,m die von Teilmengen T C Q aufgespannten
Stiitzhyperebenen von Q bzgl. Hy. Sei P = (o, K+(Ho, H;) \ Hy. Wenn H,
eine Hyperebene mit Q C K (Ho, H,) ist, dann gilt auch P C K, (Ko, H,).

BEWEIS: Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion nach m :=n —
dim(Q N H,), also dim(Q N H,) = n —m. Fir m = 1 wird H, durch @ N H,
erzeugt und ist damit eine Stiitzhyperebene fiir H,. Daher gilt P C K, (H,, H,)
nach Definition.

Sei die Aussage fiir m—1 mit m > 1 schon bewiesen, und sei dim(QNH,) =n—m
und Q@ C K4 (Ho,H,). Wir wéhlen einen (n — 2)-dimensionalen Unterraum
AC H, mit QN H, € A. Wegen dim(Q N H,) < n — 2 ist dies moglich.
Nach Lemma 12.22 gibt es dann Punkte ¢; € @ \ A und Hyperebenen H; =
A+ {¢;} mit @ C K. (H,,H;) und H, € K (H;,H;). Wegen dim(Q) = n,
Q@NHy =0 und dim(Q N H,) < dim(Q N H;), ¢ = 1,2 sind alle Hyperebenen
Hy,, H,, H, und H, paarweise verschieden. Weiter ist H, N H, = A C H,.
Wie im Beweis von 11.13 sieht man H, C K_(H,,H,), also @ C K, (H;,H,)N
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K, (Hy,H,) = K. (Ho,H,)N K (Hy, H;). Nach Induktionsannahme gilt dann
P C Ky (Ho, Hy) N K, (Ho, Hy) C K. (Ho, H,). O

12.25 Definition: Wir werden im folgenden die im Lemma definierte Menge
auch mit

m
(Qlr, := [ K+(Ho, Hi) \ Hy

i=1
bezeichnen. Der folgende Satz wird zeigen, dal diese Menge sogar ein Polytop
ist, das wir das von Q bezlglich Hy erzeugte Polytop nennen werden. Mit dem
Satz und der nachfolgenden Folgerung ergibt sich, dafl [Q]x, das kleinste Polytop
ist, das @ enthédlt und Hy nicht schneidet. Weiterhin besagt Satz 12.19 in dieser
Sprechweise, dafl jedes Polytop von seinen Eckpunkten erzeugt wird.

12.26 Folgerung. Wenn P ein Polytop ist, das Hy nicht schneidet und das @
enthalt, dann gilt [Q]n, C P.

BEWEIS: Sei P = (K (Ho,H!)\ Ho. Wegen Q C K, (Hy, H!) fir alle 7 gilt
nach Lemma 12.24 (Q|n, € K4 (Ho, H!), also auch [Q]n, C P, da beide Mengen
Hy nicht schneiden. O

Der folgende Satz zusammen mit Satz 12.19 besagt, daf} fur jedes Polytop die
Menge seiner Eckpunkte die kleinste Erzeugendenmenge ist.

12.27 Satz. Sei P(V) ein projektiver Raum der Dimension n > 1. Sei Q eine
endliche Teilmenge von P(V) mit (Q) = P(V). Sei Hy C P(V) eine Hyperebene
mit HoNQ = 0. Seien H;,1 = 1,...,m die von Teilmengen T C Q aufgespannten
Stiitzhyperebenen von Q bzgl. Ho. Dann ist P = (-, K (Ho, H;) \ H, das
kleinste Polytop mit Q C P, und Q enthalt alle Eckpunkte von P.

BEWEIS: Wegen Satz 12.23 brauchen wir nur zu zeigen, dafl P keine bezliglich H,
affinen Strahlen enthalt. Nehmen wir an, da8 S(po, p1)\{po} C g doch ein solcher
affiner Strahlin P ist mit pg € Hy. Sei A C H; ein n—2-dimensionaler Unterraum
mit pp ¢ A. Dann ist g windschief zu A. Man beachte, dafl fur n = 1 gilt
A = 0. Nach Lemma 12.22 gibt es dann zwei Punkte ¢;,¢2 € Q mit Hyperebenen
H;=A+g¢,sodal Q C K,(H,,H;) und Hy nicht in K, (H;, H;) liegt. Nach
Lemma 11.9.b) ist K, (Hy, H,) N K. (Ho,H;) = K{(H,,H;). Also gilt Q C
K. (Ho,H;) furi = 1,2. Wegen Lemma 12.24 gilt dann auch P C K. (H,, H;),
also P C K (H;, H). Insbesondere erhalten wir S(pg,p1)\{po} C K4 (H1, H2).
Nach Lemma 11.6 gilt S(po,p1) \ {po} € 9N K1 (H1, Hz) = S(p2,p3). Dabei ist
S(p2,ps) eine affine Strecke bzgl. H,, denn H, liegt nicht in K (H,, H,). Es ist
aber unmoglich, daf ein affiner Strahl in einer affinen Strecke enthalten ist, wie
man in R sieht. Folglich mufl P ein Polytop sein.

Wir zeigen jetzt, dafl @ alle Eckpunkte von P enthélt. Diesen Beweis fiihren wir
durch vollstandige Induktion nach der Dimension. Im Fall der Dimension 1 ist
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die Aussage Uber Strecken unmittelbar klar. Sei nun dim[Q]y, = dim P = n und
p ein Eckpunkt von P. Dann gibt es eine Stiitzebene H, von P mit p Eckpunkt
von PN H,. Wenn

(@, N Hy = [Q N HilH,nH,

ist, dann ist nach Induktionsannahme p € Q N H; C Q.
Die Ungleichung [@ N Hi]g,nH, C [@]H, N H; gilt schon nach Folgerung 12.26.

Um [Q)g, N Hy C [Q@ N Hy]y,nH, zu zeigen, betrachten wir

’
m

PN Hy = (\(Ki(Ho,H:) N Hy)\ Ho = [ | Ky (Ho N Hy, H: N Hy) \ (Ho 0 Hy),

1=2 1=2

was nach 11.15 und 12.12 mit m' < m gilt. Sei T C Q N H; eine Teilmenge mit
A := (T) C H, Unterraum der Dimension n—2, und sei QNH, C K, (HyNH,, A),
d.h. A ist eine Stiitzhyperebene von @ N H; in H; bzgl. Hy N H,.

Wir wollen zeigen, dafl es ein ¢ € Q mit H; = T + {q} und Q@ C K;(Ho,H,)
gibt. Dann ist Hj eine der Stiitzhyperebenen, die bei der Konstruktion von
P =N",Ki(Ho, H;)\ Hy verwendet worden sind. Fiir p € PN H, gilt dann
p € Ki(Ho,H;), 1 = 2,...,n, also insbesondere p € K (Hy,H,). Damit gilt
dann [Q]Ho NH, C [Qﬂ Hl]HonHl-

Um die Existenz von ¢ € @ mit H, =T + {q} und Q C K, (H,, H,) zu zeigen,
wahlen wir wieder eine zu A windschiefe Gerade g und betrachten die projektive
Abbildung P(f) : P(V)\ A — g aus Lemma 12.21. P(f)(Q) ist eine endliche
Menge mit py := gN H; € P(f)(Q). In der Tat ist (Q N H;) = H,, es liegen also
nicht alle Punkte von @ N H; in A. Fir einen solchen Punkt ¢ € QN H; \ 4
gilt dann P(f)(q0) = po. Es gibt Punkte ¢ = Ry, ¢s = Rys € Q und p; :=
P(f)(g:) € g mit P(f)(Q) € S(po,p:) fiir ¢ = 2, 3 bei geeigneter Wahl der
Strecken. Wir definieren H! := A+{g¢:}. Fur die entsprechenden Halbraume gilt
daher Q@ C K (H,,H;). Nach Konstruktion von H, gilt auch @ C K(H,, H;).
Mit Lemma 11.12 erhalten wir Q \ H; C K, (H,, H!) fur: = 2,3.

Wenn H, = Hj gilt, oder dquivalent P(f)(Q\H,) = {p2}, dann ist sogar Q\ H; C
H;. Mit QN H, C K{(Ho N H,,A) C K{(H,, H,) folgt Q C Ky(Ho, Hj).
Wenn Hj # Hj, dann bedarf es einer genauen Analyse der Vorzeichen, damit
die geforderte Bedingung erfiillt werden kann (vgl. Figur 12.4). Die verwendeten
Hyperebenen stellen wir wie folgt dar: Hy = H,, = {Rz € P(V)|(ao,z) = 0},
H,=H,, , H)=H,, und H; = H,,. Wir legen zunichst a, fest. Sodann legen
wir die Reprasentanten der Punkte p = Rz € Q so fest, daf}

(ao,m) >0

gilt.
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Figur 12.4

Wegen Q C K, (Hy, H;) konnen wir a; so wahlen, daf fir alle p = Rz € Q gilt
(ag,z)(a1,z) > 0 oder
Vz: (aj,z) > 0.

Schliefllich wahlen wir a;, ¢ = 2,3 so, dafi fir alle p = Rz € Q gilt (a1, z){a:,z) >
0, was wegen Q C K (H,, H!) moglich ist. Damit gilt

Vz: (a),z) > 0= (a;,z) >0, 1 =2,3.

Wir miissen jetzt noch zeigen, dafl fiir 2 = 2 oder i = 3 gilt: fir alle p = Rz €
QNH, ist (a;,z) > 0. Dann gilt namlich firallep = Rz € Q : (a9, z)(a;,z) >0,
also folgt fir ein 1 = 2,3 die Relation @ C K (H,, H!), was zu zeigen ist. Fur
p€ Aist p € HyN Hy, also p € K (Ho, H}) fir alle : = 2,3. Wir konnen uns
also auf @ N H; \ 4 beschrdnken.

Seien wie oben ¢; = Ry;. Da (AU {g2,q3}) = P(V) und H, € H,1 = 2,3, gibt
es zu jedem ¢ = Ru € @ N H; \ A Koeflizienten A # 0 und g # 0 und p4 = Rv
mit

u = Ay, + pys +v.
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Wir haben oben gesehen, dal Q N H; C K (Ho N H,,A) C K, (H,, H;) gilt.
Das soll nur heiflen, daf} alle Punkte im gleichen Halbraum liegen. Das sagt aber
nichts uber die Wahl des Halbraumes aus.

Wenn fir alle ¢ = Ru € @ N Hy \ 4 gilt (ao,u)(az,u) > 0, dann erhalten
wir (az,u) > 0 und sind fertig. Gelte also fir alle ¢ = Ru € QN H; \ A die
Bedingung (ag,u){az,u) < 0. Dann ist (ap,u) < 0 und wegen ¢ ¢ H, sogar
(az,u) < 0. Wegen ¢ € H; gilt 0 = (a;,u) = May,y2) + p(ar,ys) + (a1,v) =
Mai,y2) + p{a1,ys). Da mit ¢; ¢ H, gilt (a1,v:) > 0, erhalten wir

Ap < 0.

Als nichstes betrachten wir 0 > (a2,u) = Ma2,y2) + plaz,y3) + (az,v) =
ulaz,ys). Da (az,y3) > 0, gilt wegen H, # Hj sogar (az,ys) > 0 und damit
p <0 und

A>0.

Wegen (a3,yz) > 0 folgt (as,u) = A(as,y2) + u(as,ys) + (as,v) = Mas,y2) > 0.
Damit ist alles gezeigt, denn in diesem Fall gilt Q C K (1o, H;). O

Wir beweisen jetzt, dafl es zu jedem Polytop P genugend viele Hyperebenen
gibt, die P nicht schneiden, genauer, dafl es durch beliebig vorgegebene 2-
kodimensionale projektive Unterrdume A, die P nicht schneiden, immer Hyper-
ebenen H gibt, die P ebenfalls nicht schneiden. A kann damit beliebig ,dicht“
an P liegen, im Gegensatz zum Beweis von Lemma 12.5, wo die Hyperebene
»,weit entfernt® von P liegt.

12.28 Lemma. Sei P ein Polytop in P(V). Sei A ein projektiver Unterraum
von P(V') der Dimension dim A = dim P(V)—2. Wenn AN P = 0 gilt, dann gibt
es eine Hyperebene H von P(V) mit A C i und HN P = 0. Jeder Eckpunkt
von P definiert zusammen mit A eine Hyperebene. Je zwei Eckpunkte von P
definieren mit den durch A verlaufenden Hyperebenen einen Halbraum, der die
bzgl. H affine Verbindungsstrecke zwischen den Eckpunkten enthalt. Unter
diesen Halbrdumen gibt es einen, der das ganze Polytop P enthalt.

BewEls: Wir fihren den Beweis in mehreren Schritten. Dazu wéahlen wir zu-
nachst eine uneigentliche Hyperebene Hy = H, aus, die P nicht schneidet. Wei-
ter legen wir fur die Reprisentanten z aller afinen Punkte p = Rz fest (d, z) > 0.
Damit sind die Reprédsentanten bis auf Faktoren aus R festgelegt.

Behauptung I: Aus je drei Punkten p, ¢, und r in P gibt es zwei Punkte p und
r, so daf}l der Halbraum K, := K (A + p,A + r) (oder, falls A +p = A +r,
die Hyperebene A + r), der die affine Strecke S(p,r) enthilt, auch den Punkt ¢
enthalt. Fir jeden weiteren Punkt ¢' € PN K, enthalt K, dann auch die affinen
Strecken S(p, q), S(g,7) und S(q,q'). (Figur 12.5)



12. Polytope 177

Figur 12.5

Zum Beweis der Behauptung wihlen wir folgende Bezeichnungen. Seien H, :=
A+p, Hy:=A+q,H.:=A+r,p=Rz,q=Ryundr = Rz. Wenn p, qund r
auf einer projektiven Geraden liegen, dann folgt die Behauptung aus den Eigen-
schaften der projektiven Geraden (etwa R). Sonst spannen sie eine projektive
Ebene auf, die aus Dimensionsgriinden den Unterraum A in mindestens einem
Punkt Rwv trifft. Der Repridsentant dieses Punktes gestattet eine Darstellung
v = az +Py+vz. Durch Multiplikation der z, y und z mit einem geeigneten posi-
tiven Faktor kénnen wir annchmen, daf e, 3,v € {+1,0,—1} liegen, wobei nicht
alle drei Faktoren Null sein konnen. Wegen 0 < (d,v) = a(d,z)+6(d,y) +7(d, z)
muf} einer der Faktoren etwa @ = 1 sein. Wenn f = v = 0 gilt, so ist
p = Rz = Rv € 4 im Widerspruch zu AN P = (. Ohne Einschrankung ist
daher 8 # 0. Wenn v = 0 ist, dann folgt aus § = 1 und v = z + y, dafl Rv
auf der affinen Strecke von p nach ¢ und in A liegt, was nicht sein kann, weil
P ein Polytop mit A N P = ( ist. Also folgt aus v = 0 die Gleichung g = —1.
Nicht nur der Punkt der Form R(z + y) liegt in P, sondern auch der von der
Form R(z + y + z) = R((2/3)(1/2)z + (2/3)(1/2)y + (1/3)z), weil er auf der
affinen Verbindungsstrecke zwischen R(z + y) und r liegt. Insbesondere kann
daher auch nicht v = ¢ + y + z gelten. Es bleiben also die Méglichkeiten 8 = —1
mit beliebigem v € {1,0,—-1} und 8 =1 und v = —1. Durch Umbenennen der
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Punkte kann man auch den letzten Fall fortlassen.

Da Rwv auf allen drei Hyperebenen H,, H, und H, liegt, erhalten wir aus {a,v) =
0 = (a,z) — (a,y) + v(a, z) die Gleichung —(a,y) + v(e,z) = 0 und analoge
Gleichungen fiir b und ¢, insgesamt also

(a'a y) = 7(0":)’ (byz} = _7(b12)’ <C>y) = <c72>'

Wir untersuchen jetzt die Vorzeichen von (a,w)({c,w) fir Punkte Rw auf den
affinen Strecken S(p,q), S(g,7) und S(p,r) und analog fiir b und c. Die Punkte
Rw auf den Strecken stellen wir mit Parametern o € [0,1] dar. Wir erhalten
mit den obigen Gleichungen

(a,(1 — o)z + az)(c,(1 — a)z + az) = a(l — a){a, 2){c,z), ( )
(a,(1 —a)e + ay)(c,(1 - @)z + ay) = vo(a, 2)(c, z), (12.2)
(a,(1 = a)y + az){c,(1 — a)y + az) = (y(1 — a) + a)(1 — a)(a, 2)(c,z), (12.3)
(6,(1 — a)y + az)(c,(1 — a)y + az) = a(l — a)(b, z)(c, z), (12.4)
(b,(1 — a)z + ay)(c,(1 — a)z + ay) = —y(1 — a)(b, z)(c, z), (12.5)
(b,(1 — a)z + az){c,(1 — a)z + az) = (—y(1 — &) + a)(1 — a){b, z){c, z), ( )
(a,(1 - @)z + ay)(b, (1 - o) ) (12.7)
(a,(1 - @)y + az)(b,(1 - @) ) (12.8)
(a,(1 — &)z + az)(b,( ) ) (12.9)

(1 —a)z + ay
(7(1 - a) + a)a(a,z)(b,z),
—ya(l - a){a, 2)(8, 2),

= —y2a(1 - a)(a, 2)(b, 2),
(1 —-—a)y+ az) =

b
b
b,(1 -a)z+ az

Wir betrachten den Halbraum K := K(H,, H.), der S(p,7) enthalt. Ein Punkt
Rw liegt in K(H,, H.) genau dann, wenn (a,w)(c,w) = 0 oder dasselbe Vor-
zeichen hat, wie a(l — a)(a, z)(c,z) oder einfach (a,z)(c,z) (Gleichung 12.1).
Insbesondere ist ¢ € K, genau dann, wenn (a,y)(c,y) = ¥{a, z)(c,z) (Gleichung
12.2) dasselbe Vorzeichen hat wie (a, z)(c,z) (oder = 0 ist), genau dann wenn
v = 0,1. In diesem Falle liegen wegen a > 0 und 1 — a > 0 alle Punkte aus
S(p, q) (Gleichung 12.2) und aus S(g,r) (Gleichung 12.3) in K.

Fir den Halbraum K := K(H,, H.), der S(q,r) enthalt, ist ein Punkt Rw genau
dannin K(H,, H.) enthalten, wenn (b, w)(c,w) = 0 oder dasselbe Vorzeichen hat,
wie a(l — a)(b, z)(c,z) oder einfach (b,z)(c,z) (Gleichung 12.4). Insbesondere
ist dann p € K genau dann, wenn (b,z)(c,z) = —v(b, z)(c,z) = 0 oder dasselbe
Vorzeichen wie (b, z)(c,z) hat (Gleichung 12.5), genau dann wenn v = 0,-1.
Damit liegen wegen o > 0 und 1 — a > 0 alle Punkte aus S(p, q) (Gleichung
12.5) und aus S(p,r) (Gleichung 12.6) in K.

Fir den Halbraum K := K(H,, Hs) schlieBlich, der S(p, ¢) enthilt, ist analog
r € K, genau dann, wenn (a,z)(b,z) = 0 oder dasselbe Vorzeichen hat wie
—~%a(1 — a)(a, z)(b, z). Das kann aber nur der Fall sein, wenn beide Werte Null
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sind, also 7 € H, oder » € H, gilt. In diesem Falle ist aber v = y — z oder
v = z — z im Widerspruch zu unserer Anordnung der Punkte.

Sei also ohne Einschrankung ¢ € K(H,, H.) =: K. Dann gilt S(p,q), S(g,7),
S(p,r) € K;. Sei ¢ € PN K, ein weiterer Punkt. Dann gilt nach obigen
Betrachtungen auch fiir diesen S(p,7), S(p,q'), S(q¢',r) C K4+. Wir wollen zeigen
S(g,9') € K. Die Hyperebenen A + q und A + ¢' liegen nach Lemma 11.8 ganz
in K. Sei (p,r) die projektive Gerade durch p und r. Dann gilt §:= (A + ¢)N
(p,7),qd :=(A+¢")N(p,v) € Ky N(p,7) = S(p,7). Ohne Einschrinkung kénnen
wir annehmen, dafl auf der Strecke S(p,r) gilt S(p,q) C S(p,q') € S(p,7),
also gilt nach Lemma 11.9 a) fiir die zugehorigen Halbraume K(A +p, A+ q) C
K(A+p,A+@) C K(A+p, A+r). Betrachten wir die durch Strecken definierten
Halbrdume S(p,q) € K(A+p,A+q) C K, und 5(p,q) C K(A+p,A+7) C Ky,
so haben diese gleiche definierende Halbebenen A+pund A+g¢ = A+g, sind also
entweder gleich oder komplementar. Im letztere Fall wiirde aber gelten P(V) =
K(A+p,A+q)UK(A+p,A+q) C K4, was offenbar nicht sein kann. Also gilt
K(A+p,A+q) = K(A+p,A+3). Analoggilt K(A+p,A+q') = K(A+p,A+7').
Nun folgt ¢ € K(A+p, A+9q) € K(A+p, A+q'), also nach den oben angestellten
Uberlegungen S(p, q), S(¢,4'), S(p,q) € K(A+p,A+q') C K4, also insbesondere
S(¢,9') € K+. Damit ist die Behauptung 1 gezeigt.

Behauptung 2: Fir P, Hy und A wie zuvor sei Q C P eine endliche Teilmenge
mit mindestens zwei Elementen. Dann gibt es Punkte p,» € @, so daf} die durch

S(p,r) definierte Halbebene K := K(A+p, A+r) (oder Hyperebene) alle affinen
Strecken zwischen je zwei Punkten aus Q enthalt.

Diese Behauptung beweisen wir durch vollstindige Induktion nach der Anzahl
n der Punkte in Q. Fir n = 2 ist die Aussage trivial. Fir n = 3 ist sie ein
Spezialfall der ersten Behauptung. Sei alson > 3 und die Behauptung richtig fur
n —1. Wenn alle Punkte aus Q in einer Hyperebene durch 4 liegen, so ist nichts
zu zeigen. Sei also Q' := Q\{q} eine endliche Teilmenge von P mit n—1 Punkten,
die nicht in einer Hyperebene durch A liegen. Seien p,7 € Q' so gewahlt, dafl
alle affinen Strecken zwischen je zwei Punkten aus Q' in K := K(A+p,A + )
liegen. Dann konnen fiir g zwei Falle eintreten: ¢ € K und ¢ ¢ K.

Sei zunichst ¢ € K. Fir jeden Punkt ¢' € Q' gilt dann nach der ersten Behaup-
tung S(¢,¢") C K.

Wenn q ¢ K ist, dann gilt auch nach der ersten Behauptung fiir die drei Punkte
p, ¢ und r ohne Einschrankung der Allgemeinheit ¢ € K(4 + p,A + ¢q) mit
S(p,q),S(g,7), S(p,7) € K(A + p, A+ q). Damit ist auch S(p,7) C K C K(A +
p, A + q). Insbesondere gilt @ C K(A + p, A + q). Nach der ersten Behauptung
liegen dann alle Strecken zwischen Punkten in Q ganz in K(A4 + p, 4 + q).

Behauptung 3: Fur P, Hy und A wie zuvor sei Q@ C P die Menge der Eckpunkte.
Dann gibt es p,qg € Q, so dafi P C K(A + p, A + q).
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Nach der zweiten Behauptung kénnen wir p,r7 € @ finden, so daf alle affinen
Strecken zwischen je zwei Eckpunkten in K := K(A + p, A + r) liegen. Jeder
Punkt ¢" aus P liegt auf einer affinen Strecke, deren Endpunkte ¢ und ¢' auf
Seiten von P liegen (Lemma 12.10). Der bisherige Beweis hat keine Dimensions-
aussagen liber P benutzt. Wir kénnen also durch Induktion annehmen, daf die
Behauptung fir die Seiten von P schon gilt. Die Eckpunkte einer Seite kommen
alle in @ vor, ebenso wie die affinen Verbindungsstrecken zwischen ihnen nach
Behauptung 2 in einem Halbraum K' liegen, der in K gelegen ist. Der Punkt ¢
liegt nach Induktionsannahme — die Seite ist ein Polytop niedrigerer Dimension
—in K' und damit auch in K. Das gilt fiir beide Endpunkte der affinen Strecke
durch ¢q. Da diese auch in K liegt, ist P C K.

Zum Beweis des Lemmas ist jetzt P in einem Halbraum K gelegen, der durch
eine affine Strecke zwischen zwei Eckpunkten aus P definiert wird. Also ist
dieser Halbraum von P(V) verschieden. Durch jeden Punkt von K?° geht also
eine Hyperebene durch A, die P nicht schneidet. O

Der folgende Satz, den wir mit unseren Hilfsmitteln nun leicht beweisen kénnen,
driickt die Konvexitat der hier definierten Polytope aus. Er besagt, daf} ge-
nau diejenigen Punkte, die als Konvexkombinationen der erzeugenden Punkte
Q@ = {q:} eines Polytops P = [Q]u, erhalten werden kénnen, zum Polytop
gehoren. Dazu muf lediglich die definierende uneigentliche Hyperebene Hy fest-
gelegt werden, die Wahl der Koordinatenvektoren fiir die erzeugenden Punkte in
Q ist bis auf das Vorzeichen frei.

Konvexkombinationen der {g;} erhalten wir dhnlich wie in 5.12 bzw. 7.8, wo
wir den durch Punkte {q;} aufgespannten projektiven Unterraum betrachteten.
Der wesentliche Unterschied ist, dal wir nun die Koeflizienten a; nicht nega-
tiv wahlen, also a; > 0. Man vergleiche dazu auch die Definition der affinen
Linearkombination in 2.10.

Eine andere interessante Deutung dieses Resultats ist, daBl P genau aus allen
moglichen Schwerpunkten der g; mit nicht negativen Gewichten besteht. Ins-
besondere kann der Schwerpunkt eines an den erzeugenden Punkten belasteten
Polytops niemals ,auflerhalb® des Polytops liegen. Weiterhin kénnen zu den Er-
zeugenden von P aufler den Eckpunkten beliebige weitere Punkte im ,Inneren®
des Polytops hinzugenommen werden (vgl. 12.27).

12.29 Satz. Sei Hy = H, eine Hyperebene und @ eine endliche Menge mit
QNHy =0. Sei P = [Q]n, das von Q beziiglich Hy in (Q) erzeugte Polytop.
Seien {¢; = Ry;[i = 1,...,n} = @Q und p = Rz. Seien die y; und = so gewdhlt,
daB (a,y;) > 0 und (a,z) > 0. Dann gilt

pEP@Ba;ER:x:ia;y;, a;ZO,iaizl.

=1 i=1
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BewEIS: —>: Wir fihren den Beweis durch Induktion nach der Dimension von
P. Sei p € P und g eine projektive Gerade durch p. Dann schneidet diese
das Polytop nach Lemma 12.10 in der affinen Strecke S(p;,p2) = ¢g N P mit
Endpunkten auf Seiten p; € P; bzw. p; € P,. Seien die p; = Rz;. Dann gibt
es ein a € [0,1] mit ¢ = (1 — a)z; + az;. Da die p; in Polytopen niedrigerer
Dimension liegen, deren Eckpunkte in @ liegen, gibt es Koeffizienten a!, o mit
zy = 2?:1 ajyi, 22 = Z?:I ai'yi, a; > 0, af > 0 und Z?:l a; = Z?:l af = 1.
Also gilt z = (1 —a) 37, afys + a3l afy; = 30, ((1 - a)a) + aof)y;,
(1-a)ai+aaf>0und ). (1—a)ai+aal =(1-a)+a=1.

<—: Wieder beweisen wir die Behauptung durch Induktion. Sei die Behauptung
wahr fir Summen mit hochstens n — 1 von Null verschiedenen Koeflizienten
a;. Sel z = E:;l a;yi, a; > 0 und Z:;l a; = 1. Dannist p; := Rz € P
mit z := Y0, 0a;/(1 — o1)y; wegen o;/(1 —a;) > 0und >0, /(1 — ;) =
(1 - 0a1)/(1 —a;)=1. Weiter gilt ¢ = ayy; + (1 — 1) iy /(1 — a1)ys, also
p € S(q1,p1) C P wegen Folgerung 12.11. O

Mit dem vorstehenden Satz haben wir eine weitere dquivalente Beschreibung
von Polytopen kennengelernt. Diese Beschreibung ist fiir die Computer-Graphik
besonders giinstig, da Polytope meistens mit Hilfe ihrer Eckpunkte angegeben
werden. Insbesondere haben wir damit den im Anschlufl an 12.16 angekiindigten
Algorithmus zur Erzeugung von Polytopen aus einer vorgegebenen Punktmenge
erhalten. Man gehe dabei wie folgt vor.

Algorithmus zur Bestimmung der Eckpunkte und Facetten eines von
einer Punktmenge aufgespannten Polytops:

- Gegeben sei eine endliche Punktmenge @ und eine davon disjunkte Hy-
perebene Hy. Die Disjunktheit kann getestet werden durch Einsetzen
der homogenen Koordinaten der einzelnen Punkte in die Hyperebenen-
gleichung. Auflerdem spanne Q den gesamten projektiven Raum P(V)
auf. Das testet man mit den Methoden von Kapitel 5 (insbesondere 5.12
und 5.13), indem man mit Hilfe des Gaufi-Jordan-Verfahrens den Rang
der von den homogenen Koordinaten aller Punkte aus @ zusammenge-
setzten Matrix iberprift. Er mufl um Eins grofler sein, als die projektive
Dimension von P(V), also mit der Dimension von V iibereinstimmen.

- Aus Q bilde man bezlglich H, alle Stitzhyperebenen von Q. Diese sind
dann auch Stutzhyperebenen des von @ aufgespannten Polytops (12.27).
Dicses ist ein endliches Suchverfakiren, in dem maximale Teilmengen von
Q, die Hyperebenen aufspannen (wieder mit Gaufl-Jordan-Verfahren zu
Uberprifen), daraufthin Uberprift, ob sie Stitzhyperebenen fiir @ sind.
Nach Kapitel 11 ist dabei festzustellen, ob alle Punkte von @ im gleichen
Halbraum beziglich der Hyperebene und Hj liegen.

- Innerhalb der gefundenen Stitzhyperebenen H; wiederhole man die oben
beschriebenen Schritte rekursiv mit der Punktmenge Q N H; beziglich
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Hy N H;. Da die Dimension erniedrigt worden ist, bricht das Verfahren
bei der Dimension Null ab und ergibt die Eckpunkte des Polytops.

- Bei den Zwischenschritten ergeben sich gleichzeitig die Facetten des Po-
lytops.

Damit stehen jetzt alle Hilfsmittel zur Verfigung, um den den in diesem Ka-
pitel wichtigsten Satz zu beweisen, in dem das Verhalten von Polytopen bei
projektiven Abbildungen angegeben wird. Von besonderem Interesse ist dabei
die Aussage liber die Eckpunkte, da Polytope durch ihre Eckpunkte und eine de-
finierende Hyperebene vollstindig beschrieben werden konnen (12.19 und 12.27).

12.30 Satz. Sei P(f): P(V)\ P(Z) — P(W) eine projektive Abbildung mit
dimBild(P(f)) > 1, und sei P ein Polytop in P(V), das das Zentrum P(Z) von
P(f) nicht schneidet. Dann ist P(f)(P) ein Polytop in P(W). Seine Eckpunkte
sind Bilder von Eckpunkten von P.

BEWEIS: Durch Verkleinern von P(V) und P(W) kénnen wir ohne Einschran-
kung annehmen, dafl dim P = dim P(V) gilt und daf P(f) surjektiv ist.

Wegen dim P(W) > 1 gilt dim P(Z) < dim P(V) —2. Wir konstruieren mit Hilfe
von Lemma 12.28 eine uneigentliche Hyperebene Hy, die P nicht schneidet und
fir die P(Z) C H, gilt. Es geniigt dazu zu zeigen, daf es einen (dim P(V) — 2)-
dimensionalen Unterraum A gibt mit P(Z) € A und AN P = 0. Dazu legen
wir durch P(Z) einen Unterraum P(X) mit dim P(X) = dim P(Z) + 2. Wenn
P(X)NP = 0, dann haben wir die Dimension eines Unterraumes durch P(Z), der
P nicht schneidet, echt vergréBert. Wenn aber P(X)N P # 0, dann gibt es nach
Satz 12.4 und Lemma 12.28 eine Hyperebene P(Y) in P(X), die P(X)N P nicht
schneidet und fiir die P(Z) C P(Y) gilt. Wieder haben wir die Dimension des
P(Z) umfassenden Unterraumes, der P nicht schneidet, echt vergrofiert. Dieser
Prozess bricht ab, wenn der gewonnene Unterraum eine Hyperebene von P(V)
ist.

Nachdem P(Z) C H, gilt, ist Hy := P(f)(Ho) eine Hyperebene von P(W).
Sei @ = {¢; = Ry;|t = 1,...,n} die Menge der Eckpunkte von P. Sei Q' :=
P(f)Q) und P' := [QI]HS‘ Seip=Rz € Pmitz =) . oy, a; > 0 und
Yy = 1. Dannist P(f)(p) = Rf(z) € [Q']n; wegen f(z) = 31, a:f(us),
a; > 0und 37, a; = 1. Weiter ist jeder Punkt p' = Rz' € [Q']y; mit
g =Y oyl = Y0 aif(yi) = f(Oh, iy:) auch in P(f)(P) gelegen, weil
p:=Rz=RY . oy; € Pgilt. O
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Wir kommen jetzt zur Untersuchung von sichtbaren und unsichtbaren Punkten
eines Polytops. Dazu setzen wir im folgenden immer voraus, daf}

(P(f), P(h), P(W), P(W"))

eine vollstandige Sichtabbildung wie in Kapitel 9 ist. Wir erinnern uns, daf ein
Punkt p (eines Polytops P) kollinear mit P(f)(p) und P(k)(p) ist (9.17). Wenn
zwel Punkte p und ¢ auf derselben Sichtgeraden gegeben sind, dann erhebt sich
die Frage, welcher der beiden Punkte den anderen verdeckt. Dazu definieren wir

13.1 Definition: Sei (P(f), P(h), P(W), P(W')) eine vollstindige Sichtabbil-
dung. Seien p und g zwei verschiedene Punkte aus P(V)\ (P(Z)U P(V')) auf
einer gemeinsamen Sichtgeraden und gelte p, P(h)(p) ¢ P(W). Sei S(p, P(h)(p))
die bezliglich der uneigentlichen Hyperebene P(W) affine Strecke. Wir sagen,
daB p von q verdeckt wird, wenn g € S(p, P(h)(p)) gilt.

Sei P C P(V) eine Punktmenge und p € P(V)\(P(Z)UP(V')) mit p, P(h)(p) ¢

P(W). p wird von P verdeckt, wenn es einen Punkt ¢ € P\ (P(Z)U P(V")) gibt,
der p verdeckt.

Sei P wie zuvor und p € P\ (P(Z)UP(V')). p heifit sichtbar, wenn p von keinem
Punkt von P verdeckt wird.

Diese Begriffsbildung kommt der Anschauung wesentlich entgegen. In der Praxis
kann man auch nur eine Seite eines Korpers sehen. Von der anderen Seite aus
geht die Sichtgerade durch die uneigentliche Hypereben P(W) hindurch zum
Fokus P(Z). Wir stellen uns auf den Standpunkt, da8 man tber die uneigentliche
Hyperebene, den Horizont, hinaus nicht sehen kann.

Fur einen uneigentlichen Punkt p € P(W) haben wir hier also festgelegt, daf er
immer sichtbar ist. Man konnte sich auch dazu entschlielen, beide Sichtstrahlen
auf verdeckende Punkte hin zu untersuchen. Da wir jedoch im wesentlichen nur
Mengen P im affinen Raum betrachten werden, ist diese Unterscheidung nicht
wichtig. Bei den zu konstruierenden graphischen Hilfsmitteln hat man damit
namlich auch die Moglichkeit, durch geeignete Wahl der uneigentlichen Hyper-
ebene Schnittfiguren zwischen einer Hyperebene und der vorgebenen Menge P
sichtbar zu machen.

Ebenso sind Punkte p mit P(h)(p) € P(W) sichtbar. Diese Festlegung ist vor-
teilhaft, da bei einer Parallelprojektion P(Z) C P(W) gilt und damit fiir alle
Punkte p gilt P(h)(p) € P(W). Allerdings kommen dann bei einer Parallel-
projektion keine verdeckten Kanten vor. Das ist aber auch verstandlich, weil
bei einer Parallelprojektion keine weitere trennende Hyperebene gegeben ist und
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damit die Projektionsrichtung nicht festgelegt ist. Man kann bei einer Parallel-
projektion das Polytop sowohl von der einen als auch von der anderen Richtung
sehen.

Wir werden spater auch diesen Fall noch diskutieren. Wenn man sich z.B. im
Inneren eines (hohlen) Polytops befindet, dann sind zunichst alle Seiten sichtbar.
Wir sind es jedoch gewdhnt, nur maximal einen Halbraum in der Sichtrichtung
als sichtbar anzusehen (vgl. das Paradoxon des Photographen im Fall eines
éffnungswinkels von mehr als 180°). Sonst kénnen mehrere sichtbare Punkte
dasselbe Bild erhalten.

Man kénnte auch andere Festlegungen fir die Sichtbarkeit treffen, indem man
z.B. denjenigen Sichtstrahl untersucht, auf dem P(f)(p) nicht liegt. Wenn man
das technische Modell, das unseren Uberlegungen zu Grunde liegt, genau durch-
denkt, besteht auch die Méglichkeit, Verdeckungen in bezug auf Strecken der
Form S(p, P(f)(p)) zu definieren. Da jedoch die Rollen von P(f) und P(h)
weitgehend symmetrisch sind, beschranken wir uns auf die oben gegebene Defi-
nition.

Es bleiben schlielich noch Punkte p € P(Z)U P(V'). Fir diese ist P(h)(p) oder
P(f)(p) jedoch nicht definiert. Ist P(h)(p) nicht definiert, so ist p = P(f)(p)
nach 9.16 und damit sichtbar. Ist P(f)(p) nicht definiert, so hat p kein Bild bei
der gewihlten Sichtabbildung. Wir kénnen im folgenden immer annehmen, daf}

p # P(R)(p) gilt.

Es wird uns jetzt darauf ankommen, geeignete Kriterien fiir die Sichtbarkeit bzw.
fir Verdeckungen zu finden. Fiir beliebige Mengen P bleibt dazu nur die Unter-
suchung jedes einzelnen Punktes. Einfacher und mathematisch interessanter ist
die Untersuchung von Polytopen. Wir zeigen zunachst, dafl eine Strecke, die von
einem Punkt in einem Polytop ausgeht und mindestens zwei Punkte mit dem
Polytop gemeinsam hat, eine echte Strecke mit dem Polytop gemeinsam hat.

13.2 Lemma. Sei H, eine Hyperebene, P ein Polytop, p = Rz € P und S(p, q)
mit ¢ = Ry ¢ P eine bezliglich H, affine Strecke. Dann sind dquivalent
a) S(p,q) N P # {p};
b) i)(a,z){a,y) > 0= e >0Vte[0,e]: R((1 - t)z +ty) € P, und
i) (a,z){a,y) < 0= Je >0Vt € [0,e]: R((t — 1)z + ty) € P.

BEWEIS: Sei g die Gerade durch p und ¢. Dannist S(p,q)NP = S(p,q)NgNP =
S(p,q) N S(u,v) nach Lemma 12.2 und 12.4, und es gilt p € S(p,q) N S(u,v) # 0.
Wegen ¢ ¢ S(u,v) ist nach Folgerung 10.8 S(p, ¢) " S(u,v) = S(p,u). Wir zeigen
zundchst

a) = b): Sei S(p,q)NP # {p}. Nach Folgerung 10.8 gilt also S(p,¢)NP = S(p,u)
mit u # p. Alsoist u € S(p,¢). Damit gibt es ein € > 0 mit v = R((1 —¢)z +ey).
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Weiter gilt wegen S(p,u) C P im Falle (a,z)(a,y) > 0 wegen S(p,q) = {R((1 —
t)z + ty)lt € [0,1]}:

Vi € [0,e]: R((1 - é)x + z(u &)z +ey)) = R((1 - t)o + ty) € P.
Im Falle (a,z)(a,y) < 0 gilt wegen S(p,q) = {R((t — 1)z + ty)|t € [0,1]}:
Vi€ [0,6]:R((£ “et (1 - e)e +ew)) =R((t - 1z + ty) € P.

b) = a): Sei S(p,gq)N P = {p}. Dann gilt V¢ € (0,1] : R((1 — t)z + ty) ¢ P bzw.
vte (0,1]: R((t — 1)z +ty) ¢ P. O

Zur genauen Bestimmung der sichtbaren Punkte zeigen wir zundchst, dafl nur
auf den Seiten eines Polytops sichtbare Punkte auftreten konnen.

13.3 Satz. Sei P ein Polytop in P(V)\(P(Z)UP(V")). Sei H, eine Hyperebene,
die P nicht schneidet. Wenn ein Punkt p € P sichtbar ist, dann liegt p in einer
Hyperebene, die eine Seite von P enthalt.

BewEIS: Der Punkt p ist nach Definition genau dann sichtbar, wenn gilt
S(p, P(h)(p)) N P = p. Nach Satz 12.8 und Lemma 13.2 ist dann gN P = S(p, q)
eine Strecke mit dem Endpunkt p, wobei g die Gerade durch p und P(h)(p) ist.
Lemma 12.10 impliziert dann, dal p auf mindestens einer Seite des Polytops
liegt. O

Damit konnen wir jetzt das zentrale Kriterium fir die Sichtbarkeit von Punkten
eines Polytops formulicrei. und beweisen. Problematisch sind dabei vor allem
die Punkte, die in zwei oder mehr Seiten des Polytops gleichzeitig enthalten
sind. Unser Test im folgenden Satz sagt bildlich geometrisch gesprochen, daB ein
Punkt auf einer Seite sicher dann sichtbar ist, wenn die Strecke von dem Punkt p
zum Fokus P(h){p) in cinem anderen Halbraum bzgl. der gefundenen Seite und
der uneigentlichen Hyperebene liegt, als das restliche Polytop. Weiterhin gibt es
zu jedem sichtbaren Punkt eine Seite mit dieser Eigenschaft. Ausnahmen bilden
uneigentliche Punkte. Man beachte, dafl Punkte auf Kanten oder Facetten auch
auf Seiten liegen konnen, die diese Bedingng nicht erfiillen. Es geniigt jedoch,
mindestens eine Hypercbene mit der oben genannten Eigenschaft anzugeben.

13.4 Satz. Sei P ein Polytop in P(V)\ (P(Z)U P(V')). Sei H, eine Hyper-
ebene, die P nicht schneidet. Sei P(W) = H, die uneigentliche Hyperebene der
vollstindigen Sichtabbildung. Sei p = Rz € P. Der Punkt p ist genau dann
sichtbar, wenn

a) (b,z)(b,h(z)) = 0 oder
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b) wenn es eine Hyperebene H,. gibt, die eine Seite von P und den Punkt
p enthalt, wobei ¢ so normiert ist, daf§ fir alle Punkte ¢ = Ry € P gilt
(a) y)(c) y) 2> 0) und wenn

(a,2) (b, ) (b, h(2)) (¢, (=) < 0.

BEWEIS: Gelte zunéachst eine der beiden angegebenen Bedingungen. Wenn
(b,z)(b,h(z)) =0

gilt, dann ist p oder sein Bild P(h)(p) in der uneigentlichen Hyperebene, also
ist p nach Definition immer sichtbar. Sei also (b,z)(b,h(z)) # 0. Durch das
Vorzeichen dieses Produkts wird bestimmt, welches die affine Strecke von p nach
P(h)(p) ist. Ist (b,z)(b, h(z)) > 0, so ist S(p, P(h)(p)) = {R((1 —t)z +th(z)|t €
(0,1]}, andernfalls gilt S(p, P(h)(p)) = {R((t — 1)z + th(z)|t € [0,1]}. Die
Ungleichung (a, ) (b, z)(b, h(z))(c,h(z)) < 0 1Bt sich nun ausdricken als

(b,z)(b,h(z)) > 0 = (a,z)(c,h(z)) <0

und
(b,z)(b,h(z)) < 0= (a,z)(c,h(z)) > 0.

Wegen (c,z) = 0 konnen diese Ungleichungen fiir geniigend kleine Werte von ¢
ibergefiithrt werden in

(b, 2)(b, h(z)) > 0 =>
Je € (0,1) Ve € (0,¢, . (a.(1 — t)z + th(z)) (¢, (1 — t)z + th(z)) < 0

und

(b,z)(b, h(z)) <0 =" -
Je € (0,1] Vt € (0,€] : \a,(t — 1)z + th(z))(c, (t — 1)z + th(z)) < 0.

Die Bedingung (a,y)(c,y) > 0 fiir die Punkte ¢ = Ry € P impliziert dann
(b, z) (b, h,(av‘) >0= Je€(0,1] Vt € (0,¢] : R((1 — t)z + th(z)) ¢ P
und
(b, ) (b, h(z)) < 0 => e € (0,1] V¢ € (0,¢] : R((t — 1)z + th(z)) ¢ P.

Weiterhin kann das € so klein gewahlt werden, dafl die Strecken S(p, R((1 —¢)z +
eh(z))) bzw. S(p, R((e —1)z+eh(z))) die Hyperebene H, nicht schneiden. Nach
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Lemma 13.2 folgt in beiden Fallen S(p, P(h)(p)) N P = {p}, d.h. p ist sichtbar,
wobei S(p, P(h)(p)) die beziglich P(W) = H, affine Verbindungsstrecke von p
und P(k)(p) ist.

Fir die Umkehrung des Beweises nehmen wir an, dafl p sichtbar ist und daf]
(b, z)(b, h(z)) > 0 gilt. Der Fall (b,z)(b, h(z)) < 0 kann analog behandelt werden.
Weiter nehmen wir an, daf} fiir alle Hyperebenen H., auf denen p liegt und die
eine Seite von P enthalten, gilt

(a,2)(b, ) (b, h(2))(c, h(z)) > 0.

Sei P =i, K+(Ha, H,) \ H, die affine Darstellung des gegebenen Polytops,
wobei die Hyperebenen H,, jeweils eine Seite von P enthalten. Sei g die Gerade
durch p und P(h)(p) und S(p,q) = gNP. Wenn p nicht auf H, liegt, dannist p €
gNKy(Ha,He,)\ H, und es gibt ein ¢; > 0 mit {R((1 —t)z +th(z))|t € [0,€:]} C
gN Ky (H,,H.). Ist p € H., dann folgt aus (a,z)(b,z)(b,h(z))(ci, h(z)) >
0 und (b,z)(b,h(z)) > 0 zunachst (a,z)(c;,h(z)) > 0. Wir betrachten den
Ausdruck A(t) := (a,(1 — t)z + th(z))(c, (1 — t)z + th(z)) =t - {(1 — t)(a,z) +
t(a, h(z))}{c, h(z)) (wegen (c,z) = 0). Es ist (a,z) # 0 nach Voraussetzung. Ist
(c,h(z)) = 0, so ist A(t) = 0 fir alle ¢. Ist (c,h(z)) # 0, so ist A(t) > 0 fur alle
gentigend kleinen ¢ > 0. Also gibt es ein ¢; > 0 mit {R((1 — t)z + th(z))|t €
(0,e;)} € gN Ky (H,,H.). Damit ist aber fir ein geeignetes ¢ = Min(e;) > 0
auch {R((1 —t)z +th(z))|t € [0,€]} € gNP im Widerspruch dazu, dafi p sichtbar
ist. Also folgt die zweite Bedingung des Satzes. O

13.5 Folgerung. Sei P ein Pdlytop.in P(V)\(P(Z)U P(V")). Sei P(W) = H,
eine Hyperebene, die P nicht schneidet. Sei p = Rz € P. Der Punkt p ist genau
dann sichtbar, wenn es eine Hyperebene H. gibt, die eine Seite von P und den
Punkt p enthélt, wobei ¢ so normiert ist, daf§ fir alle Punkte ¢ = Ry € P gilt
(a,y)(¢c,y) >0, und wenn (

(a,h(z))(c, h(z)) < 0.

BEWEIS: Wir verwenden Satz 13.4 mit a = b. (a,z)(a,z) > 0 gilt immer. Daher

kann dieser Teil des Ausdrucks im Ergebnis des Satzes 13.4 fortgelassen werden.
a

13.6 Folgerung. Die Voraussetzungen seien wie in Folgerung 13.5. Weiter sei
bei der vollstindigen Sichtabbildung dim P(Z) = 0, d.h. der Fokus bestehe nur
aus einem Punkt ¢ = Rz. Dann gilt: p ist genau dann sichtbar, wenn es eine
Hyperebene H, gibt, die eine Seite von P und den Punkt p enthélt, wobei ¢ so
normiert ist, daB fiir alle Punkte ¢ = Ry € P gilt (a,y)(c,y) > 0, und wenn
(a,z)(c,z) < 0.

BEWEIS: folgt aus der Tatsache, dafl P(h)(p) = ¢ fir alle p € P gilt. O
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Diese Folgerung gibt die bekannte Aussage wieder, daf} eine Seite eines Polytops
bei einer Sichtabbildung von P(R*) nach P(R?) entweder ganz sichtbar oder gar
nicht sichtbar ist. Die Bedingung (a, z)(c, z) < 0 ist namlich von der Wahl von p
unabhingig. Sie hiangt nur von der gewdhlten Seite ab. Der Faktor (a, z) kann
durch die Bedingung, daf alle beziiglich H, affinen Punkte nur mit Vektoren
Rz mit (a,z) > 0 dargestellt werden, ebenfalls eliminiert werden. Die dann
einzig nachzupriifende Bedingung (c,z) < 0 ist die Bedingung, die bei affinen
Betrachtungen sonst mit der Hesseschen Normalform erhalten wird.

Welche Konsequenzen hat nun das erzielte Resultat? Zunachst halten wir fest,
daB selbst in einfachen Fallen (Folgerung 13.5) auf einer Seite sowohl Punkte
liegen konnen, die sichtbar sind und sogar die Bedingung (a, h(z))(c, h(z)) < 0
erflillen, als auch Punkte, die verdeckt sind. Ein zweidimensionales Beispiel sieht

man in Figur 13.1.

P (V)

PW |P(V)

Figur 13.1

Das liegt daran, dafl (projektive) Polytope auch die uneigentliche Hyperebene
schneiden kénnen. Beim Durchgang einer Strecke auf einer Seite durch die unei-
gentliche Hyperebene dndert sich das Vorzeichen des oben angegebenen Produkts

{a,2)(b,z)(b, h())(c, h(2)),

so dafl die Sichtbarkeit der Strecke sich an diesem Schnittpunkt dndert. Fir den
Vorzeichenwechsel ist der Faktor (b, z) verantwortlich.

Untersuchen wir die einzelnen Faktoren weiter, so kénnen wir feststellen, daf}
das Vorzeichen von (a,z) sich bei Verandern des Parameters z in der iblichen
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Weise entlang einer Strecke in P nicht andert, weil PN H, = 0. Wir kénnen die
Repréasentanten =z der Punkte von P so wahlen, daBl immer {a,z) > 0 gilt. Je
zwei Punkte von P werden dann durch eine in P liegende bzgl. H, affine Strecke
mit der liblichen Parametrisierung verbunden (10.11). Damit spielt der Faktor
(a,z) in unseren Uberlegungen nur noch eine untergeordnete Rolle. Uber die
Vorzeichen der Reprasentanten z ist damit jedoch entschieden.

Die iibrigen drei Faktoren spielen jedoch jeweils gleichgewichtige Rollen. Be-
trachten wir einmal einen der Faktoren, z.B. F(z) := (c,h(z)). Wie in den
Vorbemerkungen zu 11.17 ist F(z) = 0 eine lineare Gleichung (d,z) = 0, ihre
Losungsmenge also entweder der gesamte Raum oder eine Hyperebene. Da wir
nur Seiten bei der vollstindigen Sichtabbildung auf Sichtbarkeit hin untersu-
chen miissen, fiir die die moglichen Faktoren F(z) auch von Null verschieden
sein konnen, konnen wir zundchst ohne weiteres annehmen, dafl die Menge
{Rz|F(z) = 0} eine Hyperebene in P(V) und auch in der von der betrachteten
Seite aufgespannten Hyperebene H,. ist. Die Hyperebene H. wird also durch
{Rz|F(z) = 0} und H, in zwei Halbebenen aufgeteilt nach dem Vorzeichen von
(a,z)(d, z), oder mit der Festlegung (a,z) > 0 allein nach dem Vorzeichen von
(d,z). Das gilt fir jeden der drei Faktoren unseres Produkts. Fiir die Punkte
auf einer Strecke in P N H, wird sich jeweils beim Uberschreiten einer dieser
Hyperebenen das Vorzeichen des Produkts d&ndern. Recht uniibersichtliche Teile
einer Seite konnen damit sichtbar oder unsichtbar werden, wie z.B. in Figur 13.2.

P (2)

Figur 13.2

Wi: wollen uns im weiteren auf den Fall beschrianken, dal weder das betrachtete
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Polytop P noch sein Fokus-Bild P(h)(P) die uneigentliche Hyperebene H} schnei-
det. Dann gilt fiir alle Punkte p = Rz € P die Ungleichung (b, z)(b, h(z)) > 0

z.B. durch Festlegung des Vorzeichens von h. Unsere Ungleichung zum Uberprii-
fen der Sichtbarkeit reduziert sich dann auf

(a,z) > 0 zur Festlegung des Vorzeichens von z,
(b,z)(b, h(z)) > 0 zur Festlegung des Vorzeichens von h, und
(¢, h(z)) = (d,z) < 0 als Bedingung fir die Sichtbarkeit.

Algorithmus zur Bestimmung der sichtbaren Kanten eines Polytops

Fir alle Seiten H. N P des Polytops und fiir alle Kanten S(p, q) des Polytops in
der vorgegebenen Seite mit p = Rz und ¢ = Ry {iberpriife man, ob (d,z) und
(d,y) dasselbe Vorzeichen haben oder nicht. Wenn dasselbe Vorzeichen vorliegt
und negativ ist, dann ist die Kante in ihrer vollen Lange sichtbar. Bei gleichem
positiven Vorzeichen ist unentschieden, ob die Kante sichtbar ist, sie ist auf
weiteren Seiten des Polytops evtl. weiter zu untersuchen. Sind die Vorzeichen
von (d,z) und (d,y) verschieden, so finde man den (vorhandenen) Schnittpunkt
r € S(p,q) N Hyq. Sei p der Punkt mit (d,z) < 0 so ist S(p,r) sichtbar. Der Teil
S(r,q) ist evtl. auf weiteren Seiten noch zu untersuchen.
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Wir haben in den Kapiteln 8. und 9. die allgemeine Theorie der projektiven
Abbildungen kennengelernt. In diesem Kapitel sollen nun spezielle projektive
Abbildungen studiert werden. Wir interessieren uns zunachst fir Projektivitaten
von einem projektiven Raum in sich. Fiir diese werden wir zeigen, daf sie aus
ganz bestimmten Bausteinen, wie Rotationen, Spiegelungen, Translationen, Per-
spektivititen etc. zusammengesetzt werden konnen.

Es ware zu umfangreich, alle bekannten Sdtze iiber Zerlegungen von allgemeinen
Projektivitaten in speziellere Abbildungen herzuleiten, z.B. Sédtze liber eindeutige
Darstellungen oder aber die verschiedenen Moglichkeiten der Zerlegungen. Fir
unsere Anwendungen ist es nur wichtig zu wissen, daf} es genligt, die weiter unten
angegebenen speziellen Abbildungen zu studieren und aus ihnen alle anderen
Projektivitaten zusammenzusetzen.

Wir stellen die Projektivitaten alle durch die Angabe der Matrizen dar, die die
entsprechende lineare Abbildung liefern. Man beachte dabei, dafl wir bei An-
wendung der Matrix auf einen Vektor (ein n-Tupel) immer mit der Matrix von
rechts auf einen Zeilenvektor multiplizieren. Weiterhin wollen wir die uneigentli-
che Hyperebene durch die homogenen Koordinaten (ai,...,an,0) festlegen, also
genauer von einer Zerlegung von V = R™**! = (3" Re;) ® Reyy1 = W ® Ra
ausgehen, wo W die uneigentliche Hyperebene ist und a = en,4; festgehalten
wird. Die e; seien dabei die kanonischen Basisvektoren des R™*!.

14.1 Euklidische projektive Raume

Besondere Aufmerksamkeit verdient die fir die Anwendungen in der Computer
Graphik bedeutsame Tatsache, daf} wir eigentlich von einem euklidischen Raum
ausgehen wollen und diesen dann als affinen Teilraum eines projektiven Raumes
auffassen wollen. Es wird daher projektive Abbildungen geben, die sich auf den
affinen Raum einschranken lassen und darunter sogar solche, die orthogonale
Abbildungen auf dem affinen Teilraum definieren. Andrerseits werden wir Ab-
bildungen finden, die sich nicht »«{ den gegebenen affinen Teilraum einschranken
lassen, bei denen also uneigentliche Punkte in eigentliche Punkte und umgekehrt
abgebildet werden konnen. Wir fihren daher zundchst euklidische Strukturen in
projektiven Rdumen ein und studieren ihre Eigenschaften.

14.1 Definition: Sei P(V) ein projektiver Raum. Eine euklidische Struktur
auf P(V) besteht aus einem affinen Teilraum 4 C P(V) mit Translationsraum
W C V, einem die affine Struktur definierenden Vektor a € V\W und einem Ska-

larprodukt o auf W. (P(V), W,a,0) heifit dann auch ein euklidischer projektiver
Raum.
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Diese Definition hangt sehr stark von der Auswahl des verwendeten affinen Un-
terraums in P(V) ab. Tatsdchlich werden wir zeigen, dafl man den Raum W
bzw. A nicht dndern kann, ohne die euklidische Struktur zu verindern. Wir ver-
lieren also bei der euklidischen Struktur die Gleichwertigkeit von ,eigentlichen®
und ,uneigentlichen“ Punkten. Es steht in euklidischen projektiven Rdumen
unverriickbar fest, welches die uneigentlichen Punkte sind. Diese Struktur wird
sogar schon durch nur endlich viele Punkte eines geeigneten projektiven Koordi-
natensystems bestimmt, wie wir in 14.3 sehen werden.

Sei im folgenden P(V) mit V = W & Ra und einer fest gewahlten euklidischen
Struktur o gegeben. Fiir eigentliche Punkte p = Rz, ¢ = Ry in A C P(V)
definieren wir den Abstand wie in 3.17 als ||p,q]] := ||7(p,q)||. Ohne Ein-
schrinkung kénnen wir nach Lemma 6.1 die Vektoren z und y so wahlen, daf}
z = w(p) + @ und y = w(q) + a gelten. Der Translationsvektor 7(p, ¢) ist nach
6.2 7(p,q) = w(q) — w(p) = y — z, also erhalten wir

1P, qll = lly — =

fir p = Rz und ¢ = Ry in A. Man beachte, dafl durch die spezielle Wahl der
Vektoren z und y gilt y—z € W. Daher kénnen wir die durch das Skalarprodukt
in W induzierte Norm verwenden.

Wir beachten, dafl der Abstand nur zwischen cigentlichen Punkten definiert ist,
denn es gibt keine Translationsvektoren zu uneigentlichen Punkten, so dafl wir
auch keine Norm des euklidischen Vektorraumes anwenden konnen.

Sei dim P(V) = n. Dannist dimV =n+1 und dimW = n. Sei wy,...,w, eine
Orthonormalbasis in W. Sei*pg € A ein fest gewahlter eigentlicher Punkt. Wir
definieren Punkte p; := pg + w; firt =1,...,n.

14.2 Lemma. Die Punkte py,...,p, bilden eine projektive Basis von P(V'), die
wir auch eine projektive Orthonormalbasis nenncn.

BewEls: Nach Definition 7.3 missen wir nachweisen, dafl die n + 1 Punkte in
keiner gemeinsamen Hyperebene von P(V) liegen. Dazu werden wir die Fol-
gerung 7.4 verwenden. Sei po = Rzy mit z¢ = wy + a. Wir betrachten die
Repréasentanten der tibrigen Punkte p; = Rz; mit z; = wy + a + w;. Man kann
wy darstellen als wy = Z?:l a; - w; und erhalt

n n

a=w0+a—Za;(w0+a+w4—wo—a):a:o—Zai(xi—zo),

=1 =1

Wi =T;— Wy —a=2; —Zo.
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Also kann die Basis a,w;,...,w, von V durch Linearkombinationen der z; dar-
gestellt werden, d.h. dafl die z;,7 = 0,...,n eine Basis von V bilden. Nach 7.4
sind wir damit fertig. O

14.3 Satz. Auf dem projektiven Raum P(V') seien zwei euklidische Strukturen
(W,a,0) und (W',d',0') gegeben. Dann enthdlt AN A' ein projektives Ko-
ordinatensystem pg,...,pnt1 von P(V). Wenn fir alle 0 < 1 < j < n+1
gilt ||pi,pjlle = ||pi,pjllor, dann ist W = W', ¢ = A? - o' fiir eine Konstante
A€ R\ {0} unda— Ad' e W.

BEWEIS: Wir flihren den Beweis durch die Formulierung und den Beweis von
mehreren Behauptungen.

Behauptung 1: Sei U ein echter Untervektorraum von V. Dann gibt es eine Basis
vg,...,V, von V, diein V \ U liegt.

Beweis: Wir bestimmen eine Basis ug,...,u, von U und verlingern sie zu
einer Basis ug,...,ur,Vp41,...,vn von V. Dann ist auch ug + vn,...,ur +
Un,Vr41,-.-,V, Basis von V. Die Vektoren v,4;,...,v, liegen nicht in U, also

keines der konstruierten Basiselemente.

Behauptung 2: Seien W und W' zwei n-dimensionale Untervektorrdume des
(n + 1)-dimensionalen Vektorraumes V. Dann gibt es eine Basis vg,...,v, von
V,diein V' \ (W U W') liegt.

Beweis: Wenn W = W' ist, dann folgt das aus der 1. Behauptung. Sei also W #
W'. Dannist U := W N W' ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum von W.
Sei w' € W'\W und sei wy,...,w, eine Basis von W, diein W\U = W\W' liegt.
Dann ist w',w1,...,w, eine Basis von V, und w; —w',w; +w',...,w, +w' sogar
eine Basis von V, die keine Elemente in WU W' hat. Klar ist, daf diese Vektoren
wieder eine Basis bilden, denn die vorher angegebenen Basiselemente lassen sich
alle als Linearkombinationen der ncuen Vektoren darstellen. Ist w; +w' € W, so
auch w' im Widerspruch zur Voraussetzung tiber w'. Ist w; £ w' € W', so auch
w; im Widerspruch zur Voraussetzung tiber w;.

Behauptung 3: Es gibt eine projektive Basis py, ..., p, von P(V), deren Elemente
in AN A' liegen.

Beweis: Wir betrachten die Punkte p; = Rv; mit v; wie in Behauptung 2. Nach
Folgerung 7.4 bilden diese Punkte cine projektive Basis fur P(V). Wegen v; ¢ W
gilt p; ¢ P(W), also p; € P(V)\ P(W) = A. Ebenso sieht man p; € A', also
p; € ANA firallei =0,...,n.

Behauptung 4: Es gibt ein projektives Koordinatensystem pg,...,pnt1 von
P(V), dessen Elemente in AN A’ liegen.

Beweis: Wir benutzen die in Behauptung 3 konstruierte projektive Basis

Po, - --,Pn mit den Reprisentanten z; und definieren 2,41 := Y -, &;z; zunachst
mit beliebigen Koeffizienten «; # 0 und pp+; := Rzp41. Offenbar bilden je
n + 1 der Vektoren zg,...,z,+1 eine Basis von V, also haben wir nach Folge-

rung 7.4 und 7.6 ein projektives Koordinatensystem von P(V') gefunden. Ist nun
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Tn41 € W fir jede Wahl der Koeflizienten a;, so insbesondere auch fir die Wahl
ap=...=ap, =1undfir ay =2, ] =... = al, = 1. Mit ihnen erhalten wir
Trtl = D oig QiTi, Thyy = 3 palz; € W, alsoauch zg = 2, —Tny) € Wim
Widerspruch zur Konstruktion der z;. Konstruieren wir einen weiteren Vektor
Thol =0 oa 'z; mit af =3, al =...=a! =1, sokonnen keine zwei der drei
Vektoren gemeinsam in W oder in W' liegen. Also liegt ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit ¢,41 € V \ (W U W'). Der Punkt p,4; = Rzp41 kann also auch
in AN A' gewahlt werden.

Fiir den Rest des Beweises legen wir jetzt einige Notationen fest. Wir wihlen ein
projektives Koordinatensystem py,...,pny1 € AN A'. Bezliglich der Zerlegung
V=W&Ra=W&Ra'seip; = R(w; +a) = R(wi+a') fur: =0,...,n+1 mit
w; € W und w} € W'. Da die p; ein projektives Koordinatensystem bilden, gibt
es Konstanten ,B,,,B’ € R\{0} mit "7 Bi(wi+a) = 0und 327 Bi(wl4a') = 0.
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man

Bri1 =By = —1

wiahlen. Da sowohl die w; + a als auch die w} + a' die Punkte p; darstellen, gibt
es eindeutig bestimmte A\; € R mit w; + a = A;(w} +4a');i=0,...,n+ 1.
Behauptung 5: Die euklidische Struktur auf W ist eindeutig durch die Werte

von ||pi,pj|l, + =0,...,n + 1 bestimmt.
Beweis: Offensichtlich geniigt es, die Werte der Skalarprodukte (w; —wq,w; —wy)
firi,7 = 1,...,n zu kennen, weil die Vektoren w; —w, eine Basis des euklidischen

Raumes W bilden. Es ist aber

1
(w,- — Wo,W; — wo) = 5(('“)1. — Wo, Wy — wo) + <wJ — W, w5 — wo)

- ((w:‘ —wp) — (w; — wo):(wj —wo) — (w; — wo)))

1
5 (Ilpo, Pill2 + lIpo, i 1I2 — llps, p51I2) -

Die euklidische Struktur auf W ist daher vollstandig durch die Matrix M :=
((wi — wo,wj — wo)) € R(™™) bestimmt. Wir definieren fiir die noch nicht
verwendeten Werte

1
Vi 1= (Wnt1 — Wo, Wi — wo) = 5 (Ilpo, pillZ + lpos Prtalls = llpis praall) -

Behauptung 6: Die Koeflizienten §;, 1 = 0,...,n sind durch M, die v; und die
Festlegung 3,41 = —1 eindeutig bestimmt.
Beweis: Aus Y iy fi(wi+a) = 0 und der oben getroffenen Festlegung fnq1 = —1

fOIgt wn+1 + a = Z,zo ﬂz(wz ) Zg:] ﬂz(wt ‘LU()) + Zz:O ﬁzwo + Zz:O ﬁ‘la"
Durch Koeffizientenvergleich folgt "0 B; = 1 und wnq1 —wo = Yooy Bi(w; —



14.1 Euklidische projektive Raume 195

wo). Wir bilden die Skalarprodukte v; := (wny1 — wo, wj —wo) = S Biw; —
wo,w; —wo) und erhalten (y1,...,%2) = (B1,...,0n) - M. Da M positiv definit,
insbesondere also invertierbar ist, erhalten wir die eindeutig bestimmten

(ﬂl""’ﬂn)=(711---a7n)'M_1~

Weiter erhalten wir aus Y . 3; =1

Bo=1- Zﬂi~
=1

Behauptung 7: Es gilt Ap = Ay = ... = A 41,

Beweis: Die obigen Uberlegungen kénnen auch fiir die 4! durchgefiihrt werden.
Wir erhalten insbesondere ﬂ, = pifirt =0,...,n+1. Andrerseits gilt w; +a =
Ai(w} + a'), also 7N Bidi(w) + @) = Z"“ﬂi(wﬁa) =0 =30 Bi(w} +
a'). Die Koeffizienten ﬂ.)\ bzw. [! sind bis auf einen gemeinsamen skalaren
Faktor festgelegt, da ein projektives Koordinatensystem vorliegt. Also sind die
A; untereinander gleich. Der entstehende Faktor werde mit A bezeichnet.
Behauptung 8: Die Untervektorriume W und W' sind gleich. Ihre euklidische
Struktur unterscheidet sich um einen festen Skalarfaktor A2.

Beweis: Wir haben oben gezeigt w; —wo = (w;+a)—(wo+a) = Mwi+a')—A(wg+
a') = Mw! — wy) fur die Basen w; — wy, ..., w, —wp und w] — wy,...,w, — wy
von W bzw. W'. Damit ist W = W'. Weiter gilt wegen w,— +a = Mw! +a')
auch a — Aa' = Aw;} - w €W =W'. Wegen \(w} — wp,w)j — wp)e = (w; —
Wo,W; — Wo)o = (w ~ wy,ws —wy)er folgt die Behauptung und der Satz. O

Da die affine Struktur auf dem Teilraum P(V')\ P(W) abhéangig von der Wahl von
a € V nur bis auf einen skalaren Faktor festgelegt ist (6.2), sind die euklidischen
Strukturen, die zu den Werten fiir ||p;, p;|| fihren, gleich bis auf eine Normierung,
die durch die willkiirliche Wahl von a vorgenommen wird.

Wir werden in den nachsten Abschnitten eine Reihe von speziellen Projekti-
vitdten studieren, aus denen wir spater allgemeine Projektivitdten zusammen-
setzen koénnen. Dabei unterscheiden wir drei Arten von Projektivitaten,

- Projektivitaten, die auf einem euklidischen projektiven Raum definiert
sind und die den affinen Teilraum, der die euklidische Struktur bestimmt,
durch eine orthogonale Abbildung in sich abbilden,

- Projektivitaten, die zwar den affinen Teilraum erhalten, aber mit der
euklidischen Struktur nicht vertraglich sind, und

- allgemeinen Projektivitaten.

14.4 Definition: Seien H C P(V) eine Hyperebene und A := P(V)\ H ein
affiner Teilraum. Eine Projektivitat P(f) von P(V) auf sich heifit affin bezlglich
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A (oder H), wenn P(f)(A) = A (und damit auch P(f)(H) = H) gilt. Nach 8.11
ist dann P(f)|4 eine Affinitat.

Seien H C P(V) eine Hyperebene und A := P(V)\ H ein euklidischer Teilraum.
Eine beziiglich A affine Projektivitat P(f) heiBt orthogonal, wenn die induzierte
Affinitat P(f)|4 eine affine orthogonale Abbildung ist.

Orthogonale Projektivitdten kann man wie im folgenden Lemma konstruieren.

14.5 Lemma. Sei (P(V),W,a,0) ein euklidischer projektiver Raum. Sei P(f)
eine Projektivitat auf P(V). Wenn f(W) = W und f|w eine orthogonale lineare
Abbildung ist, dann ist P(f) eine orthogonale Projektivitit.

BEWEIS: Sei V = W @ Ra. Wegen f(W) = W gilt P(f)(P(W)) = P(W) und
P(f)(A) = A. Damit ist P(f) affin. Sei F := P(f)|4. Dann ist (F, f|w) die von
P(f) induzierte Affinitat (8.11). Da f : W — W orthogonal ist, ist P(f) eine
orthogonale Projektivitat. O

14.2 Reflexionen oder Spiegelungen

Eine der einfachsten, dabei aber auch vielseitigsten Abbildungen ist die Spie-
gelung. Wir kennzeichnen sie dadurch, dafi sie bei zweimaliger Anwendung die
identische Abbildung ergeben. Damit sind sie auch ohne Voraussetzung bijektiv.

14.6 Definition: Eine Reflezion oder Spiegelung ist eine Projektivitat
P(f):P(V)— P(V)

mit P(f)2 = idp(v).

Ublicherweise sollte eine Spiegelung an einem Unterraum vorgenommen wer-
den. Die Punkte dieses Unterraumes gechen dann bei dieser Spiegelung in sich
selbst iiber. Sie bilden den [ixraum der Spiegclung. In projektiven Rdumen
geschieht jedoch etwas mehr. Solange man eine affine Projektivitat betrachtet,
muf natiirlich auch die uneigentliche Hyperebene global in sich iibergehen. Da
die affine Projektivitat eingeschrinkt auf die uneigentliche Hyperebene wieder
eine Spiegelung in unserem Sinne ist, kann sic auch uneigentliche Fixpunkte be-
sitzen. Die Eigenschaften von affinen Spiegelungen werden im folden Lemma
behandelt.

14.7 Lemma. Die Einschrankung einer affinen Reflexion P(f): P(V) — P(V)
auf den zugehdrigen affinen Teilraume A C P(V') besitzt einen nicht-leeren affi-
nen Unterraum als Fixraum

Fix(P(f)|a) := {p € AIP(f)(p) = (p)}-
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BEWEIS: Sei F := P(f)|a: A — A die Affinitat, die durch P(f) auf A induziert
wird. Dann gilt F? = idy4, weil P(f) eine Reflexion ist. Sei f:U — U die
zugehorige lineare Abbildung auf dem Translationsraum von A. Sei p € A.
Dann gibt es einen Vektor uo € U mit F(p) = p + uo. Daraus folgt p = F2(p) =
F(p + uo) = p+ uo + f(uo), also ug + f(uo) = 0. Damit erhalten wir F(p +
1/2-ug) =p+ug+1/2- f(uo) = p+1/2-uo. Wir haben also einen Fixpunkt
gefunden.

Sei jetzt p € A ein Fixpunkt fir F. p+ u € A ist genau dann Fixpunkt von F,
wenn f(u) = u gilt, was aus p+u = F(p+u) = F(p) + f(u) = p + f(u) folgt.
Die Vektoren {u € U|f(u) = u} bilden aber einen Unterraum von U, also ist
der Fixraum B = {p+ u|F(p+u)=p+u} =p+ {u € U|f(v) = u} ein affiner
Unterraum von A. O

Wir konnen sogar alle Fixpunkte mit Hilfe von f und einem Fixpunkt p konstru-
ieren. Wir haben nimlich p+u = F?(p+u) = F(F(p)+ f(uv)) = F*(p) + f2(u) =
p+ f3(u), also u = f%(u) fiir alle v € U oder f? = idy. Damit erhalten wir
Flut F(w) = Fu)+ F2(u) = F(u) +u, also F(p-+u+ f(w) = p+ f(u+ f(u)) =
p+u+ f(v). Wir haben fir jede Wahl von v € U einen Fixvektor gefunden.
Der Leser mége sich davon vergewissern, daf} so alle Fixpunkte gefunden werden.

Fir Punkte der Form p + v — f(u) gilt namlich F(p+u — f(u)) = p — v + f(u).

Eine affine Reflexion braucht auf dem affinen Teilraum, falls dieses ein euklidi-
scher Raum ist, nun durchaus nicht orthogonal zu sein, wie wir im folgenden
Beispiel sehen werden. Wir definieren daher:

14.8 Definition: Sei P(f): P(V) — P(V) eine affine Reflexion beziiglich des
affinen Teilraums A mit Translationsraum U C V. Wenn A eine euklidische
Struktur tragt und P(f) beziiglich dieser Struktur orthogonal ist, so heifit P(f)
eine beziiglich des euklidischen Raumes A orthogonale Reflezion.

14.9 Beispiel: 1) Wir geben zunéchst ein Beispiel fiir eine orthogonale Reflexion
an. Dazu legen wir den projektiven Raum P(R3) zugrunde. Der durch W =
R(1,0,0) ® R(0,1,0) und V = W & R(0,0,1) definierte affine Teilraum sei mit
der kanonischen euklidischen Struktur versehen, die den Bedingungen
II(1,0,0)|| = ]|(0,1,0)]| =1 wund {((1,0,0),(0,1,0)) =0
geniigt. Dann ist die projektive Abbildung P(f) mit
cos(¢) sin(¢p) O
f = sin(¢) —cos(¢) O
0 0 1
eine Spiegelung wegen f2 = id und orthogonal auf dem Untervektorraum W, wie

man durch Anwendung auf die Orthonormalbasis (1,0,0),(0,1,0) leicht nach-
rechnet. Nach Lemma 14.5 ist daher P(f) eine orthogonale Reflexion. Von
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Interesse ist hier der Fixraum. Er ist R(cos(¢/2),sin(¢/2),1), wie man mit
Hilfe der Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen nachrechnen
kann. Zwei weitere, uneigentliche Fixpunkte sind R(cos(¢/2),sin(¢/2),0) und

R(-sin(¢/2), cos(¢/2),0), da
f(—sin(¢/2),cos(¢/2),0) = —(—sin(¢/2),cos(¢/2),0)

gilt. Es handelt sich also um eine Spiegelung an der affinen Geraden mit dem
Steigungswinkel ¢/2, die auch die dazu orthogonale Richtung fix 1afit.

2) Eine Reflexion, die zwar affin, aber nicht orthogonal ist erhalten wir aus P(f)
auf P(R?®) definiert durch Multiplikation von rechts mit der Matrix

-1 0 0
M = 0 1 0}.
0 0 1

Offenbar ist P(f) eine Reflexion wegen M? = E bzw. P(f)? = id. Die uneigent-
liche Hyperebene sei H := {R(,3,0) € P(R*)}, der affine Teilraum sei A :=
{R(e,B,1) € P(R?)}, der Translationsraum von A sei U := {(a,(,0) € R*},
und die euklidische Struktur auf U sei ahnlich wie in Beispiel 3.2 2) durch die

Matrix
2 1 0
N=[1120
0 0 1

gegeben. Der Punkt R(0,0,1) € A ist fix unter der Abbildung P(f). Fir Vekto-
ren (e,,0) € U rechnet man dann als lineare Abbildung sofort f(a,f3,0) =
(-a,8,0) nach, denn R(0,0,1) + f(e,8,0) = P(f)(R(0,0,1) + (a,3,0)) =
P(f)(R(a,B,1)) = R(-a,8,1) = R(0,0,1) + (-, 3,0). Fir den Vektor v =
(1,1,0) € U gilt dann aber ||v||? =2+ 1+2 =5 und ||f(v)]]* = ||(-1,1,0)|?
2+4+1-2 = 1. Also ist ||f(v)|]| # ||v||. Damit konnen f keine orthogonale
Abbildung und P(f) keine orthogonale Projektivitat sein.

3) Beziiglich der kanonischen euklidischen Struktur auf dem P(R?) mit der
uneigentlichen Hyperebene H := {R(a,,0) € P(R*)} und dem affinen Teil-
raum A4 := {R(e,8,1) € P(R?)}, der die projektive Orthonormalbasis (0,0,1),
(1,0,1), (0,1,1) von P(R?) bzw. die Orthonormalbasis (1,0,0),(0,1,0) von W

tragt, ist auch die Matrix
-1 0 0
N = 2 10
0 0 1

eine affine Spiegelung, jedoch nicht orthogonal. Ihr affiner Fixraum ist R(1,1,1).
Die uneigentlichen Fixpunkte sind R(1,1,0) und R(1,0,0).

Il
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Was nun im Fall einer Reflexion passieren kann, die beziiglich eines vorgegenen
affinen Teilraums nicht affin ist, m6ge das nachste Beispiel zeigen.

14.10 Beispiel: Sei eine Projektivitat P(f): P(R?) — P(R?) gegeben durch
Multiplikation mit der Matrix

0 01
M:=]0 10
1 00

Wegen M? = E ist damit eine Reflexion definiert. Sei der affine Teilraum wieder
A := {R(a,B,1) € P(R?®)}. Dann hat der uneigentliche Punkt p = R(1,0,0) das
affine Bild F(p) = R(0,0,1). Das zeigt, dafl F keine affine Reflexion beziiglich
A ist. Die Menge der Fixpunkte besteht, wie man leicht nachrechnet, aus der
projektiven Geraden ¢ = {R(1,a,1)|a € R} U {R(0,1,0)} zusammen mit den
Punkt R(—1,0,1). Tatsachlich entspricht auch dieses Beispiel unserem oben be-
wiesenen Lemma, wenn man die projektive Gerade g als Hyperebene verwendet.
Beziglich g ist F' wieder eine affine Reflexion und der einzelne Punkt ist dann
der affine Fixraum der Reflexion.

Wir geben jetzt einige der wichtigsten Spiegelungen an. Dabei seien immer wie
oben die Zerlegung R™*! = @2 ;Re; ® Ren4: und die kanonische euklidische
Struktur verwendet.

14.11 Beispiele: 1) Zweidimensionale orthogonale Punktspiegelung: die affine
(orthogonale) Spiegelung mit dem einzigen affinen Fixpunkt R(a, 3,0) ist gege-
ben durch die Matrix

-1 0 0
M=|0 -10
20 28 1

2) Zweidimensionale orthogonale Geradenspiegelung: die affine (orthogonale)
Spiegelung an der affinen Geraden durch R(e,3,0) mit dem Richtungsvektor
(cos(#/2),sin(¢/2) ist gegeben durch die Matrix

( cos(¢) sin(¢) 0)
M = sin(@) — cos(@) 01].
a(l — cos(¢)) — Bsin(¢) —asin(@) + B(1 + cos(4)) 1

3) Dreidimensionale orthogonale Punktspiegelung: die affine (orthogonale) Spie-

gelung mit dem einzigen affinen Fixpunkt R(a,f,7,0) ist gegeben durch die
Matrix

-1 0 0 ©
0 -1 0 0
M=14¢ o -1 0
20 28 2v 1
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4) Dreidimensionale orthogonale Ebenenspiegelung an der (z,y)-Ebene ist gege-
ben durch die Matrix

10 0 O
01 0 O
M= 00 -1 0
00 0 1

5) Dreidimensionale orthogonale Ebenenspiegelung an der zur (z,y)-Ebene par-
allelen Ebene durch den Punkt R(a, 8,7,1) ist gegeben durch die Matrix

1 0 0 O
01 0 O
M= 0 0 -1 0
0 0 29 1

6) Dreidimensionale orthogonale Spiegelung an der Geraden durch den Punkt
R(a,3,7,1) mit Richtungsvektor (1,0,0) ist gegeben durch die Matrix

1 0 0 O
0 -1 0 O
M= 0 0 -1 0
0 26 29 1

7) Vierdimensionale orthogonale Spiegelung an der Hyperebene (dreidimensio-
naler Raum) durch den Punkt R(a,S,7,6,1) parallel zur (z,y, z)-Hyperebene
ist gegeben durch die Matrix

1 0 0 0 O
01 0 0 O
M:=1]10 01 0 0
0 00 -1 0
0 0 0 26 1

Weitere Spiegelungen kann man durch Komposition der oben angegebenen Spie-
gelungen mit geeigneten Translationen oder Drechungen erhalten. Das kann
natirlich auch durch Matrizenmultiplikation im Computer ausgefihrt werden.

Eine besondere Reflexion der projektiven Geraden P(R?) = R in sich ist die

Abbildung 1/z : R — R. Man erhilt sie durch f(z,1) := (z,1) ((1) (1)) =

(1,z). Dieser Vektor reprasentiert den affinen Punkt R(1/z,1).

Allgemeiner sind sogar beliebige sogenannte ,rationale“ Transformationen

~ b ~
Raz,_,&eﬂ_
cz+d
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der projektiven Geraden in sich Projektivitaten, denn es gilt (z,1) (Z c) =

az + b,cz + d) und R(az + b,cz +d) = R ﬂ,l . Der Leser moge sich
+d &
cz

uberlegen, wie bei diesen Transformationen die uneigentlichen Punkte behandelt
werden.

14.3 Translationen

Besonders interessante (affine) Projektivitaten sind solche, die auf einem affinen
Teilraum eine Translation hervorrufen. Ist der affine Teilraum dann mit einer eu-
klidischen Struktur versehen, so induziert eine Translation auf dem zugehérigen
Translationsvektorraum die identische Abbildung, die sicher eine orthogonale li-
neare Abbildung ist, gleichgiltig, wie die euklidische Struktur auf A definiert
ist.

14.12 Definition: Eine Translation um einen Vektor t € W beziglich der
Struktur V = W @ Ra ist die durch f(w + Aa) = At + w + Aa induzierte Projek-
tivitat P(f).

Offenbar ist f eine lineare Abbildung auf V. Fur P(f) erhalten wir dann
P(fR(w+a))=R(t+w+a)=R(w+a)+t Ist V=R*! und W der von
den Basisvektoren e,,...,e, erzeugte Untervektorraum. Ist weiter a = e,41,
so wird die Translation um den Vektor t = (ai,...,an,0) gegeben durch die
Multiplikation von rechts mit der Matrix

1 ... 0 O
M= AR

0 1 0

a; ... ap 1

Wir haben also gesehen:

14.13 Lemma. Affine Translationen auf einem projektiven Raum sind ortho-
gonale Projektivitaten.

14.4 Rotationen oder Drehungen

14.14 Definition: Sei P(f): P(V) — P(V) eine affine Projektivitat beziiglich
des affinen Teilraums A mit Translationsraum U C V. Trage A eine euklidische
Struktur und sei P(f) beziiglich dieser Struktur orthogonal ist. Wenn P(f) auf
dem Translationsraum U des affinenen Raumes A eine Drehung oder Rotation im
Sinne von 3.38 induziert, so heifit P(f) eine beziiglich des euklidischen Raumes
A orthogonale Rotation.
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Auf dem schon oben betrachteten Standardmodell eines projektiven Raumes
P(R™*!) mit R**! = W @ Re,+; und W erzeugt von ey,...,e, sind insbeson-
dere die durch Matrizen der Form

( cos(¢)  sin(@)
—sin(@) cos(¢)
cos(¢)  sin(v)

—sin(y¥) cos(y)

gegeben.
Wir geben wieder einige Beispiele an

14.15 Beispiele: 1) Zweidimensionale orthogonale Rotation um den Punkt p =
R(a,(,1) und den Winkel ¢: die Darstellung der Drehung f um den Nullpunkt
R(0,0,1) mit dem vorgegebenen Winkel ist bekannt. Wir verschieben nun alle
Vektoren im affinen Raum so, daff der Punkt p auf den Nullpunkt abgebildet
wird, also t_,(q) := ¢ — p' mit p' := (o, ) € W, dem Translationsraum von
A. Sodann fiihren wir die Drehung durch und verschieben den Nullpunkt wieder
nach p (und damit natiirlich alle Vektoren). Das ergibt die gewiinschte Rotation
R:
R(q) =tpo Fot_,(q) = F(g—p')+p' = F(q) - f(¢') + 7',

wobei f die zu F gehorige lineare Abbildung ist. Umgesetzt in Matrizenschreib-
weise erhalten wir die Matrix

cos(¢) sin(¢) 0
M = — sin(¢) cos(@) 0
a(l — cos(¢)) + Bsin(¢) —asin(¢p) + B(1 + cos(¢)) 1

Auf die hier verwendete Methode der Komposition geeigneter Abbildungen haben
wir schon bei der Diskussion der Spiegelungen hingewiesen. Der Leser sollte sich
auch bei den zu erstellenden Graphikpaketen immer fragen, in welcher Weise er
weitgehend beliebige (orthogonale, affine oder projektive) Abbildungen aus den
hier gegeben Bausteinen zusammensetzen kann.

2) Dreidimensionale orthogonale Rotation um den Winkel ¢ um die z-Achse wird
dargestellt durch die Matrix

M =

o O o
|
a,
=]
—~
-
N
o
(=]
»
~—~
RS
~
- O O O
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3) Vierdimensionale orthogonale Rotation um den Winkel ¢ um die (z,y)-Ebene
wird dargestellt durch die Matrix

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
M:=1]0 0 cos(¢) sin(¢) O
0 0 —sin(@) cos(¢) O
0 0 0 0 1

Man mu$8 vorsichtig mit dem Drehsinn von Rotationen sein. Die oben angegebe-
nen Beispiele induzieren jeweil eine Drehung der Ebene, die durch zwei aufein-
anderfolgende Basisvektoren bestimmt wird. Geht man von dieser Reihenfolge
ab, so kann sich das Vorzeichen des Drehwinkels andern. Das hat mit der Orien-
tierung zu tun, die man am besten mit dem Begriff der Determinante behandelt.
Fir uns gentgt es, zur Erzeugung von Rotationen um einen beliebig vorgegebe-
nen (n — 2)-dimensionalen affinen Unterraum durch geeignete andere Rotationen
und Translationen diesen Unterraum in den Unterraum zu transformieren, der
von den ersten n — 2 Basisvektoren aufgespannt wird, zu iibertragen, dann die
gewiinschte Drehung in der richtigen Richtung durchzufiihren und schliefilich die
anderen Rotationen und Translationen wieder riickgingig zu machen. Dabei
kann man dieselben Prinzipien verwenden, wie in Beispiel 14.15 1).

4) Die dreidimensionale orthogonale Rotation um den Winkel ¢ um die y-Achse
wird dann dargestellt durch die Matrix

cos(¢) 0 —sin(¢) O

[ 0o 1 0 o
M= sin(¢) 0 cos(¢) O
0 0 0 1

14.5 Uniforme Skalierungen oder Streckungen

14.16 Definition: Uniforme Skalierungen oder Streckungen nennen wir die affi-
nen Projektivitaten, die alle affinen Translationsvektoren um einen festen Faktor
A strecken und einen affinen Punkt fest lassen.

Eine dreidimensionale uniforme Skalierung mit dem Faktor A und dem Fixpunkt
R(a,B,7,1) ist

A 0 0 0

0 A 0 0

M=1 0 Ao
a(l—2X) B(1-X) v(1-X) 1
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Auch hier kénnen wieder die oben erwdhnten Methoden der Komposition von
Abbildungen verwendet werden. Man beachte weiter, dafl uniforme Skalierungen
zwar Abstdnde und Langen verdndern, also nicht orthogonal sind, aber offenbar
Winkel erhalten, also geometrische Figuren in dhnliche geometrische Figuren
abbilden. Uniforme Skalierungen sind also affine, aber keine orthogonalen Pro-
jektivitaten.

14.6 Skalierungen oder Streckungen

Der allgemeinere Typ einer Skalierung oder Streckung hat mdglicherweise ver-
schiedene Streckungsfaktoren in verschiedenen (linear unabhingigen) Richtun-
gen. Auch dabei wird wieder (mindestens) ein Fixpunkt verlangt. Man wahle
also eine Basis w;,...,w, des Translationsraumes W und einen affinen (Fix-)
Punkt p € P(V)\ P(W) und definiere die affine Abbildung F : A — A4 durch
F(p + wi) := p+ Awi. Diese wird dann auf P(V') zu einer Projektivitat fortge-
setzt. Das Produkt zweier Skalierungen ist offenbar wieder eine Skalierung.

Die zweidimensionale Skalierung mit Fixpunkt R(1,1,1) und Skalierungsfaktoren
2 fiir das Basiselement (1,1) und 3 fiir das Basiselement (0, 1) ist gegeben durch
die Matrix

2 -1 0
M: =1 0 3 0
-1 -1 1

Eine Skalierung hat n = dim(P(V')) unabhéingige Geraden durch den Fixpunkt,
die in sich abgebildet werden. Sie unterscheidet sich damit wesentlich von den
als néchstes besprochenen Scherungen.

14.7 Scherungen

14.17 Definition: Eine Scherung ist eine affine Projektivitat mit einer affinen
Fixhyperebene H, die alle zu H parallelen affinen Hyperebenen (global) in sich
abbildet.

Die allgemeine 3-dimensionale Scherung mit der (z,y)-Ebene als Fixebene hat
als Matrix

o = O o
o O o

O R O
oW o
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Eine spezielle 3-dimensionale Scherung mit der (z, z)-Ebene als Fixebene in Rich-
tung der z-Achse hat als Matrix

10 00
0110
M= 0 010
0 0 01

Ein Polytop wird, so kann man sich eine Scherung vorstellen, schichtenweise
»quer‘ in sich verschoben, parallel zu einer festgewdhlten Hyperebene. Es gentigt
die Fixhyperebene H, eine einzige dazu parallele Hyperebene H' und einen
Translationsvektor im Translationsraum dazu anzugeben, mit dem H' verscho-
ben wird. Das kann man sich leicht iiberlegen.

Durch Komposition mit geeigneten Translationen und Rotationen kann man sich
Scherungen mit beliebigen Fixhyperebenen zusammensetzen.

14.8 Perspektivitaten

Allgemein interessieren uns in der speziellen Gestalt des projektiven Raumes
P(R™*!) wie oben (mit der Zerlegung R™*! = @2 ;Re; ® Ren41) lineare Ab-
bildungen f:V — V| die durch Matrizen der Form

Mo | mg

my | a
dargestellt werden. Wir haben gesehen, dafl Matrizen mit My = F (Einheitsma-
trix), mit @ = 1 und mit m, = 0 Translationen um den Vektor m; sind.

Weiter haben wir gesehen, dafl @ = 1, my = 0, m; = 0 und M, eine Diago-
nalmatrix mit von Null verschiedenen (aber sonst beliebigen) Diagonaleintragen
durch allgemeine Streckungen auftreten. Ebenso werden uniforme Streckungen,
Scherungen und Rotationen nur in der Matrix M, beriicksichtigt.

Im wesentlichen haben wir also nur die Anderungen von mg noch nicht diskutiert.
Betrachten wir die Matrix

1 0 0 ... (o 3]
011 e Qs
M= 00 1 ... Qa3 ,
0 00 ... 1
so kann dadurch ein affiner Punkt mit Reprasentant (1,...,&,,1) in einen unei-

gentlichen Punkt abgebildet werden, wenn namlich Y £;a; + 1 = 0 gilt. Ebenso
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kann ein uneigentlicher Punkt mit Reprdsentant (¢;,...,&,,0) in einem eigentli-
chen Punkt abgebildet werden, wenn namlich Y I | &a; # 0 wird. Das ist also
eine echte projektive Abbildung, und die Matriz ist invertierbar. Eine solche
Projektivitat nennen wir eine Perspektivitdt. Sie ist also immer auf ein spezielles
Koordinatensystem bezogen.

Die Perspektivititen sind das Pendant zu Translationen. Ihre Matrizen sind
transponiert zu Translationsmatrizen, d.h. durch ,Spiegelung® an der Haupt-
diagonmalen gehen Perspektivitdten in Translationen iiber und umgekehrt. Da
die Multiplikation von Transpositionen wieder Tarnspositionen ergibt, gilt das-
selbe auch fUr Perspektivititen. Das kann man aber auch direkt nachrechnen,

E a E b\ [(E a+b
(& 5)-(51)-(0 )

Damit ist die Diskussion dieser speziellen Typen von Projektivitdten abgeschlos-
sen. Wir schlieflen einen Satz an, der zeigt, dafl man mit den oben definierten
Abbildungen schon alle Projektivititen erzeugen kann. Es gibt viele verschiedene
solche Erzeugungsméglichkeiten. So bieten 3-dimensionale Graphiksprachen zum

Beispiel die Erzeugung beliebiger Affinitaten an durch
- eine Komposition einer Streckung in den drei Koordinatenachsen mit
Rotationen um die z-, die y- und die 2-Achse beziiglich eines Fixpunkts

fir diese Rotationen und mit einer Translation, in der angegebenen Rei-
henfolge.

denn es gilt

14.18 Satz. Jede Projektivitat 1ait sich aus Reflexionen, Translationen, Sche-
rungen, Streckungen in den Koordinatenrichtungen und Perspektivitaten zusam-
mensetzen.

BEWEIS: Wir verwenden die Tatsache, dafl die darstellenden Matrizen fur Pro-
jektivitaten invertierbar sind und sich nach Satz 2.30 in ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen zerlegen lassen. Wir diskutieren also nur die Elementarmatrizen

( M, | ™My

m) ] a
und zeigen, daf die benétigten Elementarmatrizen von den angegebenen Abbil-
dungstypen sind.
Ist M wie in Kapitel 2.3 eine Elementarmatrix erster Art und der Koeffizient A
in der Teilmatrix M, gelegen, so ist die Matrix eine Streckung in einer Koordi-
natenrichtung.

Ist M eine Elementarmatrix erster Art und ist der Koeffizient A = a, so stellt
die Matrix eine uniforme Streckung mit dem Faktor A~! dar.

von der Form
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Ist M eine Elementarmatrix zweiter Art und liegt der zusitzliche Koeffizient A
in My, so liegt eine Scherung vor.

Ist M eine Elementarmatrix zweiter Art und liegt der zusatzliche Koeffizient A
in my, so liegt eine Perspektivitat vor.

Ist M eine Elementarmatrix zweiter Art und liegt der zusatzliche Koeffizient A
in m,, so liegt eine Translation vor.

Ist schliefllich M eine Elementarmatrix dritter Art, so liegt eine Reflexion vor.
(0]

Man beachte, dafl Rotationen in dem Satz nicht genannt werden. Tatsdchlich
kann man Rotationen schon durch Komposition von Reflexionen darstellen. An-
dererseits kann man beliebige Rotationen durch Rotationen um die Koordina-
tenachsen darstellen.

14.9 Die Struktur der euklidischen Projektionsabbildung

Wir untersuchen zunichst projektive Unterraume, die durch einen (Stiitz-)Vektor
und durch Orthogonalitidtsbedingungen gegeben sind. Seien dazu V = R™ =
W @ Ra und eine euklidische Struktur o auf W gegeben. Dadurch wird P(V)

zu einem euklidischen projektiven Raum.

Sei b € R™ ein Koeflizienten-n-Tupel, das den Untervektorraum W durch die
Gleichung (b, W) = 0 bestimmt. b kann zum Beispiel als Ldsung dieses Glei-
chungssystems bestimmt werden und bestimmt seinerseits W eindeutig. Wir
konnen b auch als Reprasentanten eines Punktes Rb € P(V) auffassen. Wenn
wir von dem Gleichungssystem (b, W) = 0 beziiglich des unbekannten n-Tupels b
sprechen, so geniigen von den unendlich vielen derart angegebenen Gleichungen
schon n — 1 Gleichungen (b, ¢;) = 0 mit einer beliebigen Basis ¢1,...,c,—1 von
W. Diese Methode, die Koeflizienten eines Gleichungssystems aus den Losungen
zu bestimmen, d.h. die Rolle der Koeflizienten und der Loésungen einfach zu
vertauschen, werden wir auch noch weiter anwenden.

Seien linear unabhingige Vektoren wy,...,w, € W gegeben. Die linearen Abbil-
dungen o(w;,—) : W — R sind fiir alle : = 1,...,7 von Null verschieden. Fiir
eine Basis ¢1,...,¢,-1 von W betrachten wir die n linearen Gleichungen in den
Koefhizienten von v; € V

(v,-, Cj) = a'(w;, Cj).

Da die Matrix hierzu den Rang n — 1 hat, hat das Gleichungssystem eine Losung
v; € V' \ {0}. Die vi,...,v, sind linear unabhéangig, denn wire Y fB;v; = 0,
so ware o), f;w;,—) auch Null, also auch ) B;w; = 0. Damit sind auch alle
Koeffizienten §; = 0. Wir haben also

(viy =) = o(w;, —): W — R.
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Wir betrachten jetzt den projektiven Unterraum P(U) (maximaler Dimension),
der durch einen affinen Stiitzpunkt R(z,) € P(U) und durch linear unabhingige
Vektoren w,...,w, € W, die auf dem affinen (Verbindungs-)Raum zu P(U)
senkrecht stehen, gegeben ist. Der affine Verbindungsraum T liegt in W und ist
bestimmt durch

T .= {we W’Vi:l,...,‘l‘ia'(wiaw) :0}

Weiter ist dimT = n — r — 1. Der gesuchte Untervektorraum U C V enthalt
dann z, und jeden durch Translation mit Vektoren aus T erreichbaren Vektor,
alsogilt U = T+R(z,). Da z, nicht in W liegt, ist die Summe sogar eine direkte
Summe, also

U=Ta&R(z;).

Aus den Daten z,, b und v,,...,v, wollen wir jetzt linear unabhangige Vektoren
u!,...,ul € V konstruieren mit

(uh,U)=0;1=1,...,r
Dieses ist dann eine Darstellung von U und damit auch von P(U) durch ein
lineares Gleichungssystem. Weil dimU = n — r gilt, gibt es genau r linear
unabhingige L3sungen u! dieses Gleichungssystems. Wir geben diese explizit an

als ( )
ul =y — b Te)
(b,zp)

Dabei beachten wir, dafl wegen (b, W) = 0 und z, ¢ W gilt (b,z,) # 0. Da die
v; linear unabhangig waren, sind auch die u! linear unabhingig. Es bleibt zu
zeigen, dafl sie das Gleichungssystem erfiillen. Fir ¢t € T C U gilt (v;,t) = 0
nach Definition von T und (b,t) =0, weil T'C W. Firr z, € U gilt

’LLI~ T = (v, T - (—v‘iit—p—)‘ T =
(uhr25) = (vir25) = 5 (b, 2) = 0.

14.19 Satz. Sei V = R" = W @ Ra. Trage P(V) die euklidische Struktur, die
durch die Einschradnkung des kanonischen Skalarprodukts von V auf W gegeben
ist. Sei W durch die Gleichung (b, W) = 0 gegeben.

Sei P(U) der projektive Unterraum durch den affinen Punkt Rz,, dessen affiner
Translationsraum das orthogonale Komplement zu den Vektoren wy,...,w, € W
ist. Dann ist U Lésungsraum des linearen Gleichungssystems

(wi)mpz. u) =
(b, 2,) b,u) = 0.

(wi —
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BEWEIS: Wir haben in der vorhergehenden Diskussion sogar mehr bewiesen,
als hier im Satz behauptet wird. Der Satz ist jedoch der iibliche Anwendungs-
fall. Das Skalarprodukt o ist schon durch (—,—) ersetzt, so daf§ gilt w; = v;.
Es genugt sich auf eine linear unabhangige Teilmenge der w; einzuschranken.
Die Hinzunahme weiterer w; (als Linearkombinationen der linear unabhingigen)
andert die Gleichungen aber nicht mehr, so dafl wir kein linear unabhangiges
System aufsuchen miissen. O

Wir untersuchen jetzt die Modellierung der Sichtabbildung wie in Kapitel 9 be-
schrieben. Es seien dazu wie in den praktischen Anwendungen tiiblich folgende
Daten gegeben:
- ein euklidischer projektiver Raum P(V) durch die Daten V = R™ =
W @ Ra und b € V mit (b, W) = 0 mit den kanonischen euklidischen
Strukturen auf V, auf W und damit auf P(V);
— ein Zentrum Z mit dimZ + 3 = dim V' und einer projektiven Basis beste-

hend entweder ausschliefllich aus affinen Punkten Rzy,..., Rz, mit z; =
w; + a, falls Z € W, oder aus uneigentlichen Punkten Rwy,...,Rw,,
falls Z C W;

- ein affiner Stiitzpunkt Rz, € P(U) mit ¢, = w, + a in der Projektions-
ebene P(U) und eine Aufwartsrichtung (up-direction) s; € UNW = T
- der Bildraum P(V') mit V' = R® = W'@R(0,0,1) und W' = R(1,0,0)®
R(0,1,0) und der durch diese Daten definierten euklidischen Struktur.
Daraus soll dhnlich wie im Beispiel von Kapitel 9 eine Sichtabbildung kon-
struiert werden, wobei auch die euklidischen Strukturen von P(U) und P(V')
beriicksichtigt werden.

Aus den wy,...,wn, b und z, konstruieren wir wie in Satz 14.19 ein Gleichungs-
system

(uf,u) =0, 1=4,...,n (%)
mit
W ey — (P02p)
(b, zp)
Wir setzen u} := b und bestimmen zunachst eine Losung d = (83, 84, ...,6,) des
linearen Gleichungssystems
Z uj,us)6; = (uj,81).
j=3
Eine Losung hierfir existiert, weil b, w,, . . w,, und damit auch uj,...,u!, linear

unabhéangig sind und daher die Matrix (( )} invertierbar ist. Dann ist

t’]

1
tl =8 — E 5,‘1.Ll~
=3
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eine Losung des linearen Gleichungssystems (), denn es ist (u},t;) = (u},s;) —
Z(ui,u?)&i = 0.

Es ist moglich, dafl der so erhaltene Vektor ¢; Null ist. Dann liegt ¢; in dem zu
U orthogonalen Vektorraum. Deshalb ist es nicht giinstig, die Aufwartsrichtung
immer fest zu wahlen, sondern man kann sie bei (kleinen schrittweisen) Verdnde-
rungen der Sichtabbildung als den Vektor ¢; der vorhergehenden Sichtabbildung
wahlen.

Wir nehmen daher jetzt an, dafi t; € W \ {0}, und bestimmen eine Losung
t € (UNW)\ {0} des linearen Gleichungssystems

(ujty =0,7=3,...,n
<t1,t) = O

Diese existiert (bis auf Skalarfaktoren eindeutig), weil die n — 1 Vektoren t; und
uj,...,u, linear unabhiangig sind.

Schliefllich normieren wir die Vektoren ¢; und t;, indem wir sie durch ¢;/||¢;]|
ersetzen. Damit haben wir eine Orthonormalbasis t;,¢; fiir den Translations-
raum U NW von P(U) und einen davon linear unabhingigen Vektor z, € U\ W
erhalten, also eine Basis t;,t3,2, von U. Die drei Vektoren bilden wir auf die
Vektoren e;,e;,e3 ab mit den Methoden aus Kapitel 9. Dabei werden die Vek-
toren z4,..., 2, auf Null abgebildet. Die wie in Kapitel 9 gebildetete Matrix B
wird dabei eine einfache Projektionsmatrix

10 00 ... 0
B={0 100 ... 0
0010 0

Da die Orthonormalbasis ¢;,¢, dabei in die Orthonormalbasis e;, e; abgebildet
wird, ist die Abbildung P(U) — P(V') eine euklidische Projektivitat.

Sind P(U) und P(Z) wie oben gegeben bzw. konstruiert, so haben ihre affinen
Unterrdume einen positiven Abstand voneinander, der sich wie folgt bestimmt:
die Vektoren z, — z; = wn, — w;, ¢ = 4,...,n spannen den Translationsraum
von P(Z) auf (falls P(Z) nicht nur aus uneigentlichen Punkten besteht, also
Z C W gilt); die Vektoren t;, t; spannen den Translationsraum von U auf.
Aus der Konstruktion der t; geht hervor, dafl die t;,%;,b,w, — wy,..., wy —
Wp_; linear unabhangig sind und einen n — 2-dimensionalen Untervektorraum
aufspannen. Daher gibt es eine (bis auf Skalare eindeutige) Lésung y € W,y # 0
des Gleichungssystems

<y,ti >=0,

<y,b>=0,

<y, wn —w; >=0.
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Die Orthogonal-Projektion von w, — w4 auf den von y aufgespannten Untervek-
torraum ergibt den Abstand zwischen P(Z) und P(U). Er ist

< wp, — Wy, Y > ]

1= (wp - wa) ~ S
)

Y-

Wenn das Sichtfenster in der Ebene P(V') die Diagonallange v hat, dann kann
der Offnungswinkel a der Abbildung definiert werden durch

tan(a) = v/$.

Umgekehrt 138t sich aus der Vorgabe des Offnungswinkels o und des Abstands
§ die Diagonallange des Sichtfensters nach dieser Formel bestimmen.

Ein letztes Problem ist noch nicht diskutiert worden, das Problem der Orien-
tierung der Projektionsebene. Wir wiirden dazu weitere Hilfsmittel bendtigen.
Daher halten wir hier lediglich folgenden Zwischenschritt in der Bestimmung der
Projektionsabbildung fest. Die Wahl des normierten Vektors ¢, in der oben an-
gegebenen Konstruktion ist nur bis auf ein Vorzeichen festgelegt. Um dieses zu
wahlen, bestimmen wir wie an Schlufl von Kapitel 2 die Determinante von der
durch die Vektoren t,,t5,w,, z4, ..., 24. Diese ist von Null verschieden. Sie kann
bei der Invertierung der Matrix A mit gewonnen werden. Wenn diese Determi-
nante negativ ist, andere man das Vorzeichen von t;. Es ist wichtig, bei diesem
Verfahren die Reihenfolge der verwendeten Vektoren nicht zu andern.



15 Doppelverhaltnisse und harmonische Punkte

Eine besonders interessante Gréfle in der projektiven Geometrie ist das Doppel-
verhéltnis. Es bleibt unter Projektivitaten invariant und ist eng mit den projek-
tiven Koordinatensystemen verwandt. Es hat viele schone Anwendungen in der
ebenen Geometrie. Wir kénnen hier nur eine kleine Einfihrung dazu geben.

15.1 Definition: Seien Punkte g;,...,qs in einer projektiven Ebene P(V) ge-
geben, von denen keine drei kollinear sind. Dann heiflen die vier Punkte q;, ..., g4
(Ecken) und die sechs Geraden (g1,92), (91,93),(91,94),(92,93),(g2,94) und
(g3,94) (Seiten) ein vollstindiges Viereck. Die sechs Seiten sind paarweise ver-
schieden. Die drei Schnittpunkte p12 34 von (g1, ¢2) mit (g3, g4 ), p13,24 von (q1,93)
mit (gz,94) und py4 23 von (g1, 9s) mit (g2, q3) heiflen die drei Diagonalpunkte. Je
zwei sich in einem Diagonalpunkt schneidende Seiten heiflen gegeniberliegend.

—

Figur 15.1

15.2 Bemerkung: (ohne Beweis): Uber einem beliebigen Kérper K sind die
drei Diagonalpunkte eines (jedes) vollstandigen Vierecks genau dann kollinear,
wenn 2 die Charakteristik von K ist.

15.3 Satz. (Vom vollstindigen Viereck): Durch zwei Diagonalpunkte eines voll-
stindigen Vierecks und den Schnittpunkt ihrer Verbindungsgeraden mit einer der
beiden nicht durch die beiden Diagonalpunkte gehende Seite ist der Schnittpunkt
der Verbindungsgeraden mit der anderen Seite eindeutig bestimmt.
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Figur 15.2

BEWEIS: Die Figur zeigt drei vorgegebene kollineare Punkte. Das vollstindige
Viereck stellt nur eine Hilfskonstruktion dar. Der Satz besagt, dafl die drei
Punkte schon eindeutig und unabhangig von dem als Hilfskonstruktion verwen-
deten vollstindigen Viereck den vierten Punkt bestimmen.

Um die Allgemeinheit der Figur zu zeigen, machen wir zunachst einige Voriiber-
legungen. Es gilt die folgende Aussage: zwei gegeniiberliegende Seiten eines voll-
standigen Vierecks haben mit keiner weiteren Seite einen gemeinsamen Schnitt-
punkt, d.h. durch einen Diagonalpunkt geht keine dritte Seite des vollstindigen
Vierecks, denn andernfalls miifiten die drei Seiten zusammenfallen. Folglich sind
je zwei Diagonalpunkte verschieden und die Verbindungsgeraden zwischen je zwei
Diagonalpunkten sind verschieden von allen Seiten des vollstindigen Vierecks.
Seien z,,z,,z3,z4 Reprasentanten fir die Ecken ¢y, q2, g3, g4 eines vollstandigen
Vierecks. Ohne Einschrankung konnen wir z; + z3 + z3 + ¢4 = 0 annehmen, weil
das vollstandige Viereck in einer projektiven Ebene liegt, also die vier Vektoren
linear abhingig sind. Dannist z;+z; = —z3—z4 # 0 ein Reprasentant fiir py3 34,
weil R(z; + z;) auf der Geraden (q1,¢2) und auf der Geraden (g3, g4) liegt, also
der Schnittpunkt dieser beiden Geraden ist. Ebenso ist z; + 23 = —z5 —z4 # 0
ein Reprasentant fir p;324. Die Schnittpunkte der Geraden (pi2,34,P13,24) mit
(g1,94) bzw. (g2,93) haben die Reprasentanten

Ty — T4 =21 + Ty — T2 — T4 = (21 + 22) + (21 + z3),
Ty —z3 = (21 + 22) — (21 + z3).

Zu zeigen ist jetzt, dal R(z, — z4), R(z; + z2), R(z; + z3) den Punkt R(z, —

(15.1)
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z4) eindeutig bestimmen, ohne dafl Rechnung oder Konstruktion von der Wahl
des vollstandigen Vierecks abhidngen. Insbesondere konnen die Reprasentanten
fir diese Punkte nicht mehr als Summen oder Differenzen von anderen Vekto-
ren angenommen werden. Seien also nur zwei Diagonalpunkte Ry, und Ry
und ein Schnittpunkt Rz; gegeben. Die Repridsentanten seien so gewahlt, wie
wir sie ausgehend von einem vollstindigen Viereck in (15.1) erhalten kdénnen,
d.h. sie erfullen z; = y; + y2. Wenn dieselben Punkte auch aus einem wei-
teren vollstandigen Viereck gewonnen werden, so gilt mit derselben Konstruk-
tion (15.1) pz; = Ay: + pyz2. Da jedoch y; und y; linear unabhingig sind,
mufl p = XA = p gelten. Fir die Reprisentanten der zweiten Schnittpunkte aus
den beiden vollstindigen Vierecken mufl wegen (15.1) gelten 2, = y; — y2 und
25 = Ay1 — pyz2. Dann gilt aber z, = pz,, d.h. der zweite Schnittpunkt ist von
der Wahl des vollstindigen Vierecks unabhingig. O

Aus dem Beweis ergibt sich sofort folgende Beobachtung. Wahlen wir Ry, Ry,
und R(—z;) als projektives Koordinatensystem der Geraden durch die beiden
Diagonalpunkte, so hat der zweite oben berechnete Schnittpunkt die homogenen
Koordinaten (1, —1), oder auf der Geraden den Parameterwert —1.

15.4 Definition: Die beiden Diagonalpunkte und die beiden Schnittpunkte aus
15.3 heiflen harmonische Punkte.

Aus Kapitel 6 wissen wir, dafl eine Projektivitat zwischen zwei projektiven Gera-
den vollstindig durch ihre Aktion auf je einem (aus drei Punkten bestehenden)
Koordinatensystem bestimmt ist. Einzige Bedingung fiir ein Koordinatensystem
einer projektiven Geraden ist, dafl die drei Punkte paarweise verschieden sind.
Wir betrachten R = RU{oo} als projektive Gerade wie in 7.13 und die Punkte 0,
oo und 1 als Koordinatensystem. Ist g eine andere projektive Gerade und sind
vier Punkte pg,p1,p2,a auf g gegeben, so dafl po, p;,p; paarweise verschieden
sind, so gibt es genau eine Projektivitat f:g — R mit f(py) = 0, f(p1) = oo
und f(pz) = 1.

15.5 Definition: Sei f:g — R die oben definierte Abbildung. Dann heifit
f(a) € R das Doppelverhdltnis DV (po : p; : p2 : a) der vier gegebenen Punkte.

15.6 Bemerkung: Wird bei einer projektiven Abbildung des projektiven Rau-
mes, in dem die Gerade g liegt, die Gerade g auf eine Bildgerade h (durch eine
Projektivitat) abgebildet, und sind die Punkte g; und b die Bilder der Punkte p;
und a, so ist wegen der Eindeutigkeit der Projektivitaten von g bzw. h nach R
— die Punkte p; und ¢; sollen jeweils dieselben Bilder 0, oo bzw. 1 haben — das
Doppelverhaltnis unverandert:

DV(po:p1:p2:a)=DV(q :q1:¢2:b).

Wir erhalten nidmlich ein kommutatives Diagramm
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g\
|
h

insbesondere sind die Bilder von a und b in R gleich. Das bedeutet, daf} das

Doppelverhiltnis von vier kollinearen Punkten bei Projektivititen unverdndert
bleibt.

15.7 Satz. Seien pg,p1,p2,a kollineare Punkte auf der Geraden g. Seien
Po, P1, P2 paarweise verschieden. Seien (ag,a1) die homogenen Koordinaten von
a bzgl. des projektiven Koordinatensystems {po,p1,p2} der Geraden g mit Ein-
heitspunkt p,. Dann ist das Doppelverhaltnis der vier Punkte po,p1,p2,a

a
DV(po :p1:p2:a) = a—:.

Der Fall ag = 0 tritt nur fiir a = p, auf. Dann ist DV (po : p1 : p2 : @) = o0.

BEWEIS: Wir identifizieren R mit P(R?) vermége der bijektiven Abbildung

h:R — P(R?), h(a) = R(i) bzw. h(co) = R (?) .

Dann entsprechen 0,00,1 dem Koordinatensystem
1 0 -1
?(o) (1) =(2),
1 0 -1
() + ()+(5) >

Seien p; = Rv; in P(V) = g mit vy 4+ v; + v, = 0 gegeben, und sei a = Rz mit
z = agvg + ajv;. Wir definieren f: V — R? durch

f(wo) = ((1)) yf(v1) = ((1))

Als Werte fiir v, und z ergeben sich

f(v2) = (j) und f(z) = (jj)-

und es gilt
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Fir P(f) gilt dann

P(f)(po) =R

al/ao

R <(1’)( fiir g = 0)
= h(DV(po : p1 : p2 : @)).

) 1 .
) R () )i an £0)

Also ist das Doppelverhaltnis entweder a; /agy oder co. O

15.8 Satz. Seien dy,p;,ds,p3 harmonische Punkte. Dann ist ihr Doppelverhalt-
nis DV (dy : py :dy : p3) = —1.

BEWEIS: folgt unmittelbar aus der Bemerkung im Anschlufl an den Satz iiber
das vollstindige Viereck.

15.9 Folgerung. Die Vorgabe von drei kollinearen Punkten dgy, p;,d; bestimmt
genau einen harmonischen Punkt p; unabhdngig von der Wahl des zur Konstruk-
tion verwendeten vollstindigen Vierecks. (Man gebe eine Konstruktionsmethode
fiir den vierten harmonischen Punkt an.)

15.10 Satz. Seien die homogenen Koordinaten von paarweise verschiedenen
kollinearen Punkten qo, q1, g2, g3 beziiglich eines projektiven Koordinatensystems
gegeben durch

(aoo,am),(0‘10,011),(020,021) und (0130,0431)
gegeben. Sei d;j := a;jo - aj1 — ajo - o;1. Dann ist

dos - dya
DV(go :q1:qa: = —= .
( 0:q1:Qq2 43) doy - dys

BEWEIS: Sei z¢,z; eine Basis des Vektorraumes U mit gq, q1, 92,93 € P(U), bzgl.
der die homogenen Koordinaten gegeben sind. Es ist also

Y;i = a9 + a2y und ¢; = Ry; firz=0,...,3.
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Figur 15.3

Da die zwei Vektoren yo und y; schon den Vektorraum U aufspannen, gibt es
Koeffizienten a, 3,7, 6 mit

Y2 = ayo + By und y3 = yyo + bu1- (15.2)

Alle Koeflizienten sind von Null verschieden, weil alle projektiven Punkte paar-
weise verschieden sind. Um das Doppelverhaltnis der vier gegebenen Punkte zu

berechnen, ersetzen wir ihre Reprasentanten y; durch neue Reprisentanten z;,
die definiert werden als

20 ‘= —QYo, 21 = *ﬂyl, 22 ‘= Y2, 23 ‘= Y3.

Es ergibt sich zy + z; + 2z, = 0. Damit konnen wir das Doppelverhiltnis aus den
Koeffizienten der Darstellung von

23 = T2 — 721

B

bestimmen als

)
DV(qo:qlzquqg):jé—i:g—‘;.

Wir driicken die Beziehungen (15.2) beziglich der Basis zq,z; aus

a(egozo + ap1z1) + B(ar0Zo + a1121) = azeTo + az 1,

Y(agozo + @o171) + 6(10To + @1121) = azoo + 3121,
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oder nach Koeffizientenvergleich

agoa + ajof = azg,
apa+ a;ff = as,
oy + @106 = asg,

@01y + a6 = as;.

Nach der Cramerschen Regel ergeben sich die Werte fiir a, 3,7, § als a = d21/do1,
B = doz/do1, ¥ = di1/doe1 und § = do3/do;. Durch Einsetzen in das oben
berechnete Doppelverhaltnis erhalt man schliefilich

d03 ) d12

DV(go :q1:92:93) = 57—~

O

15.11 Folgerung. In einer projektiven Geraden g sei ein projektives Koordina-
tensystem pg, p1, p2 mit Einheitspunkt p, gegeben. Weiter seien vier Punkte qq,
q1, 92, g3 mit go # q1 7# q2 # qo und ¢1 # q3 gegeben mit den Parameterwerten
to, t1, ta, t3 # 0o. Dann gilt

ts —to t3 — 1

DV(go:q1:q2: = : .
(90 :q1:92:43) ty —to 1y — 1

BEWEIS: Seien (ajg,a;;) die homogenen Koordinaten der Punkte g; bzgl. des
Koordinatensystems p;. Die Parameter dieser Punkte seien ¢; := a;;/a;. Dann
gilt

DV(qo g1 iqp: (I3) _ (a00a31_‘"70—“30‘101)(oild(laﬂ - 020(111)
(01000121 - 01200!01)(0100131 - &300411)
_ (0131/0130 - 0401/0100)(0121/0120 - o‘ll/alo)
B (021/0120 - 0101/0400)(031/0130 - an/alo)
_ (ts —to)(t2 — ta)
C (t2 —to)(ts — t1)’

O

Die Quotienten (¢35 — t9)/(t2 — to) bzw. (t3 —t;)/(f2 — t;) konnen in der affinen
Geometrie als Teilverhaltnis aufgefaflt werden, d.h. das Verhaltnis, mit dem der
Punkt g3 die Strecke von ¢o nach g, bzw. von q; nach ¢, teilt. Also ist das
Doppelverhiltnis ein Verhaltnis von zwei Teilverhaltnissen.
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15.12 Satz. Fir vier paarweise verschiedene kollineare Punkte qq, q1, q2, q3 sel
D =DV(qy:¢q :qs2:q3). Dann gelten

DV(gs:qo:q1:92)=1-D,
DV (qo : pquﬁ=1.p,
DV(go:92:q1:q3)=D:(D~-1).

Bei allen Permutationen der vier Punkte entstehen genau die sechs Werte

D,1:D,1-D,1:(1-D),D:(D-1),(D-1):D.

Diese Werte bilden bei Einsetzen jeweils in D eine (nicht-kommutative) Gruppe.

BEWEIS: Wir zeigen etwas mehr, als im Satz behauptet wird. Sei dazu S,
die symmetrische Gruppe der Permutationen von {0,1,2,3} und B = Bjj(R \
{0,1},R\ {0,1}) die Gruppe der bijektiven Abbildungen von R~ := R\ {0,1}
auf sich. Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus 94: Sy — B.

Dazu zeigen wir zundchst, dafl jedes Element ¢ von R~ als Doppelverhaltnis
¢ = DV(qo : ... : g3) von vier paarweise verschiedenen kollinearen Punkten
einer projektiven Geraden g auftritt. Wir wahlen qo,q;,q, als ein projektives
Koordinatensystem von g und g3 mit den homogenen Koordinaten (1,z). Nach
15.7ist dannz = DV(qo : ... : g3).

Sei jetzt o € Sy eine Permutation. Wir definieren DV (gs) := DV (go(o) : - :
4o(3))- Sind zwei Quadrupel (qo,...,qs) und (po,...,ps) gegeben mit

z=DV(g:...:q3)=DV(po:...:ps),

so gilt DV(q,) = DV(p,). Wir kénnen namlich eindeutig eine Projektivitat
fig — g durch f(q0) = po, f(q1) = p1, f(g2) = p2 definieren und weil wegen
15.7 (1,z) die homogenen Koordinaten der Punkte g3 bzw. p; bezliglich der
beiden projektiven Koordinatensysteme sind, gilt auch f(g3) = ps. Werden die
Punkte ¢; und p; durch die Permutation o vertauscht, so ist wegen 15.6 auch
Dv(qa) = DV(po).

Jetzt haben wir die Voraussetzungen, um die Abbildung ¥: S; — B zu definie-
ren. Sei ¢ € R™ und z = DV/(q). Wir setzen

¥(o)(z) = H(o)(DV(g)) := DV (g5-1)-

Wegen der oben angestellten Uberlegungen ist 9(o) fiir alle z € R~ definiert
und unabhingig von der Wahl von ¢ = (g0, 1, ¢2,43)-
Schliefllich zeigt

Ho)(z) = DV(q(or)-1) = DV(gr-15-1) = ¥(o)(DV(g,-1))
= 3(a)¥(r)(DV(q)) = ¥(o)¥(7)(2),



220 15 Doppelverhaltnisse und harmonische Punkte

dafl 4 ein Gruppenhomomorphismus ist.

Wir setzen jetzt vy := tot; + tat3, v := toty + t1i3, v3 := tots + t;¢,. Dann ist
wegen

(ts —to)(t2 — t1)

(t2 — to)(ts — t1)

DV(go:q1:q2:q3) =

aus dem Beweis von 15.11

vy — V2

DV(Qo 4192 1‘13) =

vy — U3

Lassen wir die Permutationen, die gleichzeitig zwei beliebige Punktepaare ver-
tauschen, also (01)(23), (02)(13), (03)(12), auf den g; operieren, so andern sich
die v; nicht. Damit liegen diese Permutationen im Kern von 9. Andrerseits
erhalten wir im Bild von ¢ sicher die bijektiven Abbildungen

id(z) :=
1:D(z):
1—- D(z) :=

J(i ) ) DV(go:q1:92:93) =D,
9((23))(z) =DV(go:q1:93:¢92) =1: D,
¥((0123))(z) = DV(gs : qo : q1 : q2) =1 — D.

Von diesen drei bijektiven Abbildungen aus B werden mindestens die im Satz
angegebenen Abbildungen durch Komposition induziert. Das Bild von ¥ enthalt
also mindestens 6 Elemente. Daher mufl der Kern genau die Kleinsche Vierer-
gruppe V4 = {id,(01)(23),(02)(13),(03)(12)} sein. Nach dem Homomorphiesatz
fiir Gruppen ist also die Bildgruppe von ¥ isomorph zu S4/V,. Sie hat 6 Elemente
und wird von den Abbildungen id(= D), 1: D und 1 — D erzeugt. O
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Wir wollen nunmehr in den folgenden Kapiteln die verschiedenartigen Techni-
ken dargestellen, die zur Erstellung eines kleineren oder auch gréfleren Graphik-
Pakets benodtigt werden. Da dieses Buch aus mehreren dazu gehaltenen Semina-
ren hervorgegangen ist, sollen die dort gemachten Erfahrungen hier mit einge-
bracht werden. Das wird gekoppelt mit einigen Hinweisen zur Entwicklung eines
flexiblen Matrizenpakets.

16.1 Zur allgemeinen Programmentwicklung

Der Entwurf eines Graphik-Pakets wird sich dndern abhingig davon, wieviele
Personen an der Erstellung teilnehmen. Eine einzelne Person muf} sich haufig in
bezug auf den Umfang eines solchen Pakets eher beschrainken. Wenn mehrere
Personen oder Personengruppen an demselben Projekt arbeiten, sind natiirlich
mehr Komfort und mehr Funktionen zu erzielen. Dabei gilt es aber, deutlich
besseren Entwicklungs- und Programmierstil anzustreben, als eine einzelne Per-
son benotigt, weil die Kommunikation zwischen den verschiedenen Personen oder
Gruppen haufig nur sehr locker verlauft. Man sollte daher besonders an die Do-
kumentation und an das Testen der implementierten Programmteile hohe An-
spriiche stellen. Eine gewisse Normierung ist dazu notwendig. Wir besprechen

diese in diesem Kapitel und stellen sie anhand der Entwicklung des Matrizenpa-
kets dar.

Durchgehend werden wir uns auf die Sprache Pascal beziehen, weil sie in ihren
Konstrukten verhaltnismaBig leicht zu lesen ist. In Kapitel 18 werden wir dann
etwas die Methoden streifen, die man bei Verwendung objekt-orientierter Spra-
chen (am Beispiel Turbo Pascal 5.5 von Borland) einsetzen kann.

Die verschiedenen Arbeitsgruppen entwickeln gesondert Prozeduren-Pakete, so-
genannte Units im Pascal-Jargon. Diese werden von der Entwicklungsgruppe
des Hauptprogramms dann zusammengebunden. Die Programmteile werden
wihrend der Entwicklungsphase nach und nach vervollstandigt und getestet. So-
weit Zugriffe auf andere Units nétig sind, sollen dort zunachst Leer-Programme
unter dem geplanten Namen abgelegt werden, damit ein Aufruf dieser Routinen

schon moglich ist, aber moglicherweise zunidchst zu trivialen Standardwerten
fuhrt.

Die gewiinschten Funktionen sollten moglichst frith in der Entwicklungphase fest-
gelegt und den einzelnen Entwicklungsgruppen zugewiesen werden. Fur die mei-
sten Funktionen ist diese Zuordnung trivial. In das Matrizenpaket gehoren eben
alle Prozeduren und Funktionen, die nur etwas mit Matrizen zu tun haben. In
das Ausgabepaket gehéren alle Programmteile, die Ausgabe graphischer Resul-
tate auf dem Bildschirm oder auf dem Drucker bezwecken. Speziell hierzu findet
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der Leser weitere Hinweise in Kapitel 17. Funktionen, die nicht so eindeutig ei-
nem grofleren Paket zuzuweisen sind, sollten im Konsens je nach voraussichtlicher
Arbeitsbelastung auf die einzelnen Gruppen verteilt werden.

Hier sollte die Gruppe, die das (meist recht kleine) Hauptprogramm entwickelt,
besondere Mitsprache haben. Diese (Haupt-)Gruppe ist auch dafiir zustindig,
daB die Kommunikation zwischen den Gruppen wahrend der Entwicklung auf-
rechterhalten bleibt, daf} die einzelnen Programmteile rechtzeitig und mit ein-
wandfreier Dokumentation zur Verfiigung stehen. Diese Gruppe tibernimmt also
eine etwas ubergeordnete Funktion. Es hat sich bewahrt, dafl diese Gruppe
auch die zu verwendenden Datentypen festlegt. Sie Gbermittelt und verwaltet
auch Wiinsche nach Prozeduren, die in einzelnen anderen Gruppen in deren
Programmpaket mitentwickelt werden sollen. (Bei objekt-orientierter Program-
mierung sollte man daran denken, die Datenstruktur der Objekte vollig den
einzelnen Gruppen zu uberlassen, ihre Methoden jedoch unter Mitsprache der
Haupt-Gruppe festzulegen.)

Da die einzelnen Programmteile in Pascal Units entwickelt werden, kénnen hier
Hilfsfunktionen fir ein einzelnes Paket implementiert werden, die von auflen nicht
sichtbar sind. Hier kann moglicherweise der Anspruch an die saubere Dokumen-
tation etwas herabgesetzt werden. Sie sollte aber im Sinne des Austestens und
der Fehlersuche nicht vollig vernachlassigt werden.

Die geforderten Teile der Dokumentation sollte man einheitlich festlegen. Insbe-
sondere muf} in der Dokumentation ganz klar fiir jede Prozedur gesagt werden,

- wie und mit welchen Parametern sie aufgerufen wird,

— welche Daten sie moglicherweise verandert,

- welche anderen Prozeduren von ihr aufgerufen und benutzt werden,

— welchem Zweck sie dient,

- welches die Einschrankungen fir ihre Benutzung sind sowohl beztglich
der verwendbaren Eingabeparameter als auch beziiglich der Bereiche fir
die Ausgabe und eventuell die numerische Genauigkeit,

— wie sie zu verstehen ist, eventuell an einem Beispiel, und

— welche mathematischen Methoden verwendet werden, eventuell mit ei-
nem Literaturhinweis.

Die genaueren Festlegungen, die fiir eine einheitliche Entwicklung der gewiinsch-
ten Software nétig sind, sind in einem etwas umfangreicheren Merkblatt zusam-
mengestellt, das alle Teilnehmer ausgehindigt bekommen haben. Der Leser kann
eine Kopie davon als Anhang 1 finden. Eine genauere Darstellung dieses Ver-

fahrens findet man auch in Kapitel 20.1 unter den allgemeinen Uberlegungen fir
die Erstellung des Graphik Pakets.
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16.2 Implementierung der Matrizenrechnung

Wir wollen nun besprechen, in welcher Weise die fiir die ganze Computergraphik
mafligebliche Matrizenrechnung implementiert werden kann. Wie schon oben
bemerkt ist besondere Sorgfalt in der Dokumentation angebracht und damit
gutes Software-Engineering.

Wir wollen hier anhand einiger typischer Prozedur-Kopfe die Art darstellen, wie
(etwa in Turbo Pascal) diese Information festgehalten und weitergegeben werden
kann. Es geht bei diesen Informationen vor allem darum, dafl der Benutzer die
Prozeduren anwenden kann, ohne ihre Funktion im Einzelnen zu kennen. Es muf}
unbedingt vermieden werden, dafl der Anwender einer Prozedur sich mit ihrer
Implementierung, also dem dafiir verwendeten Pascal-Programm, auseinander-
setzen mufl. Verschiedene Rechnungen fiir Matrizen sind doch so kompliziert
und, vor allem wenn sie als Programm dargestellt sind, so schwierig zu verste-
hen, dafy diese Methode der Dokumentation, die ja auch im Sinne einer guten
Programmentwicklung liegt (’black box’), unbedingt verwendet werden mufl.

Eine besondere Erlduterung verdient die Kennzeichnung der Parameter in einem
Prozedur-Aufruf. Hier sind in spitzen Klammern Werte wie <v/i/o> angege-
ben. Dadurch werden verschiedene Parameter unterschieden, solche, die nur
zur Eingabe (i) verwendet werden und durch die Prozedur nicht verdndert wer-
den konnen, solche die als Ausgabe (o) bendtigt werden und die entsprechend
verdndert werden sollen, z.B. bei Funktionen, und die Referenz-Parameter (v)
(vom VAR Typ), die moglicherweise von der Prozedur verandert werden konnten.
Das sollte aber nur geschehen, wenn auch der Ausgabe-Parameter (o) angegeben
ist.

bilde_Einheitsmatrix

{

{ procedure bilde_Einheitsmatrix (rang : integer ;
var E_Matrix : Matrix_Typ ) ;

Parameter : dim <-/i/-> Rang der zu erstellenden Einheitsmatrix
E_Matrix <v/-/o> von dieser Prozedur erzeugte Einheits-
matrix

Diese Prozedur legt in E_Matrix eine Einheitsmatrix vom Rang

rang ab und setzt Zeilen- und Spaltenzahl auf den entsprechen-
den Wert.

Bereich: rang darf nur im Bereich 1 < rang < MaxDim verwendet wer-
den. Ein Fehlertest findet statt und bricht das Programm ab.
MaxDim ist als globale Konstante festgelegt.

A A A A A Ay A A A Ay A A A
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Ein erstes Beispiel fir diese Art der Dokumentation ist die auf der vorhergehen-
den Seite angegebene Prozedur bilde_Einheitsmatrix.

Das erste grofie Feld enthalt den Namen der Prozedur oder Funktion in der
Weise, wie sie aufgerufen werden mufl. Im zweiten Feld sind die Parameter
erlautert. Das dritte Feld ist fir die zusdtzlichen Erlduterungen vorgesehen.
Hierher gehoren die folgenden besonderen Teile der Dokumentation:

— Bereich: Angabe der zulassigen Bereiche fiir die Parameter,
Zweck: Beschreibung des Zwecks der Prozedur,
- Verfahren: Hinweise auf verwendete mathematische Methoden und Li-
teraturhinweise,
Warnungen: Hinweise auf besondere Fehlermdglichkeiten,
- Bemerkungen: Hinweise auf andere verwendete Prozeduren, globale
Konstanten und Variable, sonstige Hinweise,
Beispiel: fir die Anwendung der Prozedur.

Ein weiteres Beispiel ist

bilde_Einheitsvektor
{
{ procedure bilde_Einheitsvektor ( dim : integer ;

Komponente : integer ;
var E_Vektor : Koordinatentupel Typ ) ;

Parameter : dim <-/i/-> ”Dimension” des Vektors
Komponente <-/i/-> Komponente, die 1 werden soll
E_Vektor <v/-/o> erzeugter Einheitsvektor

Diese Prozedur legt in E_Vektor einen Einheitsvektor der

Lange dim ab, der an der Stelle "Komponente” eine Eins hat.

Es ist nur 1 < Komponente < dim < MaxDim zuldssig. Da-

bei ist MaxDim als globale Konstante festgelegt.

Warnung: Ein Bereichstest findet statt. Er wird das Programm bei Be-
reichsiiberschreitung abbrechen.

{ Beispiel: bilde_Einheitsvektor(3,2,X) ergibt den Vektor X = (0,1,0).

{

Hier ist der Teil Beispiel durchaus angebracht, um zu zeigen, an welcher Stelle
des Einheitsvektors die Eins eingesetzt wird. Auflerdem ist der Hinweis auf den
Fehlertest in die Rubrik Warnung aufgenommen worden, weil der totale Abbruch
des Programms kritisch ist.
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Das fiihrt uns auch gleich zu der Behandlung von Programmfehlern. Es sollte eine
einheitliche Fehlerroutine fiir das gesamte Programmpaket verwendet werden, die
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wahlweise bei sehr kritischen Fehlern das Programm (evtl unter Rettung gewis-
ser Daten) abbricht, oder bei unkritischen Fehlern eine Meldung ausgibt und
dann das Programm (evtl. fehlerhaft) fortsetzt. Samtlich Fehlerchecks sollten
diese Fehlerroutine mit geeigneten Parametern aufrufen, um die Fehlermeldung
auszuldsen und die weitere Bearbeitung an dieser Stelle zuzulassen. In der Fehler-
routine sollten auch die Texte fur alle Fehlermeldungen gesammelt werden, damit
sie einheitlich gestaltet werden kénnen und nicht iber das gesamte Paket ver-
streut sind. Bereichsiiberschreitungen, Division durch Null, falsche Dimensionen
oder dhnliche vorhersehbare Fehler sollten alle diese Fehlerroutine aufrufen.

Wir stellen noch zwei weitere Programmképfe fiir das Matrizenpaket vor, die
Multiplikation von Matrizen auf dieser Seite und die Multiplikation von Vektoren
mit Matrizen auf der nachsten Seite.

Matrix-mal_Matrix
{
{ procedure Matrix_mal_Matrix ( linke_-Matrix,

rechte_ Matrix : Matrix_Typ ;
var Ergebnis_Matrix : Matrix_Typ ) ;

Parameter : linke_Matrix <-/i/-> linker Faktor
rechte_Matrix =~ <-/i/-> rechter Faktor
Ergebnis_Matrix <v/-/o> enthalt das Matrix-Produkt

Bereich:  Die Spaltenzahl des linken Faktors mufl mit der Zeilenzahl des
rechten Faktors {ibereinstimmen. Die Zeilen- und Spaltenzah-
len aller Matrizen miissen zwischen 1 und MaxDim liegen.

{ Zweck: Matrizenprodukt von 2 Matrizen berechnen.

{ Verfahren: Nach der Vorlesung Lineare Algebra, Satz 3.1.1.

{ Warnung: Bei Bereichsiiberschreitung Abbruch des Programms.

{ Beispiel: Das Skalarprodukt (z1,...,2,)(y1,...,¥n)" = Do) ziyi ist

{ ein Spezialfall des Produkts von Matrizen.

{

Weitere benotigte Prozeduren oder Funktionen sind etwa
— Skalar_mal_Matrix
— Skalar_mal_Vektor
- Matrix_plus_-Matrix

Vektor_plus_Vektor

Matrix_Inverse

linear_abhéngig

l6se lineares_Gleichungssystem

— Determinante

A A A A A Ay A Ay A Ay
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Vektor_mal_Matrix

{

{ procedure Vektor_mal Matrix ( Vektor : Koordinatentupel Typ ;
Mat : Matrix_Typ;

var Res_Vek : Koordinatentupel Typ );

Parameter : Vektor <-/i/-> Zeilenvektor
Mat  <-/i/-> rechter Matrix-Faktor
Res_Vek<v/-/o> enthilt das Produkt

Bereich: Die Liange des Zeilenvektors mufl mit der Zeilenzahl des }
rechten Faktors bereinstimmen. Die Zeilen- und Spaltenzah- }
len der Matrix miissen zwischen 1 und MaxDim liegen. }

Zweck: Multiplikation eines Zeilenvektors mit einer Matrix von rechts. }

Verfahren: Nach der Vorlesung Lineare Algebra, Satz 3.1.3.

Warnung: Bei Bereichsiiberschreitung Abbruch des Programms.

Beispiel: ~ Das Skalarprodukt (z1,...,Za)(¥1,.--,Yn)t = Doio, Tiyi ist
ein Spezialfall dieses Produkts.

A A Ay A A Ay Ay Ay A A Ay A Ay A A A
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transponiere_Matrix
Skalarprodukt
Vektorprodukt
normiere_Vektor
Winkel zwischen

— Orthonormal_Basis

Die Namen der Prozeduren oder Funktionen sprechen allein schon fiir den Zweck
des entsprechenden Programmteils. Sowohl die Prozeduren Matrix_Inverse, als
auch l6se lineares_Gleichungssystem, Determinante und linear_abhangig benut-
zen eine weitere Prozedur, die man

— Gauf-Jordan-Algorithmus
nennen konnte. Dieser sollte jedoch fiir den Benutzer der gesammten Einheit
nicht sichtbar sein, weil er als Technik im Hintergrund steht. Der Algorithmus
wurde in Satz 2.27 und 2.28 behandelt.

Es gibt an dieser Stelle jedoch eine wichtige Abianderung dieses Algorithmus.
Sie zusammen mit den Rundungsfehlern, die bei der Anwendung des Gauf}-
Jordan-Verfahrens sich unangenehm bemerkbar machen kénnen. Solange man
die elementaren Spaltenumformungen einer Matrix mit absoluter Genauigkeit
durchfiihrt, ist es sehr leicht festzustellen, ob ein Eintrag von Null verschieden
ist oder nicht. Bedenkt man jedoch, dafl die Rechnungen auf dem Computer
nicht mit rationalen Zahlen sondern mit Gleitkommazahlen mit einer gewissen



16.2 Implementierung der Matrizenrechnung 227

Rundung auf eine Stellenzahl der Mantisse von etwa 13 Stellen vorneommen wer-
den, so kann es etwa bei Berechnungen eines Ausdrucks der Form a+b—a —b bei
groflem Wert von a und sehr kleinem b sehr wohl vorkommen, dafl das Resultat
von Null verschieden ist, da bei der Bildung der Summe a + b der Wert von b
unter der Genauigkeitsgrenze von a liegt, also bei der Summenbildung ¢ heraus-
kommt. Zieht man dann a ab, so erhédlt man Null. Die Differenzbildung mit b
ergibt als Resultat tatsachlich —b. Nun konnte man alle Zahlen, deren Absolut-
betrag unter eine gewisse Groflenordnung e sinken, zu Null machen. Das ist in
vielen Fillen auch angebracht. Man sollte mit dieser Genauigkeitsgrenze etwas
experimentieren, wenn man Fehler bei der Berechnung von Inversen von Matri-
zen feststellt. Wenn die Determinante der zu invertierenden Matrix sehr klein
wird, dann sind hier immer Fehlerméglichkeiten gegeben, die auf Rundungsfeh-
lern beruhen kénnen.

Der Algorithmus 1at aber noch weiteren Bewegungspielraum, wie wir schon beim
Beweis von Satz 2.27 bemerkt haben. Wenn man namlich in dem Schritt, in dem
ein von Null verschiedener Koeflizient in der ersten Zeile gesucht wird, nicht die
erstbeste i-te Spalte mit einem solchen Term aufsucht, sondern diejenige Spalte,
die einen dem Absolutbetrag nach grofiten Koeffizienten in der ersten Zeile be-
sitzt und diese mit der ersten Spalte vertauscht, so ergibt das solchermafien leicht
abgednderte Verfahren numerisch eine hohe Genauigkeit und Stabilitdt. Dieses
Verfahren wird auch Pivot-(Drehpunkt-)Verfahren genannt.

Man hat noch weitere Moglichkeiten, die Genauigkeit zu verbessern, der Gewinn
des angegebenen Verfahrens ist jedoch so grofl, daf} fiir unsere Anwendungen nur
noch in Ausnahmefillen die erzielbare Genauigkeitsvergroflerung den deutlich
steigenden Programmieraufwand rechtfertigen. Das Pivot-Verfahren sollte je-

doch unbedingt bei der Implementierung des GauB-Jordan-Verfahrens eingesetzt
werden.



17 Graphik auf dem Bildschirm

In diesem Kapitel wollen wir die einfachsten Techniken kennenlernen, mit de-
nen auf dem Bildschirm eines Computers graphische Darstellungen erzielt wer-
den konnen. Dieselben Techniken kénnen dann haufig auch fir den Druck die-
ser Graphiken verwendet werden, wenn ein geeigneter Drucker zur Verfiigung
steht. Zunachst miissen wir uns etwas mit den technischen Voraussetzungen
beschéftigen, die es ermoglichen, aufler Text auch graphische Darstellungen auf
den Bildschirm zu bringen. Sodann werden die einfachsten Graphik Programme
vorgestellt. Sie sind jeweils auf den benutzten Computer zugeschnitten und
nicht ohne weiteres auf andere Geréte iibertragbar. Das fithrt zum wichtigsten
Teil dieses Kapitels, zur Diskussion der Methoden der Ubertragung von Kurven,
Linien und Punkten in der uns umgebenden Welt auf den Bildschirm. Diese
Ubertragung wird in mehreren Schritten vor sich gehen und nur der letzte dieser
Schritte wird von dem speziell benutzten Computer abhiangen.

17.1 Raster-Graphik oder Vektor-Graphik ?

Eines der unangenehmsten Probleme bei der Erstellung von Graphik-Program-
men entsteht durch die Vielzahl der verschiedenen Computer- und Drucker-
Systeme, das Problem der Kompatibilitat. Ein Programm kann auf dem einem
Computer wunderbar laufen und die schonsten Graphiken produzieren, auf ei-
nem Computer eines anderen Herstellers ist viclleicht mit demselben Programm
uberhaupt nichts anzufangen, obwohl beide Computer dicselbe Programmier-
sprache verstehen. Deshalb wird es notig sein, dafl wir uns auch mit den tech-
nischen Details des verwendeten Computers auseinandersetzen und einen Pro-
grammteil schreiben, der nur auf den speziellen von uns verwendeten Computer
zugeschnitten ist, ein sogenanntes Interface. Die restlichen Graphikprogramme
kénnen dann unabhangig vom Computer-Modell einheitlich entwickelt werden.

Wenden wir uns zunachst zwei verschiedenen Darstellungsmethoden von Graphi-
ken auf dem Bildschirm zu. Eine Graphik wird im allgemeinen immer aufgelést
in eine Menge von Punkten, die dann auf dem Bildschirm oder dem Drucker
sichtbar gemacht werden. Die Graphik wird also diskretisiert. Eine Ausnahme
bilden hier die Plotter, die mit speziell gefiihrten Zeichengeraten durchgehende
Kurven und Linien zeichnen. Angenommen der Bildschirm hat die Mdglichkeit
250.000 Punkte darzustellen und unsere Graphik ist in 1.000 Punkte aufgeldst.
Wie sollen diese Punkte gespeichert und dann auf den Bildschirm iibertragen
werden? Die eine Moglichkeit ist, von jedem Punkt die Bildschirm-Koordinaten
(d.h. den Abstand vom oberen und vom linken Bildschirm-Rand) zu speichern
und dann an den Bildschirm fir jeden Punkt den Befehl zum Zeichnen zu ge-
ben. Das wire eine Programmschleife, die 1.000 Mal durchlaufen werden miifite.
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Diese Art der Graphik-Darstellung nennt man Vektor-Graphik, weil die Spei-
cherung und Darstellung der Punkte durch ihre Koordinaten-Paare, d.h. durch
Vektoren, erfolgt. Eine andere Mdglichkeit ist, im Speicher fiir jeden méglichen
Bildschirmpunkt eine Speicherzelle bereit zu halten und diese dann zu fillen,
wenn der entsprechende Punkt in der Graphik verwendet werden soll. Diese
Methode heifit Raster-Graphik.

Die Vektor-Graphik kommt im allgemeinen mit verhaltnismaflig wenig Speicher-
platz aus, muf} aber die Abfrageschleife immer wieder durchlaufen, da ein einmal
mit dem Elektronenstrahl auf den Bildschirm geworfener Punkt nur kurze Zeit
nachleuchtet. Je grofler die Anzahl der verwendeten Punkte ist, desto langer
dauert das Durchlaufen der Abfrageschleife, so daf bei grofien Punktmengen ein
Flackern des Bildschirms auftreten kann.

Die Raster-Graphik hat eine konstante Abfragerate. Es wird ndmlich jeweils
der gesamte Bildschirmspeicher durchlaufen, und es werden diejenigen Punkte
auf den Bildschirm projiziert, an deren Speicherstellen ein Eintrag vorgenom-
men worden ist. Der Bildschirmspeicher kann je nach Komplexitidt des Systems
sehr grofl werden, aber es wird keine Abhéngigkeit der graphischen Darstellung
(Dauer der Abfrage, Flackern) vom Umfang der Graphik auftreten.

Wenn man mehrere Graphiken auf demselben Bildschirm darstellen méchte und
die Graphiken sich dabei teilweise verdecken sollen, so hat man in der Vektor-
Graphik die Méglichkeit, die Punktfolgen in geeigneter Reihenfolge einzugeben
und Teile, die verdeckt werden, auszublenden. Bei der Raster-Graphik muf
gewohnlich der gesamte Bildschirmspeicher neu belegt werden. Das hat zu der
Entwicklung von Programmpaketen gefiihrt, die mit Sprites bezeichnet werden.

Ein weiteres Problem ist zu beachten; auf graphik-fahigen Bildschirmen kénnen
die Punkte auch noch mit verschiedenen Qualititen ausgegeben werden, so z.B.
auf Farb-Graphik Schirmen in verschiedenen Farben oder in verschiedener In-
tensitat oder blinkend. Diese Information muf} jeweils mit dem entsprechenden
Punkt zusammen gespeichert werden, in der Vektor-Graphik als zusatzliches At-
tribut zum gespeicherten Vektor, in der Raster-Graphik muf} fiir jeden moglichen
Punkt ein entsprechender Speicher bereit gehalten werden. Das fiithrt im Bei-
spiel eines Bildschirmes mit 250.000 Punkten schnell zu Speicher-Groflen von
250 kB und mehr, die zusétzlich nur fiir die Bildverarbeitung zur Verfiigung ste-
hen miissen. Da wir uns hier vorwiegend an Benutzer von Computern kleinerer
Grofle wenden, und praktisch alle graphik-faihigen PC’s bzw. Heim-Computer
mit Raster-Graphik ausgestattet sind, werden wir auf weitere Probleme und
Moglichkeiten der Vektor-Graphik nicht eingehen.

Der Leser sollte die Graphik-Darstellung bei Computern nicht mit der Text-
Darstellung verwechseln. Bei der Text-Darstellung werden die Buchstaben des
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Textes nicht jeder fiir sich in seiner Auflésung in Punkte im Graphik Speicher ge-
speichert, sondern als Buchstaben im ASCII Code gespeichert und mit spezieller
Hardware auf den Bildschirm ibertragen. Deshalb sind zwei Zustidnde zu unter-
scheiden, in denen sich der Computer gerade befinden kann, der Graphik-Zustand
und der Tezt-Zustand.

17.2 Primitive Graphik Routinen

Nachdem wir uns mit den technischen Details etwas angefreundet haben, wol-
len wir uns nun den einfachsten Darstellungs-Maglichkeiten graphischer Objekte
auf dem Bildschirm zuwenden. Fir den grofiten Teil dieses Buches werden wir
uns auf die Behandlung von Punkten, Strecken und von Geraden beschranken.
Zusatzlich werden zur Bezeichnung von graphischen Objekten Buchstaben und
Zahlen benétigt, so dafl auch eine Tezt-Eingabe im Graphik-Zustand zu betrach-
ten ist.

In der Raster-Graphik konnen wir uns den Bildschirm als ein in Punkte auf-
geteiltes Rechteck vorstellen. Der Leser sollte ermitteln, wieviele Punkte auf
seinem Computer im Graphik-Zustand in einer Zeile und wieviele Punkte in ei-
ner Spalte untergebracht werden konnen. Die Stelle auf dem Bildschirm, an
der das graphische Objekt erscheinen soll, wird durch Bildschirm-Koordinaten
oder System-Koordinaten angegeben. Diese werden in Form von zwei nattrlichen
Zahlen z und y angegeben, die den Abstand vom oberen (bzw. unteren) Bild-
schirmrand und vom linken (bzw. rechten) Bildschirmrand in einer Anzahl von
Punkten angeben. Haben wir z.B. einen Bildschirm mit 720 mal 348 Punkten
vor uns (IBM PC mit Hercules-Karte) und wird ein Punkt durch die Koordi-
naten z = 360 und y = 174 angegeben, so liegt dieser Punkt in der Mitte des
Bildschirmes. Allgemein wird in diesem Falle z zwischen 0 und 719 und y zwi-
schen 0 und 347 liegen. Einen Punkt exakt in der Mitte des Bildschirmes gibt
es garnicht. Dazu miften die horizontalen und vertikalen Bildschirm-Gréfen
ungerade Zahlen sein.

Zum Aufbau einer Graphik auf dem Bildschirm miissen wir also alle Punkte mit
ihren System-Koordinaten, alle Strecken mit ihren Endpunkten, alle Geraden
(durch die Angabe zweier Punkte, durch die die Gerade verlauft) und alle Buch-
staben mit ihren System-Koordinaten und eventuell noch mit ihrer Grofle und
ihrer Lage (Verdrehung auf dem Bildschirm) eingegeben werden. Hierzu dienen
nun die primitiven Graphik Routinen, deren Bezeichnung und Funktionen wir
jetzt besprechen werden. Diese primitiven Graphik Routinen bilden einen Teil
des schon oben angesprochenen Interfaces, das abhangig vom jeweils benutzten
System erstellt werden mufl. Wegen der intensiven Nutzung dieser Routinen ist
es wichtig, dafB sie besonders schnell sind. Sie sollten moglichst in Assembler ge-
schrieben werden. Allerdings werden die meisten Benutzer eines graphik-fahigen
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Bildschirmes schon liber solche Graphik Routinen verfiigen. Sie sollten von der
benutzten Sprache (also z.B. von BASIC, Pascal, C oder FORTRAN) aus auf-
rufbar sein.

Die benotigten primitiven Graphik Routinen sind:

GMODE: Setzt den Bildschirm in die Graphik Mode.

TMODE: Setzt den Bildschirm in die Text Mode.

CLRSCR: Léscht den gesamten Inhalt des Bildschirmes.

PKT(z,y): Setzt einen Punkt auf die Koordinaten z,y auf dem Bildschirm.

SETZE(z,y): Setzt einen imagindren Zeichenstift auf die Koordinaten z,y auf
dem Bildschirm, ohne jedoch an diese Stelle einen Punkt zu malen. Diese Routine
wird zusammen mit der nichsten Routine verwendet.

ZEICHNE(z,y): Zeichnet eine Strecke von der Position des imaginiren Zeichen-
stiftes auf dem Bildschirm, die nach den Befehlen PKT, SETZE oder ZEICHNE ein-

genommen wird, zu der neuen Position z,y. Dieses wird dann die neue imaginare
Position.

TEXT(z, y,Text$): Schreibt beginnend bei den Koordinaten z,y den Text, der in
Text$ enthalten ist.

Viele Pakete mit primitiven Graphik Routinen enthalten weitere Programme,
die auf den jeweiligen Computer zugeschnitten sind. So kann Text auch verti-
kal ausgegeben werden, man kann Buchstabenform und -Gré8e bestimmen, es
kann zwischen mehreren verschiedenen Bildschirm-Speichern gewdhlt werden, so
dafl eine Graphik aufgebaut werden kann, wahrend noch eine andere auf dem
Bildschirm gezeigt wird, es gibt besondere Routinen zum Ausdruck der Graphik
etc. Die Textausgabe kann auch nur durch die Ausgabe einzelner Buchstaben
und Zahlen ermoglicht werden. Wir wollen uns im folgenden auf die oben be-
schrieben primitiven Graphik Routinen beschranken. Sie sollten vorhanden sein,
bzw. notfalls in Assembler geschrieben werden und durch die verwendete Sprache
aufrufbar sein.

Sollte der Leser einige der primitiven Graphik-Routinen selbst schreiben, so mufl
er sich mit der folgenden Problematik auseinanderseizen. Soil eine Strecke auf
den Bildschirm gezeichnet werden und sind die Anfangs- und Endpunkte mit
ihren System-Koordinaten (z;,y;) und (z,,y;) vorgegeben, so entsteht kein Pro-
blem, wenn die Strecke horizontal (y; = y;) oder vertikal (z; = z,) verlauft.
Verlauft sie jedoch schriag tiber den Bildschirm, so gibt es viele Moglichkeiten,
diese Punkte angenahert durch eine Punktfolge zu verbinden. Vier dieser Mog-
lichkeiten sind in den Abbildungen 1 bis 4 dargestellt.
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"

1. Fall 2. Fall 3. Fall 4. Fall

Figur 17.1

Die vorgegebenen Anfangs- und Endpunkte liegen im linken unteren bzw. rech-
ten oberen Eckfeld des Rasters. Der erste Fall entsteht, wenn man die Strecke
als Funktion behandelt und fiir jedes mégliche z einen Punkt eintragt. Mit zu-
nehmender Steigung der Strecke (Geraden) werden immer weniger Punkte pro
Lingeneinheit ausgegeben werden. Fall 2 entsteht durch einen Algorithmus, der
feststellt, in welchen Quadraten des Rasters geniigend lange Teilstrecken der
diagonalen Verbindungsstrecke der beiden Endpunkte liegen. Der 3. Fall zeigt
eine weitere Moglichkeit fiir einen solchen Algorithmus. Der 4. Fall schliefllich
stellt eine Strecke dar, die im Durchschnitt auch noch dieselbe Helligkeit pro
Langeneinheit hat, wie eine horizontale oder vertikale Strecke. Wir sollten hier
bemerken, dafl auch die Helligkeit von horizontalen und vertikalen Strecken dif-
ferieren kann, was normalerweise vom Verhaltnis der horizontalen zur vertikalen
Aufldsung (Anzahl der Punkte pro cm) abhingt.

Wir geben die in den Fillen 2 und 4 verwendeten Algorithmen an. Fir den
zweiten Fall wurde verwendet:

procedure ZEICHNE(z,y: integer);
{Programm zum Zeichnen von Strecken}
var z;,y:,s,Y; : integer;
xlyyl’zlayl)f : integer;
dz,dy,rz,7y,a,b : integer;
begin
GMODE;
T, = za;
{ (za,ya) ist die alte Position des Zeichenstifts }
Y1 =ya;
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Tg = T
Y2 =Y
z; := 14abs(z; — z;);
yi := 1+abs(yz — y1);

f==zy

if f > yi then f:=y;

T = z;

Y =y

z,:=0;

Ys :=0;

ifz, >z; thenr, :=1
else r, := —1;

ify, >y, thenry:=1
else r, := —1;

dz := 0;

dy :=1;

repeat

a:=z;—dyxz,;
b:=y — dz *y,;

if b < a then a := b;
z,:=dy*z, + a;

Ys i=dz xy, + q;

ifa+a > f then PKT(z,y);

dz := 0;
dy:=1;
ifz, = z; then
begin
dz :=1;
dy:=0
end;

if y, = y; then dz := 0;
z:=z+r, x (1 —dc);
yi=y+ry*x (1l -dy);
until (r, * (z2 — z) <0) and (ry * (y2 —y) < 0);

zTa = z;
ya = Y2,
end;

Fir den vierten Fall verwendeten wir:

procedure ZEICHNE(z,y: integer);
{Programm zum Zeichnen von Strecken

233
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mit konstanter mittlerer Dichte}
var z;,¥;,Z2,y2 : integer;
T1,Y1,2,.,Y, : integer;
dz,dy,r,ry,a,b : integer;
f,w : real;
begin
GMODE;
z, = za;
{ (za,ya) ist die alte Position des Zeichenstifts }
Y1 =ya,
T2 = Z;
Y2 =Y,
z; := 1+abs(z; — z1);
yi := 1+abs(ys — n1);
fi=zxy/sqrt(z; xz; + v * yi1);
T =z
Y=y
w:= f/2
z, :=0;
ys :=0;
ifzy > z; thenr, =1
else rp (= —1;
ify, >y, thenry :=1
else r, := —1;
dz := 0;
dy :=1;
repeat
a:=z;—dy x z,;
b=y —dz *xy,;
if b < a then a := b;
z,:=dyx*z, +a;
Y, :=dz xy, + a;
w:=w+ a;
ifw > f then
begin
PKT(2,1);
w:=w-—f
end;
dz .= 0;
dy :=1;
if z, = z; then
begin
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dz :=1;
dy:=0
end;

if y, = y; then dz := 0;
z:=z+ 71, % (1 — dz);
y:=y+ry*(1l—dy)
until (r; * (z2 —z) <0) and (ry * (y2 —y) < 0);

Ta = z4;
ya = Y2,
end;

Dieses Programm kann auch von denjenigem Lesern verwendet werden, die die
primitive Graphik Routine ZEICHNE(z,y) nicht zur Verfiigung haben. Sie ergibt
jedoch nur dann gute Streckendarstellungen, wenn eine hochauflésende Graphik
vorhanden ist. Das oben angegebene Programm stiitzt sich auf einen schnel-
len Algorithmus, der im wesentlichen nur mit ganzen Zahlen und Addition und
Subtraktion arbeitet. Die Variablen r,, dz und ry, dy, die auch in Multiplikatio-
nen auftreten, sind nur zur Behandlung verschiedener Fille eingefiuhrt worden.
Sie konnen auch durch geeignete Fallunterscheidungen ersetzt werden. Dann ist
keine Multiplikation mehr notig, aufler zur Bestimmung der Ausgangswerte. Die
Endpunkte (z1,y1) und (z3,y;) sollten natirlich von auflen eingegeben werden.

Der interessierte Leser wird feststellen, daf der fiir Fall 2 angegebene Algorith-
mus eng verwandt ist mit dem in der Literatur haufig zitierten Bresenham-
Algorithmus, der ebenfalls nur ganzzahlige Operationen verwendet. Eine Va-
riante davon erlaubt es auch, Kreishégen mit ganzzahligen Berechnungen schnell
darzustellen.

17.3 Bildschirm-Koordinaten und Transformationen

Wir stehen jetzt vor der Aufgabe, Gegenstinde aus der Realitiat auf den Bild-
schirm zu Gbertragen. Zunachst wollen wir einige der damit verbundenen Pro-
bleme nennen. Gegenstinde der realen Welt, z.B. einen Wiirfel oder eine Kugel,
werden wir durch numerische Beschreibung ihrer Kanten oder Ecken oder der sie
begrenzenden Kurven zu erfassen versuchen. Da eine Kugel weder Ecken noch
Kanten besitzt, wird hier hdufig ein feines Netz von Linien tber die Kugel gelegt.
Mean stellt dann auf dem Bildschirm nur dieses Netz dar. Der Leser mdge sich
an die Langen- und Breiten-Kreise auf der Erdkugel erinnern. Damit kénnen
wir auch Kugeln (und viele andere krummlinig begrenzte Korper) als Polytope
auffassen. Die mathematische Theorie besonders ginstiger Approximationen
werden wir allerdings nicht besprechen. Eine andere Darstellung der Kugel, wie
man sie etwa von Photographien kennt, bendtigt weit kompliziertere Techni-
ken — Schattenwurf, Berechnung der Beleuchtung und Oberflichen-Helligkeit,
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verschiedene Intensitidten auf dem Bildschirm —, die wir ebenfalls nicht weiter
besprechen werden.

Die Erfassung der Koordinaten eines realen Gegenstands erfordert die Defini-
tion eines Koordinatensystems. Fir den uns umgebenden Raum werden wir
kartesische Koordinaten in drei Dimensionen verwenden. Ein solches Koordina-
tensystem in den Koordinaten z,y und z mufl vom Leser ausgewahlt werden.
Wir werden diese Koordinaten auch 3-dimensionale Welt-Koordinaten nennen.
Der Benutzer muf} also in irgendeiner Weise die Welt-Koordinaten des darzustel-
lenden Gegenstands bestimmen und dann eingeben.

Denken wir an die Erstellung eines Bauplanes fiir ein Haus mit kleinen Erkern, so
kénnen die Koordinaten nicht aus der Natur ausgemessen werden, sondern wer-
den willkiirlich festgelegt. So ganz willkiirlich darf das aber auch nicht geschehen.
Soll zum Beispiel ein fiinfeckiges Dachflichenstiick an einer Seite auf einen Er-
ker kommen, so miissen die fiinf angegebenen Eckpunkte in einer Ebene liegen.
Wir werden uns daher genauer mit geometrischen Konstruktionen beschiftigen
miissen, die es gestatten, die funf Eckpunkte aus anderen Daten, wie z.B. der
Neigung des Daches, zu bestimmen. Die Techniken hierfiir werden wir in Kapitel
20 genauer studieren.

Um einen dreidimensionalen Gegenstand auf dem Bildschirm sichtbar zu ma-
chen, miissen wir zunachst die Anzahl der Koordinaten um eine auf zwei verrin-
gern. Durch Fortlassen einer der drei Koordinaten z, y oder z erhdlt man Sei-
tenrifl, Aufrifl oder Grundrifl des entsprechenden Gegenstands. Sicherlich bleibt
dabei noch viel Information iiber den Gegenstand erhalten, jedoch ist der Ge-
genstand als solcher auf dem Bild nicht leicht zu erkennen. Ein Wirfel konnte
z.B. in Grund-, Auf- und Seitenrifl nur gleich grole Quadrate ergeben. Eine
Schriagprojektion wire da schon aufschlufireicher, besser noch eine perspektivi-
sche Darstellung. Das wurde in Kapitel 9 besprochen. Weitere Hinweise sind in
Kapitel 20.3 zu finden.

Inhalt von Kapitel 14 war die Diskussion von Bewegungen und Drehungen des
Gegenstands in 3-dimensionalen Weltkoordinaten, so dafl perspektivische Dar-
stellungen von verschiedenen Seiten moglich werden. Auflerdem sollte man nicht
immer den Eindruck haben, dafl der dargestellte Gegenstand durchsichtig ist.
Hintenliegende (vom Betrachter aus gesehen) Punkte und Kanten sollten ver-
deckt sein. Einige diesbezligliche Techniken findet der Leser im Kapitel 13.

Aber selbst wenn man nun die Ecken und Kanten eines Gegenstands in geeigneter
Weise in 2-dimensionaler Form hat, ist damit immer noch nicht die Darstellung
auf dem Bildschirm erreicht. Die 2-dimensionalen Koordinaten z und y, in de-
nen der Gegenstand liegt, werden wir 2-dimensionale Welt- Koordinaten nennen.
Sie miissen noch auf den Ausschnitt des Bildschirms tibertragen werden. Da-
bei ergeben zwei Probleme. Der Bildschirm kann, wie wir oben gesehen haben,
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als Raster von Punkten in einem Teil der Ebene angesehen werden. Die Lage
der Punkte wurde durch die System-Koordinaten beschrieben. Wir miissen also
zunachst vom 2-dimensionalen Welt-Koordinatensystem eine Abbildung in die
System-Koordinaten so angeben, dafl der in Welt-Koordinaten vorgegebene Ge-
genstand auf den Bildschirm-Ausschnitt transformiert wird. Zweitens miissen
die Ergebnisse diskretisiert werden, denn nur ganzzahlige System-Koordinaten
konnen einen Punkt auf dem Bildschirm beschreiben. Fiir die Darstellung von
Punkten ist das weniger ein Problem, da man auf die nachste ganze Zahl aus-
weichen kann. Bei Strecken und Geraden ist das aber schwieriger.

Wir miissen also jetzt eine Transformation der 2-dimensionalen Weltkoordina-
ten in die diskreten System-Koordinaten angeben. Nachdem wir nun eine ge-
eignete Routine zum Zeichnen von Strecken haben und wir nur noch Punkt-
Koordinaten diskretisieren miissen, ist die einfachste Methode der Diskretisie-
rung, der Ubergang zur nichst kleineren ganzen Zahl fiir unsere Zwecke gut
genug. Statt nun eine direkte Transformation von den Welt- in die System-
Koordinaten vorzunehmen, die damit systemabhingig ware, schiebt man einen
Schritt dazwischen, der den Bildschirm systemunabhingig darstellen soll mit Ko-
ordinaten, deren z-Werte zwischen 0 und 1 liegen und deren y-Werte zwischen 0
und v liegen, wobei v so gewdhlt wird, daf} das Seitenverhéltnis der Bildschirmsei-
ten gewahrt bleibt, es wird also ein Bereich [0, 1] % [0, v] mit kontinuierlichen Ko-
ordinaten eingefihrt. Diese Koordinaten nennen wir auch normalisierte System-
Koordinaten. Wir werden also die 2-dimensionalen Welt-Koordinaten in die nor-
malisierten System-Koordinaten durch ® transformieren und sodann die nor-
malisierten System-Koordinaten durch ¥ in die (diskreten) System-Koordinaten
Ubertragen. Nur die letzte Transformation wird dann systemabhéngig sein, alles
weitere wird unabhingig vom speziell verwendeten Computer sein. Damit ist
dann ein einfaches Interface beschrieben.

Die letzt-genannte Transformation ¥ nennen wir die System-Normalisierung.
Sie mufte eigentlich als cine injektive Abbildung von den System-Koordinaten
in die normalisierten System-Koordinaten beschricben werden, da die System-
Koordinaten nur ganzzahlig scin konnen. Durch die Normalisierung, d.h. durch
den Ubergang auf einen normalisierten Bildschirm von horizontaler Kantenlinge

1 kamen dann als Bilder der System-Koordinaten, die ja ganzzahlig sind, nur
rationale Zahlen vor.

Fir uns ist jedoch die inverse Transformation viel interessanter, die dann noch
mit einer Diskretisierung verbunden werden mufi. Diese Transformation wol-
len wir jetzt beschreiben. Angenommen, der Bildschirm habe eine horizontale
Auflésung von p, Punkten, die von 0 bis p, — 1 gezahlt werden, und eine vertikale
Auflésung von py Punkten zwischen 0 und p, — 1. Weiterhin habe er die Breite
b, und die Hohe b,. Setzen wir
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so wird die System-Normalisierung beschrieben durch die Abbildung

v (5) = (% 200

Ist die durch (0,0) beschriebene Stelle jedoch die linke obere Ecke des Bildschir-
mes, so ist die folgende Transformation zu verwenden

w(5) = (o 0 o)

Das Ergebnis ist dann auf die nichst niedrigere ganze Zahl zu runden. Tat-
sachlich kann bei dieser Transformation ein Rechteck, das noch etwas grofler als
(0,1] x [0,v] ist, auf den Bildschirm abgebildet werden, was eine Folge aus der
Diskretisierung ist. Wir werden dadurch aber gewifl keine Information verlieren.

Mit dieser Beschreibung haben wir schon wesentliche Teile kennen gelernt, die
auch fiir die weiteren Betrachtungen eine grofie Rolle spielen werden, den Bild-
schirm als einen Teil, genauer eine Teilmenge, des diskreten System-Koordinaten
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Bereiches, und den normalisierten Bildschirm als eine Teilmenge im normalisier-
ten System-Koordinaten Bereich. Die oben angegebene Transformation ist fiir
den gesamten Bereich gliltig, nicht nur fir die Teilmengen auf dem Bildschirm.

17.4 Die vollstandige Sicht-Abbildung

Es ist klar, da8 nur ein Teil des Bereiches der 2-dimensionalen Weltkoordinaten
auf den Bildschirm abgebildet werden kann. Dieser Teil wird Fenster genannt. Es
ist also eine bijektive (affine) Abbildung zwischen den 2-dimensionalen Weltkoor-
dinaten und den normalisierten Systemkoordinaten anzugeben, die das Fenster
bijektiv auf den normalisierten Bildschirm abbildet. Das Seitenverhaltnis des
Fensters ist also durch das Seitenverhiltnis des Bildschirmes festgelegt. Lage
und Gréfle des Fensters konnen vom Benutzer frei gewahlt werden und bestim-
men das Abbildungsverhiltnis und den abzubildenden Teil des Graphik. Man
beachte, dafl diese Abbildung systemunabhéngig ist.

Nun kann es vorkommen, dafl man verschiedene Teile einer Graphik gleichzei-
tig auf dem Bildschirm sichtbar machen mochte, indem man den Bildschirm in
mehrere Rechtecke unterteilt, so z.B. Grund-, Auf- und Seitenrif} eines Gegen-
stands. Dazu zerlegt man den normalisierten Bildschirm in mehrere Rechtecke,
auf die man dann mehrere Fenster abbildet. Es ist giinstig, diese Abbildungen
noch einmal durch eine weitere Zwischenebene zu trennen, deren Koordinaten
wir normalisierte 2-dimensionale Weltkoordinaten nennen wollen. In ihnen wird
das Fenster auf ein normalisiertes Fenster abgebildet, dessen Grofie [0, 1] x [0,v]
sein wird, wobei das Seitenverhaltnis v sich aus dem Seitenverhaltnis des im nor-
malisierten Bildschirm gewahlten Rechteckes ergibt. Letzteres nennen wir dann
den zugehérigen normalisierten Sichtbereich, normalisiert weil das Koordinaten-
system den Namen ,normalisierte Systemkoordinaten tragt.

Insgesamt haben wir also vier Koordinatensysteme:
2-dimensionale Weltkoordinaten,
2-dimensionale normalisierte Weltkoordinaten,
normalisierte Systemkoordianaten,
Systemkoordinaten (als einzige Koordinaten diskret).

Weiterhin haben wir in den Koordinatensystemen endliche Teilbereiche:
in den 2-dimensionalen Weltkoordinaten ein Fenster,
in den 2-dimensionalen normalisierten Weltkoordinaten ein normalisier-
tes Fenster,
in den normalisierten Systemkoordinaten einen normalisierten Bild-
schirm,
in den Systemkoordinaten einen Bildschirm.

Schliefllich kann noch eine Aufteilung erfolgen:
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des normalisierten Bildschirms in normalisierte Sichtbereiche,
des Bildschirms in Sichtbereiche.

Zwischen diesen Punktmengen definieren wir Abbildungen:

Die Welt-Normalisierung (1 bildet Punkte in Weltkoordinaten auf Punkte in nor-
malisierten Weltkoordinaten ab, dabei das Fenster auf das normalisierte Fenster.

Die normalisierte Sicht-Abbildung © bildet Punkte in normalisierten Weltkoor-
dinaten auf Punkte in normalisierten Systemkoordinaten ab, dabei das normali-
sierte Fenster auf den normalisierten Sichtbereich im normalisierten Bildschirm.

Die System-Normalisierung ¥ bildet Punkte in normalisierten Systemkoordina-
ten auf Punkte in Systemkoordinaten ab, dabei den normalisierten Bildschirm
auf den Bildschirm und die normalisierten Sicht-Bereiche auf die Sicht-Bereiche.

Die Zusammensetzung all dieser Abbildungen ergibt dann die vollstandige Sicht-
Abbildung, die den Gegenstand oder die Graphik wie gewiinscht auf den Sicht-
Bereich des Bildschirmes abbildet:

Die Seitenverhaltnisse sind einerseits durch das Seitenverhiltnis des Bildschir-
mes und andrerseits durch das Seitenverhdltnis des ausgewdhlten normalisierten
Sicht-Bereichs bestimmt. Die Gréfle des Ausschnitts aus der Graphik, die darge-
stellt werden soll, kann nur noch in der z-Richtung durch die Angabe der Lange
festgelegt werden. Schliefilich kann die Lage des Fensters achsenparallel in den
Weltkoordinaten beliebig gewahlt werden, z.B. durch Angabe des Position des
linken unteren Eckpunktes.

Die Lageverinderungen, Verzerrungen, Vergréferungen, Verkleinerungen usw.
werden durch Transformationen der Weltkoordinaten allein erzielt. Diese wurden
ausfuhrlich in Kapitel 8 untersucht.
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Wenn man die oben gefundenen Abbildungen interaktiv andert, so treten ei-
nige weitere interessante Probleme auf. Die Weltnormalisierung ist dabei noch
am einfachsten zu bearbeiten. Wenn ein Objekt auf dem Bildschirm dargestellt
ist, dann sollte es dem Benutzer als eingebettet in die normalisierten Weltkoor-
dinaten erscheinen. Der Benutzer denkt also in Termen (Langen, Richtungen,
Winkeln, Gré8enordnungen) von normalisierten Weltkoordinaten. Will man die
Weltnormalisierung etwa durch eine Translation, eine Rotation oder eine Ska-
lierung dndern, so sollten sich diese auf die schon vorgegebene ,Einbettung® so
auswirken, als ob die schon eingebettete (oder allgemeiner abgebildete) Figur
innerhalb der normalisierten Weltkoordinaten nochmals abgebildet wirde. Das
bedeutet, daf die schon vorgegebene Abbildung nachtraglich mit der zusatzlichen
Translation, Rotation oder Skalierung verkniipft wird; wenn also die Abbildun-
gen von links auf das jeweilige Argument angewendet werden, so soll die hin-
zukommende Abbildung von links auf die schon vorhandene Abbildung multi-
pliziert werden. In mathematischer Form sei z ein Punkt in Weltkoordinaten
und Q(z) seine Darstellung in normalisierten Weltkoordinaten. Wenn dann eine
Veranderung durch eine weitere Abbildung f hinzukommt, dann soll diese auf
(z) angewendet werden und ergibt f(Q(z)) = (fQ)(z). Diese Abbildung fQ soll
die neue Weltnormalisierung sein. Der Benutzer hat damit immer den Eindruck,
innerhalb der normalisierten Weltkoordinaten neue Abbildungen einzufigen oder
Verdnderungen zu bewirken. Tatsachlich ist das auch der Fall, denn die Abbil-
dung f ist ja eine Abbildung von den normalisierten Weltkoordinaten in die
normalisierten Weltkoordinaten. Man beachte, dafl die Multiplikation der Ab-
bildungsmatrizen auf die homogenen Koordinaten, die Zeilenvektoren sind, von
rechts erfolgt, also ist die Matrix fiir die hinzukommende Abbildung von rechts(!)
auf die Matrix fiir die schon vorhandene Abbildung zu multiplizieren.

Eine andere Situation ergibt sich, wenn man die normalisierte Sichtabbildung @
dndern will. Die sich neu ergebende Abbildung soll dann immer noch die Sicht
auf das inzwischen in normalisierten Weltkoordinaten gegebene Objekt ergeben.
Denkt der Benutzer bei Anderungen der Graphik-Ausgabe in Termen der norma-
lisierten Weltkoordinaten, so sind die neu hinzukommenden Abbildungen f von
rechts(!) auf die schon vorhandenen normalisierten Sichtabbildungen © zu ©f
zu multiplizieren, denn sie sind immer noch Transformationen der normalisierten
Weltkoordinaten in sich.

Es gibt aber auch Situationen, in denen der Benutzer in Termen von normali-
sierten Systemkoordinaten denkt. Dann will er also zusatzlich die normalisierten
Systemkoordinaten transformieren. Das bedingt aber, daf§ er die schon vorhan-
dene normalisierte Sichtabbildung © von links(!) mit der neuen Transformation f
multipliziert: fO. Man sollte sich also sehr genau tiberlegen, welche dieser letz-
ten beiden Moglichkeiten man dem Benutzer anbieten méchte, gegebenenfalls
bietet man auch beide Moglichkeiten an, je nachdem in welcher Arbeitsphase
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sich der Benutzer gerade befindet.

Die System-Normalisierung ¥ schliefllich wird man nur dann dndern wollen, wenn
man den Bildausschnitt auf dem Bildschirm andert. Hier ist es also wenig sinn-
voll, die neue Abbildung auf die schon vorhandene aufzusetzen. Man wird es
vorziehen, eine vollig neue System-Normalisierung zu definieren, die von dem
Pixelbereich auf dem Bildschirm abhéngt, in den die System-Normalisierung ab-
gebildet werden soll.

17.5 Clipping

Bevor wir die bisher eingefiihrten Techniken in einem ersten einfachen Graphik
Paket anwenden, miissen wir noch eine weitere wichtige Technik in der Computer
Graphik besprechen, das Abschneiden von dargestellten Figuren am Fensterrand,
auch Clipping genannt. Wir beschrinken uns auf den einfachsten und wichtigsten
Fall des Abschneidens von Strecken in bezug auf ein Rechteck, den normalisier-
ten Bildschirm in den normalisierten Systemkoordinaten. Nur die Teilstrecken,
die im (normalisierten) Bildschirm liegen, diirfen abgebildet werden. Man kann
auch an anderen Zwischenstellen der vollstandigen Sichtabbildung ein Clipping
vornehmen, allerdings gibt man dann einige Vorteile, die mit der Behandlung mit
der projektiven Geometrie entstanden sind, wieder auf, insbesondere, dafl man
eine einzige Matrix fir die Gesamtabbildung bis hin zu den normalisierten Sy-
stemkoordinaten hat. Hier ist ein geeigneter Einschnitt, denn die Diskretisierung
verwendet andere Methoden. Man kénnte auch noch einen Teil der Abbildung
zur Systemnormalisierung als Matrix einfiigen und dann das Clipping direkt vor
der Diskretisierung in Bildschirmkoordinaten vornehmen.

Wenn man von dem Standpunkt ausgeht, dafl die Teile der Strecken, die bei der
vollstindigen Sichtabbildung auf Bereiche auflerhalb des Blldschlrms abgebildet
werden, getrost auch abbilden darf, der kann unerwartete Uberraschungen erle-
ben. Es kann je nach Systemsoftware passieren, dafl nach der Umrechnung in
ganze Zahlen fiir die Raster Graphik die Zahlen nur modulo 65536 genommen
werden oder negative und positive Zahlen identifiziert werden, weil man eine
Bereichsliberschreitung begangen hat. Das Program mag eine mogliche War-
nung vielleicht nicht weitergeben. Jedenfalls konnen Teile der Figur, die man als
auflerhalb des Bildschirms liegend annahm, plétzlich auf dem Bildschirm auftau-
chen. Eine Fehlersuche kann hier sehr schwierig werden.

Der Vorgang des Abschneidens an einem Rechteckrand ist kein projektives, son-
dern ein affines Konzept, so wie Strecken, Polygone und Polytope im Prinzip
affine Konzepte sind. Die uneigentliche Hyperebene geht in gewisser Weise in
die Festlegung dieser geometrischen Begriffe ein. Der Vorteil, das Clipping in nor-
malisierten Systemkoordinaten durchzufithren, ist, daf eine uneigentliche Gerade
automatisch mit vorhanden ist.
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Wir wollen jetzt also annehmen, da wir von einer affinen Strecke im zweidi-
mensionalen affinen Raum R? beziiglich eines achsenparallelen Rechtecks den in
diesem Rechteck liegenden Teil der Strecke zeichnen miissen. Die Strecke habe die
Endpunkte (z1,y1) und (z2,y2). Das Rechteck sei begrenzt durch zmin < Tmaz
und Ymin < Ymaz- Die Schwierigkeit ist, dal ein Teil der Strecke innerhalb des
Rechtecks liegen kann, selbst wenn beide Punkte auBerhalb liegen.

Wir wollen daher zunachst diejenigen Strecken aussortieren, die das Rechteck
garantiert nicht schneiden. Dazu ordnen wir jedem Endpunkt der Strecke einen
4 Bit Code byb3byb, zu. Die Bits fir einen Punkt (z,y) werden wie folgt gesetzt,

b; = 0 genau dann, wenn = > Zpin.

b, = 0 genau dann, wenn = < Tz,

b3 = 0 genau dann, wenn ¥y > Ymin,

by = 0 genau dann, wenn ¥y < Ypmaz-
Folglich ist ein Punkt genau dann innerhalb des Rechtecks, wenn sein Code
0000 ist. Man kann die Bits als Signum-Bits der Differenzen der entsprechenden
Koordinaten erhalten, Bit 1 also als Signum-Bit von = — z,,;,. Damit ist eine
schnelle Bestimmung maglich.

Fur die betrachtete Strecke ist es nun einfach einzusehen, daf} sie vollstindig
innerhalb des betrachteten Rechtecks liegt, wenn die Bit Codes beider Endpunkte
0000 sind. Diese Strecken kénnen unverandert abgebildet werden. Jede Strecke,
deren beide Endpunkte 1 in einer gemeinsamen Bitposition haben — und das kann
mit dem logischen and Operator getestet werden — , liegt vollstandig auflerhalb
des Rechtecks und braucht nicht gezeichnet zu werden. Lediglich die ibrigen
Strecken miissen auf Schnittpunkte mit dem Rechteck getestet werden.

Wir verandern einen oder beide Endpunkte zu Punkten, die auf den Geraden
durch die Rechteckseiten liegen. Ist also (z;,y;) auflerhalb des Rechtecks (Bit
Code # 0), so ist mindestens ein Bit im Bit Code gesetzt. Nehmen wir als Beispiel
das zweite Bit. Dann ist £; > ©q.2. Wir ersetzen jetzt z; durch z3 := £, und
y1 durch den berechneten y-Wert y3, der sich aus der Geraden durch Anfangs-
und Endpunkt der Strecke bei z3 ergibt, also

T3 — T —
Y3 i= yp + ( 3 2)(1{1 yz).
T — Ty

Dieser Punkt (z3,y3) braucht nun zwar inmmer noch nicht innerhalb des Recht-
ecks zu liegen, aber zumindest die Bits 1 und 2 werden jetzt 0 sein. Als Strecke
ist nur noch die von (z3,y3) nach (z,,y,) zu betrachten. Der Algorithmus kann
wiederholt werden, bis nach maximal 4 Schritten die gefundene Teilstrecke ent-
weder ganz im Rechteck liegt oder eliminiert werden kann. Der beschriebene
Algorithmus geht auf Cohen und Sutherland zurick. Wir nennen daher den
verwendeten Bit-Code auch Cohen-Sutherland Code.
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Es gibt noch eine Reihe von anderen Clipping Algorithmen, die auch ein Clipping
an beliebigen Polygonziigen erlauben, der oben beschriebene Algorithmus reicht
jedoch fiir unsere Zwecke aus.

17.6 Entwurf eines einfachen 2D-Graphik Pakets

Uns stehen jetzt alle Hilfsmittel zur Verfligung, um ein erstes einfaches Pro-
gramm Paket fiir zweidimensionale Graphik zu erstellen. Dazu schreiben wir ein
Hauptprogramm und 3 Unterprogramm Pakete:

Matrizen,

Polygone,

Ein-/Ausgabe,

Hauptprogramm.

Im Matrizen Paket kdnnen wir alle bendtigten in Kapitel 16 besprochenen Pro-
zeduren zur Matrizenrechnung zusammenfassen. Dabei kann auch die dort emp-
fohlene Dokumentation der einzelnen Prozeduren durchgefithrt werden.

In dem Paket zu den Polygonen wird der Datentyp der Polygone festgelegt. Hier
muf} also entschieden werden, in welcher Art die Polygondaten gespeichert wer-
den sollen. Der Leser moge sich zunachst selbst fiir einen Datentyp entscheiden
und diesen implementieren. Weitere Methoden hierzu werden wir unter beson-
derer Verwendung von objekt-orientierten Sprachen in Kapitel 18 einfithren. Es
sind jedenfalls die Koordinaten der Eckpunkte und die Strecken(zlige) der Po-
lygone und ihre gegenseitigen Relationen zu erfassen. Die Koordinaten sollten
als homogene Koordinaten vorgesehen werden, da dann die Matrizendarstellung
aller in Kapitel 14 eingefiihrten Abbildungen verwendet werden kann. Die Kom-
position oder Hintereinanderausfiilhrung solcher Abbildungen ist durch Matri-
zenmultiplikation darstellbar.

Das Ein-/Ausgabe Paket umfaft im wesentlichen vier Komponenten, die (nu-
merische) Eingabe von Polygonen von der Tastatur aus, die numerische Aus-
gabe der Polygondaten zur ﬁberprﬁfung der Vollstindigkeit und Korrektheit,
die graphische Ausgabe der Polygone auf dem Bildschirm und die Eingabe der
Transformationen, die auf das Polygon angewendet werden sollen. Da die Ein-
gabe numerischer Daten im allgemeinen aufwendig ist und sich leicht Fehler
einschleichen, sollte man an Korrekturmoéglichkeiten evtl. im Zusammenhang
mit der numerischen Ausgabe der Daten denken. Schliellich kann man auch die
eingegebenen Daten eines Polygonzuges speichern. Dazu wire eine weitere Kom-
ponente fiir Disketten-Ein- und Ausgabe angebracht. Dic graphische Ausgabe
sollte den in Kapitel 17.4 dargestellten Prinzipien folgen und Clipping imple-
mentieren. Dabei kénnen auch verschiedene eigene Algorithmen zum Zeichnen
von Strecken ausprobiert werden. Als Transformationen sind hier zunachst nur
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die affinen Transformationen von Interesse, also Translationen, Rotationen, be-
stimmte Scherungen und bestimmte Streckungen. Sie lassen sich alle als Matri-
zen darstellen, konnen aber anders eingegeben werden, z.B. durch Angabe eines
Translationsvektors, durch Angabe eines Drehwinkels, durch gesonderte Trans-
lationen in der z- bzw. y-Richtung mit Hilfe der Cursor-Tasten, etc.

Das Hauptprogramm initialisiert zunachst alle Komponenten, die Abbildungs-
matrizen werden als Einheitsmatrix oder in sonst geeigneter Weise definiert, und
der Polygonzug wird als leer definiert (oder als geeignetes Ausgangspolygon, z.B.
einen Bildrahmen). Sodann wird dem Benutzer ein einfaches Menii angeboten, in
dem er zwischen Eingabe von Polygondaten, numerischer Ausgabe (und Korrek-
tur) der Daten, Eingabe einer Transformation und graphischer Ausgabe wahlen
kann. Eventuell kann ein Laden von Diskette oder ein Speichern auf Diskette
vorgesehen werden. Dieses Menii wird in einer Schleife angelegt, so dal man
nacheinander verschiedene Meniipunkte wéahlen kann. Daher muf} auch noch ein
Punkt zum Beenden des Programms vorgesehen werden.

17.7 Darstellung von 2D-Funktionen

Mit dem vorhandenen kleinen Graphik Paket kdnnen wir jetzt Strecken und Poly-
gonzige darstellen. Ebenso konnen wir Punkte setzen. Alle diese geometrischen
Figuren konnen wir Transformationen unterwerfen, sie vergroflern, verzerren,
verschieben und drehen. Wir kénnen nun leicht diese Mdglichkeiten erweitern,
um Kurven in der Ebene darzustellen und zu studieren.

Es gibt zwei recht verschiedene Darstellungsformen von Kurven in der Ebene.
Bekannt ist die Darstellung durch eine Funktion f mit Hilfe der Gleichung y =
f(z). Manche solche Funktionen f sind nicht fiir alle Werte von z definiert, z.B.
die Funktion f(z) = 1/z, die nur auf den reellen Zahlen # 0 definiert ist.

Um eine solche Funktion angenidhert darzustellen, wahle man einen Bereich
Zg,...,Te, innerhalb dessen das Verhalten von f studiert werden soll. Sodann
betrachte man eine Unterteilung des Intervalls in n gleich grofie Teile (n = 40 ist
ein guter Anfangswert), also die Werte

Lo Ty

z z
+ ——,...,(n—t)—a+t—b,...,:cn=:cb.
n n n

T = Zq,21 = (n— 1)

Man bestimme die Funktionswerte f(z;) an diesen Stellen. Wir legen eine Li-
ste von Strecken von (z;, f(z;)) nach (zi41, f(zi+1)) an, sofern die beiden ver-
wendeten Funktionswerte definiert sind. Hier ist es hdufig notwendig, vor dem
Berechnen des Funktionswertes zu iiberpriifen, ob der Wert iiberhaupt definiert
ist. Falls eine Division durch Null droht, sollte man sie besser garnicht erst
durchfihren. Die so definierten Strecken stelle man graphisch dar. Man erhalt
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dann eine gute Anndherung der zu betrachtenden Funktion. Ist die Funktion in
einem Punkt zwischen z; und z;;; nicht definiert, so kann allerdings die Strecke
von (z;, f(zi)) nach (zi4+1, f(zi+1)) sehr von der Funktion abweichen. Wenn man
diese Frage vom Programm her {iberpriifen kann, so sollte man solche Intervalle
auch fortlassen.

Die Stellen, an denen die Funktion nicht definiert ist, lassen sich mit projektiven
Hilfsmitteln haufig als Stellen deuten, in denen die Funktion die uneigentliche
Gerade schneidet (oder beriihrt). Durch Ausweitung des Pakets und Ubergang
zu projektiven Koordinaten konnen auch diese Punkte betrachtet werden, die
Strecken zu ihnen definiert werden und sogar mit geeigneten projektiven Trans-
formationen sichtbar gemacht machen. Hierfiir benétigen wir dann die projektive
Version unseres Graphik Pakets, die wir im folgenden Kapitel noch ausfuhrlicher
besprechen werden. Ebenso kann man dann das Definitionsintervall auch durch
den unendlich fernen Punkt der z-Achse laufen lassen.

Eine weniger hdufig gebrauchte Art der Darstellung von Kurven ist die Parame-
terdarstellung mit Hilfe von zwei Funktionen f und g als z = f(¢) und y = g(2).
Zu jedem Parameterwert von t erhéalt man dann einen Punkt (z,y) = (f(¢), 9())
in der Ebene. Sofern f und g auf dem Intervall, aus dem ¢ stammt, geniigend
glatt (stetig und {iberall definiert) sind, erhalt man so eine ebene Kurve, die auch
Ecken und senkrechte Steigungen haben kann, ja die sich sogar selbst schneiden
kann. Eine Darstellung des Vollkreises ist etwa durch

z = cos(t), y = sin(t)

firt = 0,...,27 gegeben. Auch hier kann man das Intervall der Argumente ¢
unterteilen, in jedem Unterteilungspunkt ¢; den Punkt der Ebene (f(t:),g(t:))
bestimmen und diese Punkte mit Strecken verbinden. Damit kénnen schon sehr
komplizierte Kurven gut dargestellt werden. Bei Vergroflerungen mufl man haufig
die gewdhlte Unterteilung verfeinern. Hier ist man dann sehr abhiangig von der
speziellen Wahl der Funktionen f und g.

Eine nicht triviale Aufgabe ist es, die Moglichkeit der Eingabe beliebig zu wahlen-
der Funktionen f und g interaktiv vorzusehen. Die Beschreibung der hierbei zu
verwendenden Methoden fiithrt iber unsere Zielsetzung hinaus. Der Leser kann
entweder die entsprechenden Funktionen in das Programm Paket mit aufnehmen
und neu kompilieren. Oder er kann sich mit den Methoden des Compilerbaus ei-
nen Parser bauen, der den eingegebenen Textstring zur Definition einer Funktion
analysiert und daraus intern eine geeignete Funktion bildet.
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Der sich andernde Programmierstil ist schon ofter Anlafl dazu gewesen, neue
Komponenten in Programmiersprachen aufzunehmen. So sind auch die objekt-
orientierten Methoden zu sehen, die gerade fir den Bereich der Computer Gra-
phik schon seit langerer Zeit verwendet wurden. Neuerdings bieten verschiedene
Software-Hauser ihre Sprachen Pascal oder C in einer objekt-orientierten Ver-
sion an. Gewisse unserer benotigten Strukturen lassen sich damit wesentlich
ubersichtlicher und einfacher implementieren. Deshalb soll hier einiges zu diesen
neuen Versionen der Computer-Sprachen gesagt werden. Wir verwenden dabei
wieder die Sprache Pascal (Turbo-Pascal 5.5 von Borland ist die erste allgemein
erhidltliche Pascal-Version dieser Art).

18.1 Objekt-orientierte Listen

Neue Datentypen, die man fir ein Graphik-Paket definieren méchte, bestehen
aus Datenfeldern (Records). In der objekt-orientierten Sprache kann man nun
diese Datenfelder gemeinsam mit zusatzlichen Prozeduren und Funktionen (und
Construktoren und Destruktoren), die sich auf die vorgegebenen Datenfelder
beziehen, zu einem neuen Typ verschniiren. Dieser neue Typ, bestehend aus Da-
tenfeldern und Prozeduren wird Objekt genannt (im Gegensatz zu Record). Die
Prozeduren eines Objekts werden dann Methoden genannt. Ein Objekt besteht
also aus einer Liste von Daten-Feldern und aus einer Liste von Methoden. Die
Zusammenfassung von Feldern und Methoden zu einem Objekt nennt man auch
Datenverkapselung.

Wir wollen die neuen Begriffe an einem Beispiel erlautern, in dem wir den Typ
einer (einfach verketteten) Liste entwickeln wollen. Listen sind etwas komplizier-
ter handzuhabende Datentypen, da im allgemeinen ihre Linge zum Zeitpunkt
der Kompilierung des Programm nicht bekannt ist. Deshalb werden sie auch
auflerhalb des eigentlichen Programmgebiets angelagert, im sogenannten Haufen
(heap space). Diese Art der Programmierung wird auch als dynamische Pro-
grammierung bezeichnet. Dabei arbeitet man effektiv mit Zeigern (Pointern).
Wir bendtigen Listen (oder ahnliche dynamische Objekte), um fiir unsere Gra-
phikpakete geniigend Spielraum fiir die bendtigten Punkte, Kante, Facetten und
Seiten zu erhalten. Daher wollen wir auf diese Begriffe etwas ausfithrlicher ein-
gehen.

Zunichst fihren wir den Begriff eines Knotens ein. Ein Knoten besteht aus genau
einem Feld, das einen Pointer oder Zeiger enthilt, der auf einen weiteren Knoten
zeigt. Weitere Felder wollen wir nicht definieren. Allerdings mufl noch eine
weitere Zusatzbedingung erfiillt sein. Wenn man namlich einen Knoten hat und
dann den Zeigern von Knoten zu Knoten folgt, so muf} die dadurch entstehende
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Kette nach endlich vielen Schritten wegen der Endlichkeit des Datenspeichers
aufhéren. Das kann entweder so geschehen, dafl ein (der letzte) Knoten nicht auf
einen weiteren Knoten zeigt, was in Pascal mit dem Zeiger NIL méglich ist, oder
aber dafl ein Knoten auf einen schon vorher in der Kette vorhandenen Knoten
zeigt. Wenn wir den Zeiger NIL in einem Knoten ausschlieflen, dann ist damit die
Struktur einer solchen Knotenkette schon klar. Sie besteht aus einem nichtleeren
Kreis von Knoten und einigen - méglicherweise leeren - (linearen) Ketten, die in
einem Knoten des Kreises enden.

I I e I e I e e e B e I e I

Figur 18.1

Wir wollen den Begriff eines Knotens (im engeren Sinne) nunmehr auf den Fall
beschranken, in dem der (allgemeinere) Knoten in einem beliebig grofien Kreis
liegt. In einem solchen Kreis kann man einige einfache Prozeduren definieren.
Man beachte, dal man zunichst einmal nur entlang des Zeigers eines Knoten
zum nachsten Knoten fortschreiten kann. Man kann jedoch so den gesamten
Kreis durchlaufen und herausfinden, wieviele Knoten in dem Kreis vorhanden
sind, indem man sich den Ausgangsknoten merkt. Damit kann man also eine
Funktion LANGE definieren. Weiter kann man durch Durchlaufen des Kreises bis
zum vorletzten Knoten auch diesen auffinden. So erhalten wird noch die Funktion
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PREV. Diese beiden Funktionen wollen wir mit dem Datenfeld des Knotens zu
einem allgemeinen Typ verkapseln. Weiter benétigen wir natiirlich auch den
Typ des Zeigers auf einen allgemeinen Knoten.

type

KNOTENPTR = “KNOTEN;

KNOTEN = object
NEXT : KNOTENPTR;
function PREV : KNOTENPTR;
function ABSTAND(Q : KNOTENPTR) : integer;
function LANGE : integer;
procedure AUSGABE; virtual;

end;

Tatsachlich haben wir noch zwei weitere Methoden im Objekt eines Knotens
verkapselt, den ABSTAND und die AUSGABE. Mit der ersten Funktion ABSTAND
koénnen wir den Abstand eines vorgegebenen Knotens zu einem weiteren Knoten Q
bestimmen, der durch einen auf Q zeigenden Pointer gegeben ist. Mit der zweiten
Prozedur AUSGABE kann man z.B. die absolute Lage des Knoten im Datenspeicher
auf dem Bildschirm ausgeben. Die Funktionen kann man wie folgt definieren:

function KNOTEN.PREV : KNOTENPTR;

var P : KNOTENPTR;

begin
P := @self;
while P”.NEXT # @self do P := P”.NEXT;
PREV := P;

end;

function KNOTEN.ABSTAND(Q: KNOTENPTR): integer;
var
i: integer;
P: KNOTENPTR;
begin
1:=1;
P := @self;
while (P”.NEXT # Q) and (P™.NEXT # @self) do
begin
1:=1+ 1
P := P”.NEXT;
end;
if P”.NEXT = Q then
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ABSTAND :=1
else

ABSTAND := 0;
end;

function KNOTEN.LANGE: integer;
begin

LANGE := ABSTAND(@self);
end;

procedure KNOTEN.AUSGABE;
begin

writeln(integer(@self));
end;

Einige Bemerkungen zu den so definierten Funktionen sind angebracht. Ein
Abstand Null der Funktion ABSTAND zeigt an, daf die beiden Knoten nicht in
einem gemeinsamen Kreis liegen. Das Symbol @self ist ein Zeiger, der auf den
Knoten selbst zeigt. Die Abfrage P.NEXT # @ garantiert, dafl der Kreis héchstens
einmal durchlaufen wird. Vorausgesetzt ist dabei immer, dafl beim Aufbau von
Knoten diese immer schon in einem Kreis liegen. Andere Knoten darf es garnicht
geben! In dem Beispiel Kreis wird durch die Definition KNOPF.NEXT := @QKNOPF
ein Knoten-Kreis erzeugt, der nur einen einzigen Knoten enthélt. Dieser zeigt
auf sich selbst. Daher ist die Lange des kleinstmdglichen Kreises tatsachlich 1.

Schliefllich wird mit der in der Funktionsdefinition verwendeten Bezeichnung
KNOTEN. vor den eigentlichen Namen der Funktionen angedeutet, daf} diese Funk-
tionen zum Objekt KNOTEN gehéren. Sie konnen nur aufgerufen werden, wenn
man ein konkretes Objekt KNOPF des Typs Knoten besitzt. Dem Aufruf einer sol-
chen Funktion ist dann immer KNOPF. voranzustellen. Das kdnnte zum Beispiel
so geschehen:

program KREIS;

var KNOPF : KNOTEN;

begin
KNOPF.NEXT := @KNOPF;
writeln(’Kleinste Kreislinge ist ’, KNOPF.LANGE, *.");
end.

Dieses Vorgehen hat den Vorteil, da} Methoden, die sich auf einen bestimmten
Datentyp beziehen, zusammen mit diesem Datentyp definiert werden und einen
engen Bezug zu diesen Datentyp haben. Sie konnen nicht aufgerufen werden,
ohne daf} ein solcher Datentyp vorher konkret (als Instanz, also als Konstante
oder Variable) erzeugt worden ware. Weiter konnen Prozeduren, die sinngemaf



18.1 Objekt-orientierte Listen 251

bei verschiedenen Datentypen dasselbe machen sollen und daher denselben Na-
men tragen sollten, aber verschiedene Programmteile beinhalten, tatsachlich
gleich benannt werden. Aus dem Bezug auf das Objekt geht dann immer hervor,
welche Methode zu verwenden ist.

Wir definieren nun eine (lineare) einfach verkettete Liste als ein Feld mit einem
Zeiger, der auf einen Knoten (in einem Kreis) zeigt, der aber selbst nicht in
diesem Kreis enthalten ist.

§!

-

|
BB

Figur 18.2

Man beachte, dafl der neue Zeiger nicht mehr von dem Typ KNOTEN ist, so wie
wir ihn oben definiert haben. Von ihm kénnen wir z.B. keine Lange definieren.
Diesen Zeiger verwenden wir, um ein Objekt LISTE zu definieren.

Wir realisieren also eine linear geordnete einfach verkettete Liste, d.h. eine Kette
von Knoten, deren letzter nach NIL zeigt, dadurch, dafl wir zu dieser Liste einen
Zeiger von auflen auf den letzten Knoten und einen zusétzlichen Zeiger vom
letzten Knoten in den ersten Knoten vorsehen. Dann erhalten wir eine LISTE,
wie wir sie gerade definiert haben. Offenbar kann also jede linear geordnete
Liste in eine LISTE umgewandelt werden und umgekehrt kann jede LISTE als
linear geordnete Liste aufgefaflt werden. Man vergleiche die beiden méglichen
Definitionen fiir Listen mit der Figur 18.2. Als Objekt definieren wir also
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LISTE = object
ENDE: KNOTENPTR;

function ANFANG : KNOTENPTR;
function NEXT(N: KNOTENPTR) : KNOTENPTR;
function PREV(N: KNOTENPTR) : KNOTENPTR;

procedure TOP(N: KNOTENPTR);
procedure INSERT(N: KNOTENPTR; :: integer);
procedure APPEND(N: KNOTENPTR);

function LANGE : integer;
function NR(N: KNOTENPTR) : integer ;
function PTR(:: integer) : KNOTENPTR;

function EMPTY : boolean ;

procedure CLEAR;

procedure LOSCHE;

procedure ROTATE(:: integer);

procedure REMOVE(N: KNOTENPTR);
end;

So einfach das Datenfeld ENDE ist, so vielfaltig sind schon hier die méglichen
Methoden (Prozeduren und Funktionen), die fiir eine Liste interessant werden
koénnen. Die Funktionen ANFANG, NEXT, PREV und das Feld ENDE geben die Kno-
tenzeiger zu gewissen Positionen in der Liste wieder.

Figur 18.3

Die Prozedur INSERT fiigt an i-ter Stelle den Knoten N in die Liste ein. TOP
fiigt an erster Stelle etwas ein und ist damit identisch mit INSERT(N ; 1), und
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APPEND hidngt an letzter Stelle etwas an die Liste an und ist damit identisch
mit INSERT(N ; LANGE+1). Die beiden Prozeduren TOP und APPEND sind recht
verschieden, wie man an Figur 18.3 sehen kann. Die linke Abbildung stellt eine
Einfugung am Anfang der Liste dar, wahrend die rechte Abbildung ein Anhéangen
an das Ende der Liste darstellt. Die fettgedruckten Pfeile sind die Pfeile, die zur
Liste hinzukommen, die diinnen Pfeile fallen dafiir fort. Sie bieten kein Problem,
weil sie einfach iberschrieben werden. Der Leser mége sich das Einfiigen an
mittleren Stellen der Liste klarmachen. Die Funktion LANGE gibt die Anzahl der
Knoten in einer Liste an. Sie kann zum Beispiel als

function LISTE.LANGE: integer;
begin
if ENDE = NIL then LANGE := 0
else LANGE := ENDE ™ .LANGE;
end;

geschrieben werden. Hier wird also die Methode LANGE des KNOTENS ENDE ver-
wendet, um eine Funktion zu definieren, die denselben Namen trigt.

Weiter haben wir im Begriff der LISTE die Funktionen NR und PTR, die zueinander
invers sind. PTR(z) gibt einen Zeiger zum i-ten Knoten an und NR(N) gibt die
Stelle des Knotens N in der LISTE an. EMPTY gibt an, ob die Liste noch leer
ist. Das ist moglich, denn wir haben nicht ausdricklich ausgeschlossen, dafi der
Zeiger ENDE nach NIL zeigt. Die Funktion CLEAR erzcugt eine solche lcere Liste.
Die Funktion LOESCHE erzeugt ebenfalls eine leere Liste, zerstort aber zudem eine
unter demselben Listennamen schon vorhandene Liste im Haufen. ROTATE(z) laft
eine Liste um 7 Schritte rotieren, d.h. sie bringt :-mal den Anfang einer Liste an
das Ende. Der Leser kann sich noch mehr solcher Funktionen und Prozeduren
fir LISTEn tberlegen und diese in das vorgegebene Objekt einfiigen. Die hier
angegeben Methoden zeigen jedoch schon, wie umfangreich der Mecthodenteil
eines Objekts im Vergleich zum Datenteil sein kann.

Wozu aber sollen diese beiden Begriffe des KNOTENs und der LISTE niitzlich scin,
wenn man nicht gewisse weitere Datenfelder zur Verfigung hat. Fiir unsere
Zwecke wollen wir gern LISTEn von Punkten, Kanten oder Facetten haben. Wic
kénnen wir die zusatzlichen Strukturen einbinden, ohne die vorhandenen Struk-
turen aufzubrechen oder zuverindern? Hier hilft eine weitere Eigenschaft von
objekt-orientierten Sprachen, die Vererbung. Man kann die schon vorhande-
nen Strukturen eines Objekts auf eine neues Objekt vererben, indem man das
Schliisselwort object mit einem Parameter versieht, der auf die schon vorhandene
Struktur zeigt. Wir wollen eine Liste von Punkten in der zy-Ebene als Beispiel
verwenden.

PUNKTPTR = ~PUNKT;
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PUNKT = object(KNOTEN)
z : real;
y : real;

procedure AUSGABE; virtual;
procedure LOSCHE;
end;

Die beiden Methoden AUSGABE und LOSCHE sind inhaltlich klar als Ausgabe der
Koordinaten auf dem Bildschirm und Léschen der Koordinaten zu Null. Man
hat aber auch die Funktionen fiir KNOTEN zur Verfigung. Das Objekt Punkt
,weiB“, daBl es auch ein Knoten ist und sich so verhalten kann. Ebenso kann
man eine Punktliste definieren durch

PUNKTLISTE = object(LI STE)
end;

Jetzt stehen alle oben besprochenen Methoden der Listen auch fir Punkt-Listen
zur Verfigung, etwa das Zahlen oder das Einfiigen. Tatsachlich kénnten wir in
Punktlisten (wie auch in beliebige Listen) beliebige Strukturen auch von jeweils
unterschiedlicher Art aufnehmen, es nutzt aber der Verstdndlichkeit des Pro-
gramms, wenn man unterschiedliche Typen in denselben Listen vermeidet. Ein
PUNKT(z,y), gegeben durch einen PUNKTPTR P, kann also in eine Punktliste PULI
als erster Knoten aufgenommen werden durch den Befehl PULI.TOP(P), und er
kann dann ans Ende der Liste gebracht werden durch PULI.ROTATE(1).

Hier tritt jedoch ein eigenartiges Problem auf. In der Liste selbst sind ja nur
Objekte vom Typ Knoten enthalten. Aber der Punkt (z,y) ist genau genommen
ein Punktknoten. Pascal erlaubt es nun, die diesen stirkeren Typ Punktkno-
ten auch als schwiacheren Typ Knoten zu verwenden. Auch dieses gehort zu
der Vererbbarkeit von Objektstrukturen. Bei dem oben angegebenen Befehl
PULI.TOP(P) werden wir also keinen Fehler wegen Typen-Irrtums erhalten. P ist
auch aufwartskompatibel zum Typ eines einfachen Knotens.

Man benétigt aber sehr haufig auch die umgekehrte Art von Zuweisungen. Wenn
wir zum Beispiel P in die Liste aufgenommen haben und jetzt PULI.PREV(P) bil-
den, so haben wir einen Zeiger auf einen weiteren Knoten in der Liste erhal-
ten. Nehmen wir an, wir hatten nur Punkte in diese Liste aufgenommen. Wie
kénnen wir die Koordinaten zu PULI.PREV(P) erhalten? Jeder Versuch, auf a
:= PULI.PREV(P)” .z zuzugreifen (mit a vom Typ real), wird mit einem Typen-
check Fehler quittiert werden. Andrerseits wissen wir sehr wohl, daf} sich hinter
P ein PUNKT verbirgt und nicht nur ein KNOTEN. Pascal hat nun hier auch noch
ein umgekehrtes Verfahren, dem Zeiger P einen neuen kompatiblen Datentyp
zuzuweisen, die Typen-Verinderung. Die z-Koordinate konnen wir durch den

Befehl
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a := PUNKTPTR(PULI.PREV(P)) x

erhalten. Mit PUNKTPTR( ) wird der einfache Knoten-Zeiger PULI.PREV(P) zu
einem Punkt-Zeiger gemacht. Damit ist unser Handwerkszeug vollstindig, um
Listen von beliebigen Objekten anzufertigen und sowohl die Listen-Strukturen
als auch die spezielleren Strukturen der komplexeren Objekte von Typ Knoten
zu behandeln.

Die vielleicht wichtigste Eigenschaft bei objektorientierten Sprachen wird deut-
lich, wenn wir verschiedene Arten von Knoten betrachten, etwa PUNKTe wie oben
und KANTEn. Dabei kénnte man KANTEn wie folgt definieren

KANTEPTR = TKANTE;

KANTE = object(KNOTEN)
ANFANGPT : PUNKTPTR;
ENDEPTR : PUNKTPTR,;

procedure AUSGABE; virtual;
end;

Die Prozedur AUSGABE konnte hier entweder Anfangs- und End-Punkt der Kante
durch die Nummern der Punkte in der Punktliste angeben, oder aber diese
Punkte durch ihre Koordinaten. Fiir das Objekt KANTE ist aber ebenso wie
fur das Objekt PUNKT schon eine Prozedur AUSGABE definiert worden, namlich
die im Typ des KNOTENs. Hier tritt nun die Wirkung des Schliisselwortes virtual
ein. Das Programm stellt wahrend des Laufes fest, von welchem Typ die Pro-
zedur AUSGABE aufgerufen wird und wahlt dann die richtige Prozedur. Deshalb
ist es auch unbedingt nétig, dafl der Typ der verwendeten Objekte insbesondere
bei der Parameteriibergabe eindeutig und richtig festgelegt wird. Dann kann
sich diese Eigenschaft von Objekten aber als eine machtige Hilfe der Program-
mierung erweisen. Diese Eigenschaft, dal Objekte nicht unbedingt die vererbten
Methoden sondern ersatzweise auch ihre eigenen besitzen und benutzen koénnen,
nennt man Polymorphie.

18.2 Die Datenstruktur von Polygonzigen

Wir wollen zunédchst die zuvor dargestellten objekt-orientierten Methoden ver-
wenden, um 2-dimensionale Polytope oder Polygone darzustellen, d.h. ihren
Datentyp zu definieren. Zu einem Polygon(-zug), der nicht notwendig konvex
sein muf}, gehéren die Punkte und die Kanten. Den Datentyp eines Polygons
definieren wir also durch eine Liste von Punkten und eine Liste von Kanten.
Jeder Punkt mufl die drei Koordinaten des Punktes enthalten (oder einen Zeiger
auf das Koordinatentripel).
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Jede Kante enthalt Zeiger auf zwei Punkte, die die Begrenzungspunkte der Kante
sind. Wir nennen sie den Anfangs- bzw. Endpunkt der Kante, da sie als geord-
netes Paar gespeichert werden.

Um die in einem Punkt endenden Kanten zu finden, kann man die Information
dadurch erweitern, daf man auflerdem fiir jeden Punkt Zeiger zu den beiden
Kanten aufnimmt.

Die Listen konnen dann etwa so aussehen:

Punktliste Kantenliste
P1: zl:yljzl;kl7k2 kl: P1,P2
P2:  T2,Y2,22,k1,k3 ky: p1,ps
P3 i T3,Y3,23,k2, k4 ks :  pa,ps
P4 Tq4,Ys,24,k3, kg ks: p3,ps

Wir wollen als Ausgangsobjekte nur Polygone betrachten, die affin sind, d.h.
deren samtliche Kanten (Strecken) und Punkte affin sind. Nach ciner projektiven
Transformation mag sich das zwar dndern, wir konnen das aber kontrollicren,
indem wir die Kriterien aus Kapitel 10, insbesondere Satz 10.13 verwenden.
Wenn man die Koordinaten der Punkte in der Form (z,y,1) angibt, wobei z
bzw. y affine Koordinaten des Punkte sind, so ist eine besonders einfache und
fir die Anwendung von 10.13 geeignete Darstellung gegeben.

Fiur affine Polygone sollten einfache Plausibilitatsuberprifungen im Programm
vorgesehen sein, etwa die folgenden
die Endpunkte einer Kante sind verschieden,
jeder Punkt gehort zu genau zwei verschiedenen Kanten,
zwei Kanten schneiden sich nicht (bei konvexen Polygonen),
wenn eine Kante auf einen Punkt zeigt, so zeigt dieser Punkt auch auf
diese Kante.

Um automatisch eine konsistente Darstellung des Polygons zu erhalten, verwen-
det man haufig zusitzliche Bedingungen, die die Reihenfolge der Punkte bzw.
der Kanten einschranken. Man kann also etwa festlegen, dafl die Kanten so in
der Liste angeordnet sind, dafl der Endpunkt einer Kante mit dem Anfangspunkt
der in der Liste nachfolgenden Kante iibereinstimmen. Tatsichlich braucht man
dann fiir jede Kante nur den Anfangspunkt anzugeben, da man ihren Endpunkt
als Anfangspunkt der nachfolgenden Kante erhilt. Das setzt lediglich voraus,
dafl wir die Liste als zyklisch ansehen (, was sie ja in unserem oben angegebenen
Ansatz sowieso ist). Die Punkte konnen dann offenbar in dersclben Reihenfolge
angegeben werden. Wenn man diese Konventionen befolgt, kann man sogar die
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Kantenliste ganzlich unterdriicken, da sie sich ja aus der Reihenfolge der Punkt-
liste ergibt. Eine stark vereinfachte Darstellung desselben Polygons wie oben ist
damit

Punktliste
1 Zi1,%1,21
P2 ZT2,Y2,22
y 23 T4,Y4,24
P3 T3,Y3,23

Man beachte, dafl damit auch gleichzeitig die gewiinschte Reihenfolge der Kanten
entstanden ist.

Diese vereinfachte Darstellung ist in dieser wirksamen Weise nur im zweidimen-
sionalen Fall méglich. Fiir h6herdimensionale Polytope ist zwar auch eine Ver-
einfachung der Datenstruktur moglich, aber wesentlich weniger eflizient.

Ein weiterer Bereich der Anwendungen des objekt-orientierten Ansatzes wird
durch die folgenden Betrachtungen begriindet.

Wenn man durch das Programm Paket vorgegebene oder speziell konstruierte
geometrische Objekte mehrfach in derselben Graphik verwenden will, so ist es
haufig angebracht, diese Objekte nur einmal in ihrer Datenstruktur bereit zu hal-
ten, definiert in besonders einfacher Lage mit eigenem Koordinatensystem, und
dann fiir jedes Auftreten des Objekts in der Graphik, fiir jede Instanz, lediglich
die Transformation von dem eigenen Koordinatensystem in die Weltkoordinaten
abzuspeichern. Auf diese Weise ist es méglich, ein einmal in die Zeichnung ein-
gefiigtes Objekt auch nachtraglich noch zu manipulieren und es eventuell auch
wieder zu entfernen.

Diesen Prozess kann man bei Bedarf auch iterieren, d.h. mehrere Symbole zu
einem neuen graphischen Objekt zusammenfassen und dieses dann mehrfach in
einer Graphik verwenden. Hier findet man dann statt der in 18.1 besprochenen
Listen als strukturbestimmende Datentypen Baume. Die Datenhaltung kann
damit sehr komprimiert werden, allerdings steigt der Aufwand an Berechnungen,
insbesondere an Multiplikationen von Lage-Matrizen.

Aus Griunden des Clippings, das im nachsten Abschnitt nochmals besprochen
werden wird, ist es glnstig, in den Zwischenstufen oder Knoten eines solchen
Baumes auch Koordinaten eines Rechtecks, Quaders oder einer Kugel abzuspei-
chern, innerhalb deren sich das gesamte in dem jeweiligen Knoten definierte
Teilobjekt geometrisch befindet. Damit kann der Clipping Algorithmus we-
sentlich beschleunigt werden, denn wenn sich das begrenzende Objekt nach der
vollstindigen Sichtabbildung vollstindig auflerhalb oder vollstindig innerhalb
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des Bildschirms befindet, kann eine komplizierte Clipping Prozedur vermieden
werden.

Damit ist ein neuer Datentyp beschrieben, und einige angemessene Prozeduren
fiir diesen Typ sind angedeutet. Ein solcher Datentyp kann leicht mit objekt-
orientierten Methoden implementiert werden.

18.3 Clipping in einem projektiven 2D-Paket (Paket 2)

Aufler diesen neuen ﬁberlegungungen zur Datenstruktur der ebenen Polytope
missen wir jetzt unsere Betrachtungen zum Clipping, d.h. zum Abschneiden von
Strecken am Bildschirmrand, auf den echten projektiven Fall erweitern. Dazu
verallgemeinern wir den in Kapitel 17.5 entwickelten Cohen-Sutherland Algo-
rithmus.

Wir betrachten zunachst die projektive Ebene P(R?) mit uneigentlicher Gera-
den definiert durch z = 0 oder H, mit a = R(0,0,1). Wir verwenden also die
Zerlegung R* = {z(1,0,0) + y(0,1,0)|z,y € R} + R(0,0,1) fiir die Darstel-
lung von Punkten gemafl 6.1. Die Koeffizienten ¢ und y bei der Darstellung
eines Punktes p = R(z,y,1) = R(z(1,0,0) + (0,1,0) + (0,0,1)) sind die Ko-
ordinaten des affinen Punkts (z,y). Die uneigentlichen Punkte haben dabei die
Darstellung p = R(z,y,0), wobei nicht beide Koeflizienten z und y Null sein
dirfen. Diese projektive Ebene soll fir die (normalisierten) Systemkoordinaten
verwendet werden.

Im affinen Teilraum dieser projektiven Ebene betrachten wir das affine Rechteck
als (normalisierten) Bildschirm, das durch 2,,in < Trmez Und Ymin < Ymaz festge-
legt wird. Wir erinnern an die Betrachtungen im Zusammenhang mit Satz 10.13
und Satz 10.15 und wenden diese auf unsere volistandige Sichtabbildung an. Die
Endpunkte des Bildes einer affinen Strecke, die durch eine (ausgeartete) projek-
tive Abbildung in die Ebene der (normalisierten) Systemkoordinaten hinein ab-
gebildet wird, haben die Darstellung p; = R(z;,y1,21) und p, = R(z2,y2, 22).
Ist z; = 0, so ist der entsprechende Endpunkt uneigentlich. Sind beide End-
punkte des Bildes der Strecke affin, so ist das Bild der Strecke affin genau dann,
wenn z;z; > 0. Sonst besitzt die Strecke einen uneigentlichen Punkt.

Wenn beide Endpunkte uneigentlich sind, so liegt das Bild der affinen Strecke auf
der uneigentlichen Geraden, braucht also beim Clipping nicht weiter betrachtet
zu werden. Wir diskutieren daher zunichst das Clipping fir den Fall eines un-
eigentlichen Endpunkts. Wir haben ohne Einschrankung der Allgemeinheit die
Endpunkte

pP1 = R(mlayhzl) und P2 = R(wz,yg,O),
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wobei die darstellenden Vektoren direkt durch Anwendung der Abbildungsmatrix
auf die Koeflizientenvektoren der affinen Endpunkte der urspriinglichen Strecke
entstanden sind. Sofern wir beide Vektoren (z1,y1,21) und (z2,¥2,0) mit dem-
selben Skalar # 0 multiplizieren, andern wir an der Strecke {R(¢(z1,y1,21)+(1—
t)(z2,y2,0))[t € [0,1]} nichts. Wir kdnnen also nach geeigneter Multiplikation
annehmen, daf} z; = 1 gilt.

Fiir den Punkt (z;,y;) bilden wir nun den Cohen-Sutherland Code ¢(z;,y;) =
byb3byby bezliglich des oben vorgegebenen Rechtecks wie in Kapitel 17.5. Fir
den uneigentlichen Endpunkt R(z2,y2,0) bilden wir den Cohen-Sutherland Code
c(z2,y2) = cacacac; beziiglich des ausgearteten Rechtecks zmin = ZTmar =
Ymin = Ymaz = 0, also

¢1 = 0 genau dann, wenn z; > 0,

¢; = 0 genau dann, wenn z, < 0,

¢3 = 0 genau dann, wenn y, > 0,

¢y = 0 genau dann, wenn y; < 0.
Da niemals beide Koordinaten z, und y, verschwinden kénnen, wird niemals der
Code 0000 auftreten. Die Bedeutung der beiden Koordinaten ist ja gerade die
Richtung, in die der Strahl von (z;,y;) ausgehend verlauft. Haben die beiden
Endpunkte eine 1 in einer gemeinsamen Bitposition, ist also b and ¢ # 0, so
schneidet der von (z;,y; ) ausgehende Strahl in Richtung (z,,y;) das vorgegebene
Rechteck nicht. Eine solche Strecke (Strahl) konnen wir bei der graphischen
Darstellung fortlassen.

Andernfalls ersetzen wir den uneigentlichen Punkt durch einen Punkt in der
Nihe des Rechtecks. Falls z, # 0 ist, so definieren wir

T3 = Lmin, wenn 2z <0, . Y3 = y_z(l's —z1) -y
Tmaz, wenn z, > 0, ' zs

Wenn z; = 0, so ist y # 0, und wir vertauschen die Rollen der Koordinaten zu

T3 1= —(ys _yl) —Z.

ys = {ymin; wenn y; < 0, . Ty
Ymaz, wenn y; > 0, ' Y2

Dann kann die nunmehr affine Strecke von (z;,y;) nach (z3,y3) mit dem ge-
wohnlichen Cohen-Sutherland Algorithmus weiter behandelt werden.

Wir betrachten nunmehr den Fall, dafl die darzustellende Strecke die beiden
affinen Punkte (z;,¥;,) und (z,,y,) als Endpunkte hat, aber einen uneigentlichen
Punkt besitzt. Wir bestimmen den uneigentlichen Punkt p3 = R(z3,ys,0) durch

1 1
T3 1= 5(31 - 22),' Y3 = 5(3/1 - yz)-
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Sodann fihren wir den oben beschriebenen Algorithmus fiir Strahlen gesondert
far den Strahl von (z,,y;) in Richtung (z3,y3;) und den Strahl von (z;,¥,) in
Richtung (—z3,—y3) durch, d.h. fir die Punkte p; = R(z1,%1,1) und p3 =
R(z3,ys3,0) mit den homogenen Koordinaten (z1,y1,1) und (z3,ys,0) bzw. fur
die Punkte p, = R(z3,¥,,1) und p3 = R(—z3,—y3,0) mit den homogenen Ko-
ordinaten (z3,y2,1) und (—z3, —y3,0) durch.

Damit sind wir jetzt in der Lage, unser zweidimensionales Graphik Paket auf
den projektiven Fall auszudehnen. Wir gehen davon aus, dafl die Polygone bei
der Eingabe affin sind. Dann sehen wir aber sowohl projektive Abbildungen
der Weltkoordinaten in sich als auch projektive (perspektivische) Abbildungen
der normalisierten Weltkoordinaten in die normalisierten Systemkoordinaten vor.
Das kann als zusatzliche Wahlpunkte in das schon vorhandene Programm einge-
arbeitet werden. Den urspriinglichen Clipping Algorithmus ersetzen wir durch
den oben beschriebenen. Weiter ist zu tiberpriifen, dafl die homogenen Koordina-
ten im Programm nicht unkontrolliert mit einem negativen Skalar multipliziert
werden, da sonst die Streckendarstellung gestort wird. Der Leser mége sich daher
zur Definition und Behandlung der projektiven Strecken griindlich mit Beispiel
10.16 vertraut machen.

Die jetzt eingefihrten Methoden gestatten es auch, Geraden zu behandeln. Thre
Datenstruktur und geometrische Behandlung werden wir in Kapitel 20 genauer
darstellen.
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Bisher haben wir uns ausschliefilich mit den Methoden zur graphischen Darstel-
lung geometrischer Objekte befafit, mit den technischen Méglichkeiten und Gren-
zen des Computers und mit den mathematischen Hilfsmitteln. Bislang haben wir
fiir die sogenannte Programmoberfliche keine wesentlichen Uberlegungen ange-
stellt. Dabei ist die Art, wie der Benutzer mit dem Programm umzugehen hat
und kommuniziert, ein ganz wesentlicher Aspekt der Erstellung eines Programm
Pakets. Die Benutzerschnittstelle sollte bequeme und effiziente Hilfsmittel fur
die graphische Darstellung anbieten, fir die Definition geometrischer Objekte,
fir ihre Transformationen und fiir die Einfihrung bestimmter Eigenschaften,
wie Farben, Sichtbarkeit etc. Je nach Benutzerkreis und Anwendungsbereich
wird man vor allem die Benutzeroberfliche anders anlegen. Geometrische Ob-
jekte aus der Ebene werden mehr benétigt fir die Erstellung von Netzwerken,
elektrischen Schaltungen, Grundrissen und Straflenplinen, wahrend rdumliche
Objekte fiir Architekten und Maschinenbauer wichtig sind. Eine entsprechend
angepafite Benutzeroberfliche wird die Benutzung eines Graphik Pakets sehr
erleichtern. Grindliche Voriiberlegungen und Planungen fiir den angestrebten
Einsatzbereich werden sich an verschiedensten Stellen des Programms bemerk-
bar machen. Einige von den dafir relevanten Gesichtspunkten kénnen wir hier
nur anschneiden.

Wir werden jedoch versuchen, im letzten Kapitel die hier zu besprechenden Ge-
sichtspunkte an einem Beispiel auch durchzufithren.

19.1 Das Benutzermodell

Das Benutzermodell soll die Objekte beschreiben, die im Graphik Paket verwen-
det werden und die Manipulationen, die mit ihnen durchgefiihrt werden konnen.
Damit ist man dabei, ein Modell fiir einen Teil der realen Welt zu konstruieren,
das fiir den jeweiligen Benutzer von Interesse ist. Die Graphik, die Programm-
konzeptionen und die verwendete Mathematik treten in den Hintergrund.

Fiur eine Anwendung zum Entwurf elektrischer Schaltungen ist etwa ein zweidi-
mensionales Paket zu wéahlen. Die geometrischen Objekte sind Schaltungssym-
bole, die schon im Paket vorprogrammiert sein konnen. Der Benutzer wird vor-
wiegend Interesse daran haben, verschiedene Schaltsymbole in einer Zeichnung
zu vereinigen und durch Strecken zu verbinden. Auch das Fortlassen eines schon
eingefiigten Symbols sollte méglich sein. Wir erinnern hier an die Betrachtungen
am Ende von Kapitel 18.2 zur Datenstruktur von Graphiken, die mehrfach glei-
che Symbole verwenden. Drehungen und Translationen der Schaltsymbole sind
von Interesse, wobei die Drehungen gew6hnlich Drehungen um 90 oder 180 Grad



262 19 Die Benutzerschnittstelle

sein werden. Damit ist schon wesentliches gesagt iiber die verwendeten Objekte
und die méglichen Manipulationen.

Eine Anwendung in der Architektur wird ein dreidimensionales Paket voraus-
setzen. Die Konstruktion von begrenzenden Ebenen fiir Gebdude soll einfach
durchzufiihren sein. Eingaben von Zahlenwerten sind auf ein Minimum zu be-
schranken. Die Angabe von Langen ist wichtiger, als die Angabe der Koordinaten
von Anfangs- und Endpunkt bestimmter Strecken. Gewisse Zusatzberechnungen
etwa der Flache, des Rauminhalts, der Statik sollten als besondere Punkte ab-
rufbar sein. Schon konstruierte Teile sollten leicht zusammenfiigbar sein. Kor-
rekturen miissen moéglich sein. Die Darstellung der fertigen Konstruktion als
Schaubild, als Grundrifl und als komplette Bauzeichnung sollte den Abschluf}
der Konstruktionstatigkeit bilden.

Die Objekte werden also geometrische und nichtgeometrische Aspekte haben.
Fur den Anwender ist meistens der nichtgeometrische Aspekt der wichtigere.
Die Wahl der geometrischen Darstellung des Objekts, ein Symbol etwa beim
Entwurf von Schaltungen oder die durch die Architektur festgelegte geometrische
Form, ist haufig festgelegt. In vielen Fallen, etwa bei Darstellungen 6konomischer
Daten, kann sie auch frei gewahlt werden. Uber die geometrische Figur hinaus
wird man haufig Beschriftungen, Farbwahl etc. zur genaueren Beschreibung
des Objekts variieren. Die Datenstruktur eines Objekts kann damit wesentlich
komplizierter werden und die Manipulationsmdglichkeiten umfangreicher. Hier
bietet sich besonders der Ansatz der objekt-orientierten Programmierung an.

Neben den Objekten und Manipulationen werden haufig gewisse Konstruktions-
Hilfsmittel zur Verfigung gestellt. Diese sogenannten Kontrollobjekte kénnen
aus einem Konstruktionsgitter bestehen, in das die Mafle der Konstruktion leicht
eingetragen werden kdnnen, oder man kann etwa mit Hilfe des Cursors oder der
Maus betimmte Punkte auf dem Bildschirm angeben und dann fir die Konstruk-
tion verwenden.

Das Benutzermodell darf nur Konzepte enthalten, die der beabsichtigten An-
wendung angemessen sind und im Fachjargon des Benutzers ausgedriickt wer-
den koénnen. Der Benutzer soll die Funktionen des Graphik Pakets in Termen
seiner eigenen Fachsprache verstehen konnen. Er darf nicht dazu gezwungen
werden, fir ihn neue und unbekannte Begriffe der Informatik oder der Mathe-
matik zu lernen. Eine perspektivische Darstellung fir den Architekten darf nicht
mit Begriffen aus der projektiven Geometrie oder mit homogenen Koordinaten
ausgedrickt werden. Nur die fiir den Benutzer wichtigen Objekte und Trans-
formationen diirfen an der Oberfliche des Graphik Pakets noch ”sichtbar” sein.
Ein offenes Konzept, in dem alle graphischen Méglichkeiten realisiert sind (eine
"eierlegende Wollmilchsau”), ist nur fiir den Fachmann geeignet und sollte dazu
verwendet werden, darauf ein Benutzermodell aufzubauen.
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In die Planung des Benutzermodells ist auch die Wahl der verwendeten Symbole
und Bezeichnungen einzubeziehen. Eine konsistente Bezeichnung der Objekte,
der Manipulationen und auch der Hilfsmittel ist anzustreben. Der Benutzer
darf nicht durch wechselnde Bezeichnungen oder an ungewohnten Stellen auftre-
tende Bezeichnungen verwirrt werden. Schlieilich ist das gesamte Modell mit
der Beschreibung aller Objekte und Funktionen in einem Handbuch zu beenden.
Dieses sollte eine vollstindige Beschreibung der fiir den Benutzer zur Verfiigung
stehenden Moéglichkeiten enthalten.

19.2 Meniis und die Kommandosprache

Der Benutzer wird iiber die sogenannte Benutzeroberfliche mit dem Graphik
Paket kommunizieren. Hier sind zwei verschiedene Methoden mdéglich. Man
kann einerseits fiir den Benutzer eine eigene Sprache definieren, mit der er die
Objekte definieren, eingeben und manipulieren kann, oder man kann ihn durch
ein Menii zu den Moglichkeiten des Graphik Pakets fiihren.

Die Definition einer eigenen Kommandosprache hat den Vorteil, dafl sie nicht
nur interaktiv benutzt werden kann, sondern dafl man mit ihr auch Kommando
Dateien verwenden kann, die dann eine gewisse Animation der Graphik bewirken.
Der Benutzer kann auch durch Definition von Macros einen gewissen Einfluff auf
die Gestalt des Graphik Pakets nehmen.

Andrerseits mufl man die Kommandos zunachst einmal lernen und sich merken.
Die zur Verfigung stehenden Moglichkeiten sind nicht leicht ersichtlich, und man
kann leicht Kommandos aneinander reihen, die in dieser Reihenfolge unsinnig
sind. Auflerdem ist ein Kommandointerpreter zu konstruieren etwa mit den
Hilfsmitteln des Compilerbaus.

Daher haben sich weitgehend meniigesteuerte Graphik Pakete durchgesetzt. Hier
werden dem Benutzer in jeder Situation die gerade méglichen Kommando Op-
tionen angeben. Sie kdnnen mit Hilfstexten verstandlicher gemacht werden, mit
einer Wahltaste (Cursor, Ziffer, Buchstabe, Funktionstaste) ausgelést werden
und gestatten eine sehr schnelle interaktive Arbeit mit dem Programm. Gewisse
vorgegebene Zahlenwerte konnen leicht fiir Koordinaten angewahlt und korrigiert
werden. Graphische Symbole fir Objekte oder Operationen kénnen verwendet
werden, die man von der Tastatur aus als Text sonst nicht eingeben konnte. Die
einfachere Bedienungsart ist allerdings trotzdem weniger flexibel, als die Wahl
einer Kommandosprache.

Man mu$f} sich die Bezeichnungen fiir die Kommandos leicht merken kénnen. Bei
Meniis ist es klar, dafl man sie weitgehend ausschreiben und nicht abkiirzen wird.
Aber auch in einer Kommandosprache sollten die Kommandos nur sehr wenig
abgekiirzt werden. Das Kommando drehe kann man sich besser merken, als die
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Bezeichnung d. Obwohl letztere schneller einzugeben ist, sollte man die fir den
Benutzer einfachere erste Bezeichnung wahlen. Ments konnen zusatzliche Hilfen
bereit stellen, etwa wenn man einen Mentipunkt anwéahlt und bevor man ihn
auslost.

Bei einem umfangreicheren Projekt sollte man daran denken, verschiedene Stu-
fen der Schwierigkeit (und Flexibilitdt) einzuplanen. Auf einem ersten Niveau
sollte der Anfanger sich schon zurechtfinden kénnen. Damit verbunden kénnten
dann besonders ausfihrliche Hilfsschirme sein. In weiteren Niveaus kénnen mehr
Kommandos hinzu kommen. Die Hilfsschirme kdnnen knapper gehalten werden.
Die graphischen Méglichkeiten konnen erweitert werden. Der unerfahrene Benut-
zer kann so leicht den Umgang mit dem Graphik Paket erlernen und es frihzeitig
einsetzen. Der erfahrenere Benutzer kann zusatzliche Méglichkeiten ausschépfen.
Jedes Niveau mufl dabei natiirlich in sich konsistent und voll einsatzfahig sein.
Eine Mischung von Kommandosprache und Meniifiihrung ist ebenfalls méglich
und fiir umfangreiche Programme auch ublich.

Meniis mit eine Vielzahl von Optionen sollten aufgebrochen werden in Unter-
gruppen, die jeweils einzeln als Menli angeboten werden. Mit wenigen Aus-
wahlmoglichkeiten sind Meniis effizienter. Andrerseits sollte man méglichst nicht
mehr als zwei oder héchstens drei Niveaus von Untermeniis vorsehen.

Da Mentis auf demselben Bildschirm wie die schon vorhandene Graphik ge-
zeigt werden kdénnen und gezeigt werden, ist man gezwungen sie kurz zu hal-
ten. Die aufgerufenen Untermeniis kénnen das Hauptmeni teilweise oder ganz
uberdecken. Es ist allerdings giinstig, die in den bergeordneten Meniis getrof-
fenen Wahlen weiter anzuzeigen. Fir die einzelnen Wahlmdéglichkeiten im Meni
kénnen auch graphische Symbole verwendet werden. Sie werden haufig sehr viel
schneller aufgefaft, als eine verbale Beschreibung. Auflerdem bendtigen sie we-
niger Platz. Die Menis sollten immer an derselben Stelle liegen. Bei Bedarf
sollte der Bildschirm ganz fiir die Darstellung der Graphik freigemacht werden
konnen, das Menii also ausgeblendet werden konnen. Eine weitere Moglichkeit
ist, das Ment mit dem Cursor an einen anderen Platz auf dem Bildschirm riicken
zu koénnen, oder aber den Benutzer die Position der Meniis zu Beginn des Pro-
gramms definieren zu lassen.

Fiir zusatzliche Erlauterungen und Hilfsschirme sehe man auf dem Bildschirm
einen festen Platz vor, in dem z.B. auch Fehlermeldungen oder Hinweise iiber
den Programmverlauf angezeigt werden koénnen.

19.3 Ruckmeldungen des Programms

Wenn das Programm einen Befehl zum Aufbau einer Graphik erhalten hat, dann
kann es oft sehr lange dauern, bis alle Berechnungen fiir diese Graphik durch-
gefiihrt sind. Der unerfahrene Benutzer wird dann oft etwas ratlos vor dem
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Bildschirm sitzen und sich fragen, was die Maschine nun eigentlich macht, ob
eventuell das Programm sogar abgestiirzt ist. Auch bei anderen Programmschrit-
ten entsteht haufig die Frage, ob das Kommando richtig verstanden worden ist,
ob die bendtigte Information schon vollstandig eingegeben worden ist, oder ob
die erforderliche Taste noch einmal gedriickt werden mu$.

Es sind daher deutliche Riickmeldungen vorzusehen, die dem Benutzer die Re-

aktion der Maschine umgehend anzeigt und tber den gegenwirtigen Zustand
Auskunft gibt.

Die Aufforderung zur Eingabe eines Befehls oder eines Datums kann durch einen
blinkenden Cursor an der entsprechenden Stelle, durch einen Aufforderungstext
oder auch durch ein akustisches Signal gegeben werden. Dabei sollten akustische
Signale sparsam gehandhabt werden. Sie sind aber besonders angebracht, wenn
der Computer eine lingere Zeit zum Abarbeiten eines Programmteils benotigt
hat und danach wieder frei fir den Dialog ist.

Die Programmphasen und die Dialogphasen sollten sowieso deutlich getrennt
sein, so daf} ein Dialog nicht stdndig durch zeitraubende Berechnungen unterbro-
chen wird. Solche Berechnungen sollten verschoben werden, bis ein wesentlicher
Teil des Dialogs abgeschlossen ist.

Nach der Eingabe von einzelnen Befehlen und Daten kann die korrekte Annahme
z.B. durch einen kurzen Ton oder den Ubergang des Cursors zu neuen Wahl- oder
Eingabemoglichkeiten angezeigt werden. Nach Beendigung einer Dialogphase
sollte der Beginn einer maéglicherweise lingeren Programmphase angezeigt wer-
den, damit der Benutzer sich selbst Gedanken machen kann, wie er seine Arbeit
mit dem Graphik Paket fortsetzen will und nicht dadurch abgelenkt wird, daf} er
sich dartiber wundert, was der Computer wohl jetzt macht und ob er iberhaupt
tatig ist. Bei langeren Programmphasen sollte, falls das vorhersehbar ist, eine
regelmiflige Meldung dem Benutzer anzeigen, wieweit die Berechnung vorange-
schritten ist, indem von einer Schleife graphisch oder numerisch angezeigt wird,
wie oft sie schon durchlaufen worden ist und wie oft sie insgesamt durchlaufen
werden wird.

In diesem Zusammenhang muf man auch genau planen, ob man einen Input-
Puffer anlegen will, der sicherlich die Eingabe von Kommandos noch beschleu-
nigen kann, aber den ungeduldigen Benutzer auch dazu verfithren kann, Kom-
mandos, die nicht sofort, d.h. etwa innerhalb einer Zehntelsekunde, ausgefiihrt
werden, wiederholt einzugeben. In kritischen Schritten im Programm wird man
dann vorsehen, dafl der Input-Puffer einfach geleert wird und das entscheidende
Kommando nochmals einzugeben ist, wenn das Programm den entsprechenden
Zustand erreicht hat.

Fehlerhafte Eingaben mussen natirlich abgefangen werden. Auch hier ist eine
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Anzeige, akustisch oder visuell, angebracht, damit der Benutzer sieht, daf er sich
hier geirrt hat.

Die Wahl der Riickmeldungen sollte konsistent durchgefiihrt werden. Fehler-
meldungen sollten moglichst immer an derselben Stelle auf dem Bildschirm er-
scheinen. IThre Formulierung mufl auch und gerade fiir den ungeitbten Benut-
zer verstandlich sein. Eventuell kann an eine Fehlermeldung auch ein Hinweis
gekniipft werden, welche Schritte zur Korrektur noch zu unternehmen sind.
Die Signale sollten konsistent sein. Ein Piepsen bei korrekter Annahme einer
Mentiwahl und dasselbe Piepsen bei fehlerhafter Wahl einer Eingabetaste kann
nur zur Verwirrung des Benutzers beitragen.

Falls bei der Eingabe Fehler gemacht worden sind, die von der Maschine ange-
nommen wurden, z.B. die Definition einer falschen Abbildungsmatrix, oder der
Befehl zum Ausdruck einer grofien Zeichnung, die man garnicht drucken wollte,
so sollten solche mit einer einmal festgelegten Taste (hidufig ESC) abgebrochen
werden konnen, insbesondere sollte die Tastatur nicht liber ldngere Zeiten vollig
blockiert sein. Auflerdem sollte man nach fehlerhaften Befehlen wieder auf ei-
nen vorherigen Ausgangspunkt zuriickkommen koénnen. Damit ist dann auch
die Méglichkeit des Experimentierens mit bestimmten Befehlen gegeben, deren
Effekt man durch Rickkehr zu einem eindeutig bestimmten vorherigen Zustand
wieder rickgingig machen kann.

Diese Art der Fehlerbehandlung hat mit den Fehlerroutinen, die in Kapitel 20.1
fir die allgemeine Programmentwicklung betrachtet werden, wenig zu tun. Die
(vorhersehbaren) Fehler bei der Programmentwicklung sollten nach Abschlufl
der Entwicklungsphase nicht mehr auftreten konnen. Die oben genannten Feh-
lermoglichkeiten sind durch die Bedienung durch den Benutzer gegeben, sie sind
auch vorhersehbar, im allgemeinen aber nicht vollstindig zu beseitigen. Wenn
drei Auswahlpunkte 1., 2. und 3. zur Verfigung stehen und der Benutzer 4.
wahlt, so kann man nicht durch Anderung der Tastatur diese Wahlméglichkeit
ausraumen. Ebensowenig kann man das Menu so weit ausdehnen, daf} alle nume-
rischen Wahlen von 0 bis 9 etwas Sinnvolles ergeben. Daher ist es auch glinstig
bei Mentiwahl die einzelnen Punkte durch den Cursor anzuwahlen, der nicht an
sinnlose Stellen gefithrt werden kann.

19.4 Interaktive Konstruktionen

Wenn das Paket nicht zu umfangreich und damit zu langsam ist, wenn insbe-
sondere die Graphik Ausgabe schnell genug ist, konnen interaktive Konstruk-
tionsmethoden vorgesehen werden. Das ist insbesondere in Programmen mit
zweidimensionaler Graphik méglich.

Mit Lokalisierungsgerdten, etwa dem Cursor, der Maus oder dem Lichtgriffel,
kann man Punktkoordinaten auf dem Bildschirm aufsuchen und definieren. Das
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Echo der mit Cursor oder Maus aufgesuchten Stelle besteht im allgemeinen aus
einem Punkt oder einem Fadenkreuz auf dem Bildschirm, die sich mit den Be-
wegungen von Cursor oder Maus auf dem Bildschirm in Echtzeit mitbewegen.
Durch Driicken einer Kommandotaste werden die gerade aufgesuchten Koordi-
naten in das Programm eingegeben.

Damit kann man nicht nur Weltkoordinaten fir ein Objekt definieren, sondern
auch skalare Werte, indem man die Wahl entlang einer auf dem Bildschirm an-
gegeben Skala ausfiihrt. Das ist weitgehend analog zur Wahl von Menipunkten,
nur daf} hier wesentlich mehr unterschiedliche Positionen zur Verfugung stehen.
Oft wird man die Bewegung auf dem Bildschirm nicht linear von den Bewegungen
des Positioniergerates abhangen lassen, sondern verschiedene Geschwindigkeiten
zur Wahl stellen oder die Fadenkreuzbewegung auch von der Geschwindigkeit
der Mausbewegung abhiangig machen. Eine andere Méglichkeit zur Verfeinerung
der Positionierung ist eine wahlweise Vergroflerung des Bereiches, in dem sich
das Fadenkreuz gerade befindet. Dadurch kann man geniigend genaue Positions-
angaben erhalten, ohne auf eine numerische Eingabe zurtickgreifen zu missen.

Die so gewonnenen Koordinaten kann man z.B. verwenden, um ein Teilobjekt
einer Graphik auf dem Bildschirm (und damit dann auch in Weltkoordinaten)
in die gewiinschte Position zu bringen. Man kann Teilobjekte auswahlen, die
entfernt oder mit einem anderen (Farb-)Attribiut versehen werden sollen, oder
beziiglich derer gewisse Berechnungen durchgefihrt werden sollen. Man kann
eine Translation der gesamten Zeichnung definieren oder eine Rotation durch
Festlegung eines Fixpunktes und Drehung um den Winkel, der durch die Ver-
schiebung des Fadenkreuzes vom Fixpunkt aus gesehen definiert wird.

Eine beliebte Anwendung ist die Gummiband Methode. Mit ihr kénnen Strecken
definiert werden, indem man das Fadenkreuz zunichst auf den gewilinschten An-
fangspunkt der Strecke bringt, eine Kontrolltaste auslést, und dann das Faden-
kreuz an das Ende der zu konstruierenden Strecke fihrt. Dabei wird wahrend
der Bewegung nicht nur das Fadenkreuz sondern schon eine Verbindungsstrecke
zwischen dem Kreuz und dem Anfangspunkt durchgehend angezeigt. Das bietet
eine hervorragende optische Kontrolle dariiber, ob die Strecke tatsédchlich in die
gewiinschte Position kommt. Ein nochmaliges Auslésen der Kontrolltaste fixiert
dann die gewahlte Strecke. Den Endpunkt kann man sogleich als Anfangspunkt
einer weiteren Strecke verwenden und so einen Polygonzug konstruieren.

Will man nur Strecken mit bestimmten Richtungen konstruieren, so kann man
einschrinkende Bedingungen (constraints) vorsehen, die die mit der Gummiband
Methode konstruierten Strecken z.B. nur auf horizontale, vertikale und im Winkel
von 45 Grad verlaufende Strecken beschrinken. Dann wird man zur Kontrolle
auch schon die wirklich entstehende Strecke auf dem Bildschirm darstellen und
nicht die, die vom Anfangspunkt zum Fadenkreuz fiihrt. Wenn der Winkel zur
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z-Achse z.B. gréofler als 22.5 Grad wird, wird eine zunachst horizontale Strecke
in eine diagonale Strecke umspringen.

Ein weiteres Positionier-Hilfsmittel ist ein Gitter, das dem Benutzer die Moglich-
keit geben soll, nur Strecken zwischen den Eckpunkten des Gitters einzugeben.
Die Feinheit des Gitters kann variiert werden, ebenso die Lage des Gitters.

Neue Probleme entstehen, wenn man weitere Konstruktionsschritte in einem
schon vorhandenen geometrischen Objekt ausfiilhren will. Dann ist es haufig
sehr schwierig, das Fadenkreuz auf einen schon vorhandenen Punkt zu legen, ja
es kann ganz unmoglich sein wegen der diskreten Natur des Bildschirms. Dann
hilft man sich mit einem sogenannten Gravitationsfeld. Wenn das Fadenkreuz
nur dicht genug an einen schon vorhandenen Punkt oder eine schon vorhandene
Linie herankommt, dann ibernimmt es die Koordinaten des Punktes oder eines
geeigneten Punktes auf der Linie. Das Kreuz wird von der Linie oder dem Punkt
nangezogen“. Den Abstand fiir diese Anziehung kann an die Feinheit der Graphik
anpassen.

Schliefilich kann man auch die Spur des bewegten Fadenkreuzes in die Graphik
aufnehmen, als Linie wahlbarer Breite, als Pinselstrich oder mit anderen Attri-
buten. Der durch Maus oder Lichtgriffel gefihrte Strich ist dann unregelmafliig
und gestattet es, Malprogramme (paintbrush programs) im Gegensatz zu Kon-
struktionsprogrammen zu entwerfen. Hier sind fiir den Benutzer die Koordinaten
vollstandig uninteressant geworden.



20 Graphik Pakete zur konstruktiven Geometrie

In diesem Kapitel sollen die bisher besprochenen Methoden zur Entwicklung von
Graphik Paketen an einem gréfieren Beispiel angewendet werden. Zielsetzung
ist die Entwicklung eines Pakets, das auf dem Bildschirm Konstruktionen der
analytischen Geometrie zuldfit. Es sollen also Punkte, Geraden, Polygonziige
und ihre hoherdimensionalen Gegenstiicke manipulierbar sein, d.h. man soll
die tblichen linearen geometrischen oder analytischen Konstruktionsschritte mit
dem Graphik Paket durchfithren konnen. Soweit méglich sollen diese Schritte
auch auf dem Bildschirm sichtbar gemacht werden konnen.

20.1 Allgemeine Uberlegungen zur Entwicklung
des Graphik Pakets

Die Entwicklung eines Graphik Pakets mit mehreren Teilnehmern wurde mit
einer Gruppe von Studenten in Form eines Seminars mehrfach durchgefiihrt.
Dazu mufiten gewisse Vereinbarungen strikt eingehalten werden, damit zu einem
spateren Zeitpunkt das Paket nicht uniibersichtlich wurde, durch Korrekturen
keine neuen Fehler an unkontrollierbaren Stellen auftraten und die Zusammen-
arbeit aller sichergestellt war.

Die Seminarteilnehmer wurden in 10 Gruppen eingeteilt. In jeder Gruppe konn-
ten etwa zwei bis drei Teilnehmer zusammenarbeiten. Dadurch war zwar die
Verantwortung fir die einzelnen Programmteile nicht eindeutig festgelegt. Der
Vorteil dieses Verfahrens war jedoch, dafl weniger routinierte Teilnehmer mit er-
fahrenen Teilnehmern eng zusammenarbeiten konnten, dadurch ihre Kenntnisse
aufbessern konnten und bei der kritischen Fehlersuche keine groflen Probleme
bekamen. Jedoch mufite hier auf eine disziplinierte Dokumentation noch strikter
eingewirkt werden.

Die folgende Liste fiir die Programmierarbeit, den Arbeitsstil und die Konven-
tionen wurde zu einem frihen Zeitpunkt des Projekts erarbeitet. Im Anhang 1

ist als Beispiel eine Sammlung der an die Studenten ausgeteilten Merkblatter zu
finden.

1. Alle mitarbeitenden Studenten — zumindest aber ein Vertreter jeder Gruppe
— trafen sich zu einem festen Termin einmal wochentlich, um tber die eigenen
Fortschritte zu berichten, Probleme zu diskutieren und fir das Gesamtkonzept
weitere Ideen einzubringen. Bei diesem Treffen wurden auch die Forderungen
formuliert und weitergegeben, die einige Gruppen an die Programmteile anderer
Gruppen stellen mufiten.
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In der Anfangsphase des Projekts wurde fiir diese Treffen ein geeigneter Diskus-
sionsraum verwendet. Gruppenibergreifende Arbeit direkt am Computer wurde:
nur gelegentlich in der letzten Phase des Projekts notwendig.

Eine Gruppe von Studenten war von der Programmierarbeit im wesentlichen be-
freit und mufite die Kommunikation zwischen den einzelnen Gruppen fordern.
Die Gruppe mufite besonders informiert sein tiber die Struktur der verwendeten
Datentypen, die in den einzelnen Gruppen erarbeiteten Prozeduren und Funktio-
nen und mufite die gesammte Programmieraufgabe vollstindig verstanden haben.
Eine Auseinandersetzung mit Programmdetails der einzelnen Programmteile kam
kaum in Frage. In der Schlufiphase iibernahm diese Gruppe die Tests fir das
Gesamtprogramm.

2. Alle Programmteile wurden nach demselben Schema aufgebaut. Bei Verwen-
dung von Turbo Pascal waren alle Programmteile Pascal Units (oder in alteren
Versionen Include Dateien), wurden im Namen mit der entsprechenden Grup-
pennummer gekennzeichnet und konnten im Namen weitere global definierte In-
formationen tiber den Inhalt tragen. So sind vorgesehen worden:

GRnPROC.PAS fur die Prozeduren und Funktionen der Gruppe n,

GRnVAR.PAS fiir die Deklaration der globalen Variablen, Konstanten und Ty-
pen, die fuir GRnPROC.PAS bendtigt wurden,

GRnINFO.DOC als Textdatei zur Information tiber die Bedeutung, den Aufbau

und die Benutzung der von Gruppe n erstellten Dateien.

Bei Bedarf konnten weitere Teildateien einzelner Gruppen hinzukommen oder
aber die oben angegebenen Dateien noch weiter aufgeteilt werden, z.B. in einzelne
Dateien fiir die Konstanten, die Variablen, die Typendeklarationen.

2.1 Jede der Dateien mufite die folgende Information im Programmkopf enthalten
2.1.1 Name der Datei (zur Identifizierung, falls die Datei ausgedruckt wurde),

2.1.2 Nummer der Arbeitsgruppe und Namen der mitarbeitenden Studenten
in dieser Gruppe, eventuell mit Adresse oder Telephonnummer,

2.1.3 Datum der Erstellung und der letzten Anderung
2.1.4 Autor der letzten Anderung

2.1.5 Inhaltsverzeichnis in Form einer Liste der Prozeduren, Typ-Vereinba-
rungen etc. zusammen mit Bemerkungen dazu, ob es sich um erste
Rohversionen handelte, oder ob die Version der jeweiligen Prozedur etc.
schon endgliltig ausgetestet war und voraussichtlich nicht mehr gedndert
wurde.



20.1 Aligemeine Uberlegungen zur Entwicklung des Graphik Pakets 271

Der Programmkopf war in seiner Form festzulegen, damit alle Teilnehmer in
jedem Teilprogramm die erforderliche Information an derselben Stelle und in
derselben Form finden konnten.

2.2 Uber die Art der Information, die allen Gruppen zuganglich gemacht wurde,
waren weitere Festlegungen zu treffen.

2.2.1 GRnINFO.DOC enthielt eine allgemeine Ubersicht iiber die Aufgaben
der Gruppe 7.

2.2.2 Jede Prozedur, Funktion, Typendeklaration war hier zu definieren und
zu beschreiben. Die verwendeten globalen Variablen, Konstanten und
ibergebenen Parameter waren genau anzugeben. Insbesondere waren
die verwendeten mathematischen Methoden kurz zu erldutern und evtl.
mit Literaturhinweisen zu versehen. Es war anzugeben, wie die Proze-
dur aufgerufen wird und welchen Zweck sie verfolgte. Auch hier war die
verwendete Form getrennt fiir Prozeduren, Variable, Typen etc. festzu-
legen. Zu jeder Prozedur sollte ein Beispiel angegeben werden.

2.2.3 GRnINFO.DOC enthielt auBlerdem ein Tagebuch aller Anderungen der
Dateien der Gruppe n. Darin war mit Datum, Uhrzeit und Autor jede
Anderung in einer Kurzbeschreibung festzuhalten. Ebenso sollte die Be-
grundung fir die Anderung angegeben werden.

2.2.4 Die durchgefithrten Tests der einzelnen Prozeduren wurden protokoll-
artig festgehalten, damit bei Auftreten von Fehlern nachtriglich festge-
stellt werden konnte, ob die Bereichseingrenzungen hinreichend ausgete-
stet worden waren.

2.2.5 In einer Sammlung wurden die aufgetretenen Fehler fir daraus resultie-
rende Programmanderungen festgehalten.

2.2.4 Fir GRnPROC.PAS war der Programmkopf fir die einzelnen Prozedu-
ren und Funktionen festzulegen, insbesondere mufiten die erforderlichen
Parameter und die Funktionswerte bzw. geinderten globalen Variablen
und die verwendeten anderen Prozeduren des Graphik Pakets im Kopf
genau aufgelistet werden.

3. Fir den kontrollierten Abbruch des Programms bei Auftreten von Programm-
oder Eingabe-Fehlern wurde eine eigene Fehlerroutine geschrieben, die mit Para-
metern aufgerufen werden konnte. Die Parameter kennzeichneten einen Fehler-
text, der auszugeben war, und beeinfluiten die Entscheidung, ob das Programm
sofort abgebrochen werden sollte, oder ob es evtl. unter veranderten Bedin-
gungen weiterlaufen sollte. Die Fehlertexte wurden von den eifizelnen Gruppen
formuliert und dann von der Entwicklungsgruppe der Fehlerroutine vereinheit-

licht.
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4. Bei der Entwicklung wurde ein festvorgegebener Zeitplan verfolgt, der in der
ersten Stufe die Definition der erforderlichen Prozeduren mit der schnellen Ent-
wicklung von Leerprogrammen verband. Diese Leerprogramme sollten lediglich
soweit funktionsfahig sein, dafl sie schon mit den korrekten Parametern aufge-
rufen werden konnten und dann ein Standardergebnis erbrachten, das trivial
erstellt wurde. So konnte z.B. die Berechnung der Determinante einer Matrix
mit einem Leerprogramm immer den Wert 1 erbringen. Gleichzeitig wurde die
Dokumentation schon weitgehend eingerichtet.

Erst danach wurden in einer zweiten Stufe die ersten funktionsfdhigen Pro-
grammteile entwickelt. Diese wurden in der dritten Phase getestet und die
entsprechenden Protokolle wurden angefertigt. In der letzten Phase wurden die
Prozeduren beziiglich Laufzeitverhalten und Speicherbedarf von Hand soweit op-
timiert, wie die einzelnen Gruppen dies durchfithren konnten. Dabei wurde die
Dokumentation vervollstindigt. Auflerdem wurden die einzelnen Programmteile
nun im Gesamtrahmen {berprift und gegebenenfalls noch verbessert. (Weitere
Hinweise findet der Leser im Anhang 1.)

20.2 Die geometrischen Konstruktionsschritte in der Ebene

Es stehen uns jetzt alle Hilsmittel zur Verfiigung, um ein Graphik Paket fir zwei-
dimensionale Anwendungen zu erstellen. Dabei konnen wir auf das in Kapitel
18 betrachte Paket zur zweidimensionalen projektiven Geometrie zuriickgreifen.
Es sollen hier also vorwiegend die Uberlegungen zur Benutzerschnittstelle aus
Kapitel 19 mit eingebracht werden.

Als Anwendungsbereich stellen wir uns Konstruktionen aus der konstruktiven
ebenen linearen Geometrie vor. Der Benutzer kénnte etwa ein Schiiler, Student
oder Lehrer sein.

Damit ist schon vieles fur die Benutzeroberflaiche festgelegt. An der Benutzer-
oberfliche sollten moglichst keine Begriffe der projektiven Geometrie auftreten.
Die ublichen ebenen Konstruktionen miissen durchfithrbar sein. Ebene Koordi-
naten sind zuldssig, aber keine homogenen Koordinaten.

Als Objekte sehen wir Punkte, Geraden, Strahlen, Strecken und Polygon(ziige)
vor. Dariiber hinaus sehen wir beliebige Zusammenstellungen dieser Objekte
zu einer Zeichnung als Datentyp vor. Vielecke konnen wir unter dem Oberbe-
griff Polygon subsummieren. Ein weitgehend ungeometrischer weiterer Datentyp
seien die Texte zur Beschriftung der Zeichnungen.

Punkte werden intern als Tripel von homogenen Koordinaten behandelt. Sie
kénnen weitere Eigenschaften haben, z.B. die Art wie sie auf dem Bildschirm
dargestellt werden sollen, etwa Farbe, blinkend, als Vollkreis eines bestimmten
Durchmessers oder sichtbar. Die Sichtbarkeit ist eine wichtige Eigenschaft, denn
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haufig wird man Punkte nur als Zwischenstationen in einer Konstruktion benut-
zen, aber auf der endgiiltigen Graphik nicht sichtbar machen.

Ehe wir uns entscheiden, in welcher Datenstruktur wir Geraden speichern wollen,
miissen wir uns einen Uberblick iiber die verschiedenen Darstellungsformen von
Geraden verschaffen. Da ist zunachst die Geradendarstellung durch die lineare
Gleichung

y=mz+5b

mit der Steigung m und dem Abschnitt b auf der y-Achse. Sie hat den Nachteil,
daf} sie vertikal verlaufende Geraden nicht beschreiben kann. Weiter haben wir
die Punktsteigungsform der Geraden

Y—Y%

T — Xy

mit der Steigung m, die durch den Punkt (zo,y0) geht. Auch in dieser Form
konnen keine senkrecht verlaufenden Geraden dargestellt werden. Die Zwei-
punkteform

Y~=% _ %1~ Y%

T — Ty - Ty — Iy

bestimmt die Gerade, die durch die beiden verschiedenen Punkte (zo,yo) und
(z1,y1) verlauft. Sie kann auch in der Form

(y —yo)(ﬂh - 930) = (fB - mo)(yi *yo)

angegeben werden. Dann kann man damit alle beliebigen (affinen) Geraden
beschreiben. Ein Spezialfall ist mit anderer Anordnung der Terme die Achsen-
abschnittsform

bz + ay = ab

mit den Achsenabschnitten (a,0) und (0,5). Dabei miissen die beiden angegeben
Punkte verschieden sein, d.h. es diirfen nicht beide a und b Null sein. Geraden,
die parallel zu einer der Koordinatenachsen verlaufen, lassen sich in dieser Form
nicht darstellen. Eine leichte Verallgemeinerung dieser Form ist die Hessesche
Normalform

az + by = ¢,

mit a2 + b2 = 1 und ¢ > 0. Sie verlduft senkrecht zu dem Vektor (a,b) im
Abstand ¢ vom Ursprung. Alle (affinen) Geraden der Ebene lassen sich in dieser
Form angeben.

Man kann Geraden, wie wir wissen, auch ohne Gleichungen in Parameterform
angeben, d.h. man gibt die gesamte Punktmenge der Geraden an. Die Form

R(z1,v1) + (2o, %) = {t(z1,31) + (20, %0)|t € R}
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beschreibt eine Gerade durch den Punkt (zg,ys) in Richtung des von Null ver-
schiedenen Vektors (¢1,y;). Die Parameterform

R(z1 — Zo,¥1 — ¥%0) + (%0, %) = {t(z1 — z0,¥1 — %0) + (20, %0)|t € R}
= {(1 - t)(z0,%0) + t(z1,3)|t € R}

beschreibt eine Gerade durch die beiden Punkte (zo,yo) und (z1,y1).

Diese Vielfalt von Beschreibungen von Geraden wird man dem Anweder zur Ein-
gabe zur Verfiigung stellen. Wie schon bei der Diskussion der einzelnen Fille
angedeutet sind bestimmte Formen nur fiir bestimmte Geraden geeignet. Bei
der Eingabe und bei Umrechnungen, sofern man diese zulafit, sind also entspre-
chende Einschrankungen vorzusehen, die den Benutzer bei fehlerhafter Eingabe
warnen bzw. gewisse Umrechnungen nicht durchfihren. Auflerdem ist zu be-
achten, dafl die Koeffizienten vieler der oben angegebenen Darstellungen nicht
eindeutig bestimmt sind. Giinstig sind in dieser Hinsicht die lineare Gleichung
einer Geraden mit Steigung und Achsenabschnitt, die Achsenabschnittsform und
die Hesseschen Normalform.

Der im Hintergrund zu verwendende Datentyp fiir eine Gerade sollte allerdings
die Gleichung einer projektiven Geraden sein. Wir wollen ja alle uns interessie-
renden Transformationen einheitlich mit Matrizen beschreiben. Wir einigen uns
darauf, daB die projektive euklidische Ebene P(R?®) mit der Zerlegung

R® = {(z,9,0)|z,y € R} ® R(0,0,1),

verwendet wird und daf auf dem Translationsraum {(z,y,0)|z,y € R} der zu-
gehérigen affinen Ebene {R(z,y,1)|z,y,€ R} die kanonische euklidische Struk-
tur verwendet wird. Die so definierte affine Ebene sei die fiir den Benutzer sicht-
bare euklidische Ebene. Die Punkie (z,y) in der Ebene des Benutzers werden
also als projektive Punkte mit den homogenen Koordinaten (z,y,1) aufgefafit.

Mit diesen Festlegungen konnen wir jetzt projektive Geraden beschreiben durch
die Gleichung
az + by + ¢ = (a,b,¢)(z,y,1)" = ((a,b,¢),(z,y,1)) = 0.

Bis auf das Vorzeichen von ¢ ist das die Hessesche Normalform, wenn man
zusatzlich verlangt, dal a? + 4> = 1 und ¢ < 0. Die uneigentlichen Punkte
haben wir dabei aus unserer Betrachtung ausgeschlossen. Wir wissen aber, daf}
sie mit dem affinen Teil der projektiven Geraden eindeutig bestimmt sind.

Man konnte daran denken, die unendlich ferne Gerade

((0,0,1),(z,y,2)) =0
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unter dieser Bezeichnung fir den Benutzer ebenfalls zuginglich zu machen und
sie dann als Horizont bei echten projektiven Abbildungen zu verwenden.

Nach der numerischen Eingabe einer Geraden durch die Wahl ihrer Bestim-

mungsstiicke wird man sie also auf ihre projektive Form umwandeln und dann ab-

speichern. Eine Umwandlung in umgekehrter Richtung wird sich in den meisten

Fallen eriibrigen, es sei denn dafi man zu Kontrolle gewisse andere Darstellungen
numerisch angeben méchte.

Der dritte genannte Datentyp des Strahls 148t sich unter dem Begriff der pro-
jektiven Strecke einordnen. Die affine Eingabe eines Strahls ausgehend von dem
Punkt (z9,yo) in der Richtung (z;,y;) fihrt dann zu der projektiven Strecke
von (zo,Y0,1) nach (z;,y1,0). Diese Darstellung ist auch mit dem in Kapitel 18
besprochenen Clipping vertraglich.

Uber den Datentyp und die Behandlung von projektiven Strecken und Polygo-
nen haben wir bei der Erstellung des zweidimensionalen projektiven Programm
Pakets in Kapitel 18 ausfihrlich gesprochen. Zeichnungen lassen sich mit den in
Kapitel 18.2 besprochenen Methoden implementieren. Wenn sie aus vielen gleich-
artigen Teilen zusammengesetzt werden, z.B. aus vielen Dreiecken, die durchaus
nicht kongruent sein miissen, so kann man einen wie in Kapitel 18.2 beschriebe-
nen Baum vorsehen.

Texte speichert man als Koordinaten Tripel, das die Lage des Textes in der
Zeichnung definiert, und als den zugehdrigen Text. Wenn man die Moglichkeit
hat, Buchstaben oder Textzeilen in verschiedenen Gréflen oder Richtungen in
die Graphik einzubringen, so kann man diese zusitzlichen Informationen in den
Datentyp mit aufnehmen. Damit ist unsere Beschreibung der fiir den Benutzer
sichtbaren Datentypen oder Objekte abgeschlossen.

Die Operationen oder Manipulationen, die dem Benutzer bereitgestellt werden,
kénnten etwa folgende sein:
Eingabefunktionen:
- Eingabe oder Verinderung eines Punktes,
- Eingabe eines Textes bei einem Punkt,
- Eingabe von Geraden in verschiedenen Normalformen,
- Eingabe von Strecken und Strahlen,
- Eingabe von Polygonen und Zeichnungen,
Konstruktionsmethoden:
- Schnittpunkt zweier Geraden,
- Schnittpunkt zweier Strecken,
- Gerade durch zwei Punkte,
Gerade durch eine Strecke oder einen Strahl,
- Gerade, die durch einen Punkt geht und parallel zu einer weiteren Ge-
raden ist,
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- Gerade, die durch einen Punkt geht und senkrecht zu einer weiteren
Geraden ist,

- Abtragung eines Winkels in einem Punkt an eine Gerade (einen Winkel
kénnte man als Paar von Geraden mit einfiihren),

- Strecke zwischen zwei Punkten,

- Abtragung einer Strecke an einen Punkt (in der Richtung der vorgege-
benen Strecke)

- Abtragung einer Strecke an einen Punkt auf eine vorgegebene Gerade,

- Teilung einer Strecke in n Teile,

- Verschiebung und Drehung von Polygonziigen in der Graphik,

- Kopieren eines Polygonzuges an eine andere Stelle,

- Bilden eines Polygonzuges durch eine vorgegebene Folge von Punkten,
oder

- Kopieren eines vordefinierten Objekts, etwa eines regelmafligen Sechs-
ecks oder eines rechtwinkligen Dreicks.

Bei den Konstruktionsmethoden sieht man deutlich, daf sie nicht nur fiir den Be-
nutzer interaktiv sein miissen, sondern dafl dem Benutzer auch ein Hilfsmittel zur
Auswahl der schon vorhandenen Objekte in der Graphik zur Verfiigung gestellt
werden mufl. Dabei kann es sich im einfachsten Fall um einen Bezeichnungstext
handeln, den man an andere Objekte anbringt, oder im etwas anspruchsvolleren
Fall um ein Lokalisierungsgerdt mit Fadenkreuz, gesteuert mit Cursor, Maus oder
Lichtgriffel, mit dem das jeweilige Objekt ausgewdhlt wird. Auch hier verweisen
wir wieder auf die Betrachtungen in Kapitel 19.4.

SchlieBlich sollten dem Benutzer verschiedene Abbildungen der gesamten Gra-
phik und auch von Teilen der Graphik zur Verfiigung stehen, wie etwa die fol-
genden
Abbildungen:
- Translation um einen durch Eingabe oder aus der Zeichnung zu wéhlen-
den Vektor,
- Rotation um einen einzugebenden oder aus der Zeichnung zu wahlenden
Winkel,
- VergroBerungen (und Verkleinerungen) um einen wahlbaren Faktor,
- schrager Aufblick oder perspektivische Sicht (als projektive Transforma-
tion),
- Scherung,
- VergroBerung in einer Richtung.

Die Parameter fir diese Transformationen, wie Drehwinkel oder Translations-
vektor, konnen auch mit dem Lokalisierungsgerat mit Fadenkreuz aus der schon
vorhandenen Zeichnung oder aus besonderen Hilfszeichnungen, etwa einem Kreis,
entnommen werden.
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Dariiber hinaus sind natiirlich Organisationsfunktionen, wie Lesen und Speichern
auf Diskette, Bildschirm-, Drucker- und Plotterausgabe, Vereinigung von zwei
Zeichnungen, Loschen eines Teils einer Zeichnung u.a. vorzusehen.

20.3 Die Projektionsabbildungen des Raumes in die Ebene

Zur Darstellung dreidimensionaler Objekte bendtigt man ausgeartete projektive
Abbildungen. Sie sind vom mathematischen Standpunkt aus schon in Kapitel
9 studiert worden. Es gibt eine Reihe von solchen Abbildungen, die besondere
Bedeutung haben und in der Literatur auch unter besonderem Namen bekannt
sind.

In Kapitel 9 wurde schon die Parallelprojektion und die Perspektivprojektion
besprochen. Beide kénnen nach 9.16 dargestellt werden durch den Schnitt par-
alleler bzw. durch einen festen Punkt, den Fokus oder das Projektionszentrum,
verlaufender Geraden, sogenannter Projektionsgeraden, mit einer Bildebene.

Wenn wir im folgenden die Abbildungsmatrizen explizit angeben, so beziehen
wir uns auf die Zerlegung des R* = {(z,y, z,0)|z,y,2z € R} & R(0,0,0,1) und
gegebenenfalls auf die kanonische euklidische Struktur auf dem affinen Teilraum.
Ebenso sei im P(R?) die kanonische euklidische Struktur mit der uneigentlichen
Geraden R(z,y,0) gegeben. Bei der Beschreibung der Projektionsabbildungen
mit Matrizen haben wir jeweils euklidische Koordinaten fiir die Bildebene aus-
gewahlt, d.h. die Bildebene wird nicht mehr als in den dreidimensionalen pro-
jektiven Raum eingebettet angesehen.

Wenn man eine euklidische Struktur im projektiven Raum vorsieht, so kann man
diejenigen Parallelprojektionen, deren Projektionsgeraden die Bildebene senk-
recht schneiden, betrachten. Sie heiflen orthographische Projektionen. Wenn die
Projektionsgeraden die Bildebene in einem anderen Winkel schneiden, so spre-
chen wir von Schragprojektionen.

Orthographische Projektionen werden besonders verwendet, um den Grundrf,
den Aufriff bzw. den Seitenriff von Objekten darzustellen, das sind die ortho-
graphischen Projektionen auf die Ebenen z = 0 mit der Matrix

1 00
010
0 00
0 01
fir den Grundrnf}, z = 0 mit der Matrix
0 0 0
1 00
0 10
0 01
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- fir den Aufrif und y = 0 mit der Matrix

o O O =
o = O O
— o o O

fiir den Seitenriff. Sie gestatten es, Lingen und Winkel aus den Projektionen
zurliickzugewinnen, weil man die einzelnen Koordinaten von Punkten leicht er-
halten kann.

Parallelprojektionen, die eine schrage Ansicht des Objekts bieten, so daf} keine
achsenparallele Seite bei der Darstellung zu einer Strecke entartet, heiflen azo-
nometrische Projektionen. Insbesondere sind bei ihr die Bilder aller drei Ko-
ordinatenachsen (nichtausgeartete) Geraden. Die Bildebene schneidet alle drei
Koordinatenachsen in jeweils genau einem Punkt. Wenn man die Bildebene
durch den Nullpunkt fiihrt und senkrecht zu dem normierten Vektor (zo, 0, 20)
wahlt, so wird die allgemeine axonometrische Projektion durch die Matrix

—Yo —To2o 0

1 T —Yo 2o 0

VEi+yd) | 0 =i tw 0
0 0 (=3 +93)

dargestellt.

Wenn die drei Schnittpunkte der Bildebene, sofern sie nicht durch den Ursprung
verlauft, alle denselben Abstand vom Ursprung haben, oder wenn die drei Kom-
ponenten eines auf der Bildebene senkrecht stehenden Vektors gleiche Betrage
haben, dann nennt man die Projektion auch eine isometrische Projektion. Wenn
alle Komponenten des Vektors (zg,¥o,20) positiv sind, so kann sie durch die

Matrix
~-v2 -Lv6 o
V2 -Lv6 o
0 V6 0
0 0 1

dargestellt werden. Sie hat den besonderen Vorteil, dal man aus ihr ebenfalls
die Koordinaten eines Punktes leicht ablesen kann, da sie in jeder Achsenrich-
tung um denselben Wert /2/3 verkiirzt worden sind. Man beachte, daf} es
acht wesentlich verschiedene isometrische Projektionen gibt, je nachdem welche
Achsenabschnitte positiv und welche negativ sind.

Fir die Beschreibung von Schrigprojektionen wollen wir annehmen, daf die
Projektionsebene die (z,y)-Ebene (z = 0) ist. Andere Projektionsebenen kann
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man durch Drehungen und Translationen erhalten. Ein Punkt (z,y, z) wir durch
die Schragprojektion in einen Punkt (z;,y;,0) der Bildebene abgebildet. Dann
werden zwei Winkel von Interesse sein, einerseits der Winkel a, den die Projek-
tionsgerade, d.h. die Gerade durch die Punkte (z,y,2) und (z1,¥1,0), mit der
Bildebene einschliefit, und andererseits der Winkel ¢ in der Bildebene, der die
Steigung der Geraden durch die Punkte (z,y,0) und (z,,y;,0) beschreibt. Man
beachte, dafl der Punkt (z,y,0) in der Bildebene durch orthographische Projek-
tion, ja sogar als Grundriff aus dem vorgegebenen Punkt entsteht. Beide Winkel
sind leicht zu berechnen als

Dy
131—2’

tan(p) =

Vet —2)2 + (v —y)?

Sind umgekehrt die Winkel a und ¢ vorgegeben, so berechnet sich die Transfor-
mationsmatrix als

tan(a) =

1 0 0
0 1 0
cos(p)/tan(a) sin(p)/tan(a) 0
0 0 1

Fir a = 90° geht diese Matrix iiber in die Matrix fiir den Grundnfl.
Fiir den Winkel a = 45" ist tan(a) = 1. Die dann entstehende Schragprojektion

1 0 0
0 1 0
cos(p) sin(p) O
0 0 1

heiit Kavaliersprojektion. Bei ihr werden alle zur Bildebene senkrechten Strek-
ken in ihrer wahren Lange abgebildet. Dasselbe gilt fiir die zur Bildebene paral-
lelen Strecken. Mit dem Winkel ¢ kann man dann die Aufsicht dndern.

Ist a = 63.435° und damit tan(e) = 2, so heifit die entstehende Schriagprojektion

1 0 0
0 1 0
cos(p)/2 sin(p)/2 0
0 0 1

Kabinettsprojektion. Bei ihr werden zur Bildebene senkrechte Strecken in ihrer
Léange halbiert. Die Darstellung wird als relativ naturgetreu empfunden.
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Die Perspektivprojektion oder Zentralprojektion haben wir bei den ausgearteten
projektiven Abbildungen schon ausfithrlich diskutiert. Sie entsteht durch Schnitt
der Projektionsgeraden durch das Projektionszentrum mit der Bildebene. Wenn
das Projektionszentrum im Punkt (0,0, —1) liegt und die Bildebene die (z,y)-
Ebene ist, so stellt sich die Abbildungsmatrix in besonders einfacher Weise dar
als

0
0
1
1

OO O
o O = O

Jede andere Zentralprojektion 1aft sich aus dieser durch vorangehende uniforme
Skalierung, Drehung und Translation gewinnen. Methoden, wie diese zu finden
sind, haben wir am Schlufl von Kapitel 14 ausfuhrlich diskutiert.

Parallele Geraden im Urbildraum, die auch zur Bildebene parallel sind, werden in
parallele Geraden abgebildet. Andere Parallelenscharen haben in der Bildebene
einen gemeinsamen Schnittpunkt, genannt Fluchtpunkt oder Verschwindungs-
punkt dieser Parallelenschar. Die Hauptfluchtpunkte sind die Fluchtpunkte der
Hauptachsen (der z-, der y- bzw. der z-Achse). Jenachdem wieviele Haupt-
fluchtpunkte bestehen, spricht man von einer Einpunkt-, einer Zweipunkt- oder
einer Dreipunkt-Perspektive.

20.4 Die Datenstruktur von Polyedern

In Kapitel 18 haben wir schon die Datenstruktur der Polygon(ziige) besprochen.
In hoherdimensionalen Raumen wird diese Struktur zunehmend komplizierter.
Das zugrundeliegende Prinzip ist, die Datenstruktur so zu gestalten, daf§ die
Koordinaten an wenigen Stellen konzentriert auftreten, so dafl projektive Abbil-
dungen auf diese Koordinaten allein angewendet werden kénnen. Die kombina-
torische Struktur eines Polytops sollte ja bei einer solchen Abbildung erhalten
bleiben. Da uns nicht nur die Koordinaten der Eckpunkte eines Polytops in-
teressieren, sondern auch die Unterraumgleichungen von begrenzenden Seiten,
werden wir die jeweiligen Koordinaten ebenfalls in einer Vektorentabelle fithren.
Nur auf die Vektoren dieser Vektorentabellen sind dann die Projektivitaten und
projektiven Abbildungen anzuwenden. Die Methoden aus den Kapiteln 11 bis
13 lassen sich dann leicht implementieren.

Die Koordinaten der Vektorentabelle fiir die Punkte ist allerdings anders zu
behandeln, als diejenige fiir die Seiten. Sind a und v Vektoren aus V, ist {a,v) =
3 ajv; = av' = 0 die Gleichung fiir den Unterraum durch eine Seite und ist
die Projektivitat durch die Multiplikation mit der Matrix A von rechts gegeben,
so ist av' = 0 genau dann, wenn a(A4!)"! A% = 0 gilt. Wegen A'v' = (vA)
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sind also die Vektoren aus der Punktvektorentabelle mit A von rechts und die
Vektoren aus der Seitenvektorentabelle mit (A*)™! von rechts zu multiplizieren.

Um ein dreidimensionales Polytop oder ein Polyeder zu beschreiben, bilden wir
eine Liste der Punkte, eine Liste der Kanten und eine Liste der Seiten. Diese
Listen brauchen in keiner besonderen Ordnung angelegt zu werden.

Jeder Punkt p; besteht aus einem Zeiger auf die ihn bestimmenden Koordinaten
vec; in der Liste der Vektoren und aus einer Liste derjenigen Kanten k,, die in
diesem Punkt enden.

Jede Kante k; besteht aus zwei Zeigern auf die Endpunkte p; und px und aus
zwei Zeigern auf die angrenzenden Seiten s,, und s,.

Jede Seite s; schliefllich besteht aus einem Zeiger auf einen Vektor vec; der
Vektorentabelle, der die Gleichung der Ebene durch diese Seite beschreibt, und
aus einer Liste von Kanten k,, die diese Seite begrenzen.

Man sieht hier, daf} eine starke Symmetrie vorliegt, die man auch ausnutzen kann,
um die Datenstruktur zu reduzieren. Die angegebene Struktur erlaubt es aber
auch, Fragen der Art zu behandeln, etwa alle Seiten mit einem gemeinsamen
Punkt zu bestimmen, indem man zunéichst alle Kanten zu diesem Punkt und
dann alle Seiten zu diesen Kanten bestimmt.

Ein Wirfel kann etwa mit der auf der nichsten Seite wiedergegebenen Struktur
beschrieben werden.

Zur Uberpriifung der Konsistenz einer solchen Struktur konnen wieder folgende
Tests gemacht werden:
- jeder Punkt ist Endpunkt von mindestens zwei Kanten,
- jede Seite besitzt mindesten zwei Kanten,
- jede Kante kommt in genau zwei Seiten vor,
- jede Kante besitzt genau zwei Endpunkte,
- der Polygonzug um jede Seite ist geschlossen,
- die Kantenfolge der in einem Punkt endenden Kanten ist ,geschlossen®,
- wird eine Seite in einer Kante aufgefiithrt, so wird diese Kante auch in
der entsprechenden Seite aufgefiihrt, um umgekehrt,
- ist ein Punkt Endpunkt einer Kante, so wird diese Kante im Punkt
aufgefihrt, und umgekehrt.
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Punktvektorenliste
:: z;:z::z;z Seitenvektorenliste
V3 WwWs3,T3,Y3,23 Vg I W9,T9,Yg, 29
Vg @ W4,T4,Y4,24 Vio ¢ W10,Z10,Y10,210
Vs ¢ Ws,T5,Ys5,25 Vi1 ¢ Wi1,%115Y11, 211
Ve :  We,T6)Y6, 26 V12 1 Wi2,T12,Y12, 212
v7 I Wr,2T7,Y7,27 Vi3 ¢ W13,T13,Y13, 213
Vg I  Ws,Ts,Ys,28 V14 ¢ Wi4,T14, Y14, 214
Kantenliste
ki: p1,p2,81,52
ky: p2,ps, 81,83
Punktliste :3 b3, P4, 51, 54
4 ' P1,P4,51,85
P vl)kl,k‘hkS k5 : P1,Ps,82,85 . .
Pa: vz, ki ko, ke ks : pa,De, 82,43 Seitenliste
p3: U3, ka, ks, kg ki : p3,p1,83,54 s1 0 ve, ki, ky ks, kg
Pa: Vg, k3, ke, ke ks : ps,ps,ss,ss 53 1 vi0, k1, ks, ke, k1o
Ps ‘vs,ks,ke,klz kq : Ps,P8,85,56 s3 0 i1, ka, ke, k7, k11
P : Ve, ke, ke, ko k1o : ps,ps,s2, 56 841 viz, k3, k7, ks, k12
pr: v?)kT)kIO)kll kll : P6,P7,53,56 S5t v137k4)k5’k8)k9
Ps: Vs, ks, ki1, k12 k12 : p1,ps, 4,36 56 : V14, ke, k10, k11, k12

20.5 Die geometrischen Konstruktionsschritte im Raum

Mit den weiter zusammengestellten Hilfsmitteln kénnen wir jetzt ein dreidimen-
sionales Graphik Paket in Angriff nehmen. Wir legen uns auf ein analoges Be-
nutzermodell fest, wie wir es im Abschnitt iber ein zweidimensionales Konstruk-
tionspaket in diesermn Kapitel angegeben haben.

Als Objekte konnen hier zur Verfiigung gestellt werden: Punkte, Geraden, Ebe-
nen, Polyeder, Strecken, Strahlen, Flichenstiicke (ebene Polygone im Raum) und
Texte.

Darstellungen von Punkten sind problemlos wieder in homogenen Koordinaten
der Form (z,y,z,1) mdglich. Ebenen lassen sich am besten in der Hesseschen
Normalform

az +by +cz=4d
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mit a> + 4> + ¢ = 1 und d > 0 angeben oder in der aquivalenten Form der
Gleichung einer projektiven Ebene

ar +by +cz+d= (a,b,c,d)(z,y,z,l)t ={(a,b,¢,d),(z,y,2,1)) = 0.

Naturlich sind auch einige andere Formen méglich. Die Gleichung einer Ebene
durch drei vorgegebene Achsenabschnitte a, b und c ist

bex + acy + abz = abe.

Eine Parameterform der Ebene ist
R(zliylazl) + R($2)y21z2) + (anyO,ZO) =

{3(931,1/1,21) + t(z2’y2)‘z2) + (anyOazl)ls’t € R}’

wobei die Ebene durch den Punkt (zg,yo,2) verlauft und von den (linear un-
abhdngigen) Richtungsvektoren (z1,y1,2;) und (z3,y2,22) aufgespannt wird.
Eine weitere Parameterform

R(zy — 20,41 — yo,21 — 20) + R(z2 — To,%2 — Y0,22 — 20) + (Z0,Y0,20) =

{s(z1 — 20, y1 — y0,21 — 20) + t(z2 — 20, y2 — Y0, 22 — 20) + (0, %0, 20)|5, € R}
beschreibt eine Ebene durch die Punkte (zq, 30, 20), (z1,¥1,21) und (z2,92, 22).

Natdrlich lassen sich auch diese Formen weitgehend ineinander umformen. Die
Gleichung der projektiven Ebene ist als intern zu verwendender Datentyp wieder
am besten geeignet.

Ebenen lassen sich bei der Abbildung auf die Bildebene nicht ohne weiteres
graphisch darstellen. Man kann allerdings in der Ebene ein graphisches Sym-
bol, z.B. ein gleichseitiges Dreieck oder ausgezeichnete Koordinatenachsen an-
siedeln und diese auf dem Bildschirm zeigen. Eine andere Moglichkeit ist die
der Angabe eines Stiitzpunkts und eines als Pfeil gezeichneten Vektors in diesem
Stutzpunkt, der auf der Ebene senkrecht steht. Der Leser mdge sich fur eine
dieser Moglichkeiten entscheiden und sie implementieren.

Die Datenstruktur der Geraden kann durch die Koeffizienten eines die Gerade
beschreibenden Gleichungssystems

oz + by + ez =d, arz + by + c22 = d,

also durch die Angabe zweier Ebenen, die sich schneiden, gegeben werden. Man
kann sich-aber auch entschlielen, Geraden durch die Angabe zweier Punkte,
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durch die die Gerade verldauft, darzustellen. Bei beiden Methoden hat man
grofie Freiheit bei der Wahl der Koeflizienten. Andrerseits ist die graphische
Darstellung problemlos.

Die Darstellung der Geraden in Parameterform erfolgt im wesentlichen wie im
zweidimensionalen Fall, namlich als

R(z1,v1,21) + (20,%0,20) = {t(z1,71,21) + (20, %0, 20)|t € R}

bei einer Geraden durch den Punkt (z¢,yo, 20 ).

Die Datenstruktur der Polyeder haben wir gesondert im vorangegangenen Ab-
schnitt besprochen. Die Datenstruktur der Strecken, Strahlen, Flachenstucke
und Texte bringt gegeniiber dem zweidimensionalen Graphik Paket keine neuen
Probleme mit sich.

Ebenso treten bei der Definition der Eingabefunktionen fiir den Benutzer zu-
nachst keine neuen Gesichtspunkte auf. Es kénnen wie im zweidimensionalen
Paket numerische Eingaben von Punkten, Geraden, Ebenen und anderen Objek-
ten vorgesehen werden. Ebenso kann man vordefinierte Objekte in die Konstruk-
tion einbringen und mit Translationen, Rotationen, Scherungen, Vergréflerungen
etc. andern.

Die Liste der zur Verfiigung gestellten Operationen wird naturgemaf langer wer-
den. Sie sollte mindestens folgende Operationen umfassen:

- Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene,

- Schnittpunkt zweier in einer gemeinsamen Ebene liegenden Geraden,

- Gerade durch zwei Punkte,

- Gerade durch eine Strecke oder einen Strahl,

- Gerade, die durch einen Punkt geht und parallel zu einer weiteren Ge-
raden ist,

- Gerade, die durch einen Punkt geht und senkrecht auf ciner Ebene steht,

- Gerade als Schnitt zweier Ebenen,

- Ebene durch drei Punkte,

- Ebene durch einen Punkt und eine Gerade,

- Ebene, die durch einen Punkt geht und zu einer anderen Ebene parallel
ist,

- Ebene durch zwei sich schneidende oder parallele Geraden,

- Ebene, die durch einen Punkt geht und zu einer Geraden senkrecht ist,

- Strecke zwischen zwei Punkten,

- Abtragung einer Strecke an einen Punkt (in der Richtung der vorgege-
benen Strecke)

- Abtragung einer Strecke an einen Punkt auf eine vorgegebene Gerade,

- Teilung einer Strecke in n Teile,
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- Verschiebung und Drehung von Polyedern in der Graphik,

- Kopieren eines Polyeders an eine andere Stelle,

- Kopieren eines vordefinierten Objekts, etwa eines Wiirfels, eines Okta-
eders oder eines Ikosaeders, oder

- Bilden eines Polyeders, das von einer vorgegebenen Menge von Punkten
aufgespannt wird.

Der letzte Punkt verwendet die umfangreichen ["Jberlegungen aus Kapitel 12,
insbesondere den am Schlufl dieses Kapitels angegebenen Algorithmus zur Be-
stimmung eines Polytops, das von einer Punktmenge im projektiven Raum auf-
gespannt wird. Der dreidimensionale Fall dieses Algorithmus kénnte hier imple-
mentiert werden.

Eine einfachere Art, gewisse (auch nicht konvexe) Polyeder zu erzeugen, ist die
Rotation vorgegebener ebener Polygonziige um eine in der Ebene liegende Achse.
Eine Rotation eines Dreiecks um eine Seite viermal im Winkel von 90° ergibt so
ganz einfach ein Oktaeder.

Eine neue in der zweidimensionalen Geometrie nicht vorhandene Komponente
ist die Darstellung von Polyedern mit verdeckten Kanten. Hier sollte der am
Schlufl von Kapitel 13 angegebene Algorithmus zur Bestimmung der sichtbaren
Kanten eines Polytops eingesetzt werden. Dieser Algorithmus bezieht sich auf
die Darstellung eines (konvexen) Polyeders.

Die Definition und Behandlung verdeckter Kanten und Flachen innerhalb belie-
biger Zeichnungen im dreidimensionalen Raum ist weitaus komplizierter. Man
verwendet hier fur realistische Darstellungen hdufig andere Methoden, 2.B. des
Lichtwurfs (ray tracing). Sie bendtigen dann weitaus schnellere Computer mit
fir die jeweiligen Anwendungszwecke speziell ausgelegter Graphik Hardware.

Schlieilich miissen dem Benutzer auch die Abbildungen in geeigneter Weise zur
Verfiigung gestellt werden. Dabei mussen wir unterscheiden zwischen den Ab-
bildungen der dreidimensionalen Raumes in sich, den Projektionen auf die Bild-
schirmebene und mdéglicherweise weiteren Abbildungen der Bildschirmebene in
sich.

Abbildungen der Bildschirmebene in sich werden interessant, wenn man von
demselben Objekt mehrere verschiedene Ansichten gleichzeitig darstellen will,
wie etwa Grundrif, Aufril und Seitenrifl.

Die Projektionen des dreidimensionalen Raumes in die Bildschirmebene haben
wir im Abschnitt 20.3 ausfiihrlich besprochen.

Den Abbildungen des dreidimensionalen Raumes in sich haben wir weite Teile
des Kapitels 14 gewidmet, so dafl der Leser sich dort Anregungen holen kann, wel-
che Transformationen er implementieren soll. Die dem Benutzer zur Verfliigung
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gestellten Abbildungen sollten jedenfalls so gewahlt sein, dafl man mit ihnen alle
Projektivititen auf dem dreidimensionalen projektiven Raum P(R*) erzeugen
kann.

20.6 Vierdimensionale Geometrie

Fir ein Programm Paket zur vierdimensionalen Geometrie gelten weitgehend
dieselben Gesichtspunkte, die wir schon fiir die dfeidimensionale Geometrie ent-
wickelt haben. Insbesondere kann sich der Leser leicht die Darstellungsformen
von Geraden, Ebenen und Hyperebenen im Vierdimensionalen entwickeln. Auch
die Schnitte bereiten keine neuen Probleme.

Interessante neue Aspekte bieten die vierdimensionalen Polytope. Da wir aber
sowohl die Algorithmen zur Konstruktion eines von einer Punktmenge (von min-
destens 5 Punkten) aufgespannten Polytops als auch zur Behandlung verdeckter
Kanten kennen, kann sich der Leser ein Modell Paket zum Experimentieren mit
diesen vierdimensionalen Objekten aufbauen.

Die entsprechenden Projektionsabbildungen in die Ebene haben ein eindimen-
sionales Zentrum. Man muf} sich also hier genauer iberlegen, wie man diese
Abbildungen von Benutzerseite her definiert. Insbesondere beachte man hierfiir
die Ausfihrungen aus Kapitel 9.

Ebenso interessant sind die vierdimensionalen Projektivitaten, die wir in Kapitel

14 behandelt haben.

Nach den Erfahrungen mit den Graphik Paketen zu zwei- und dreidimensionalen
Konstruktionen sollte es fiir den Leser jetzt moglich sein, ein vierdimensionales
Graphik Paket selbst zu entwickeln.
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Das Gesamtprojekt erhalt den Namen GRAPHIK. Das Programm zur Compu-
ter Graphik wird auf Tischrechnern vom Typ IBM-AT des Mathematischen In-
stituts entwickelt. Als Programmiersprache wird TURBO PASCAL verwendet
unter Verwendung der in Pascal vorhandenen Graphikeinheit GRAPH.TPU, die
es gestattet, Strichzeichnungen im Graphik-Modus auf einem hochauflésenden
Bildschirm der Gerite auszugeben. Auflerdem steht ein Paket PGRAPH zur

Verfugung, um Bildschirmgraphik hochauflésend auf einem Drucker des Typs
NEC P6 auszudrucken.

Eine Berechtigungskarte zur Benutzung der Tischrechner in den Computer Rau-
men K35 und K36 erhalten Sie in Raum 126 . Handbiicher fir TURBO PASCAL
liegen in den Computer Raumen auf.

Dort konnen Sie auch Handbicher iiber MS-DOS einsehen. Sie bendtigen jedoch
keine besonderen MS-DOS Kenntnisse, weil eine Kommando Datei zur Verfiigung
gestellt wird, die Sie mit Meniis durch alle Aufgaben der Datei-Erstellung, Datei-
Verwaltung und Benutzung von TURBO PASCAL fiithren wird. Beachten Sie
bitte das gesonderte Merkblatt iber die Benutzung dieser Kommando Datei und
folgen Sie einfach den Anweisungen in den Meniis.

Die folgenden Programmier-Hinweise sind von allen Teilnehmern des Kurses strikt
einzuhalten, damit ein einheitliches Software-Paket entwickelt werden kann:

1) Erstellen Sie drei Dateien mit den Namen
GRnINFO.DOC, GRnVAR.INC und GRnPROC.INC,
wobei n die Nummer Threr Arbeitsgruppe ist. Die Dateien miissen in der
Breite vollstandig auf dem Bildschirm sichtbar sein. Die Zeilenlinge darf
also 80 Zeichen nicht iiberschreiten. Jede der Dateien erhilt den auf der
nachsten Seite angegebenen Datei-Kopf.

Dabei stehe XXXX.XXX fiir einen der Datei-Titel INFO.DOC, VAR.INC
oder PROC.INC. Sind mehrere Autoren beteiligt, so sind ihre Namen und
Adressen nebeneinander zu schreiben. Der Name des Gruppenvertreters soll
an erster Stelle genannt werden. Ein Beispiel wird dies verdeutlichen.

Die verschiedenen Versionen werden in 2 Feldern durchnumeriert, wobei die
zweite Nummer lediglich fortlaufend verwendet wird. Die erste Nummer hat
folgende Bedeutung:
1 : Erste Version nur mit Leerprogrammen (s.u.).
2 : Prozeduren und Funktionen sind in der Rohversion fertig, aber noch
nicht getestet.
3 : Prozeduren und Funktionen sind getestet und kénnen in anderen Pro-
grammteilen verwendet werden, ohne falsche Ergebnisse zu bringen; die
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{RARRBRBHNR G RHRRHEERRRRRRR R R RN R R R R R ARG 2 }
{### #is}
{### GRAPHIK GRUPPE n XXXX.XXX #n}
{nus #itH}
{### Programmtitel der Gruppe n #H#}
{nu#t ##t}
{### Autoren : ... ###}
{### #it}
{HARARRR AR R R R BB ERBRRERRRRRRROERBR BB RRRRBRRRRRR R RA AR BB GRS R YUY }
{ === ======

Namen:

Strasse:

Ort:

Tel.:

Datei erstellt am: Datum

letzte Knderung : Datum von: Name

Versionsnummer : Kommentar

Inhalt: Verzeichnis der globalen Programme, Typen etc.

Programme kdnnen allerdings noch gedndert werden, um eine Kiirzung
oder Beschleunigung des Programms zu erreichen. Name und Parameter
des Programms werden nicht mehr verdndert.

4 : Endversion; die Programme sind getestet und optimal, sie werden nicht
mehr verandert.

Es folgt ein Inhaltsverzeichnis aller in der Datei enthaltenen global definierten

Programme, Typen, Variablen und Konstanten, oder des sonstigen Inhalts.

Die Datei GRnPROC.INC enthalt alle Prozeduren und Funktionen, die fur
Ihr Programmpaket (z.B. ,Projektive Rotationen*) erstellt werden miissen.
Nur die Gruppe, die das ,Hauptprogramm® zu entwickeln hat, verwendet
hier die Erweiterung (Extension) .PAS .

Definieren Sie méglichst wenige globale Programme (Prozeduren und Funk-
tionen), wenn méglich nur die von Ihnen verlangten Programme. Wei-
tere Prozeduren und Funktionen sollten mdglichst als Unterprozeduren oder
-Funktionen eines anderen Programmteils auftreten.

Benotigen Sie Hilfsprogramme, so erkunden Sie bitte, ob ein anderer Teil-
nehmer dhnliche Programme auch benétigt und einigen Sie sich, wer das
jeweilige Programm als globales Programm erstellt. Die Programme zum
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{###
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{=

HRRBRRRH AR ERRERRRRBRBRRRBERGHHRERARRRRERBRR RBR AR B G RRUR Y }
wun}
GRAPHIK GRUPPE 3 INF0.DOC ###}
tat}
Projektive Rotationen w}
#un}
Autoren : Xaver Yrrthum ###}
:3:3:33
#############################################################}
Namen: Xaver Yrrthum
Strasse: Falscher Weg 7
Ort: Hohnkirchen
Tel.: 08123-4567

Datei erstellt am: 01.01.1900

letzte Knderung: 02.02.1911 von: Xaver

Version 1.7 : Leer-Programme, ich kann die Vektor-
Addition noch nicht richtig programmieren

Inhalt: Beschreibung von Vec_Add(a,b,c) und Vec_Prod(a,b,c)
Alle Testprotokolle fiir Vec_Add von 1900 bis 1911

=== == === ======}

Rechnen mit Matrizen werden z.B. von einer Gruppe global fir alle Benutzer
bereit gestellt. Informieren Sie sich also Uber alle Programme der ubrigen
Gruppen, damit doppelte Arbeit vermieden und Platz gespart wird.

Wenn Graphik Prozeduren des Programm Pakets PGRAPH fir die Drucker-
ausgabe bendtigt werden, so rufen Sie diese nicht direkt sondern tiiber einen
eigens dafiir zu entwickelnden Modul auf. Dadurch kénnen andere Benutzer
nur unter Anderung dieses einen Moduls andere Graphik Hard- und Soft-
ware mit demselben Paket GRAPHIK verwenden, z.B. um GRAPHIK mit
Plottern auszudrucken. Das Paket PGRAPH ist nur fir die Ausgabe auf
Druckern des Typs NEC P6/7 geschrieben.

Jede globale Prozedur bzw. jede globale Funktion erhilt einen Rahmen mit
Programm-Kopf und Fufl nach dem Muster auf der folgenden Seite.

In der Titelzeile (zwischen === und ===) ist der Name des Programms
zusammen mit der Festlegung auf Procedure oder Function festzuhalten. Am
Ende ist der Name des Programms nochmals zu wiederholen.
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========== N ame d e s P r o g r amms =============}

PROGRAMM Name

(Parameter: Typ)

{ Parameter }
{ Name <v|ilo> : Bedeutung }
{ Zweck : Zweckbeschreibung }
{ Verfahren : Hinweise auf verwendete mathematische Methoden, }
{ Literaturhinweise }
{ Bemerkungen : Hinweise auf verwendete Unterprogramme oder an- }
{ dere global definierte Programme, sonst. Hinweise}
{ Warnungen : Hinweise auf besondere Fehlermoglichkeiten }

eigentliches Pascal-Programm ...

=========== E n d e d e s Pro gramms ============}

Die Namen des Programms (Prozedur oder Funktion) sollen nicht mehr als
24 Buchstaben enthalten und moglichst genau die Funktion des Programms
beschreiben. Ziehen Sie bitte keine Worte zusammen, sondern trennen Sie
diese mit dem Zeichen _ , z.B. bilde_Einheitsmatrix .

Die Namen fiir die Parameter des Programms sind entsprechend beschrei-
bend zu wahlen. Weiter ist im Teil ,,Parameter.Name* genau die Bedeutung
der Parameter zu beschreiben. Dort ist auch anzugeben, ob der Parame-
ter nur als Eingabe (i) oder nur als Ausgabe (o) verwendet wird und ob er
Referenz-Parameter (v) (vom VAR-Typ) ist. Zweck des Programms, verwen-
detes Verfahren evtl. mit Literaturhinweisen oder Hinweisen auf die Doku-
mentation, Hinweise auf andere verwendete Programmteile und Warnungen
jeder Art sind ebenfalls in den Kopf aufzunehmen.

Unterprogramme, die in globale Programme eingebettet sind, erhalten einen
dhnlichen Rahmen, jedoch werden die Begrenzungszeichen === durch —
ersetzt, also



21. Anhang: Merkblatt 291

{rmmmmemme=s —— ==ssmsmmmeee}

PROCEDURE bilde Einheitsmatrix
( dim : integer
VAR Ematrix : Matrix Typ );

{ -

}
{ Parameter : }
}

{ dim <-/i/o> : Dimension der gewiinschten Einheitsmatrix
{ Ematrix <v/-/o> : von dieser Prozedur erzeugte Einheitsmatrix}

(- - memmemmennenns)

{ Zweck : Diese Prozedur legt in der Variablen Ematrix }

{ eine Einheitsmatrix vom Rang dim ab und setzt }
{ die Zeilen- und Spaltenzahl auf den entsprechen- }
{ den Wert. }
{ Verfahren : In der Diagonalen der Matrix stehen 1-er, sonst }
{ werden die Plitze mit O besetzt. }
{ Bemerkungen : Es wird die globale Typendefinition fiir Matrizen }
{ von Gruppe 5 (GRS5VAR.INC) verwendet. }
{ Warnungen : Die Prozedur ist noch nicht fertig. Sie liefert }
{ eine Matrix der Dimension dim mit undefinierten}
{ Koeffizienten in E.matrix . }
{ = = == ====== =====

BEGIN

WITH Ematrix DO
BEGIN
Zeilen := dim;

Spalten := dim
END {Ematrix}
END; {bilde Einheitsmatrix}

{======= Ende bilde_Einheitsmatrzrix =======}

3) Die Datei GRnVAR.INC enthalt alle globalen Typendefinitionen, Konstan-
ten und Variablen. Die Typendefinitionen erhalten einen Rahmen, der analog
zum Rahmen fiir Programme gebildet wird. Das allgemeine Format ist auf
der nachsten Seite angegeben.

Konstante und Variable erhalten keinen besonderen Rahmen, jedoch ist nach
der Definition jeder Konstanten oder Variablen weitere Information wie oben
nach dem Schema
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= TYPE N ame des Wertes ============}

TYPE Name = Typdeklaration;

{ Zweck : Zweckbeschreibung, Bedeutung der einzelnen Teile,}
{ evtl. geometrische Bedeutung }
{ Bemerkungen : Hinweise }
{ Warnungen : Hinweise auf besondere Fehlermdglichkeiten }
{z===================== Ende Name ==sss=s================}

{__ s=s======== == == =============}
TYPE Matrix_Typ = RECORD Zeilen : INTEGER;

Spalten : INTEGER;

Matrix : ARRAY [0..maxdim] OF Tupel_Typ

END;

{ Zweck : Zeilen gibt die Anzahl der besetzten Zeilen an. }
{ Spalten gibt die Anzahl der besetzten Spalten an.}
{ Matrix ist ein ARRAY von Tupeln, den Zeilen der }
{ Matrix }
{ Bemerkungen : Es wird der Typ Tupel Typ verwendet. }
{ Warnungen : Die nichtbesetzten Tupel, d.h. diejenigen mit }
{ Index grof er als Zeilen enthalten beliebige }
{ Werte. }
{z================ Ende Matrix_Typ ======s===========}

Zweck,

Bemerkungen,

Warnungen

anzugeben.

4) Die Datei GRnINFO.DOC enthalt
a) eine Liste der von Ihnen global definierten Programmteile und ihre
Funktionsbeschreibung; Angabe der verwendeten mathematischen Me-
thoden; Angabe des Zwecks jedes Programms; fir jede Prozedur und
Funktion ein Beispiel;
b) eine Liste der von Ihnen eingefithrten globalen Konstanten, Variablen
und Typen mit Beschreibung;



5)

8)

21. Anhang: Merkblatt 293

c) eine ausfiihrliche Liste der Anderungen - bei jeder Anderung des Pro-
gramm- oder Variablen-Teils ist in dieser Datei eine Bemerkung tber
die Art der Anderung mit vorangesetztem Datum, Zeit und Autor auf-
zunehmen;

d) eine ausfiihrliche Beschreibung der fiir Ihre Programm-Teile durchge-
fihrten Tests mit den Ergebnissen, also Angabe der fiir Tests eingege-
benen Werte und der durch die Prozeduren bzw. Funktionen erzielten
Resultate;

e) eine komplette Liste der Fehlerkodierungen und ihre verbale Beschrei-
bung;

f) weitere Informationen, Ideen, Vorschlidge und sonstige Bemerkungen zu
Threm Programm-Teil bzw. zum gesamten Programm.

Erstellen Sie zundchst moglichst schnell Leer-Programme fiir jedes von Ih-
nen zu definierende Programm, das damit unter dem entsprechenden Namen
schon aufrufbar ist, die richtigen Parameter einliest, jedoch nur triviale Werte
ausgibt. Damit kénnen dann andere Gruppen schon arbeiten und ihre eige-
nen Programme testen. Ein Beispiel ist die oben angegebene Definition von
bilde_Einheitsmatrix , die hier abhdngig von der eingegebenen Dimension
eine Matrix der richtigen Gréfle mit undefinierten Koeflizienten ausgibt.

Sehen Sie an allen Stellen, an denen Sie einen Fehler abfangen wollen, einen
Aufruf der global definierten Prozedur ERROR(.) mit geeigneten Parame-
tern vor, damit das Programm nicht unkontrolliert abstiirzen kann, wenn
eine andere Gruppe lhr Programm eventuell mit unzuldssigen Daten auf-
ruft. Inbesondere ist die Division durch Null immer durch eine Uberpriifung
und Ausgang in die Error-Routine abzufangen. Die an ERROR {ibergebenen
Parameter sollen eine gute Fehlerbeschreibung kodieren. Einer der Parame-
ter sollte Thre Gruppennummer enthalten. Weiter sollte man erfahren, in
welchem Programmteil der Fehler auftritt und von welcher Art der Fehler
ist (Bereichsiiberschreitung, Division durch Null, fehlende Daten etc.). Die
Beschreibung (1-zeilig) geben Sie bitte derjenigen Gruppe, die die Fehlerrou-
tine ERROR global zur Verfliigung stellt.

Wenn Sie Thre Programme fertig gestellt haben, testen Sie diese ausfiihrlich.
Stellen Sie in GRnINFO.DOC ein komplettes Protokoll mit allen Tests, die
Sie durchgefiihrt haben, zur Verfligung. Wenn Sie eine eigene Testroutine
(in Form eines Hauptprogramms) verwenden, so geben Sie den Quellcode
ebenfalls an, damit die Tests evtl. von anderen nachvollzogen werden kénnen
und weitere Testwerte eingegeben werden kénnen. Im Testprotokoll sollten
auch Uhrzeit und Datum der Tests stehen, falls nach Ihren Tests andere
Routinen, die Sie verwendet haben, noch geindert werden.

Die folgenden Fertigstellungszeiten sind vorgesehen und sollten eingehalten
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werden:
24.5.: Fir alle Prozeduren und Funktionen sind Leer-Programme fertig. Die
Typdefinitionen sind provisorisch fertig. (Version 1.¥)

6.6.: Die Datei GRnINFO.DOC ist eingerichtet und enthélt Information iber
die von Thnen geplanten Programmteile. Insbesondere kennen Sie den
theoretischen Hintergrund fiir die von Ihnen zu erarbeitenden Program-
me. (Version 2.%)

27.6.: Alle Prozeduren, Typendefinitionen etc. sind fertiggestellt.

11.7.: Alle Prozeduren und Funktionen sind getestet und notfalls korrigiert.
Es beginnen die ersten Tests des Gesamtprogramms. (Version 3.%)

25.7.: Tests und Korrekturen sind abgeschlossen. (Version 4.*)

29.7.: Die gesamte Dokumentation ist fertig.

Seminar-Programm

Gruppe 1:

Vortragsthema: Projektive Raume (Kap.4 bis Kap.5.3)

Programmier-Aufgabe: Konstruktionsschritte fiir geometrische Objekte (ohne
Polytope)

Gruppe 2:
Vortragsthema: Das Graphik Paket (Kap.20)
Programmier-Aufgabe: Koordination der Programmerstellung

Gruppe 3:
Vortragsthema: Lineare Hillen (Kap.5 ab 5.4)
Programmier-Aufgabe: Konstruktion von Polytopen

Gruppe 4:

Vortragsthema: Affine Teilrdume (Kap.6)

Programmier-Aufgabe: Entwurf der Benutzer-Oberflache und der Ausgabe-Funk-
tionen (allgemeine Fehler-Routine, Hilfs-Menis)

Gruppe 5:

Vortragsthema: Homogene Koordinaten (Kap.7)

Programmier-Aufgabe: Matrizenrechnung (Vektor- und Matrizen-Addition und
-Multiplikation, Matrix-Inverse und lineare Gleichungen, lineare Abhangigkeit,
Determinante, Vektorprodukte, Normieren, Winkel, Skalarprodukt, Orthonor-
malisierung, Hessesche Normalform zu n Punkten)

Gruppe 6:

Vortragsthema: Kollineationen und projektive Abbildungen (Kap.8)
Programmier-Aufgabe: Affine Transformationen (Euklidische Transformationen,
allgemeine affine Transformationen. Achtung: Es wird immer der projektive
Raum transformiert. )
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Gruppe T:
Vortragsthema: Ausgeartete projektive Abbildungen (Kap.9)
Programmier-Aufgabe: Projektionen auf den P(R?)

Gruppe 8:
Vortragsthema: Struktur projektiver Abbildungen (Kap.14)

Programmier- Aufgabe: Projektive Transformationen (nur nicht-ausgeartete proj.
Abbildungen)

Gruppe 9:

Vortragsthema: Strecken in projektiven Raumen (Kap.10)
Programmier-Aufgabe: Abbildung auf das Fenster und Clipping (ﬁbergang von
P(R?) auf R?, Clippen am Fenster, Ubergang zu diskreten Koordinaten)

Gruppe 10: 3

Vortragsthema: Grundlagen der Sichtbarkeit bei Polytopen (Ubersicht) (Kap.11-
13)

Programmier-Aufgabe: Verdeckte Kanten bei Polytopen

Literaturhinweise:

Zur Computer Graphik:
[BS] Bielig-Schulz G., Schulz C.: 3D-Graphik in Pascal. Teubner 1987
(GR) Grabowski R.: Computer-Graphik mit dem Mikrocomputer. Teubner
1985
[HB] Hearn D., Baker M.P.: Computer Graphics. Prentice-Hall 1986
[ME] Meier A.: Methoden der graphischen und geometrischen Datenverarbei-
tung. Teubner 1986
[PA] Pavlidis T.: Algorithms for Graphics and Image Processing. Computer
Science Press 1982
[PP] Penna M., Patterson R.: Projective Geometry and its Applications to
Computer Graphics. Prentice-Hall 1986

Zur Projektiven Geometrie:

[BA] Baer R.: Linear Algebra and Projective Geometry. Academic Press 1952

[BI] Bieberbach L.: Projektive Geometrie. Teubner 1931

[BL] Blaschke W.: Projektive Geometrie. Birkhauser 1954

[HR| Heinhold J., Riedmiiller B.: Lineare Algebra und Analytische Geometrie.
Carl Hanser Verlag 1973

[PI] Pickert G.: Analytische Geometrie. Akad. Verlagsgesellschaft Leipzig
1955

[SC] Schiitte K.: Grundlagen der Geometrie. Vorlesungsskript Univ. Miinchen
S§ 1971
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Stichwortverzeichnis

Abbildung, afine 3¢, 40

, ausgeartete projektive 116

, bijektive 25

, Bild einer 27

, injektive 25

, invertierbare 25

, lineare 20

, nicht-ausgeartete projektive 116

, normalisierte Sicht- 240

, orthogonale 66, 67

, projektive 109, 162

, Rang einer linearen 31

, surjektive 25

, Umkehr- 25
Abhangigkeit, projektive 101
Abhangigkeitsrelation, allgemeine 102
Abstand 210

einer Geraden vom Ursprung 273

zweier Knoten 249

zweier Punkte 52, 61

zwischen Punkt und Hyperebene 65
Achse eines Halbraumes 147
Achsenabschnitt 273
Achsenabschnittsform einer Ebene 283
Achsenabschnittsform einer Geraden 273
Achsenbedingung 159
Aquivalenz bezliglich zweier Hyperebenen 148
Aquivalenz, affine 40
affin 35

-e Abbildung 36, 40

Aquivalenz 40

Darstellung 159, 164

Gerade 38, 96

Hyperebene 38, 43

Koordinaten eines projektiven Punktes 104

Linearkombination 39, 180

orthogonale Abbildung 73, 196

Projektivitat 195

Verbindungsstrecke 136

-er Halbraum 164

Raum 35, 36

Raum, Dimension 38

Raum, paralleler 121

Strahl 164

Teilraum 95ff, 121

Unterraum 36

Unterraum, paralleler 38, 121

Unterraum, windschiefer 38

-es Koordinatensystem 104
Affinitat 40, 100, 112
Algorithmus zu elementaren Spaltenumfor-
mungen 46
zum Gaufische Eliminationsverfahren 44
zum Gram-Schmidtschen Orthonormalisie-
rungsverfahren 58
zum Zeichnen von Strecken 232
zur Bestimmung der sichtbaren Kanten ei-
nes Polytops 190, 285
zur Bestimmung eines projektiven Koordi-
natensystems 105
zur Erzeugung von Polytopen 181, 285
, Bresenham- 235
, Clipping- 258
, Cohen-Sutherland 243, 258
, Gauf-Jordan 226
Architektur 261, 262
Aufrifi236, 239, 277
aufwartskompatibel 254
Aufwartsrichtung 209
Auge 119, 125
Ausgabe 255
ausgeartete projektive Abbildung 116
axonometrische Projektion 278
Basis 38
eines Vektorraumes 12
, Orthonormal- 58, 59, 210, 226
, projektive 102
, projektive Orthonormal- 192
-Transformation 33, 70
Benutzermodell 261, 282
Benutzeroberflache 261, 272
bijektive Abbildung 25
Bildraum 120, 209
Bildschirm 238, 239
, normalisierter 239
Bilinearform 52
Blindebene 120
Bresenham-Algorithmus 235
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 54, 56
Clipping 242, 258, 275
-Algorithmus 258
Cohen-Sutherland Algorithmus 243, 258
Cohen-Sutherland Code 243
constraint 267
Cosinus-Funktion 56
darstellende Matrix 24, 25, 28, 69
Darstellung, affine 159, 164
Datenfeld 247
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Datentyp 247
Datenverkapselung 247
Desargues, Satz von 91
Determinante 51, 211, 226, 272
Diagonallange 211
Diagonalpunkte eines vollstindigen Vierecks
212
Dialog 265
Dimension des affinen Raumes 38
des Polytops 159
des projektiven Raumes 80, 90
des Vektorraumes 15
direkte Summe 18
direkter Summand 18
direktes Komplement 18
diskrete Systemkoordinaten 237
Diskretisierung 237
Dokumentation 222, 244, 269, 270
Doppelverhaltnis 214
Drehspiegelung 73
Drehung 26, 52, 71, 267, 276, 280
, orthogonale 201
Drehwinkel 245
Dreiecksungleichung 54, 62
Dreipunktperspektive 280
Drucker 221, 228
Dualitat 93
dynamische Programmierung 247
dynamisches Objekt 247
Ebene 81
, Gleichung der projektiven 283
, Parameterform 283
, projektive 81, 90
, uneigentliche 85
Ecken des vollstindigen Vierecks 212
Eckpunkt eines Polytops 162, 165, 181, 281
einfach verkettete Liste 247, 251
Einheitsmatrix 23, 29, 224, 245
Einheitspunkt 103
Einheitsvektor 224
Einpunktperspektive 280
elektrische Schaltung 261
elementare Spaltenumformung 44
Elementarmatrix 44, 48, 49, 207
endlich erzeugt 11
Erzeugendenmenge 11
erzeugtes Polytop, von einer endlichen Menge
167, 168, 173
euklidische Projektivitat 210
euklidische Struktur 191

euklidische Unterrdume, orthogonale 62
euklidischer projektiver Raum 191, 192
euklidischer Raum 61
euklidischer Unterraum 62
euklidischer Vektorraum 52
Facette 159, 165, 247, 253
Fehler, Rundungs- 8, 227
Fehlerbehandlung 266
Fehlermeldung 225, 264, 266
Fehlerroutine 225, 271
Fenster 239
Fenster, normalisiertes 239
Fixraum einer Spiegelung 196
Fluchtpunkt 280
Fokus 120, 121, 123, 126, 277
fokussierte Lichtgerade 120
Froschaugen-Objektiv 75
Fuipunkt 65
Gauf-Jordan Algorithmus 226
Gauf-Jordan-Verfahren 47, 181, 226
Gaufisches Eliminationsverfahren, Algorith-
mus 44

gegeniiberliegende Seite 212
Gerade 272

, affine 38, 96

, Gleichung einer projektiven 274

, komplanare 83

, lineare Gleichung 273

, parallele 280

, Parameterform 273

, projektive 77, 81, 96

, Punktsteigungsform 273

, uneigentliche 246

, Zweipunkteform 273

, Parametrisierung 104, 137
Gitter 268
Gleichung einer projektiven Ebene 283
Gleichung einer projektiven Geraden 274
Gleichungssystem, lineares 42, 226

homogenes 42, 47

inhomogenes 42, 47
Gleichungssystem, Losungsmenge 42
Gram-Schinidtsches Orthonormalisierungs-er-

fahrer:, Algorithmus zu 58

Graphik, Raster- 228, 229
Graphik, Vektor- 229
Graphikausgabe 221, 266
Graphikroutine, primitive 230
Graphikzustand 230
Gravitationsfeld 268



Grundpankt 103
Grundrifi23€, 239, 261, 277
Gruppe, ortnogonale 68
Gummiband Mezhocle 267
Halbgerade 136
Halbraum 146, 159

, Achse eines 147

, affiner 164

, komplementarer 147
harmonische Punkte 214
Haufen-Speicher 247, 253
Hauptfluchtpunkt 280
Hauptsatz der projektiven Geometrie 112
heap space 247, 253
Hessesche Normalform 64, 273, 282
Hilfstext 264
homogene Koordinaten 103, 244, 272
homogenes lineares Gleichungssystem 42, 47
Horizont 75, 120, 121, 157, 183, 275
Hyperebene 64

, affine 38, 43

, projektive 81

, Schnitt von 91

, Stuitz- 159, 164

, uneigentliche 95
inhomogenes lineares Gleichungssystem 42, 47
injektive Abbildung 25
Input-Puffer 265
interaktive Konstruktionen 263, 266, 276
inverse Matrix 25, 48
invertierbare Abbildung 25
invertierbare Matrix 25, 29, 47
Inzidenz 77, 83, 93
Isometrie 67
isometrische Projektion 278
Kabinettsprojektion 279
kanonisches Skalarprodukt 53
Kante 247, 253, 255

, verdeckte 236, 285
Kavaliersprojektion 279
Kern 29, 42
Kette 248
Knoten 247, 248

, Abstand 249
Kodimension 64
kollineare Punkte 83, 90, 115
Kollineation 111
Kommandosprache 263
komplanare Geraden 83
Komplement, direktes 18
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Komplement, orthogonales 60
komplementarer Halbraum 147
Konstruktion, interaktive 266
Konstruktionsgitter 262
Kontrollobjekt 262
konvex 164
konvexe Hille 159, 162
konvexes Polytop 148, 159, 164, 180
Konvexkombination 180
Koordinaten 9

eines projektiven Punktes, affine 104

, diskrete System- 237

, homogene 103, 244, 272

, normalisierte System- 237, 239

, normalisierte Welt- 239

, System- 239

, Welt- 236, 239

-System, affines 104

-System, Algorithmus zur Bestimmung eines

projektiven 105

-System, projektives 102
Kreisbogen 235
Kronecker Symbol 23, 29
Korper 7
Lichtgerade, fokussierte 120
linear abgeschlossen 86
linear abhangige Vektoren 226
lineare Abbildung 20
lineare Gleichung einer Geraden 273
lineare Hulle 86, 93
lineare Unabhéngigkeit 11
lineares Gleichungssystem 42, 226

, homogenes 42, 47

, inhomogenes 42, 47
Linearkombination 10

, affine 39, 180
Liste 247

, einfach verkettete 251
Lot 65
Lange 248
Losungsmenge eines linearen Gleichungssy-

stems 42

Malprogramm 268
Matrix 22, 223

, darstellende 24, 25, 28, 69

, Einheits- 23

, Elementar- 44, 48, 49, 207

, inverse 25, 48

, invertierbare 25, 29, 47

, orthogonale 68
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, Rang einer 43

, singulare 25

, Stufen- 45

, Transformations- 33

, transponierte 33, 157, 226

-Inverse 225, 227
Matrizen, Multiplikation von 225
Matrizenprodukt 22, 29
Matroid 102
Menu 263
Merkblatt 222
Methode 247
Metrik 62
metrischer Raum 62
Multiplikation von Matrizen 225
Multiplikation von Vektoren mit Matrizen 226
Netzwerk 261
nicht-ausgeartete projektive Abbildung 116
nil 248
Norm 54, 57
Normalform, Hessesche 64, 273, 282
normalisierte Sichtabbildung 240
normalisierte Systemkoordinaten 237, 239
normalisierte Weltkoordinaten 239
normalisierter Bildschirm 239
normalisierter Sichtbereich 239
normalisiertes Fenster 239
Normalisierung, System- 237, 240
Normalisierung, Welt- 240
normierter Vektor 54, 58, 226
Objekt 247
objekt-orientierte Sprache 221, 222
Offnungswinkel 211
Orientierung der Projektionsebene 211
orthogonal 56

-e Abbildung 66, 67

-e Abbildung, affine 73, 196

-e Drebung 201

-e euklidische Unterraume 62

-e Gruppe 68

-e Matrix 68

-e Projektivitat 196

-e Reflexion 197

-e Rotation 201

-e Spiegelung 197

-e Untervektorraume 60

-e Vektoren 56, 58

-es Komplement 60
orthographische Projektion 277
Orthonormalbasis 58, 59, 210, 226

, projektive 192
Orthonormalisierungsverfahren 58
paintbrush program 268
Paradoxon des Photographen 75
parallele Gerade 280
paralleler affiner Unterraum 38, 121
Parallelprojektion 121, 126, 277
Parameter 223
Parameterform einer Ebene 283
Parameterform einer Geraden 273
Parametrisierung einer Geraden 104, 137
partikul=re L sung 47
Pascal 221, 231, 247, 270
Pascal Unit 222
Perspektive 75

, Dreipunkt- 280

, Einpunkt- 280

, Zweipunkt- 280
Perspektivitat 205, 206
Perspektivprojektion 121, 126, 277, 280
Photoapparat 75, 126
Pinselstrich 268
Pivot-Verfahren 227
Pointer 247
Polyeder 281
Polygon 255, 272, 275
Polymorphie 255
Polytop 159

, Algorithmus zur Bestimmung der sichtba-

ren Kanten eines 190, 285

, Algorithmus zur Erzeugung 181, 285

, Dimension 159

, Eckpunkt 162, 165, 181, 281

, konvexes 148, 159, 164, 180

, Seite 159, 164, 281

, von einer endlichen Menge erzeugt 167,

168, 173

-Darstellung 159
positiv definit 52
previous Prozedur 249
primitive Graphikroutine 230
Projektion 20, 40, 118

, axonometrische 278

, isometrische 278

, Kabinetts- 279

, Kavaliers- 279

, orthographische 277

, Parallel- 121, 126, 277

, Perspektiv- 121, 126, 277, 280

, Schrag- 236, 277, 278



, Zentral- 280
Projektionsebene 209, 278

, Orientierung 211
Projektionsgerade 277, 279
Projektionszentrum 277
projektive Abbildung 109, 162

, ausgeartete 116

, nicht-ausgeartete 116

, Zentrum einer ausgearteten 116
projektiv 75

-e Abhéangigkeit 101

-e Basis 102

-e Ebene 81, 90

-e Ebene, Gleichung 283

-e Geometrie, Hauptsatz 112

-e Gerade 77, 81, 96

-e Gerade, Gleichung 274

-e Hyperebene 81

-e Orthonormalbasis 192

-er Punkt 77

-er Raum 75, 93

-er Raum, Dimension 80, 90

-er Raum, euklidischer 191, 192

-er Unterraum 80

-er Unterraum, windschiefer 83

-es Koordinatensystem 102

-es Koordinatensystem, Algorithmus zur

Bestimmung 105

Projektivitat 109, 117

, affine 195

, euklidische 210

, orthogonale 196
Prozedur 247

-Kopf 223
Punkt 253, 272

, projektiver 77

, uneigentlicher 85

, unendlich ferner 95

, verdeckter 183

, kollinearer 83, 90, 115
Punktsteigungsform einer Geraden 273
Pythagoras, Satz des 57
Rang einer Abbildung 31
Rang einer Matrix 43
Rastergraphik 228, 229
rationale Transformation 200
Raum, affiner 35, 36
Raum, euklidischer 61
Raum, euklidischer projektiver 191, 192
Raum, metrischer 62
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Raum, paralleler affiner 121
Raum, projektiver 75, 93
Record 247
Reflexion, orthogonale 197
reguldre Matrix 25, 47
Rotation 36, 40, 52, 71, 241, 245, 267, 276,
, orthogonale 201
Rickmeldung 264
Schaltung, elektrische 261
Scherung 36, 204, 245, 276
Schragprojektion 236, 277, 278
Schwerpunkt 180
Seite 247
eines Polytops 159, 164, 281
eines vollstindigen Vierecks 212
, gegeniiberliegende 212
Seitenrif3236, 239, 277
Seitenverhaltnis 239, 240
senkrecht 56
-er Unterraum 62
-er Untervektorraum 60
-er Vektor 58
Sichtabbildung 120, 121, 183, 209
, normalisierte 240
, vollstandige 125, 130, 185, 240, 258
sichtbare Kante, Algorithmus 190, 285
sichtbarer Punkt 183
Sichtbarkeit 185, 211, 240, 272
Sichtbereich, normalisierter 239
Sichtgerade 126
singulare Matrix 25
Skalar 8
Skalarmultiplikation 226
Skalarprodukt 52, 226
, kanonisches 53
Skalierung 204, 241
, uniforme 203, 280
Spaltenumformung, Algorithmus zur elemen-
taren 46
Spaltenumformung, elementare 44
Spaltenvektor 22
Spiegelung 36, 71, 196
, Dreh- 73
, Fixraum 196
, orthogonale 197
Steigungsform einer Geraden, Punkt- 273
Strahl 136, 272, 275
, affiner 164
Strecke 97, 132, 272, 275
, Algorithmus zum Zeichnen 232
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Streckung 20, 204, 240 Vektor 9

, uniforme 203, 280 , linear abhangiger 226
Struktur, euklidische 191 , normierter 54, 58, 226
Stufenmatrix 45 , senkrechter 58
Stitzhyperebene 159, 164 , Spalten- 22
Summand, direkter 18 , Zeilen- 22
Summe von Teilraumen 86 Vektoren, Multiplikation mit Matrizen 226
Summe, direkte 18 Vektoren, orthogonale 56, 58
surjektive Abbildung 25 Vektorgraphik 229
symmetrische Bilinearform 52 Vektorprodukt 226
Systemkoordinaten 239 Vektorraum 8

, diskrete 237 , Basis 12

, normalisierte 237, 239 , Dimension 15
Systemnormalisierung 237, 240 , euklidischer 52
Teilraum, affiner 95, 121 , senkrechter Unter- 60
Teilverhaltnis 218 , Unter- 16
Tetraeder 94 Verbindungsraum 86
Text 230, 231, 272, 275 Verbindungsstrecke, affine 136
Textzustand 230 verdeckt 120
Transformation, rationale 200 -e Kante 236, 285
Transformationsmatrix 33 -er Punkt 183
Translation 36, 40, 201, 241, 245, 267, 275, Vererbung 253

280 Verkapselung, Daten- 247

Translationsraum 36, 62, 96 verkettete Liste 247, 251
transponierte Matrix 33, 157, 226 Verschiebung 276
Transposition 33 Verschwindungspunkt 280
Umkehrabbildung 25 Viereck, vollstindiges 212
uneigentliche Ebene 85 virtuale Prozedur 255
uneigentliche Gerade 246 vollstindige Sichtabbildung 125, 130, 185, 240,
uneigentliche Hyperebene 95 258
uneigentlicher Punkt 85 vollstindiges Viereck 212
unendlich ferner Punkt 95 Weltkoordinaten 236, 239
Ungleichung, Cauchy-Schwarzsche 54, 56 , normalisierte 239
Ungleichung, Dreiecks- 54, 62 Weltnormalisierung 240
uniforme Skalierung (Streckung) 203, 280 windschiefer affiner Unterraum 38
Unterraum 36 windschiefer projektiver Unterraum 83

, affiner 36 Winkel 56, 63, 226

, euklidischer 62 Wiirfel 94, 144, 236

, paralleler affiner 38, 121 Zeichnung 272, 275

, projektiver 80 Zeiger 247

, senkrechter 62 Zeilenvektor 22

, windschiefer affiner 38 Zentralprojektion 280

, windschiefer projektiver 83 Zentrum einer ausgearteten projektiver. Abbil-
Unterraume, orthogonale euklidische 62 dung 116, 209, 286
Untervektorraum 16 Zentrum, Projektions- 277

, orthogonaler 60 zulassiger Bereich 224

, senkrechter 60 Zustand, Graphik- 230

, von einer Menge erzeugter 11 Zustand, Text- 230
up-direction 209 Zweipunkteform einer Geraden 273

Urbild 30 Zweipunktperspektive 280



Hoschek/Lasser

Grundlagen der geometrischen

Datenverarbeitung

Die geometrische Datenverarbeitung hat,
seit schnelle Rechner und billige Speicher zur
Verfligung stehen, einen Siegeszug ohne-
gleichen angetreten. Sie wird heute in
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