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VURWORT

Die beiden Verfasser halten zur Zeit die Anfidngervorlesungen
in Mathematik an der Universitdt Minchen. In diesen Anfinger-
vorlesungen werden eine Reihe von mathematischen Grundbegrif-
fen benutzt, zu deren Entwicklung in den Vorlesungen selbst
nur wenig Zeit zur Verflgung steht.

Es war der Wunsch der Horer der Vorlesungen, diese Grundbegrif-
fe sollten zu einer Ausarbeitung zusammengestellt werden.
Unter diesem Gesichtspunkt sind die Ausfihrungen der ersten
111 Kapitel zu beurteilen. Insbesondere soll betont werden,
dall weder Vollsténdigkeit bei der Behandlung eines Themas an-
gestrebt wird, noch Begriffe eingehend behandelt werden, die
Gegenstand der Anfdngervorlesung selbst sind(wie z.B. lineare
Vektorrsume).

Von diesem Gesichtspunkt sind wir im IV.Kapitel abgewichen,

wo der Aufbau des Zahlbegriffes von den Peanoschen Axiomen
ausgehend bis zu den komplexen Zahlen dargestellt wird, obwohl
diese Uberlegungen in der Vorlesung enthalten waren. Dafir
sind zwei Griinde mal3gebend. Einerseits handelt es sich dabei
um Uberlegungen, die fur Anfinger verhdltnismdfig schwie-
rig sind, so dall eine schriftliche Unterlage nicht Uberflius-
sig sein dirfte. Zum anderen gibt es Anfangervbrlesungen,

in denen dieser Aufbau des Zahlbegriffes nicht enthalten ist.
Fur Studenten derartiger Vorlesungen bietet diese Ausarbeitung
die Moglichkeit des Selbststudiums, da alle dazu notwendigen

Hilfsmittel hierin enthalten sind.

riinchen, den 22.2.1974 F. Kasch

B. Pareigis
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I.GRUNDBEGRIFFE DER MENGENLEHRE

§1 Einleitung

Als Sprache zur Formulierung mathematischer Begriffe und Zusam-
menhdnge wird heute allgemein die Sprache der Mengenlehre be-
nutzt. Es gilt daher zundchst, die Grundbegriffe der Mengenlehre
in entsprechendem Umfang bereitzustellen., Das bedeutet, daB wir
von der umfangreichen Mengenlehre nur die einfachsten Anfangs-

grunde darstellen.

Mit der Entwicklung der Mengenlehre sind vor allem die Namen
George Boole (1815-1864) und Georg Cantor (1845-1918) verbun-
den. G.Boole stellte als erster die algebraischen Operationen

mit Mengen (Durchschnitt, Vereinigung, Komplementidrmenge) heraus,
wihrend G.Cantor als eigentlicher Begrunder der Mengenlehre(ins-
besondere der Theorie der Kardinal- und Urdinalzahlen)betrachtet
werden muB. Zur weiteren Verbreitung der Mengenlehre bis zum heu-
tigen Stand, wo die Mengenlehre zur mathematischen Allgemein-
bildung eines jeden Mathematikers gehort, hat vor allem das Buch
von F.Hausdorff "GrundzUge der Mengenlehre", 1.Auflage 1914,

beigetragen.

Von G.Cantor stammt die folgende inhaltliche "Definition" einer
Menge:

"Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauvung oder unseres Denkens
(welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen."

DaB3 es sich dabei tatsdchlich nicht um eine mathematische De-
finition handelt, ist klar, denn die darin vorkommenden Begriffe

sind selbst undefiniert. Dennoch ist diese Formulierung geeignet,



eine gewisse intuitive Vorstellung vom Begriff der Menge zu geben.

Wir werden hier auf eine explizite Definition einer Menge Uber-
haupt verzichten(mUssen!) und uns mit einer impliziten Definition
begnigen. Implizite Definitionen sind vom synthetischen Aufbau
der Geometrie (z.T. bereits aus der Schule) her wohlbekannt.
Auch hier wird nicht definiert, was etwa Punkte, Geraden und
Ebenen sind, sondern es werden nur die Beziehungen definiert,
die zwischen ihnen bestehen sollen. Z.B. wird gefordert, daB
durch zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade bestimmt sein
soll, die diese Punkte enthdlt und daB zwei verschiedene Geraden
(im offinen Falle) entweder keinen oder genau einen gemeinsamen
Punkt enthalten sollen. Durch derartige axiomatische Bedingungen
werden Punkte und Geraden implizit (aber in Ubereinstimmung mit

der intuitiven geometrischen Vorstellung) definiert.

Ganz entsprechend geht man beim Aufbau der Mengenlehre vor. Es
wird nicht definiert, was "Mengen" und "Elemente" sind, sondern
es werden nur die Beziehungen definiert, die zwischen ihnen be-
stehen sollen und Konstruktionsprinzipien ongegeben, um aus ge-
gebenen Mengen weitere Mengen zu gewinnen. "Mengen" und "Elemen-
te" werden also auf diese Weise nur implizit definiert, aller-
dings auch jetzt wieder in Ubereinstimmung mit der intuitiven

Vorstellung etwa im Sinne der Cantorschen "Definition".
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§2 Axiome der Mengenlehre

21.Mengen und Elemente

Im Sinne der Ausfihrungen in der Einleitung betrachten wir ge-
wisse nicht weiter definierte Ubjekte, und zwar einerseits Men-

gen und andererseits Elemente.

Mengen werden meist durch groBle lateinische Buchstaben A,B,C,...,
Aa,A3,A3 ,..., Elemente meist durch kleine lateinische Buch-

staben a,b,c,...,0, ,a, ,04,... angegeben.

Ferner benutzen wir das Symbol € und zu einem Element x und

einer Menge A die Zeichenreihe x € A bzw. x ¢ A.

(M1) Axiom der Elementebeziehung
uvnd der Existenz
a) Fur jedes Element x und jede Menge A besteht genau eine
der beiden Beziehungen:
x € A In Worten:"x ist Element von A" oder "x liegt in
A " oder "x enthalten in A" oder "x in A" oder
"x aus A",
x é A In Worten:"x ist nicht Element von A" oder "x liegt
nicht in A" oder "x nicht enthalten in A" oder
"x nicht in A" oder "x nicht aus A",
b) Es gibt mindestens eine Menge.
c) Zu jedem Element x gibt es mindestens eine Menge A mit

x €A,

Wir weisen darauf hin, daB man zum Aufbau der Mengenlehre die
Forderung c) vermeiden kann, doch ist sie fir unsere Zwecke

bequem und entspricht auch vollig der intuitiven Vorstellung,



do3 es Elemente "nur als Elemente von Mengen" gibt. Ferner konn-
te man die Forderung der Existenz einer Menge in b) auf spdter
verschieben oder ganz weglassen. Doch gehen wir ja von der Vor-
stellung aus, da3 es Mengen geben soll, denn sonst wiirden wir
keine Theorie daruber machen. Die Existenz einer Menge folgt auch
nach c) , wenn man die Existenz eines Elementes fordert. Umge-
kehrt folgt aufgrund von b) wund weiterer Axiome die Existenz
von Elementen, insbesondere wird sich ergeben, daB jede Menge

auch Element ist.

22.6leichheit und Teilmengen

Es soll jetzt axiomatisch festgelegt werden, wann zwei Mengen
(im Sinne der Mengenlehre) gleich sein sollen. Das wird ganz
der Vorstellung entsprechen, daB eine Menge durch die in ihr

enthaltenen Elemente bestimmt sein soll.

M2)Axiom der Gleichheit

Iwei Mengen A und B sollen genau dann gleich sein, in Zei-
chen: A = B , wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

Mit abkUrzenden Symbolen geschrieben:

A=B :<= Na€tA[a€B » AbeB[beA].

Sind zwei Mengen A und B nicht gleich, dann schreibt man

A4 B.

Folgerung: Fur beliebige Mengen A,B,C gilt:
1) Reflexivitdt: A = A

2) Symmetrie: A =B => B = A

3) Transitivitit: A=B A B=C = A=C

Beweis: Diese Eigenschaften folgen unmittelbor aus der Gleich-

heitsbedingung.
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Wir kdnnen jetzt definieren, was unter einer Teilmenge einer ge-

gebenen Menge zu verstehen ist.

Definition:
1) Die Menge A heiBlt Teilmenge oder Untermenge der Menge B ,
in Zeichen A C B, genau dann, wenn jedes Element von A
auch Element von B ist.
Mit abkiUrzenden Symbolen geschrieben:
ACB :&= Na €A [a€B].
2) Ist A nicht Teilmenge von B , dann wird A ¢ B geschrieben.
3) A heilit echte Teilmenge von B, in Zeichen A C*- B :c>
ACB A A} B.

Aus dieser Definition erhdlt man unmittelbar die

Folgerung:
1) Reflexivitdt: AC A

2) Antisymmetrie: ACB A BCA => A

3) Transitivitdt: ACB A Bc C => acC
Man beachte den Unterschied zwischen € = "ist Element von"
und C = "ist Teilmenge von".

Das Zeichen < wird auch Inklusionszeichen genannt.

Sind a, ,0,,...,0¢ die Elemente einer Menge A ,
dann benutzt man auch die Schreibweise A = {a,, ,...,at} .
Dabei wird nicht vorausgesetzt, dafl die Elemente a, ,...,a¢
alle voneinander verschieden sind. Z.B. gilt

{1.2} = {21,211} ,
denn jedes Element der links stehenden Menge ist auch in der
rechts stehenden Menge enthalten und umgekehrt. Nach (M 2) be-

sagt dies aber, daf3 diese Mengen gleich sind.
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Eine entsprechende Schreibweise A = {...} wird auch bei un-
endlichen Mengen verwendet, wenn es moglich ist, die Elemente
von A eindeutig zu kennzeichnen. Davon werden wir sogleich Ge-
brauch machen, wenn wir uns im ndchsten Abschnitt mit der Frage
beschdftigen, wie man aus einer Menge Teilmengen aussondern

kann.

23.Die Bildung von Teilmengen,

Durchschnitt und Komplement

(M3)Teilmengenaxiom

Sei A eine Menge und £ (x) eine Aussageform, so daB fir je-

des a€ A & (o) entweder eine wahre oder falsche Aussage

ist. Dann gibt es eine Teilmenge B von A, die genau die Ele-

mente a € A enthdlt, fir die £ (a) wahr ist. Fir B wird
B= {ala€A A £(a)}

geschrieben,

Da wir die Begriffe "Aussageform" sowie "wahre" und "falsche
Aussage" nicht definiert haben, ist die Formulierung dieses
Axioms nicht vollstdndig. Diese Begriffe konnen jedoch mit ge-
nUgender Genauvigkeit prdzisiert werden. FUr unsere Zwecke ge-
nuigt aber die gewdhlte "weiche'" Formulierung. Wir konnen und
wollen in diesem Rahmen sowieso keinen vollig formalisierten,
axiomatischen Aufbau der Mengenlehre geben, sondern nur einen
Eindruck von den wesentlichen Grundbegriffen eines solchen

Aufbaves.

Machen wir uns die Bedeutung des Teilmengenaxioms an Beispielen
klar.Dabei wollen wir voraussetzen, daoli die folgenden lengen

bereits gegeben sind:



IN = {1,2,3,...}
Menge der natlrlichen Zahlen
z= {0, +1,+2,+3, ...}

Menge der ganzen Zahlen
Q
IR

Menge der rationalen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Bei einem systematischen Aufbau der Theorie werden diese erst

spdter eingefihrt.

Beispiele fir Teilmengen:
1) {x [ x €IN A~ x gerade ]
= Menge der geraden natirlichen Zahlen
2) {xIx €N A x <10}
= {1,2,3,..,9}
3) {xIx€IN A~ x Primzahl}
= Menge der Primzahlen
4) {x|x€lR/\ 1< x€2}
Diese Menge bezeichnet man auch als das abgeschlossene Inter-
vall [1,2], wdhrend
{xIx€R A 1¢x<2]}
das offene Intervall (0,1) genannt wird.
5) Sei A eine Menge und seien a, ,...,a,, Elemente von A,
dann ist
{01,...,0“} = {ala€AA(a=0a,v azayv..va = an)

eine Teilmenge von A.

Nimmt man im Teilmengenaxiom fur ¥ (x) eine Aussageform, die
fir kein a € A eine wahre Aussage liefert, so erhdlt man eine
Teilmenge von A, die kein Element enthdlt wund die daher die

leere Teilmenge von A, in Zeichen @ , genannt wird. Als Aus-

sageform , die nach (M 1) kein a € A erfullt, kann man x é A

wihlen.
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Definition:

g: = {o la €A Ao ¢ A}

Nach dieser Definition hdngt die Menge @ =zundachst von A ab,
so daB wir zundchst auch @, schreiben walen. Sei B irgend-
eine weitere Menge und ¢(3 die zugehdrige leere Teilmenge, dann
gilt

¢A=¢G ’
denn offensichtlich ist (M 2) erfullt, da beide Mengen kein
Element enthalten. Es ist also sinnvoll, den Index A wegzu-
lassen,
Gleichzeitig hat sich ergeben, daB @ Teilmenge jeder beliebi-
gen Menge ist, was auch sofort aus der Definition der Teilmenge
folgt.
Wir hatten in (M 1) gefordert, daB mindestens eine Menge A
existiert. Nach der vorstehenden Uberlegung existiert dann die
Menge @ . Da @ = A nicht ausgeschlossen ist, ist also bisher
nur die Existenz der leeren Menge @ sichergestellt. Die Exi-

stenz weiterer Mengen wird sich aus (M 5) ergeben.

Definition:
1) Seien A und B Mengen.
Dann ist der Durchschnitt von A und B , in Zeichen AN B,
die Teilmenge der Elemente aus A, die auch in B liegen.
ANnB : = {o la€ A A a€ Bj
2) Die Komplementdrmenge von B in A, in Zeichen AN\ B, ist
die Teilmenge der Elemente aus A , die nicht in B liegen,

A\B::{OIQGAA0¢:B}.

Der Leser mache sich zur Ubung die folgenden einfachen Eigen-

schaften klar.
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Folgerungen:

1) AnB=BnA

2) (AnB) AC=ANn(BANC)

3) (AnB)cA A (ANnB) c B;
Gilt fur eine Menge C :

CcA A CcB ,

dann folgt Cc(AnB).

4) ANB = AN(AnB)

5 AN(A\B) = AnB

6) AN@g = A, A\NA = ¢ .

Den Durchschnitt von zwei Mengen kann man zundchst fur endlich
viele Mengen verallgemeinern:

AN Ay Nnceen Ay = {oloéA,,AaEAlA...AoeA“},
denn auch diese Bildung fdllt unter das Teilmengenaxiom. Will
man den Durchschnitt von "mehr" als nur endlich vielen Mengen
bilden, so steht bei dem derzeitigen Stand unseres Wissens die
folgende Moglichkeit zur Verfugung (bei der wir allerdings

nicht wissen, ob sie tatsdchlich mehr liefert).

Definition:
Sei Ol $ @ eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind.
Sei A,€ O, dann wird als Durchschnitt von OL , in Zeichen

Noa= N A definiert:
A€EOL

N o= pemA := {ala€hA, A AAeOL [a€Al}

Offensichtlich hdngt diese Definition nicht von der Wahl des
A, € OU ab; wir haben diese Schreibweise nur gewdhlt, um zu
betonen, daB3 diese Definition unter das Teilmengenaxiom fdllt.
Es genugt jedoch

nA = fal AAeOL [a€eAl}

zu schreiben. Diese Menge ist dadurch ausgezeichnet, daB sie
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die groBte Menge ist, die Teilmenge von jedem A ¢ Ol ist.

24, Vereinigungsmengenaxiom

Die zur Durchschnittsbildung "duaole" Bildung ist die der Ver-
einigungsmenge. DaB diese mdglich sein soll, fordert das nidchste

Axiom,

M4)Vereinigungsmengenaxiom

a) Sind A und B zwei Mengen, dann gibt es eine Menge, Ver-
einigungsmenge von A und B genannt und mit A U B be-
zeichnet, die genou die Elemente enthdlt, die in A oder(und !)
B enthalten sind:

AuB = {xlx€ehA v xE€ B}

b) Sei Ol eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, dann

gibt es eine Menge, Vereinigungsmenge von Ul genannt und

mit JUadl= Ua
A€EQL

bezeichnet, die genau die Elemente enthdlt, die in mindestens
einem A€ Ol liegen:
VOl ={xl VAegO [x€Aalj

Wir bemerken dazu zundchst, daB wir unter a) die Vereinigungs-
menge A U B gefordert haben, da diese einerseits vernunftiger-
weise existieren sollte, andererseits nicht sichergestellt ist,
daB sie durch b) mitgeliefert wird. Dazu mUBte es eine Menge (1
geben, die genau die Elemente A und B besitzt.

Fordert man axiomatisch eine solche Menge OQl= {A,B} , dann

kann man sich auf b) beschrdnken. Umgekehrt ergibt sich aus

a) zusammen mit dem nachfolgenden Potenzmengenaxiom, daB die

Menge Ol = {A,B} existiert.
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Durch Induktion Uber n ergibt sich ferner, daB zu endlich vie-
len Mengen A, ,...,A, auch die Vereinigungsmenge
A, Uu.io U AL = {xIx €Ay v s v x EALY

existiert.

Wdhrend bei der Definition von /M Ol Ol + § vorausgesetzt
werden muBte (um das Teilmengenaxiom anwenden zu kdnnen), ist
bei der Definition von U Ol auch Ol = @# zugelassen und

das Axiom liefert jetzt

Jg = ¢ .

Es folgen einige Rechenregeln, deren Beweis dem Leser zur Ubung

Uberlassen bleibt.

Rechenregeln:

1) AuB = BuUA

2) (AuB) uC

3) An(BuC)
Au(BnC)

Au(BucC)
(AnAB)u(anc,
(AuB)n(AuC) .
4) Die de Morganschen Gesetze:
AN (B AC) (ANB) u(AN\C),
AN (B uC) (AN B) A (ANC) .

1"

Bereits jetzt haben wir olle Begriffe, um einen topologischen
Raum zu definieren. Darauf wird hier nicht weiter eingegangen,
doch soll fir interessierte Leser wenigstens die Definition an-

gegeben werden.

Definition:
Eine Menge M zusammen mit einer Menge ¥ , deren Elemente
Teilmengen von M sind, heil3t topologischer Roum mit der

Topologie d , wenn die folgenden Eigenschaften celten:
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1) AP c¥[UDe ¥]
2) NT,,T;e3 [T,n T, e?]
3) Me?3

Die Topologie ist die Theorie der Mathematik, die dem Studium
der topologischen Rdume und damit iusommenhangenden Fragen ge-
widmet ist. Sie nimmt einen bedeutenden und umfangreichen

Platz im Rahmen der gesamten Mathematik ein.

25.Potenzmengen

Zum Aufbau der Mengenlehre wird ein weiteres Axiom gebraucht,
das einerseits sicherstellt, daB jede Menge auch Element(einer
weiteren Menge) ist und andererseits zu einer gegebenen Menge
die Konstruktion einer Menge mit einer "grdBeren" Elemente-

zahl ermoglicht.

(M5) Potenzmengenaxiom
Zu jeder Menge A gibt es eine Menge, Potenzmenge von A ge-
nannt und mit P(A) bezeichnet, die genau alle Teilmengen von
A als Elemente enthdlt und fur die

P(A) = {ulucaj

geschrieben wird.

1.B. ergibt sich damit

P(g) = {@} Menge mit einem Element

P({a}) = {#, {a}}] Menge mit zwei Elementen

P({a,b}) = {¢, {a} ,{ by, {a,b}} Menge mit vier Elementen
‘ (falls a3 b)
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Allgemein gilt die

Behauptung:
Ist A eine Menge mit n Elementen, dann ist P(A) eine Menge

mit 2" Elementen.

Beweis: Vollstdndige Induktion nach der Zahl n der Elemente.

Induktionsbeginn: n = 0 , d.h. A =@ .
Dann ist P(#) = { #} eine Menge mit 1 = 2° Elementen.
Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig fur Mengen mit
hochstens n Elementen,
InduktionsschluB: Sei A ={a, ,+..,0n ,0n.4} eine Menge mit
n+] Elementen., Wir unterscheiden zwei Fdlle:
1.Fall: UCA A anys & U.
Dann ist UC A, : ={a, ,...,a} . Die Menge A, besitzt nach
Induktionsannahme 2™ T eilmengen und jede ihrer Teilmengen
ist auch Teilmenge von A . Also gibt es 2™ Teilmengen UC A
mit an.q § U. |
2.Fall: VCA A an44 € V..
Wir Uberlegen jetzt, daB man genau alle solchen Teilmengen V
in der Form .

V=Uu {an}
aus genau allen Teilmengen U C A, erhdlt. Zundchst ist klar,
daB aus UcC A, folgt V :=U U {anu}C A A ap1 € V.,
Gilt U;c A AU C A A U,y #$ Uy , dann folgt
Uy U {anm} § Ugu {ansea}. Sei umgekehrt VC A A ana€V ,
dann folgt V \ {o,,M}C An A (VN {anl) v {O“MS =V,
also erhdlt man genau alle solchen V in der Form V = U y {ahu.}
mit U C An . Da nach Induktionsannahme genau 2™ UcC A,
existieren, mussen folglich genau 2™ VC A mit a,,4 € V

existieren.

Da jede Teilmenge von A genau unter einem der beiden Fdlle vor-

kommt, gibt es 2"+ 2™ = 2™*" Teilmengen von A.
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Bei unserem Aufbau war bisher nur die Existenz der leeren

Menge §§ gesichert. (M 5) zeigt, daoB weitere Mengen wie

P(E), PP = P({g} ), P(P(P()) = P({ ¢, {0} ] ),
PIP(P(P(E)))) = P({ g, 183 , ({ &) (g, g3} ,..0)
mit 1, 2, 23', 2% ,... Elementen und deren Teilmengen exi-
stieren. Damit erhdlt man insbesondere zu jeder natirlichen
lahl n eine Menge mit 2" Elementen. will man die Existenz
von unendlichen Mengen, die man z.B. braucht, um die Menge IN
der natirlichen Zahlen einzufihren, dann bedarf es eines weite-
ren Axioms. Dieses wird hier jedoch nicht angegeben, denn es
handelt sich ja hier nur darum, einige Grundbegriffe der Mengen-
lehre zu entwickeln und einen mdglichen axiomatischen Aufbau

anzudeuten.

Da Ae P(A) fur jede Menge A gilt, ist jede Menge auch Element.
Dariiber hinaus gilt folgendes: Sind A4 ,..., Ann Mengen,
dann gibt es eine Menge { A4 ;eee, An} , die genau die Mengen
A4,ee.,An als Elemente enthdlt. VWie man sich leicht klar
macht, gilt ndmlich, wenn noch

M:=z (coo((Ay U AL )V Ay )e.)UAn
gesetzt wird:

{A,q goeey An} ={XIX€P(M)A(X=A1VX=A1V ...VX:A“) .

Fur die Potenzmengenbildung gelten folgende Rechenregeln, deren

Beweis dem Leser zur Ubung Uberlassen wird.

Rechenregeln:

1) P(A) A P(B) = P(AN B)

2) P(A) v P(B) c P(AuB)

3) NPA)=¢g , UPWA) =A
4) AcB => P(A) C P(B)
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2,6 Ausblick

Wir wollen zum SchluB dieses so weit angedeuteten axiomatischen
Aufbaues der Mengenlehre noch auf drei Gesichtspunkte hinweisen,

die fur den weiteren Aufbau der Mengenlehre von Bedeutung sind.

1)Einordnung des Zahlbegrif fes

Wir haben bei unseren Uberlegungen - wenn auch in vermeidbarer
Weise - vom Begriff der natirlichen Zahl Gebrauch gemacht und
die Zahlenmenge IN, Z, @, R und € fiUr Beispiele benutzt. Bei
einem axiomatischen Aufbau der Mengenlehre kann man jedoch ins-
besondere die Menge IN aufgrund von entsprechenden Axiomen

im Rahmen der Mengenlehre gewinnen und ferner zeigen, daB Z,
Q, IR und € tatsdchlich Mengen im Sinne dieser Mengenlehre
sind. Da ein solcher systematischer, axiomatischer Aufbau
sowohl in der Zielsetzung als auch im Umfang Uber den Rahmen
dieser Ausarbeitung hinausgehen wirde, entwickeln wir die
Zahlbereiche IN, Z, 4, R und € im letzten Kapitel dieser
Ausarbeitung, ohne einen solchen systematischen, axiomatischen

Aufbau streng einzuholten.

2)Antinomien der Mengenlehre,
der Klassenbegrif f

In der historischen Entwicklung der Mengenlehre hat man sich

zundchst bei der Bildung von Mengen keine Beschrdnkungen auf-

erlegt. Man glaubte, daB durch jede "Bedingung"(Aussageform)

die"Erfullungsmenge dieser Bedingung", d.h. die Menge aller

Objekte, die dieser Bedingung genugen, definiert wirde. Danach

widre es also z.B. sinnvoll, von der Menge aller Mengen zu

sprechen. B.Russell (1872-1969) bemerkte als erster, daB die-

ses Verfahren zu Widerspruchen (Russellsche Antinomie) fuhrt.
Wir wollen Uberlegen, daB zu jeder Menge A, deren Ele-

mente selbst wieder Mengen sind, eine Menge B mit B ¢ A exi-
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stiert, so daB3 es keine Menge geben kann, die jede Menge als
Element enthdlt. Nach unserem Axiom (M 3) gibt es zu einer sol-
chen Menge A die Teilmenge

B:={a Iu EA A ad a} ;
da nach Voraussetzung a eine Menge ist und jede Menge auch
Element ist, hat die Beziehung a ¢ a einen Sinn,
Behavuptung:B ¢ A,
Bewe is: Angenommen B € A , dann unterscheiden wir zwei
Fdlle.
1.Fall: B ¢ B , dann folgte, (da B € A) B € B . Widerspruch!
2.Fall: Es bleibt also nur der Fall B € B ibrig, dann folgte
(da Be€ A) B ¢ B. Widerspruch!
Also fuhrt die Annahme B € A in jedem Falle zum Widerspruch,
d.h. es muB B¢ A gelten.

Wir sind der hier aufgezeigten Gefahr entgangen, indem wir im
Axiom (M 3) die "Erfullungsmenge" zu einer Bedingung ¥~ (x)
auf die Elemente einer bereits vorhandenen Menge beschrinkt

haben.

Auf der anderen Seite besteht aber der Wunsch, so etwas wie
die "Zusammenfassung" aller Mengen oder aller Gruppen oder
aller topologischen Rdume usw. mathematisch in den Griff zu
bekommen. Dies ist in der Tat mdglich und hat zu einer Theorie
der Klassen gefuhrt. Es gibt dann im Sinne dieser Theorie die
Klasse aller Mengen, die Klasse aller Gruppen usw.. Die Axiome
fur die Klassen mUssen notwendig von den Axiomen fuUr die Men-
gen abweichen, da sonst "Klasse" nur ein anderer Ausdruck fur
"Menge" widre. Kurz kann man sagen, da88 man mit Klassen'"nicht
so viel machen darf" wie mit Mengen. In einer solchen Theorie
der Klassen werden dann die Mengen als die Klassen ausgeson-
dert, die (mindestens) in einer Klasse als Element enthalten

sind.
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3) Kardinalzahlen und Ordinalzahlen
Das Hauptziel der Mengenlehre als selbstdndiger mathematischer
Theorie besteht darin, unendliche Mengen zu untersuchen und
zu klassifizieren. Dies kann gesehen werden unter dem Gesichts-
punkt, den Begriff der natUrlichen Zahl einerseits als Anzahl
(= Kardinalzahl) andererseits versehen mit der Anordnung der
natirlichen Zahlen(= Ordinalzahl) auf beliebige unendliche
Mengen auszudehnen.
Um dies fur intessierte Leser kurz anzudeuten, miUssen wir al-
lerdings Begriffe benutzen, die erst spdter in dieser Ausar-
beitung bereitgestellt werden. Man nennt zwei Mengen gleich-
mdchtig, wenn es eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen
diesen Mengen gibt. Eine Klasse(dies ist keine Menge!) aller
untereinander gleichmdchtigen Mengen kann man dann als eine
Kardinalzahl definieren (es gibt noch bessere Definitionen
fur Kardinalzahlen, wo z.B. die Kardinalzahl eine gewisse
wohlgeordnete Menge, aber keine Klasse von Mengen ist). Um
zum Begriff der Ordinalzahl zu kommen, werden die beiden fol-
genden Eigenschaften der Menge der natiirlichen Zahlen verall-
gemeinert:
a) IN ist eine geordnete Menge, in der jede nichtleere Teil-
menge ein kleinstes Element besitzt.
Allgemein nennt man eine geordnete Menge mit dieser Eigen-
schaft eine wohlgeordnete Menge-
b) Die Anzahl der Elemente der Menge {0,1,2,...,n-l} ist
gleich n .
Eine Urdinalzahl ist dann eine wohlgeordnete Menge, in der eine
Verallgemeinerung von b) (die hier nicht formuliert werden

kann) gultig ist.

Die Untersuchung der Kardinalzahlen und der Urdinalzahlen, ins-
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besondere ihrer Arithmetik und weiterer damit zusammenhdngen-

der Fragen ist der Hauptgegenstand der Mengenlehre.
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§3 Geordnete Paare und Produktmengen

3.1.Geordnete Paare

Seien a und b zwei Elemente. Wegen (M 1) gibt es dann eine
Menge M mit a € M und eine Menge N mit b € N . Folglich
existieren die Mengen

{a} = {mImeMam=a} ,
{o/b] = {xIx€MUNA(x=avxs=b)
Da {a} und {a,b} Mengen sind, existiert ferner die Menge

{ {a} , {a,b}] wie schon in 2.5. gezeigt.

Definition:
Das geordnete Paar (a,b) der Elemente a und b ist die Menge,
deren Elemente die Mengen {a} wund {a,b}] sind:
(a,b) : = {{(a} , {a,b}} ;
a heiBt das erste Element des Paares (a,b) ,

b heiBt das zweite Element des Paares (a,b).

Es mag zundchst etwas iberraschend erscheinen, daB8 man den so
anschaulich erscheinenden Begriff des geordneten Paares auf
eine nicht ganz naheliegende mengentheoretische Definition
stutzt. Bei dieser Gelegenheit kann man die Frage stellen,
welche Rolle die Anschauung denn Uberhaupt in der Mathematik
spielt. Die Bedeutung der Anschauvung liegt darin, daB3 sie uns
zu Ideen, Begriffen, Sachverhalten und Beweisansdtzen inspi-
riert, die dann jedoch unabhdngig von der Anschauung mathe-

matisch prdzisiert werden missen.

Die mathematische Pridzisierung des Begriffes “geordnetes Paar"

besteht in der vorhergehenden mengentheoretischen Definition,
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die ihre Rechtfertigung durch die folgende Behauptung erhalt.

Behauptung:
Seien (a,b) und (x,y) geordnete Paare; dann gilt:
(a,b) = (x,y) & a=xab=y.

Bewedis: & : klar.
= : Wir unterscheiden zwei Fdlle.
1.Fall: a = b = (a,b) = (a,a) = {{o} , io,o}i =

= {{a},{a}} = {{a}} .
Wegen (x,y) = {{x},{xy}} = (a,b) = {{a}}] folgt
{x} ={a} und {x,y} = {a}, also x=0a und y =0
2.Fall: a ¥ b = {a,b} = {x,yf = x3y = {x}
=> a=x => b=y, wegen {a,b} = {x,y} .

]
o

n
~~—
Q
[SVN)

3.2.Produk tmengen

Seien jetzt zwei Mengen A und B gegeben und seien a € A, b € B.
Dann ist (a,b) = { {a} , {a,b}} offenbar ein Element der
Menge P(P(A uUB)), denn {a} € P(AuB), {a,b} € P(AuUB)

und folglich (a,b) € P(P(A u B)) .

Definition:

Seien A und B Mengen.

AxB : = {xIx € P(P(AuUB)) AVa€A beB [x=(ab)}
{(a,b)laEAAbeB}

heift das Produkt der Mengen A und B oder die Produktmenge

von A und B .

Die erste der beiden rechts hingeschriebenen Mengen haben wir

nur angegeben, damit nach dem Teilmengenaxiom unmittelbor klar
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ist, daB AxB tatsdchlich eine Menge ist. Wir werden die Pro-

duktmenge im folgenden stets in der zweiten Form schreiben.

Folgerung:
AxB:¢®A=¢vB=¢.

Beweis: AxB = ff &= es gibt kein geordnetes Paar (a,b)
mit a€EA A~ be B < es gibt kein a € A oder kein b € B
@A:¢v B=¢

Nachdem wir geordnete Paare definiert haben, konnen auch ge-
ordnete Tripel (a,b,c) durch

(a,b,c) : = ((a,b),c)
definiert werden. Dann gilt analog zu geordneten Paaren:

(a,b,c) = (x,y,2) &> a=xab=yarc=2z .

Beweis: ((ab),c)= ((xl)’)rz) &< (q,b) = (xl)’) AC=2Z
&> a=x A b=y A c=2z, wobei wir die entsprechende

Behauptung fir geordnete Paare benutzt haben.

Induktiv lassen sich dann auch geordnete n-Tupel durch

(@ eeeran) = ((aq yeee,anq ), a,,-,)
definieren, die wiederum die entsprechende Eigenschaft wie die
geordneten Paare und Tripel haben. Spdter, wenn wir Abbildungen
zur Verfigung haben, kdnnen wir geordnete n-Tupel auch als
"Familien" definieren.
Produktmengen spielen im folgenden Kapitel bei der Definition

von Relationen eine grundlegende Rolle.
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RELATIONEN, INSBESONDERE
ABBILDUNGEN, AUGUUIVALENZRELATIONEN

UND ORDNUNGEN

Definition und allgemeine Eigen-

Die
daf3

der

schaften

umgangssprachliche Bedeutung des Wortes Relation besagt,
zwei Objekte, Personen, Begriffe, Ereignisse usw. miteinan-

in Beziehung stehen. Dieses "in Beziehung stehen" soll nun

mathematisch gefaBt werden.

l.1.Definition:

Eine Relation

ist

Die

und

y = (AIBIU)

ein geordnetes Tripel von Mengen A,B,U mit UC AxB .

Elemente von U sind also geordnete Paare (a,b) mit a € A

b € B. Man kann die Relation ¢ so interpretieren, daB ein

Element a € A genau dann zu einem tlement b € B in Relation

steht, wenn (a,b) in U liegt.

Man nennt eine Relation ¢ = (A4,B,U) auch eine Relation
von A in B oder nach B oder auch zwischen A wund B.
Ist A =B, dann heiflt ¢ Relation von A.
1.2.Bezeichnungen:

Quelle von ¢ = Qu(y¢ ) = A

Ziel von ¢ = Zi(g ) = B

Graph von ¢ = 6r(¢ ) = U

Urbild von ¢ = Ur(g ) :={ala€AanVbesB [(a,b) € U}
Bild von ¢ = Bi(g ) :={blb€B aAVac€a [(qb)e€ ul}
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1.3.Beispiele:

1) ¢ = (A,B,AxB) heiBt die gréBte Relation zwischen A und B.

2) 9
A und B.

3) 9 = (A,A, {(a,a) la € A} ) heiBt die identische oder Gleich-

(A,B,8) heiBit die kleinste oder leere Relation zwischen

heitsrelation von A,

Ohne daB wir davon im allgemeinen Fall weiterhin Gebrauch ma-
chen, soll noch erwdhnt werden, daB3 man fur gewisse Relationen
eine Produktrelation definieren kann. Allerdings wird bei un-
seren weiteren Uberlegungen diese Produktbildung im Spezial-

fall von Abbildungen eine wichtige Rolle spielen.

1.4, Definition:
Gegeben seien Relationen
¢ =(ABU) , é = (8,C,V) .
Dann sei
b9 : = (A,C,W)
mit W:= {(a,c)l(a,c) €axC A VbeB [(a,b) € U (bc)e V1}

Man beachte, daB hierbei Zi( ¢ ) = Qu( § ) vorausgesetzt

wurde.

Im folgenden werden drei Typen von Relationen eingehender be-
trachtet und zwor Abbildungen, Aquivalenzrelationen und Ord-

nungen,
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§2 Abbildungen

2.1.Definition:.
Eine Abbildung ist eine Relation
9 = (a,B,U)
derart, daB zu jedem a € A genau ein b€ B mit (a,b) € U

existiert.

Man beachte, daoB die Formulierung "zu jedem a€ A existiert
genau ein b € B mit (a,b) € U" auch wie folgt gefaBt werden
kann: Zu jedem a € A existiert ein b € B mit (a,b) € U

und falls fur b,€ B auch (a,b, ) € U gilt, so folgt b = b, .

Bei Abbildungen benutzen wir die allgemein bei Relationen in

1.2. eingefuhrten Bezeichnungen. Da jetzt jedoch nach Defini-
tion der Abbildung Ur(y ) = A =Qu( ¥ ) gilt, ist die Be-

zeichnung Ur(y ) Uberflussig.

Ferner fuhrt man bei Abbildungen die folgende Schreibweise ein:
g(a) t=b & (a,b) €6x(g)
oder

a——>b :&= (a,b)eGr(yg) .

Diese Schreibweise ist (eindeutig und daher) sinnvoll, da zu

jedem a € A genau ein b e B mit (a,b) € U existiert.

Gilt (a,b) € 6r( g ) , d.h. nach der neuen Schreibweise

9 (a) = b oder o —> b , dann heit b das Bild von a
bei ¢ und a heiBit ein Urbild von b bei ¢ . Man sagt
auch, daB bei a auf b abgebildet wird oder daB b

a zugeordnet wird.
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Mit diesen Bezeichnungen gilt offenbar
Bi( [ ) { 9 (a) | a € dL( 9 )}
6r( ¢) = {(o, (@) la€au(yg)} .
Liegen Qu(y ) wund Zi(y ) fest, dann ist ¢ durch Gr(y )

eindeutig bestimmt.

Die Abbildung ¢ wird auch durch die Schreibweisen
g: A—B , A-2>8

angegeben. Nicht ganz korrekt, aber bequem, kann ¢ auch durch
gy: A3a——>bEB

angegeben werden, wobei oft auch ¢ noch weggelassen wird.

22, Definition:

1) Die Abbildung Y heiBt surjektiv:
< Bi(y)=1i(y)
(d.h. ¢ ist Abbildung auf ganz Zi(y ) )
2) Die Abbildung g heiBt injektiv :
&> Nay,0 € Q(y) [ag $a;, = 9(a4) % g(aa)]
(d.h. ¢ ist eineindeutig)
3) Die Abbildung ¢ heiBt bijektiv:
&> ¢ ist surjektiv und injektiv .

23.Beispiele:
1) Die identische Abbildung einer Menge A , bezeichnet mit 1,
ln:A2ar—> a€A.
Offenbar ist dies die identische Relation(siehe 1.3.), die
jetzt als identische Abbildung bezeichnet wird.
2)INdn+—> 2née N YIS
3)INon —> 2n € {2,4,6,8,...} frpdis
Man beachte, daB die Abbildungen in 2) wund 3) verschie-

den sind, do ihre Ziele verschieden sind. Die Abbildung in

2) ist injektiv, aber nicht surjektiv, wihrend die Abbildung
in 3) bijektiv ist.
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4)R>3r —> [r] € Z;
dabei sei [r] die groBte ganze Zahl £ r . Diese Abbildung
ist surjektiv aber nicht injektiv .

5) U 3q ——> gq €I,
Inklusionsabbildung der Teilmenge Q@ CIR in IR,
Diese Abbildung (die von 1g verschieden ist!) ist in-
jektiv aber nicht surjektiv.

6)Rd>r —s 2" ¢ K,
wobei RR' t = {r lremR ~r >0} .

Gegeben seien jetzt zwei Abbildungen
4t A—> B und B:B8B—>C ,
wobei also Zi( & ) = Qu( B ) ist. Dann kann als Spezialfall

von 1.4, das Produkt A4 definiert werden.

24, Definition:
Seien 4 :A—>8B , RA:B—>C
Abbildungen. Dann sei
Ba : = (A,CW)
mit
W:= {(a, B(a (a)) | a€nr}
d.h. ( Aa )(a) B (a)), a€A.
A& heiBt das Produkt oder die Hintereinanderausfihrung der

Abbildungen d wund A3 .

Offensichtlich ist die Relation /B« = (A,C,W) wieder eine
Abbildung, denn zu jedem a € A ist B (<« (o)) ein durch
a (bei gegebenen festen o und /3 ) eindeutig bestimmtes

Element ous C , denn nach Voraussetzung sind o (a) durch

a und A (&(a)) durch o (a) eindeutig bestimmt.
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Wir weisen noch einmal ausdricklich darauf hin, daB 734 nur
unter der Voraussetzung Bi( & ) = Qu( B3 ) definiert ist
und wollen, wenn die Schreibweise /3d benutzt wird, dies voraus-

setzen,

25" Kotegorische" Eigenschaoften des

Produktes von Abbildungen

a) Seien
A:A—>B A HB:B—>C A y:C+—>0D
Abbildungen, dann gilt das assoziative Gesetz:
¥(BL) = (§h)a
b) Fur die schon eingefUhrte identische Abbildung 1 bzw. 1g
gilt:
A= A1y =lg&k

Bewelis:

a)Quelle (= A) wund Ziel (=D) von y(Aa) wnd (yB)d
stimmen offensichtlich Uberein. Fragt sich nur, ob im Gra-
phen beider Abbildungen zu a € A jeweils die gleiche
zweite Komponente aus D gehort. Fur Yy (/Aa) ist diese
nach Definition des Produktes gleich

(y(nAa)a) = y((B)(a)
¥ (5 (s (a)))

und fur( yA )  gleich
(Cyn)a)a)

(¥R )a (a)
¥ (D (a)))

Folglich gilt a).
b)Quelle (= A) und Ziel(= B) von o, olp und 1gob  stim-
men Uberein., Da auch

d(a) = a1y (a)) =1g( a(a)),
folgt b).
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Die Bezeichnung "kategorische Eigenschaften" soll hier nicht
erldutert werden, doch soll erwdhnt werden, daB die Klasse

aller Mengen zusommen mit allen Abbildungen eine sogenannte
Kategorie bildet, fur die die Eigenschaften die definieren-

den Eigenschoften sind.

Mit Hilfe des Produktes kann man Surjektionen und Injektionen

in folgender Weise kennzeichnen.

2.6. Sat z:
Sei d : A—> B eine Abbildung.
a) o ist dann und nur dann surjektiv, wenn fur beliebige
Abbildungen /5, , N, gilt:
Boo=Pd =—> =7 .
b) & ist dann und nur dann injektiv, wenn fur beliebige
Abbildungen ¥, , ¥, gilt:
dp=dya — 1= ¥a -

Beweis:

a) Sei o surjektiv und gelte /B L = /3 d , dann folgt
zundchst 2i( B,) = Zi( B, ) = Zi(Ayd ) = 2i( 3y) ,

B=12Zi(a)=0u(B,)=0(s) .
Sei jetzt be B, dann gibt es, da A surjektiv ist, ein
a €A mit d(a) = b. Nach Voraussetzung folgt dann
24(b) = /3,( d(a)) = ( Ao )(a)
( By )(a) = By (a)) = By(b)
also gilt auch Gr(/A3,) = 6r(/3,;) und folglich /3, = /3, .

Um die Umkehrung zu beweisen, zeigen wir, daB, wenn oL nicht

surjektiv ist, die Bedingung in a) nicht erfillt ist. Sei also

ol nicht surjektiv, d.h. es gebe ein Element b, € B,
b, ¢ Bi( o ). Dann definiere man Abbildungen
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Ao B —> {1,2} ,(i=1,2)
mit
By(b) = =1 fur alle b € B
1 fur b €B A b f by
Pa(b) = = {2 fur b = b, .

Dann gilt /A, # A3 ; da andererseits b, nicht in

Bi(ad ) = {&(a) lae A} enthalten ist, gilt fur alle a € A
( Ay )(a) = B( a(a)) = 7( aa(a)) = ( Ay )(a)

also /.510L = 3.

b) Sei oL jetzt injektiv und gelte oL ¥4 = o }a , dann folgt
zundchst

Qu( x4)
A

Qu( ot pq ) = Qu( L ¥a) = Qu(ya) ,
Qu( ) = Zi( ¥4) = Zi( y2) -
Fur c €Qu( ¥4 ) = Qu( ¥3) gilt nach Voraussetzung
A (¥a(e)) = (g )(e) = (hya)(c) = o( yale))
und da o injektiv ist, folgt
¥ile) = ¥ale) ,
woraus sich Gr( y;) = Gr( ¥,) ergibt. Also gilt ¥y = Ya .

[}

Um die Umkehrung zu zeigen, sei ol nicht injektiv, d.h. es
gebe Elemente a,,a; € A, a4 % a, mit d(a,) = o(ay) .
Dann betrachte man die Abbildungen

vor (11— & , (i=1,2)
mit

¥ ) : = ay , [Q(l) : = ay .
Dann gilt y, % y, ; andererseits folgt

(L y4)(1) = L (ay) = dag) = aya(l)
also L ya = ol Yo .

Damit ist auch b) bewiesen.

Fir spdtere Verwendung beweisen wir noch den folgenden Hilfssatz.
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27.Hi1il fssat z:
Seien & : A —> B wund /3> : B—> C abbildungen, dann gilt:
a) Surjektiv o ~ surjektiv 3 == surjektiv A& ;
injektiv . A injektiv 3 = injektiv Mo
b) Surjektiv A =—> surjektiv /B ;
injektiv JBo = injektiv & .

Beweis:
a) Folgt sofort aus der Definition von surjektiv und injektiv.
b) Surjektiv Ao =>Bi( P& ) = Zi(/AX) = 2i( A ) . Da
Bi( Aak) = {A(A(a)) | ae A} c Bi(/D) = {/AB(b)|be B}
folgt Bi( A ) =2i(A ), doh. /O ist surjektiv.
Seien a, ,a,; € A und a4 % ay , dann folgt nach Voraus-
setzung /(o (a)) = (AL)(as) + (A)(oz) = (o (ay))
also auch &(a,) # o(ay) , d.h. & ist injektiv.

Wir wollen jetzt noch Uberlegen, doB es zu bijektiven Abbil-
dungen (beidseitige) Umkehrabbildungen gibt.

28, Hil fssat z:

FUr die Abbildung & : A—>B gilt:

Bijektiv & &> es existiert eine Abbildung L't B—> A
mit  ol'd = 1y A da! =1 .

Bewelis:

=> : Sei dJd' : = (B,A, {(b,a)| (a,b) € Gr(dv)} ), dann ist

oJ' eine Abbildung, denn aus der Surjektivitdt von o folgt,
daB zu jedem b € B mindestens ein Paor (b,a) € Gr(o') exi-
stiert und aus der Injektivitdt von o folgt, daBB zu festem

b € B hochstens ein Paar (b,a) € Gr(ol') existiert; insgesamt
gibt es also zu b € B genau ein Paar (b,a) € Gr(o'). Nach
Definition von o ' folgt sofort

OL'OL = ]A A o(,oL' = ]6 .
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<<= :Da 1, bzw. 1g bijektiv ist, folgt nach 2.7.,

daB o injektiv  bzw. surjektiv, insgesamt also bijektiv

sein mul3.

Ergdnzend zu diesem Hilfssatz stellen wir noch fest, daB zu
bijektivem o genau ein o' : B—>A mit L' = Iy A oLo(,'-.-]Bexi-

stiert. Sei auch o''sl =1y Add'' =1g , dann folgt

o' = od'lg = L'(aal'")
=(¢ld’)d'l|=]Ad'll=d’ll
(wobei wir von oL' nur oL'd= 1, und von '' nur oLo'' = g

benutzt haben).

2.9.Definition:

Sei oA : A—> B bijektiv. Dann wird die zuvor mit o' be-
zeichnete Abbildung

(B,A, {,(blo) I (olb) € Gt(d» )} )

die zu oL inverse Abbildung genannt und mit o' bezeichnet.

210.,Folgerung:
a) Bijektivi.=—> bijektiv ™' A (1) = &
b) Bijektiv o A  bijektiv 3 = bijektivAd A (Ax) = 47"

Beweis:

a) Die rechte Seite von 2.8. ist beziglich o« und o' sym-
metrisch; also folgt doraus auch, daB &' = o " bijektiv
und o die eindeutig bestimmte inverse Abbildung zu o~ 7

ist, die nach 2.9, mit (oL_4)-1 bezeichnet wird.

b) Es gilt

("B ) = (BB =
=oL'4]GoL, =ok'4eL=]A ,
(BB = 15

so daB3 wieder nach 2.8. die Behauptung folgt.
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Man beachte in diesem Zusammenhang, daB8 fUr eine Abbildung
A A—> B aus der Existenz einer Abbildung /3 : B——> A

mit Od =15 keineswegs &= 15 , d.h. die Bijektivitat
von & folgen muB. Sei z.B.

A:IN3n+—> 2ne NN
und H:lN— IN
mit

A(2n) : = n , neiN

A(2n-1) : =1 , nelN ,
dann gilt offenbar

Na= 1y
aber v 45 g B4 1g , denn
(ap)(2n-1) = (1) = 2 .

Zum SchluB dieses Abschnittes haben wir noch die Einschrdnkung

einer Abbildung zu definieren.

2.11.De finition:
Sei &L : A—B und sei Ao C A , dann heiBit
LAy : = (Ay ,B,Gr(al) N (aq xB)) ,

die Einschrdnkung von o auf A, .
Es ist sofort zu sehen, daB o |A, wieder eine Abbildung ist.

Bei gewissen Uberlegungen ist es Ublich, eine Abbildung als Fa-
milie zu bezeichnen. Leider gibt es keine genaue Angabe daruber,
wann mon diesen Wechsel in der Bezeichnung vorzunehmen hat.
Recht vage kann man sagen, da8 man eine Abbildung dann eine
Familie nennt, wenn es einem nicht so sehr auf die Abbildung

"an sich" ankommt, sondern vielmehr auf die Bilder bei dieser
Abbildung. Bezeichnet man eine Abbildung

f: T—>M
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als Familie, dann nennt man die uvelle 3 von f auch die

Indexmenge der Familie f . Fuir f wird dann meist eine der

folgenden Schreibweisen benutzt:
f=(f(1) i€ 3 )= (f(i)

(Fp lie¥ )=(fy) =(my) (mit my = f(i)

Ist 3 endlich, etwa 3= {1,2,...,n], dann wird auch

f=(fy ,000,fn)
geschrieben., Fir 3F = IN benutzt man die Bezeichnung

Fo(Fy fapeen) = (F) .

Wir hatten fruher die Produktmenge

axB = {(a,b) la € A A b€ B}
definiert. Es soll jetzt eine Menge von Familien angegeben
werden, die zu AxB bijektiv ist, so daB wir damit - bis

auf eine Bijektion - eine neue Definition fir AxB erhalten.

Sei f: {1,2} — A usB
mit fl)e A A~ f(2)esB.
Fir f schreiben wir zundchst f= <F,,fo > ,

wobei f, :=f(1), f, : = f(2) sei .
Sei AxB die Menge aller solchen Abbildungen f: {1,2}—)/\ v B
mit f, € A A~ f, € B.

Behauptung:
Q:AEB E) <f1 ,fa> — (f,l ,fQ)EAxB ist eine

Bijektion.

Bewelis: Offensichtlich ist f eine surjektive Abbildung,
denn gilt a € A, b e B, dann ist f: {1,2} —>A UB mit
f(1) : = a, f(2) : = b eine Abbildung mit @F(f) = @( {a,b> ) =
= (a,b) . Aus (fy ,fy) =(g9,4,95) folgt f; =94 A fa =95,
also f =g, d.h. <f, ,f3> =<g,,9,> . Demnach ist §

auch injektiv.
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Nachdem man damit weil3, daB3 g eine Bijektion ist, ldBt man
den Unterschied in der Schreibweise AxB wund <f, ,f;>

bzw. AxB und (f, ,f, ) weg und schreibt in beiden Fdllen
AxB und (f, ,f, ) . Welche Definition dafir zugrunde gelegt

wird, kann dem jeweiligen Zweck Uberlassen bleiben.

Entsprechend kann man auch
AL XA, Xee XAy
im Sinne der urspringlichen mengentheoretischen Definition
AgxeeaxAy 2= ((oo((Ag xAQ )XA 5 IxeuiA 4 )xA
auffassen oder als Menge aller Familien
f: {1,2,...,n} —> A,V Ay U ..U Ag
mit f(i)e A; (i=1,...,n) ,
d.h. mit der Schreibweise f; = f(i) als die Menge

{(ﬂ r“'rf‘n)l fi € AL} .

Die neuve Auffassung trdgt allerdings weiter, da man jetzt nicht
auf endliche Indexmengen 3 beschrdnkt ist. Sind z.B. die
Mengen {A; | i€ IN} gegeben, dann sei
L_'eﬂ;‘A; Ay XAy XAy Xeus
$(Fa  fa fa,.0) ] fe Al
d.h. die Menge aller Familien

f:IN —— UA,
LeEN

mit f(i) = f_ € AL (i € IN) .
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§3 Aquivalenzrelationen

3.1.Definition:
Eine Aquivalenzrelation einer Menge A ist eine Relation
9 = (A,AU), die folgende Eigenschaften erfullt:
(1) Reflexivitdt: Aa € A [(a,8) € U]
(2) Transitivitdt:

A a,b,c € A [(a,b) € U A(b,c) €U => (a,c) e U]
(3) Symmetrie: Aa,be A [(a,b) € U => (b,a) € U]

Schreibt man fir a,b € A:

a~b : & (a,b) e U ,
dann nehmen (1), (2), (3) die folgende Ubliche Form an:

(1) NaeA[a ~a]
(2) Aa,b,ceA [of\/b/\ b~e = anvc)
(3) Na,be Afa~b => brva]

Fur die Aquivalenzrelation ¢ = (A,A,U) wird dann auch
(A, ~) oder, falls keine Verwechslung nsglich ist, auch

nur ~~ geschrieben.

3.2.Beispiele:

1) Die identische Relation 1, = (A,A, {(a,o)l a € A}l), die,
wie schon festgestellt, eine Abbildung ist, ist auch eine Aqui-
valenzrelation. Fur sie gilt: a~~b<&=> a = b , d.h. die Gleich-
heit von Elementen in A ist eine Aquivalenzrelation. Unter
BerUcksichtigung von (1) "stehen hier so wenig wie moglich
Elemente zueinander in Relation", d.h. 1, ist die Aquivalenz-
relation, deren Graph als Teilmenge im Graphen einer jeden an-

deren Aquivalenzrelation von A enthalten ist.

2) Die Relation (A,A,AxA) ist offensichtlich auch eine Aqui-
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valenzrelation von A , deren Graph im Gegensatz zu dem von

1, die Graphen aller Aquivalenzrelationen von A enthdlt.

3) Zu jeder Abbildung
¢ : A—>M
gehort eine Aquivalenzrelation von A: Sei fir a,b € A
arvbic=  g(a) = g(b)
dann ist sofort zu bestdtigen, daB (1), (2), (3) erfullt
sind. Offensichtlich ist dies genau dann die identische Relation

von A, wenn ¢ injektiv ist.

4) Aquivalenzrelationen in der Menge Z der ganzen Zahlen er-
hdlt man auf folgende Weise:
Sei ne 2, n3 0 , dann wird fur a,b € Z
a~b : < n/a-b

definiert. Dabei bedeutet n/a-b , daBB n Teiler von a-b ist,
d.h., daB ein q € Z mit a-b = qn existiert. Statt a~vb
schreibt man jetzt meist

a=b ( mod n) ,
in Worten: a kongruent b modulo n . Wir weisen noch darauf
hin, daB a = b(mod n) , d.h. n/a-b genau dann gilt, wenn
a und b bei Division durch n mit Rest ( ist a = gn+r
mit 0 £ r < |nl , dann ist r der Rest) den gleichen Rest

besitzen.

3.3.Definition:
Sei (A, ~) eine Aquivalenzrelation.
1) Fur a € A heiBBt
a: = {xl x€ A A x~a}
die durch a erzeugte Aquivalenzklasse zur aquivalenzrela-

tion (A,~ ) .
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2) A=A/~ :={alaeca}
heift die Menge der Aquivalenzklassen zur Aquivalenzrela-
tion (A,~) .

3) Gilt b e a , dann heiBt b ein Reprdsentant der Aquiva-

lenzklasse a .

34.,Hilfssat z:
Sei (A, ~) eine Aquivalenzrelation, dann gilt:
Dbea&c>a=h
(genau alle Reprdsentanten einer Aquivalenzklasse erzeugen
die Aquivalenzklasse).
2) ANa,be Alogb=anb=g¢g]
(Aquivalenzklassen, die nicht gleich sind, sind disjunkt).
3) a.\é}Aa =A PP
(Die Vereinigungsmenge Uber alle Aquivalenzklassen von (A, ~)

ist A ).

Beweis:
I)E:beaﬁb’\/oﬁamb‘
Gilt x~va => x~b =>ac
Gilt y~vb => y~a=—>bc

also a=1b .

Q1 oI

Die Bedingungen 2) und 3) dieses Hilfssatzes besagen, daB

A = A/~s eine sogenannte Partition von A ist.
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3.5.Definition:
Eine Partition P einer Menge » ist eine Menge von nichtlee-
ren, paarweise disjunkten Teilmengen von A , deren Vereinigung
gleich A 1ist. In Zeichen:
Partition P von A : &&= .

P cr(A) N {g} « AX,YEP [X3Y=XxnY=¢)

A UP= Ux = A .

XeP

Wie Hilfssatz 3.4. zeigt, ist in der Tat zu jeder Aquivalenz-

relation (A, ™) A/~ = {a lae€ A} eine Partition von A.

Bemerkenswert ist nun, daB umgekehrt zu jeder Partition P von
A eine Aquivalenzrelation (A, ~ ) gehort, fir die
P o= A/

gilt. Man definiert dazu fir a,b € A:

a~vb:&= VXeP [aeXxabex] ,
d.h. es seien genau dann zwei Elemente dquivalent, wenn sie
beide in einer der Mengen aus P liegen. Wir prufen die Bedin-
gungen fUr eine Aquivalenzrelation nach:
Reflexivitit: Wegen UP = A liegt jedes o in einem X € P
also folgt a~va.
Transitivitdt: Seien a~b , d.h. a,b € xe P und b~c¢ ,
d.h. b,ceYe P —= <c€ XN Y, wegen der paarweisen Uis-
junktheit folgt X = Y —» a,c € X =—> a~c .
Symmetrie: a~b , d.h. ao,b€ X eP —> b,0€ X = b~oa.

Nach Defintion von a und A/~ gilt dann offensichtlich

s JVS

In 3.2. Beispiel 3 wurde festgestellt, daB zu jeder Abbildung
$ : A—> M eine Aquivalenzrelation gehdrt, die durch

3.6. a~vb & ‘f(c):j?(b)
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definiert wird. Wir wollen jetzt Uberlegen, dal man ¢ Uber
A/~ "faktorisieren" kann.
Dazu betrachten wir, wenn zundchst (A, ~ ) eine beliebige Aqui-
valenzrelation ist, die surjektive Abbildung:

V:A3da—> a€A=A/~v
die also jedes Element a € A auf die durch a erzeugte Aqui-

valenzklosse a = {x |x € A A x~a]) abbildet. Man nennt

Vv die zu (A, ~ ) gehdrende naturliche Surjektion.

Sei jetzt wieder (A, ~ ) die im Sinne von 3.6. zu Y: A—>M
gehdrende Aquivalenzrelation mit der zugehbrigen Menge
der aquivalenzklassen A = n/~s . Dann kann eine injektive
Abbildung

§ :A—> M
so definiert werden, daB3

9= SV
gilt. Man hat damit ¢ als Produkt der Injektion § und
der Surjektion v dargestellt. Das Bestehen der Gleichung

¢ = § v drickt man auch dadurch aus, daB3 man sagt, das

Diagramm
A —3  sm
3.7. \ §/"
A

ist kommutativ.

3.8.Definition von @

g:Adar—> g(a)eM .
Um zu sehen, daB dies tatsdchlich eine Abbildung ist, muB fest-
gestellt werden, daB es zu a nur ein Paar (a, ¢(a)) € Gr(?)
gibt, d.h. daB ¢(a) nicht von der Wahl des Reprdsentanten a
von a abhdngt. Sei a = b , dann folgt a~b , also nach 3.6.
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g (a) = ¢(b), womit das Gewlnschte bewiesen ist. Sei nun
a € A, dann gilt ( §)))(a) = §())(o)) = §(6) = ?(o), also
.}\)zg.

Der soeben geschilderte Sachverhalt kann noch verallgemeinert

werden, indem anstelle der zu b gehtrenden Aquivalenzrelation
a~vb &= 9(a) = §(b)

eine beliebige "kleinere" ("kleinere" bezieht sich auf die In-

klusion der zugehdrigen Grophen) Aquivalenzrelation tritt.

3.9. Sat z:
Sei ¢y : A—> M eine Abbildung und sei ~ eine Aquivalenz-
relotion von A mit der Eigenschaft
Aa,b €A fa~vb = ¢(a) = \f(b)] .

Dann sind

YV:Adar—> a €A/~
und

u}):A/’\J 3 a —> ?(0)6 ™
Abbildungen mit

g= 9 .
und ? ist durch die Gleichung § =4V eindeutig bestimmt.
Bewe is: Die surjektive Abbildung »  hatten wir bereits
zuvor betrachtet und als die zu ~~ gehdrende natUrliche Sur-
jektion bezeichnet. Um nun festzustellen, daB3 § eine Abbildung
ist, muB Uberlegt werden, daB ?(a) = y(a) unabhingig von
der Wahl des Reprdsentanten a von a ist. Sei a = b, dann
folgt a~vsb , also nach Voraussetzung ¢(a) = 9(b) .
Folglich ist § eine Abbildung. Ferner gilt fUr a € A:
(pv)a) = ¢(a) = 9(a) ,

also P = §‘V. Sei auch § =LV mit einer Abbildung
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oL : A/~ —> M, dann folgt tf(o) = (o v)(a) =°L(;) = g» (;),

also o = 9

Dieser Satz kann auf endlich viele Aquivalenzrelationen ausge-

dehnt werden.

3.10. Sa t z:
Sei Y Af XeeoXay—> M
eine Abbildung und seien
(A4 I/}J)I""I(A'f\l’:‘\r\")

Aquivalenzrelationen mit der Eigenschaft
Alay jeeian)(by,eee,bn) € Ay xouoxay

[Otf:/bL fuir i=1,..,n —> ?(01 ,...,0“)= \S)(b,‘ ,..b-n)]
Dann sind
MR, Xe XA 3 (a,‘ ,...,on)"—>(a4 ,...,on) € (A,‘ /f'l\/)x..x(Aﬂ/’;/
und
(5‘, :(A,]/f:J)x...x(An/r”\‘J) 5 (a, ,...,;n)l-——%p(o,, reve@ ) EM
Abbildungen mit ¢ = § s und \§ ist durch iie Gleichung
g = @J‘ eindeutig bestimmt.

Beweis:lWie im Beweis von 3.Y. sinc die Behauptungen so-
fort zu bestdtigen, wobei jetzt die "Vertrdglichkeitsvoraus-
setzung" | a; ¥ b, firi=1,...,n :\g(a,‘,...,on)z
¢ (b, seeesb )] impliziert, daB $ eine Abbildung ist.
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§4 0O0rdnungen

4.1. Definition:

Eine Ordnung (oder Anordnung) einer Menge A ist eine Relation

3 = (A,A,U) , die folgende Eigenschaften erfullt:

(1) Reflexivitit: A a€ a [(a,0) € U]

(2) Transitivitat: Aa,b,c €A [(a,b) € U A (b,c) € U=>(a,c) € U]

(3) Antisymmetrie: A a,b€E A [(a,b) € U A (b,a) E U=>a =b]

4,2. Bezeichnungen:
Fur ao,b€ A setze man
afb:&< (a,b) €U
o&b :<:>(o,b)¢ u.
Fur die Ordnung ¢ von A schreibt mon auch ¢ = (A, £ ) oder

nur kurz <, und man nennt A eine geordnete Menge mit der Ordnung € .

Mit der hier eingefUhrten Schreibweise nehmen die Bedingungen
(1), (2), (3) die folgende Ubliche Form an:

(1) Aa€A [a£adl

(2) Na,b,c€EA [aébabéc—0¢%c]

(3) Na,b€ A (a€bab€a—>a=b]

Ist ¢ = (A,A,U) eine Ordnung von A und ist B eine Teilmenge von A,
dann ist die Einschrdnkung der Ordnung ¢ auf B,
giB:= (8,8, Un (BxB)),
offensichtlich eine Ordnung von B.
Sprechen wir von Teilmengen einer geordneten Menge, dann verstehen

wir darunter stets geordnete Teilmengen in diesem Sinne.

Wie unmittelbar klar, ist die Gleichheitsrelotion in einer Menge A
eine Ordnung fur A, fur die gilt:

aé b&Sa=b
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Betrachtet man eine solche Ordnung als trivial, so kann man Ord-
nungen, wie wir sie jetzt definieren, als das "Gegenteil" der

trivialen Ordnung ansehen.

43. Definition:

Eine Ordnung € von A heiBlt totale Ordnung von A :<(=>
ANAa,b€EA fa€bvb<a].
Ist £ eine totale Ordnung von A, dann heiBlit A (bei £ ) total

geordnet oder auch ‘eine Kette.

Offenbar sind Teilmengen von total geordneten Mengen wieder total

geordnet. Die Ubliche Ordnung der reellen Zahlen ist eine totale

Ordnung.

Um ein nichttriviales Beispiel fUr eine Ordnung zu erhalten, die
keine totale Ordnung ist, betrachten wir zu einer Menge M die
Potenzmenge P (M) . Diese ist mit der Inklusion C von Teilmengen
von M als Ordnungsrelation eine geordnete Menge:

(1) AAaepr (M) [Ac Al

(2) AAaB,cePrP (M) [ACBAaBC C=>AC C]

(3) AABEP (M) [ACBABCA=>A = B]

Wie leicht zu sehen, ist P (M) mit dieser Ordnung dann und nur dann
totol geordnet, wenn M = @ oder M genau ein Element besitzt.
Besitzt also M mindestens zwei Elemente, so ist P (M) nicht

total geordnet.

Spdter werden wir oft von der folgenden Eigenschaft einer total

geordneten Menge Gebrauch machen,

4.4. L emma:

Ist A eine total geordnete Menge, dann kbnnen je endlich viele

Elemente aus A stets so numeriert werden, daB gilt:

a,£a,€ ... £a, .
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Bewe i s:Beweis durch Induktion, wobei der Induktionsbeginn
n=1 klor ist. Seien jetzt a,,..., a,, gegeben und gelte
schon(Induktionsvoraussetzung)

04€a,€ oo € an-a .
Entweder ist a...4 € @, , dann ist man fertig, oder es gilt a,,€ a., _4.
Dann k8nnen a, ,..., @n.2, 9 nach Voraussetzung in der gewln-
schten Weise numeriert werden, seien dies etwa

by€byi€ . €£bya &

Fur b, := a,_4 erhdlt man dann wie gewlnscht b, £ b, € ...%b,, .

Kehren wir zu einer beliebigen, geordneten Menge (A, € ) zuruck.

4.5.Definition:

Sei (A, € ) eine geordnete Menge.

1) a, € A heiBt ein maximales bzw. minimales Element in A:

Na €A [ap € a=>a, = d] bzw.
Aa €A [a€ay=>a=q,)]
2) a, € A heiBt grdBtes oder kleinstes Element in A:
A a€aA [o!a;] bzw.
Na€a [ao € q

3) Ein Element a, € A heiBt eine obere bzw. untere Schranke
einer Teilmenge B C A :

Ab€EB [b€ag] bzw.
Ab€B [a,€ b]

4) Sei BC A. Besitzt die Menge der oberen Schranken von B in A
ein kleinstes Element, so heiBt dieses Supremum von B in A,
in Zeichen sup(B) (wobei vorausgesetzt wird, daB es klar ist,
um welche Menge A und Ordnung € von A es sich handelt).
Besitzt die Menge der unteren Schranken von B in A ein grdfites

Element, so heiBt dieses Infimum von B in A, in Zeichen inf(B).
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Eine geordnete Menge braucht weder grdBte noch kleinste, weder
maximale noch minimale Elemente zu besitzen, wie die Menge der
reellen Zahlen zeigt. Sie kann auch mehrere maximale oder mini-
male Elemente besitzen. Z.B. ist in der Gleichheitsrelation einer
ilenge (als Jrdnung) jedes Element maximales und minimales
Element und, falls die Menge mehr als ein Element besitzt, gibt
es kein gréBtes und kein kleinstes Element.

Falls in einer geordneten Menge ein grdBtes bzw. kleinstes Ele-
ment existiert, ist es aber, wie sofort aus der Definition folgt,

eindeutig bestimmt.

4.6.De finition:
Eine Ordnung einer Menge A heiBt eine Wohlordnung, wenn jede

nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes Element besitzt.

Z.B. ist die Menge IN der natUrlichen Zahlen bei der natUrlichen
Ordnung wohlgeordnet. Hingegen ist R nicht wohlgeordnet und

auch kein Intervall in R .

Es ist klar, daB3 jede Wohlordnung einer Menge A eine totale Ord-
nung ist; hat man ndmlich zwei Elemente a,b € A, so muB die
Menge {a,b] ein kleinstes Element besitzen, d.h. es gilt

entweder a £ b oder b <€ a.

Bei vielen Uberlegungen in der Mathematik werden transfinite

Hilfsmittel gebraucht; das sind Hilfsmittel, die es erlauben

Schwierigkeiten zu bewdltigen, die durch unendliche Mengen,

Strukturen, Prozesse und dergleichen bedingt sind.

Unter"transfiniten Hilfsmitteln" verstehen wir die folgenden

dquivalenten Aussagen:

(1) Auswahlaxiom

(2) Wohlordnungssatz:Jede Menge kann wohlgeordnet werden
(d.h. besitzt eine Wohlordnung)
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(3) Zornsches Lemma

(4) Transfinite Induktion

Diese dquivalenten Aussagen sind selbst nicht beweisbar. Welche man

davon als Axiom und welche man entsprechend als Sdtze betrachtet,

ist vom logischen Standpunkt aus willkUrlich. Historisch ist man

vom Auswahlaxiom als Axiom ausgegangen.

Wir wollen hier das Zornsche Lemma als Axiom betrachten und davon

uneingeschrinkt Gebrauch machen.

4, 7. Zornsch es Lemma:
Sei A eine geordnete Menge.
Besitzt jede total geordnete Teilmenge von A eine obere Schranke,

dann besitzt A ein maximales Element.

Zum SchluB dieses Abschnittes sollen noch einige verbandstheore-

tische Begriffe zusammengestellt werden,

4,8.De finition:

1) Ein Verband ist eine geordnete Menge, in der jede zweielementige

Teilmenge ein Supremum und ein Infimum besitzt.

2) Ein Verband heiBit vollstdndig, wenn jede Teilmenge ein Supremum

und ein Infimum besitzt.

Durch Induktion ist leicht zu zeigen, da8 in einem Verband jede
nichtleere endliche Teilmenge ein Supremum und ein Infimum be-

sitzt,

Ein vollstidndiger Verband enthdlt offenbar ein grdBtes Element

( = Supremum der ganzen Menge = Infimum der leeren Teilmenge)

und ein kleinstes Element

= Infimum der ganzen Menge = Supremum der leeren Teilmenge)
9
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Setzt man in einem Verband A:

sup {a,b}
anb: = inf {a,b},

aub:

a,b € A

dann lassen sich die folgenden Begriffe, die Vertauschbarkeits-

bedingungen fUr Supremum und Infimum enthalten, kurz formulieren.

49.Definition:
1) Ein Verband (A, £ ) heiBt modular :

= Aa,b,c €A [a=anc=> (aub)nc=au(bnac)]
2) Ein Verband (A, € ) heiBit distributiv:

<= Aa,b,c€A [(eaub)nc=(anc)u(bnc)]

Dabei ist bemerkenswert, daBl die einen distributiven Verband

definierende Bedingung

(aub)nc=(anc)u(bnec) , a,b,c € A
mit der Bedingung
(anb)uc=(auc)n(buc) , a,b,c € A

dquivalent ist.

Gewisse distributive Verbdnde spielen eine besondere Rolle,

die sogenannten Boolschen Verbidnde.

4.10. De finition:
Ein Verband (A, € ) heiBit Boolscher Verband : &>
1) A ist distributiv

2) A enthdlt ein groBtes Element e und ein kleinstes Element o.
3) Nao€A Va€A [cua=e Anana=o].

Z.B. ist fur eine Menge M die Potenzmenge P(M) mit der
Inklusion <C als Ordnungsrelation ein Boolscher Verband. In
diesem Falle ist e =M, o=@ und fur jedes A E P(M)

A =M\A zu setzen, Die Symbole N und U im Boolschen
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Verband stimmen jetzt mit Durchschnitt und Vereinigung uUberein.

Man kann Ubrigens zeigen, daB jeder endliche Boolsche Verband

zu einem Verband (P(M), C ) isomorph ist (Satz von Stone).

Als Abschwdchung des Verbandsbegriffes spielt der Begriff der
filtrierten (oder gefilterten ) Menge eine wichtige Rolle fur

die Definition von Limites.

411.Definition:

Eine geordnete Menge A heiBt nach links (oder unten) bzw.
nach rechts (oder oben) filtriert :

jede zweielementige Teilmenge von A hat eine untere bzw.

obere Schranke.
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III. ALGEBRAISCHE GRUNDSTRUKTUREN

§1 Allgemeine OUperationen und Monoide

Sei G eine Menge.

1.1.Definition:
Eine (bindre) Operation in G ist eine Abbildung
¥: 6x6 —>6

Fur das Bild ¥ ((a,b)) von (a,b) € GxG bei y werden ver-
schiedene Bezeichnungen verwendet, die von weiteren Eigenschaf-
ten von ¥ und dem Zusammenhang, in dem ¥ auftritt, abhdngen.
L.B. kommen fUr X’((a,b)) folgende Bezeichnungen vor:

atb , a-b , ab , aob , anb , aub.

Wir schreiben  y(a,b) : = y((a,b))

und wollen jetzt einige wichtige Bedingungen fur y* formulieren.

1.2. Definition:
(1) Assoziatives Gesetz:
A a,b,c €6 [Xv(a, X(b,c)) = y( b*(o,b),c)]
(2) Existenz eines neutralen Elementes e:
VeeG Na€eG [B"(o,e) = y(e,a) = o]
(3) Existenz eines inversen Elementes (falls ein neutrales Ele-
ment e existiert):
Na€6 Va*e 6 [y(a,0") = y(a*a) = e]
(4) Kommutatives Gesetz:

Aa,besG [X'(o,b) = X’(b,o)] .

Im Fall ab : = ¥ (a,b) bzw. a+b : = ¥ (a,b) nehmen diese

Bedingungen die folgende Form an .
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(1) a(bc) = (ab)c a+(b+c) = (a+b)+c
(2) ge = ea = a ate = e+a = @

(3) ao* = a*a = e a+a* = a*+a = e
(4) ab = ba a+b = b+a

Gewisse Kombinationen dieser Bedingungen ergeben bekannte Upe-

rationen.

1.3. Definition:

Sei y eine Operation der Menge G 3 # . Dann heiBt (G, X’) eine
1) Halbgruppe :<&=> (1) gilt

2) Monoid : &> (1) A (2) gelten

3) Gruppe : & (1) A (2) A (3) gelten

4) Kommutative oder Abelsche Gruppe :

& (1) A (2) A (3) A (4) gelten.

l.4,. Beispiele:

1) IN ist mit der Addition als Operation eine Halbgruppe, aber
kein Monoid.

2) IN ist mit der Multiplikation als Operation ein Monoid mit
dem neutralen Element 1 , aber keine Gruppe.

3) Die Menge aller Abbildungen einer Menge M # @ nach M ist
mit dem Produkt (= Hintereinanderausfihrung) von Abbildungen
als Operation ein Monoid mit der identischen Abbildung als

neutralem Element.

Es sollen jetzt einige Eigenschaften fir ein Monoid G bewie-
sen werden, die wir spdter in verschiedenen Fdllen brauchen.
Dazu wird die Operation von G in der Form ab geschrieben,
also als Multiplikation; dennoch werden die Resultate spdter

auch fir Monoide mit additiv geschriebener Uperation benutzt.
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Sei also G im folgenden ein Monoid.

1.5. Behauptung:

In einem Monoid G ist das neutrale Element eindeutig bestimmt.

Bewe 1 s: Seien e und e' neutrale Elemente von G, dann folgt
e' = ee' = e .
Hierbei wird nur benutzt, daB e l‘Links.i.denti'c‘cit"von e' und

e' “Rechtsidentitat"von e 1ist.

1.6.De finition:

Seien a,a',a",a* ¢ G . Dann heiBt a' Rechtsinverses bzw. a"
Linksinverses bzw. a* Inverses von a:{(=)

aa' = e bzw. o"a=e bzw. aa* = a*a =z e .

Existiert ein Rechtsinverses bzw. ein Linksinverses bzw. ein
Inverses von a , dann heiBBt a rechtsinvertierbar oder Rechts-

einheit bzw. linksinvertierbar oder Linkseinheit bzw. inver-

tierbar oder Einheit.

1.7.Behauptung:

Aus aa' = e A a"a = e
folgt a' = a" .
Folglich ist dann a' = a" ein Inverses von a wund falls a

ein Inverses besitzt, so ist dieses eindeutig bestimmt.

Bewedis: a =ea' = (a"a)a' = a"(aa') = a"e = a" .

Wird die Operation des Monoids G multiplikativ geschrieben
und ist a € G invertierbar, dann wird mit 0-1 das Inverse
von a bezeichnet, Wird die Operation von G als Addition

geschrieben, dann bezeichne -a das Inverse von a wund es

wird b-a : = b+(-a) gesetzt.
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1.8.Behauptung:
-1
Ist a imvertierbar, dann auch o , und es gilt
(") 2 a.

Sind a wund b invertierbar, dann auch ab und es gilt

(ab)™" ="'
Bewe is: Wegen oa“4 = 0—4 a=e ist a | invertierbar und
es gilt (a )-,I = o ,da das Inverse eindeutig bestimmt ist
und a ein Inverses von a ist.
Wegen (ab)(b-4 o’ ) = c!(bb-,1 )0-4 =cea | zaa ! ze

A

wnd (6" a " )(ab) = b (e "a)b=bTeb=b"b=ce

ist ab invertierbar mit dem Inversen b a , also gilt

(ab)™ 1 =T

1.9.Behauptung:
Die invertierbaren Elemente in einem Monoid G bilden bei der

Operation von G eine Gruppe mit der gleichen Identitdt wie G.

Bewe is: Folgt sofort aus der vorhergehenden Behauptung.

1.10. Fol gervung:
Die invertierbaren Abbildungen ( = Bijektionen, wie friher fest-
gestellt) einer Menge M auf sich bilden bei der Hintereinander-

ausfihrung als Verknupfung eine Gruppe.

1.11. Definition:

Ist M eine endliche Menge mit der Elementezahl n , dann heiBen
die Bijektionen von M auf sich Permutationen und die Gruppe
aller Permutationen hei8t die symmetrische Gruppe von n Ele-

menten, in Zeichen S, .
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Bemerkung: Welche Menge M mit n Elementen man zugrunde
legt, geht in die Bezeichnung S.,, nicht ein, da dies unwesent-
lich ist. Als Menge M mit n Elementen wird daher meist die

Menge {1,2,...,n} zugrunde gelegt.

Fir eine Permutation 5 der Menge {1,2,...,n} wird auch
die folgende Schreibweise benutzt:
(l 2 ... nﬂ) .= )
9 @, ... 0
wenn X : {1,...,n} —> {1,...,n}
die Permutation mit (i) =a; ,i=1,.0ee,n ist, d.h.

man schreibe in dem Schema

1 eee N
(7t(1) 7t(n)>

das Bild jeweils unter das Urbild.

Das assoziative Gesetz besagt fur eine multiplikativ geschriebe-
ne Halbgruppe, daB3 es bei einem Produkt von drei Faktoren nicht
auf die Reihenfolge ankommt, so daB man Klammern weglassen kann.
Diese Eigenschaft Ubertrdgt sich induktiv auf Produkte von mehr

als drei Faktoren, wovon wir bereits gebrauch gemacht haben.

Fur die Elemente einer multiplikativ geschriebenen Halbgruppe G
benutzen wir die (Ubliche) Potenzschreibweise.
Sei a€ G, ne N, dann sei
mn
g  : = ad...q
=200
n Faktoren
Fir m,n € IN gilt dann a™a™ =a™'" .
. . . o . . .
Ist G sogar ein Monoid, dann sei a : = e . FUr ein invertier-
bares Element a setzt man
- -4 =1 -1 -1
a " :i=za a  ...a =(a™) .
—————

n Faktoren
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In additiver Schreibweise hat man entsprechend, wenn das neu-
trale Element des Monoids G mit O bezeichnet wird:
na : = a+a+...+a , n€iN A Oa:=0
-

n Summanden

Beachte dabei, daB in Oa = O die erste O 1in Z und die

zweite O in G liegt. FUr invertierbares a gilt entspre-

chend fur n e N
(-n)o : = (-a)+(-a)+...+(-0)

-g-a-...-a = -(na)
N—N

n

n Summanden
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§2 Gruppen

Es sollen jetzt Eigenschaften von Gruppen angegeben werden,
wobei die Gruppenoperation als Multiplikation geschrieben
wird. Im folgenden sei also G eine muliplikative Gruppe

mit dem neutralen Element e .

21.Behauptung:
Na€G[a*za & a=ce]

. a -
Bewels:$:a°1=a:aa =a=zaa  =e .,

&= :e%=e, da e das neutrale Element ist.

2.2.Behavuptung:

FUr a € G sind die folgenden Abbildungen Bijektionen:

(@) o),

: 63xr—>ax € 6, : Gax+—>xa €06

Ta:6 3x+—>a 'xa €6

Bewelis:

a(l): Da (2)

ax eindeutig bestimmt ist, ist a eine Abbildung.

(¢)

injektiv. Sei y € G , dann folgt a(a™'y) =y, d.h. y ist

Aus ax = ay folgt a'ax = x = alay = y , also ist a

£
Bild bei 0(2) , also ist a( surjektiv .
Analog fur a(f) .
T : Tu= ol (@1H®

lq @
(0-4)(8) O(Y) .

= Hintereinanderausfihrung von

und

Untergruppen

Ist eine algebraische (oder sonstige) Struktur G gegeben,
dann sind "Unterstrukturen" von G von Interesse, das sind
Teilmengen H von G , die bei "Einschrdnkung" der Struktur
von G auf H selbst wieder eine solche (oder damit zusam-

menhdngende) Struktur darstellen.
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23.Definition:

1) Eine Teilmenge H von G heiBt Untergruppe von G , wenn
H bei der Einschrénkung der Gruppenoperation von G auf H,
d.h. also bei

HxH 2 (h4y ,hg) —— h, h,; € H
eine Gruppe ist.
Ist H Untergruppe von G , dann wird H G G geschrieben.

2) Eine Untergruppe H von G heiBlt Normalteiler von G :

Aa€eG[a'™a:= {oathalheH} =H] .

Wir weisen zundchst darauf hin, daB3 die Definition der Unter-
gruppe die Forderung einschlieBt, daB fir h, ,hy € H auch
hshy, € H gilt. Sei HGG wund sei e' das neutrale Ele-

ment von H , dann gilt e'e' = e' ; nach 2.1. genigt aber

nur das neutrale Element e von G dieser Gleichung, so dafl
e' = e folgt. Dann folgt noch 1.7. , daB das inverse Element
von heH in H mit dem inversen Element h ™1 von h in
G Ubereinstimmt. In der Untergruppe H von G stimmt also

nicht nur die Operation mit der von G Uberein, sondern auch

das neutrale Element und die Inversenbildung.

24, Untergruppenkriterium:
Sei G eine Gruppe und H eine nichtleere Teilmenge von G ,
dann gilt:
(1) H ist Untergruppe von G &=
A a,be ﬂ'[ab‘A € H].
(2) Ist H 'enaiich, dann gilt:
H ist Untergruppe von G &
Aa,b €6 [abeH] .

Bewels:

(1) => : klar nach Definition einer Untergruppe.
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(1)&— :aeH=—> (fir b=a) aa™'=e€H .Da ee H—>

(ce H = ea™"

=a~% ¢ H) . Dann folgt aus a,be H
auch a,b-'e H=>0a(b")" "= abeH.
Damit ist festgestellt, daB die Einschrdnkung der Gruppen-
operation von G auf H eine Operation in H 1ist. Da das
assoziative Gesetz in ganz G gilt, gilt es auch fir die
Elemente aus H . Da ferner, wie schon festgestellt, e € H
vnd fir aeH auch a e H , ist H eine Gruppe .
(2) = : klar.
(2) <= : Nach Voraussetzung existiert fUr jedes a € H die
Abbildung H>h —> aheH ,
die nach 2.2, injektiv ist. Eine injektive Abbildung einer
endlichen Menge ist aber surjektiv, denn wegen der Injek-
tivitdt muB es ebenso viele verschiedene Bilder wie Urbil-
der geben.Da mit a € H nach Voraussetzung auch aa = a®
€ H, ist auch
Hah+—> alheH
surjektiv. Daher gibt es ein h, € H mit a® hg = a,
folglich gilt
a*(a%hy ) = ho =a®a=a"TeH.
Aus a,be H=—>a,b-' e H==ab" " ¢ H, also ist die
Bedingung in (1) erfullt und nach (1) folgt die Behaup-
tung.

2.5.Definitio n:

Seien HG G und ae(lf, dann heif3t
aH : {oh lheH}

fhalheH}

_die durch a erzeugte Rechts- bzw. Linksrestklasse von G

bzw. Ha :

~modulo H oder auch von G nach H .
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Wir beschrdnken uns im folgenden auf die Betrachtung von
Rechtsrestklassen, da die entsprechenden Uberlegungen fur

Linksrestklassen vollig analog verlaufen.

26, Hil fssat z: o

Seien HGG wund a,b €' { , dann gilt:

(1) oH = bH&= b e aH &< a b € H

(2) {aH la € G} 1ist eine Partition von G

(Definition einer Partition siehe II 3.5.)

Beweis:

(1): oH=bH =—> be = b e oH (da e € H).
Umgekehrt besagt b € aH , daB8 ein h, € H mit b = ah,
existiert == bH = (ahy )H = a(hy H) = aH , also gilt
aH = bH& b e aH . Aus beaH=—=b =ah, , hy € H
= o
== b = chy ==> b € aH . Damit ist (1) gezeigt.

(2): Wegen a€ aH =—> aH 4 @ AqLe)c?H=G°
Sei beaH ncH mit a,b,c €6 = nach (1)

aH = bH = cH ,

b=hoe H.Auvs a'beH => o 'b=h,e H

also sind verschiedene Restklassen disjunkt. Insgesamt

ist gezeigt, daB {aH [a € G] eine Partition ist.

Wir bemerken noch, daB der erste Teil von (1) besagt, da83
genau die Reprisentanten einer Restklasse die Restklasse er-

_zeugen,

Der Beweis dieses Hilfssatzes kann auch so gefihrt werden,

dafi man durch a~b : & o'beH

eine Aquivalenzrelation in G definiert, fur die die durch a
erzeugte Restklasse gleich aH 1ist, Die Behauptung folgt dann
aus II 3.4. .
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Man beachte bei allen Uberlegungen, wie sich die Schreib-
weise dndert, wenn die Gruppenoperation als Addition geschrie-

ben wird.

2,7.Beispiele:

1) Sei jetzt G = Z mit der addition als Gruppenoperation.
Fur n elIN sei nZ: = {nzlze Z} , dann gilt
nZ G 2.

Es gibt jetzt genau die Restklassen

0+nZ, 1+nZ,..., n-1 +nZ ,
denn jede ganze Zahl 2z besitzt bei Teilung durch n mit
Rest genau eine der Zahlen 0,1,...,n-1 als Rest:

Sei etwa

N
o]

Z = ng+r mit 0 <n ,
dann gilt offenbar
z € r+nZ .
2) Sei jetzt G =R mit der Addition als Gruppenoperation
und Z als Untergruppe. Uberlege, dafl man dann genau alle
Restklassen g +Z , 9 €R in der Form

9 +Z mit 0<£ ¢ < 1
erhadlt.

2.8.Definition:
Die Ordnung einer Gruppe G , in Zeichen 0rd(G) , sei die
Elementezahl von G , falls G nur endlich viele Elemente

enthdlt, und sonst das Symbol oo |,

2.9. Sat z:
Sei G eine Gruppe mit 0rd(G) = n (€IN) wund sei HGG .
Dann ist Ord(H) ein Teiler von 0rd(G).
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Bewedis:Da {aHla € G} eine Partition ist, kann man
alle Elemente aus G dadurch zdhlen, dal> man die Summen der
Elemente in den verschiedenen aoH bildet. Da , wie friher
festgestellt,

GIxr—> ax €6
eine Injektion ist, enthdlt aH genau so viele Elemente wie
H . Ist die Zahl der verschiedenen Restklassen aH gleich m,

dann folgt 0rd(G) = m Ord(H) .

Die Anzahl m der verschiedenen Restklassen von G nach H

nennt man auch den Index von G nach H .

Aus diesem Resultat erhdlt man z.B. die
2.10. Folgerunag:
Ist G eine Gruppe mit 0rd(G) = p =Primzahl, dann besitzt

G nur die "trivialen Untergruppen " {e} und G .

Beweis: Teiler von p sind nur 1 und p .

Normalteiler und Faktorgruppen

Eine Untergruppe H von G mit der Eigenschaft

AaeéG [0'4Ho = H]
hatten wir in 2.3. Normalteiler von G genannt. Wir stellen
zundchst fest:

a™"Ha = H &> Ha = oH .

Zum Beweis multipliziere mon o 'Ha = H von links mit a bzw.
Ha = aH von links mit o~7 .
Bei einem Normalteiler stimmen also die Rechtsrestklassen von
G nach H mit den Linksrestklassen iUberein. Aufgrund dieser
Voraussetzung ist es nun mdglich, die Menge

{aH1a € G } = {HalaeG}
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selbst wieder zu einer Gruppe, der sogenannten Faktorgruppe
von G nach H , in Zeichen G/H, zu machen. Sei zundchst

G/H : = {aH la € G} .

2.11. Behauptung:
¥ : G/HxG/H 3 (aH,bH) ———> abH e G/M

ist eine Gruppenoperation.

Beweis: Der wesentliche Punkt beim Beweis, bei dem die
Normalteilereigenschaft von H eingeht, ist der zu zeigen,
dall g, eine Abbildung ist. Zundchst wire es ja moglich, daB,
wenn man aH und bH durch andere Reprdsentonten erzeugt,
etwa aH = o'H R bH = b'H ,
man ein von abH verschiedenes Element a'b'H erhalten wirde.
Aus aH = a'H, bH = b'H folgt a' =ah, , b' = bh,
(h, yhy € H) , also gilt

a'b'H = ah, bhy H
Wegen Hb = bH gibt es ein h] € H mit h,b = bh,
damit folgt ah, bhy H = abh} hygH = abH ,
was zu zeigen war. Um die weiteren Gruppeneigenschaften zu
prifen, setzen wir

aHbH : = }r(oH,bH) = abH .

Assoziatives Gesetz:
(aHbH)cH = abHcH = (ab)cH
Neutrales Element:

n
]

a(bc)H = aHbcH = aH(bHcH) .

eaH = aH = aeH

Dies ist eH , denn eHaH aHeH .
Inverses Element:
Das inverse Element von aH ist a 'H :

aHa™"H = aa™H = eH = a™"TaH = a'H aH.

Damit ist 2.11. bewiesen,
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212, Definition:
Die durch 2.11. definierte Gruppe G/H mit der Gruppenope-
ration
aHbH : = abH
heiBt die Restklassen oder Faktorgruppe von G modulo H

oder von G nach H .

Gruppenhomomorphismen

Zu jeder algebraischen (oder sonstigen) Struktur gehoren die
strukturerholtenden Abbildungen. Diese sind in zweifacher
Hinsicht von groBler Bedeutung. Einerseits treten sie als
Hilfsmittel auf, um Ergebnisse von einer Struktur in andere
Strukturen der gleichen Art zu Ubertragen. Andererseits bil-
den gewisse Mengen von strukturerhcltenden Abbildungen selbst
wieder eine Struktur, die dann zum Gegenstand der Untersuchung

gemacht werden kann. s

2,13. Definition:
Seien G eine Gruppe mit multiplikativ geschriebener Gruppen-
operation und G' eine Gruppe mit der Gruppenoperation © .,
a) Eine Abbildung
y : 6—> G'
heiBt ein Gruppenhomomorphismus (oder kurz Homomorphismus)
von G nach G'
Aa,beG [yp(ab) = ¢(a)o 9(b)] .
b) Sei ¢ : 6 —> G' ein Gruppenhomomorphismus und sei
e' das neutrale Element von G' , dann heif3t
ke(9) :={ala€6 s g(a)=e]

_ﬁer Kern von g .
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214, Folgerunag:

Sei y: G ——> G' ein Gruppenhomomorphismus.

1) Sei e das neutrale Element der Gruppe G , dann gilt
e eKe( ¥) .

2) Ke( 'y ) ist ein Normalteiler von G .

Beweis:
1) y(e) = g(ee) = yg(e) o g(e) = ¢ (e) ist das
neuvtrale Element e' von G' (nach 2.1.)

2) Seien a€G , keKe(y) =
nf(o"'ka) tj?(a"') o ¢(k) ° ¢(a) = \5)(0-4)Oe' o ¢(a)

g(@) o ¢(a) = g(a¥a) = ¢ (e) kel § )
nach 1) = a "Ke( g )a CcKe(¥ ) . Da dies fur jedes h

a € G gilt, also auch fur o' anstelle von a , folgt

Ke(y ) = o (aKe( g Ja")a ¢ a "Ke( ¥ )a .

Folglich gilt a "Ke( y )a = Ke( ¢ ) , was zu zeigen war.

215, Homomorphiesat z:
Sei y : 6 —> G'
ein Gruppenhomomorphismus. Dann sind
V:iGda —m> aKe(\f)eG/Ke(y)
ein surjektiver wund »
‘}:G/Ke(sy ) 2ake(y ) —> ¢(a) € G’
ein injektiver Gruppenhomomorphismus und es gilt

lf:\?\) .

Be we is: Zur Abkurzung schreiben wir im Beweis H : = Ke( Y ).
Nach 2.14., wissen wir, daB dies ein Normalteiler ist, so daB
die Faktorgruppe G/Ke( v ) existiert. Zundchst ist klor, daB
V eine surjektive Abbildung ist. Wegen
y(ab) = abH = aHbH = v (a) v (b)

ist v auch Homomorphismus. Fir § muB zundchst festgestellt
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werden, daB3 es eine Abbildung ist, denn die Definition von
§ (aH) = f?(o) hdngt von der Wahl des Reprisentanten a von
oH ab. Sei aH = bH, also b = ah, h € H, dann folgt
9(b) = $(aho) = §(e)eg(ho) = ¢(ae' = (o),
so daBB aus aH = bH folgt
5 (M) = 9(o) = g(b) =3 (o) .
Somit ist ?(OH) unabhdngig von der Wahl von a durch oH
eindeutig bestimmt, d.h. é ist eine Abbildung. Dafir gilt
§ (aHbH) = ; (abH) y(ob)
$() §(6) = § (aH) § (1) ,

also ist § ein Homomorphismus .

Sei jetzt
F (o) = g(a) = g(b) = (bH) ,
dann folgt
e' = 9(0)"4 T(b) = Y(a'4) «f(b) = ¢ (a'b)
also a'b=keH-= Ke( 9 ) , woraus aH = bH folgt. Also
ist § injektiv.
SchlieBBlich gilt
(¢v)a) =g (¥(a)) =g (aH) = ¢ (a) ,
woraus Y = § v folgt. Damit ist der Homomorphiesatz be-

wiesen.

Die Bedeutung dieses Satzes, der in dhnlicher Form in vielen
algebraischen Strukturen auftritt,liegt darin, daB danach jeder
Homomorphismus ein Produkt eines injektiven und eines surjek-
tiven Homomorphismus ist, wobei der surjektive Homomorphismus

v nur von Ke( Y ) abhdngt und fur alle Normalteiler H
von G 1in der gleichen Weise durch

G 3a+—> aH € G/H

definiert wird. Ferner gilt offensichtlich, daB, wenn ¢
selbst surjektiv bzw. injekitv ist, § bzw., » sogar bi-

jektiv sein mu3.
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§3Ringe und Kdrper

Allgemeine Eigenschaften

Die bisher betrachteten algebraischen Strukturen wie Halbgrup-
pen, Monoide und Gruppen sind durch eine (bindre) Operation,
die gewisse Bedingungen erfillen muB3, definiert. In den Ringen
und Korpern lernen wir algebraische Strukturen kennen, die
durch zwei Uperationen - eine Addition und eine Multiplikation

- definiert werden.

3.1.befinition:

Ein Ring ist ein Tripel (R,+,:) mit folgenden Eigenschaften:

(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe

(2) (R,) ist eine Halbgruppe

(3) Es gelten die distributiven Gesetze:
A a,b,c € R [(o+b)c = actbc A a(b+c) = ab+ac]

(4) (R,+,*) heiBt ein Ring mit 1-Element, falls (R,*) ein
Monoid ist.

(5) (R,+,*) heiBlt ein kommutativer Ring, falls (R,-) kommuta-

tiv ist.

Wir geben jetzt eine Reihe von Bezeichnungen, Bemerkungen und
Folgerungen an, die wir spdter meist ohne besonderen Hinweis
benutzen werden.

Lie Uperation + wird Addition genannt, a+b heilt Summe von
a und b und wird auch als "a plus b" gelesen. Das neutrale
Element bei der Addition, das, wie friher festgestellt, ein-
deutig bestimmt ist, wird Nullelement oder kurz Null genannt
und mit O bezeichnet. Die Uperation - wird Multiplikation
genannt, a*b oder ab heil3t Produkt von a und b und wird

auch als "a mal b" gelesen. Hat (R,*) ein neutrales Element,
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das ebenfalls eindeutig bestimmt ist, so wird dieses Einsele-
ment oder kurz Eins genannt und mit 1 bezeichnet. Bei diesen
Bezeichnungen beachte man aber, daB im allgemeinen 0 wund 1

keine Zahlen sind(es sei denn, R ist ein Zahlring) .

Wir geben jetzt eine Reihe von einfachen Folgerungen aus der

Definition an.

3.2.Behauptung:
AreR[r0=0r=0])

Beweis: Aus 0= 0+0 folgt
10 = r(040) = r0+r0 =—>
0 = r0-r0 = rO+(r0-r0) = r0+0 = rO.

Analog fur die andere Seite.

Sei jetzt O ein Symbol und setzt man 040 : =0, 00 : = 0 ,
dann wird dadurch ein Ring mit genau einem Element, ndmlich
0 ,definiert. Ist andererseits R ein Ring mit genau einem
Element, so muB dieses das Nullelement O der Addition sein,
da dieses nach Voraussetzung ((R,+) ist Gruppe) existieren
mui3. Es gilt dann ebenfalls 0+0 = 0, 00 = O . Es gibt also
(bei unserer Bezeichnung) genau einen Ring mit genau einem
Element, dieser wird als Nullring bezeichnet. Beachte:Der

Nullring ist ein Ring mit Einselement (= 0).

3.3.Behauptuvung:
In einem Ring R mit Einselement, der mindestens zwei Ele-

mente besitzt, gilt 1 ¢# O .

Beweis: Sei reR, r4 0. Angenommen 1 = 0 , dann
folgt nach 3.2, : r =11 =10=20

Widerspruch!
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3.4.Behauptung:
Ar,s €R [r(-s) = (-r)s = -(zs)]

Bewedis: rs+r(-s) = r(s+(-s)) = r0 = 0.
Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elementes in einer Gruppe

folgt: r(-s) = -(rs) . Analog fur (-r)s .

Homomorphismen und Ideale

Abbildungen von Ringen, die die Struktur des Ringes "erhalten",

heillen Homomorphismen. Genaver gilt:

3.5.Definition:
1) Seien R und S Ringe. Eine Abbildung
9 : R—>S
heift (Ring-)Homomorphismus von R nach S : &>
@ 9 ist ein Homomorphismus der additiven Gruppe von R
in die von S, d.h,
Arg,ry €R [g(r,‘ﬂ'&): g (x4 )+9(r&)] ,
@ /\r,1 /Ty ER [g(r,, rpg) = 9(14)3(1'51,)1 .
2) Ein Ringhomomorphismus ¢ : R—>5 heillt unitar : &
R und S sind Ringe mit Einselement 1 bzw. 1°'
und es gilt ¢(1) =1" . '
3) Sei g : R—>35 ein Ringhomomorphismus.
Dann heif3t
Ke(g) : = {klke R ag(k) =0¢€ s}
der Kern von 9 .
4) Eine Teilmenge C eines Ringes R heiBt Linksideal bzw.
Rechtsideal bzw. zweiseitiges Ideal von R : &>
@ C 1ist Untergruppe der additiven Gruppe von R .
@D Acec AreR[rceC bzw. cre C bzw.
cr € C Axc€ C] .



-70 -

Die weiteren Uberlegungen sollen zeigen, da:., der Kern eines
Ringhomomorphismus ein zweiseitiges Ideal ist und dals umge-
kehrt zu jedem zweiseitigen Ideal C ein Ringhomomorphismus

angegeben werden kann, dessen Kern gleich C 1ist.

3.6. Behauptunag:

Ist Q: R —> S ein Ringhomomorphismus, dann gilt:

a) Ist O bzw. 0' die Null in R bzw. in S, dann folgt
3(0) = 0’

b) A reR [3(-:) = - 9(r)J .

Bewelis:
a) 9(0)+ ¢(0) = (0+0) = ¢(0) => ¢(0) = 0"
b) ¢(r)+ g(-1) = g(r-r) = g(0) = 0" ==  g(-r) = - g(x)

3. 7. Behauptung:
Sei ¢ : R—>S ein Ringhomomorphismus, dann ist Ke( g )

ein zweiseitiges Ideal von R .

Beweis: Wegen 3.6. gilt O ¢ Ke(g ), also Ke( ¢ ) 4 g .

Ferner folgt aus 3.o. fir beliebige k., ,k, € Ke ( 9 )
g(ky -kg ) = 9(k4)-9(kg)

0'-0' =0'€ S,

also k, -k, € Ke( 9 ) . Noch dem Untergruppenkriterium ist

folglich Ke( 9 ) eine Untergruppe von (R,+) .

Seien jetzt k € Ke( 9 ), re R, dann gilt
¢(kr) = g(k) ¢ (r) =0'¢(x) =0 ,
o(sk) = g(x) g(k) = ¢ (1)0" = O

Damit ist der Beweis vollstdndig.
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Restklassenringe

Um nun zu zeigen, daB8 jedes zweiseitige Ideal Kern eines
Homomorphismus ist, konstruieren wir den Restklassen- oder
Foktorring nach einem zweiseitigen Ideal. Sei also C zwei-
seitiges Ideal des Kinges K , dann existiert zundchst die
additive Faktorgruppe K/C (im Sinne von 2Z2.-742 ) , bei
der die Addition durch

(r, +C)+(r°1+C) := (r, +ry )+C

definiert ist.

Behaouvuptung:
Definiert man in R/C eine Multiplikation durch
(r 4 4C)(rg+C) : = 1 1y +C ,

dann wird R/C zu einem Ring.

Stellen wir dazu zuerst fest, daB
R/CxR/C 3 (r 4 +C,ra_+C)
eine Abbildung ist. Sei

> 1,14 € R/C

r,I+C=r:’+C R ’a,“c-‘-f,'z"'c R
also Iy = 1, +c, , r:l’ = Iy 4cy ,
dann folgt
rl ry+C = (ry +c, )(xy +c, )+C
= I Ig%c, Iy +r cy+c c, +C

r, ry+C ,
denn da C zweiseitiges Ideal ist, gilt
c rg+r yco+ccy €C 0

Also hdngt r ro +C nicht von der Wahl der Reprdsentanten
von r, +#C und 1y +C ab, d.h. wir haben in der Tat eine
Operation. Wegen

(r4+C)((rg +C)(r54C)) = r (x5 )4C
= (r )3 4C = ((1,4 +C)(rc1+C))(r3 +C)

ist diese assoziativ. Ferner gilt
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"

((r4 +C)+(ra_+C))(r3 +C) (r1 +ra_+C)(r3 +C)

(r 415 )r3+C
(r1 I3 +C)+(r‘;z I3 +C)
(r, +C)(r3 +C)+(r, +C)(r3 +C) ,

analog folgt das zweite distributive Gesetz. Ist R ein

1}

Ring mit Einselement 1 , dann gilt
(r+C) (14C) = r1+C = r+C .
(14C)(r4C) = 11+C = r+C ,

d.h. dann ist 1+C Einselement von R/C . Wir fassen zusammen.

3.8. Sat z:
Sei R ein Ring und C ein zweiseitiges Ideal in R .
Dann wird die Menge R/C = {r+Clre R} durch die Defi-
nitionen
(£, 4C)+(ry +C) : = r+ry+C ,
(rq4C)(rg+C) : = rqyry+C

(1’1 lr& € R)

zu einem Ring.
Besitzt R ein Einselement 1 , dann ist 14+C Einselement

des Ringes R/C .

3.9.Definition:
Der in 3.8. definierte Ring R/C heiBt Faktorring oder Rest-

klassenring von R nach C oder von K modulo C.

3.10. Sat z:
Voraussetzungen wie in 3.7. .
Die Abbildung

V: Roar > r+C € R/C

ist ein Ringhomomorphismus mit Ke( v ) = C .

Bewedlis:



- 73 -

v(r1 +rQ‘) =1, +ry +C (r4 +C)+(r1,+C)
(e (ra)
(r4 +C)(xrg +C)
Y(x0) (zg ) ,
also ist v ein Ringhomomorphismus.
Fur ce C folgt v(c) =c+C=C=0+C, also c €Ke(y ) .
Sei umgekehrt k € Ke( v ) , dann folgt
y(k) = ki€ = 0+C
also k € C . Somit gilt Ke( ¥ ) =C .

v(r,rg) = r 1y +C

Wir wollen jetzt einige Beispiele fiur Ringe und Ideale betrach-

ten.

Ideocle des Ringes Z der ganzen Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen zusammen mit der Ublichen Addition
und Multiplikation von ganzen Zohlen ist ein Ring, der der
Ring der ganzen Zahlen genannt und mit Z bezeichnet wird.
Wir wollen alle Ideale von Z bestimmen, wobei wir jetzt
nicht zwischen Links-, Rechts- und zweiseitigen Idealen unter-

scheiden mUssen, da der Ring Z kommutativ ist.

Ist r, Element eines beliebigen Ringes R , dann ist die

Menge
ro R = {rorlr €R}

ein Rechtsideal von R , wie man leicht nachprift. Ein solches
Ideal, das aus den Vielfachen eines Elementes besteht, heifit
ein Hauptideal. Ein kommutativer Ring, in dem jedes Ideal
Hauptideal ist, heiBt Hauptidealring.

3.11. Satz:

Z ist ein Hauptidealring.
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Bewelis: Sei C ein Ideal aus Z . Ist C = {0} ,
dann folgt C = 0Z . Sei nun C % {0} , dann gibt es ein
c€eC,c+0.Aus c+0 folgt ¢ >0 oder -c >0 .
Da mit ¢ € C auch (-1)c = -c € C, folgt
ct=cnANgg .

Da die Ordnung von IN eine Wohlordnung ist, gibt es in ct
ein kleinstes Element c, . Sei jetzt z € Z , dann kann
z durch ¢, mit Rest geteilt werden:

Z = Co q+r , qre ?Z,0<€r<c, .
Sei jetzt z € C , dann folgt

zZ-cobq=reC .
Wegen 1 < c, folgt r ¢ ct und wegen 0 £ r folgt r =0,
d.he z=c¢c,q . Damit ist Cc c, Z gezeigt. Wegen c, € C

gilt aber auch ¢, Z € C, also C=c, Z, was zu zeigen war.

3.12. Folgerung:
Seien m,n € Z und sei t € Z groBter gemeinsamer Teiler
von m und n . Dann gibt es a,b € Z mit

ma+nb = t .

Bewelis: Wie leicht zu sehen, ist
mZ+nZ : = {mz, +nz, | z, ,z; € 7}

ein Ideal in Z . Folglich existiert ein t € Z mit

tZ = mZ+nZ .
Wegen m,n € tZ ist t gemeinsaomer Teiler von m wund n .
Sei auch d € Z gemeinsamer Teiler von m wund n , dann gilt
m,n € dZ und folglich auch

tZ = m#4+nZ c dZ .

Daraus folgt, daB d auch Teiler von t 1ist, d.h. t ist

groBter gemeinsamer Teiler von m wund n.
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Konstruktion des Polynomringes

Sei R ein Ring mit Einselement und sei N, : = N u {0}
(mit 0 € 2) .
Mit Abb(N, ,R) wird die Menge aller Abbildungen von liy,
nach R bezeichnet. Sei dann
RIx]T = {glg enbb(N, ,X) & VkeIN, AL €N, [i>k=>g(i) = 0]}
d.h. die Teilmenge aller abbildungen von IN, nach R mit
9 (i) # O nur fur hochstens endlich viele i €N, .
Schreibt man ¢ als Familie

(ry) =(rp 2y sxg,000) , mitrg:= ¢(i) , ielN,,
dann sind also von einer Stelle k ab alle r; =0 .
In K [X] wird durch

(ag )¥(by) = = (a; +by )

und (°i,)(bL) N (P - D
mit £
i=0

cp = a; by . , L el

eine addition und Multiplikation eingefihrt. Wie leicht nach-
zuprisfen, wird R [X] damit zu einem Ring mit dem Nullelement
(0,0,0,...) und dem Einselement (1,0,0,...) .
Setzt man noch fur r € R und (a; ) € R [X]

r(a;) : = (ray)

X : = (0,1,0,0,0,...)

o

X :=(,0,0,0,....)

dann gilt, wie leicht zu prifen,

(fo yT4 seee, Tk ,0,0,...) =

M~
2]
-
>
.

Die rechts stehende Summe nennt man ein Polynom in X . Man
kann also jedes Element aus R [X] als Polynom in X
schreiben und nennt doher auch R [X] den Polynomring in

der Unbestimmten X mit Koeffizienten in R . Man beachte
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dabei die irrefilhrende Bezeichnung "Unbestimmte X" , da doch

X durch X = (0,1,0,0,...) wohldefiniert ist.

Boolesche Ringe

Um zu zeigen, welche zundchst etwas pathologisch erscheinende
Eigenschaften ein Ring haben kann, betrachten wir Bool%che
Ringe. Diese stehen im Zusammenhang mit den sogenannten Boole -
schen Algebren(auf die hier nicht eingegangen wird) und spie-

len bei gewissen Anwendungen eine Rolle.

3.13.Definition:
Ein Ring R heiB3it Bool%cher Ring :
Ar €eR [r 2 r] .

3.14, Folgerung:
Sei R ein Boolscher Ring, dann gilt:
AreR [r+r = 0]

und R ist kommutativ.

Bewels: Seien r,s € K

r+s = (r+s)% = 1% +rstsr+s = restrsesr
= rs+sr = 0
Fur s = r folgt O = r2+rd - r+r .

Also gilt r = -r fur jedes Element r € R. Damit folgen aus
rs+sr = O durch Addition von rs:
st = O+sr = rs+rs+sr = rs+0 = rs ,

also ist R kommutativ.

Beispiele fur BooFsche Ringe erhdlt man auf folgende Weise.
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Sei M eine beliebige Menge und sei P(M) die Potenzmenge
von M . In P(M) werden eine Addition und eine Multiplikation
folgendermaBen eingefihrt: Fur r,s € P(M) sei
r+s:=(rus)\(rns)
Is := rns .
Man prUft leicht nach, daB damit P(M) ein Boolscher Ring ist.
Das Nullelement dieses Ringes ist die leere Menge @ wund das

Einselement die Menge M .

Korper

3.15. De finition:
Ein Korper ist ein kommutativer Ring, bei dem die von 0 ver-

schiedenen Elemente bei der Multiplikation eine Gruppe bilden.

Offensichtlich ist diese Definition damit &quivalent, daBB ein
Korper ein kommutativer Ring mit einem Einselement 1 3 0 ist,
bei dem jedes von O verschiedene Element ein inverses Ele-

ment bezUglich der Multiplikation besitzt.

Beispiele fur Korper: @, R, C .

Dies sind Korper, deren Elemente Zahlen sind; derartige Korper
nennt man daher auch Zahlkorper.

Um weitere Beispiele fur Korper zu erhalten, beweisen wir

den folgenden Satz, der endliche Korper liefert.

3.16. Sat z:

Fur n e N, ist der Restklassenring Z/nZ genau dann ein

Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Bewedis: Sei n=p eine Primzahl.
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Dann sind
O+pZ, 1+4pZ,...,p-1 +pZ
genau die Elemente von 2/pZ .
Sei 0<k<p , kelIN, dann sind k und p teilerfremd.
Folglich gibt es a,b e IN mit

ka+pb = 1 ,
also ka = 1-pb .
Dann folgt
(k+pZ) (a+p2) = ka+pZ

l1-pb+pZ = 1 + pZ /

also besitzt k+pZ in Z/pZ das inverse Element a+pZ .
Folglich ist Z/pZ ein Koérper.
Sei jetzt ne IN keine Primzahl, dann zeigen wir, daB
Z/n? kein Kdrper ist.
1.Fall: n=0, also 07 = { o} .
Dann gilt
2+{0} - {O} und aus
(2+ {0} )(o+ {0} ) = 2o+ {0} = 1+ {0}
mUBte 2a =1 mit a € Z folgen.
2,Fall: n=1, also 12=17 .
Dann besitzt der Ring Z/Z nur ein Element, d.h. nur das
Nullelement, und ist folglich kein Korper.
3.Fall: n = ab mit a,b €N \ {1} . Dann gilt
a+nZ # 0+nZ , aber (a+nZ)(b+nZ) = n+nZ = nZ = 0+nZ .

Angenommen a+nZ hdtte ein inverses Element c+nZ , so folgt

einerseits

((c+n2) (a+n2)) (b+nZ) = (14nZ)(b+nZ) = b+nZ
und andererseits

(c+nZ) ((a+nZ) (b+nZ)) = (c+nZ)(0+nZ) = O+nZ

also b e nZ . Wegen b/n ergibt dies b =0 oder b =n .
Wegen O 4 n=zab , a4$ 1, ist beides nicht moglich, also
besitzt o+nZ kein inverses Element, d.h. Z/nZ ist kein

Korper.
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4 Moduln

Hier lernen wir einen neuen Typ von algebraischen Strukturen
kennen. Die bisher behandelten algebraischen Strukturen be-
standen aus einer Menge mit einer (z.B.bei Gruppen) oder zwei
Operationen(z.B.bei Ringen). Bei den Moduln werden zwei alge-
braische Strukturen, eine additive Abelsche Gruppe und ein

Ring, zu einer neuven Struktur verbunden.

41.befinition:
a) Ein R-Linksmodul ist ein geordnetes Tripel (M,R, ) mit
folgenden Eigenschaften:
(I) M ist eine additive Abelsche Gruppe.
(II) R ist ein Ring.
(III) g ist eine Abbildung:
¥: Rxi1 3 (r,m) ——> rme
mit
1)Assoziatives Gesetz:
A, /T, €K Ame H [r,‘ (rg m) = (r, r&)m]
2)Uistributive Gesetze:
A rx, )T T € RAm, mg ,me M [(r,, +rp)m =1, mrym
A r(m1-+m1) = m, +rmg )
(1v) (M,R,X') heilt unitdrer R-Linksmodul, Qenn R ein
Ring mit Einselement 1 1ist und fur alle m &€ M gilt:
Im=m .
b) Ein linearer K-Linksvektorraum ist ein unitdrer K-Linksmo-
dul (V,K, bv) , wobei K ein Korper ist.
c) Entsprechende Definitionen gelten fir R-Rechtsmoduln und

lineare K-Rechtsvektorrdume.

Ist (M,R, x’) ein R-Linksmodul, dann schreibt man dafiur auch

kurz Rl'l oder auch nur 11, wenn feststeht, um welchen Ring
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R es sich handelt. Ist entsprechend xV ein linearer K-
Linksvektorraum, so bezeichnet man diesen auch kurz als K-
Vektorraum oder auch nur als Vektorraum, wenn feststeht, um

welchen Korper K es sich handelt.

Bei einem Modul gt mit einem kommutativen Ring R, insbeson-
dere also bei einem Vektorraum, ist die Unterscheidung nach
der Seite,auf der R ‘"operiert", unwesentlich und wird daher
oft unterdrickt.
Ist ndmlich R ein kommutativer Ring und (M,K,X') ein R-Links-
modul, so erhdlt man durch die bLefinition

gl MxR 3 (mr) —> mel,
d.h. also durch die Festsetzung

K"(m,r) : = y(r,m)
einen R- Rechtsmodul, fir den mit der Ublichen Schreibweise
m = x(r,m) , mr = X”(m,r) gilt:
mr = rm , TER , meM

Die Kommutativitdt von R wird benutzt, um fir ' das as-
soziative Gesetz nachzuweisen:
(mr )r, = ra(rym) = (rgr, )m= (r, r&)m =m(r, ry) .
In diesem Sinne ist es gleichgiltig, ob man M als R-Links-

oder R-Rechtsmodul auffalit.

Beispiele:

1) Ist R ein Ring (mit 1-Element), dann ist aR bzw. R
ein(unitdrer) R-Links- bzw. R-Rechtsmodul. Dabei ist fir
rm bzw., mr mit r,mé€ R die Multipliaktion im Ring zu
nehmen.

2) Ist C ein Links- bzw. Rechtsideal eines Ringes K, dann
ist RC bzw. Co ein K-Links- bzw. K-Rechtsmodul, wobei
ebenfalls fur rc bzw. cr die Multiplikation in K zu

nehmen ist.
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3) Ist R ein Ring, dann ist die Menge
R" = {(r4 peessIpy )l r. € K}
mit der Addition
(rg reeerTn)#(sg yeeessm) t= (1 45,000 T ¥s )
und der "Modulmultiplikation"
r(ry ,eeery) + = (£r4 ,000,11y)

ein R-Linksmodul.

Auf die Theorie der Moduln soll hier nicht weiter eingegangen
werden, da der Spezialfall der linearen Vektorrdume in der

Vorlesung iber lineare Algebra eingehend behandelt wird.



- 82 -

IV.AUFBAU DES ZAHLERNSYSTEMS

§1 Die nattrlichen Zahlen

In diesem Abschnitt sollen die Eigenschaften der (Menge der)
natUrlichen Zahlen untersucht werden. Dabei werden wir uns auf
die Grundbegriffe der Mengenlehre stutzen, wie sie im I.Kapi-
tel eingefihrt worden sind. Zwar ist dort von der Menge der
natirlichen Zahlen schon gesprochen worden, aber nur in Beispie-
len, um die dort eingeflUhrten Begriffe zu veranschaulichen.
Dort, wo eine der wichtigsten Eigenschaften der natUrlichen
Zahlen verwendet worden ist, ndamlich die (vollstdndige) Induk-
tion, wurden damit Aussagen bewiesen, die wir in diesem Ab-
schnitt nicht bendtigen werden. Durch die fruhzeitige Verwen-
dung der Induktion wird hier also kein ZirkelschluB ausge-
fuhrt.

Zur Konstruktion der natirlichen Zahlen kann man folgender-
maBen vorgehen. Zundchst werden einige Eigenschaften der Men-
ge der natirlichen Zahlen, wie wir sie uns intuitiv vorstel-
len, ausgewdhlt und diese dann als Axiome zugrundegelegt.
Diese Axiome sollten in der Sprache der Mengenlehre formuliert
werden. Da die bisherigen Grundbegriffe der Mengenlehre nicht
ausreichen, um nachzuweisen, dafl es eine Menge gibt, die den
aqusgewdhlten Axiomen genugt, d.h. die ein "Modell" fur die
Axiome 1ist, werden wir die Existenz einer solchen Menge als
zusdtzliches Axiom der Mengenlehre fordern. Die Ubrigen Eigen-
schaften der natirlichen Zahlen, insbesondere die Addition

und die Ordnung, werden dann aus den Axiomen hergeleitet.
Bevor wir uns den Axiomen fir die natirlichen Zahlen zuwenden,
sei hier bemerkt, daB die Zahl "Null" zur Menge der natirli-

chen Zahlen hinzugenommen werden soll. Das ist zwar nicht un-
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bedingt erforderlich, bringt aber spdter bei der Entwicklung
der Rechenregeln fiur die Addition gewisse Vorteile mit sich.
Im Unterschied zur Menge IN = {1,2,3,...} werden wir die
hier zu betrachtende Menge mit IN, = {0,1,2,3,...} bezeich-
nen. Ubrigens kann man dasselbe Axiomsystem, das wir unten
zur Einfuhrung von [N, verwenden werden, auch zur Definition
von IN verwenden (denn es gibt offenbar eine ordnungstreue
bijektive Abbildung |N,—> IN). Nur muS8te man dann die Addi-

tion auf andere Weise definieren.

Die wichtigsten Eigenschaften der natirlichen Zahlen, die wir
in etwas abgewandelter Form als Axiome verwenden werden, wur-
den von Peano (1858-1932) (und frther auch schon von Dede-
kind (1831-1916) in &hnlicher Fassung) formuliert. Es sind

die sogenannten

PEANO AXIOME:

(P1) Null ist eine natirliche Zahl.

(P2) Jede natiirliche Zahl besitzt einen eindeutig bestimmten
Nachfolger, der wieder eine natirliche Zahl ist.

(P3) Null ist nicht Nachfolger einer notiurlichen Zahl.

(P4) NatUrliche Zahlen mit gleichen Nachfolgern sind gleich.

(P5) (Prinzip der vollstdndigen Induktion:)
Eine Eigenschaft, die der Null zukommt und mit jeder na-
turlichen Zahl auch ihrem Nachfolger, kommt allen natur-

lichen Zahlen zu.

Man wird sofort bemerken, daBl in diesen Peano Axiomen auBer
den logischen und mengentheoretischen Begriffen auch einige
undefinierte Begriffe vorkommen, wie "Null", "natiUrliche

Zahl", "Nachfolger". Wir wollen diese axiome daher in der
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Sprache der Mengenlehre noch weiter formalisieren. Die Axiome
(P1) und (P3) sagen im wesentlichen, daB die Wull ein beson-
ders ausgezeichnetes Element von IN, ist. (P2) sagt, daB die
Bildung des Nachfolgers eine abbildung von IN, in IN, ist.
(P4) sagt, daB die Nachfolger-Abbildung eine injektive Abbil-

dung ist.

1.1.Definition:

Ein Tripel (A,a, , ), bestehend aus einer Menge A , einem
Element a,e A und einer Abbildung «: A—> A, das den fol-
genden Axiomen genlgt:

(P'3) AxeaA [Ju(x) $ oo]

(P'4) _m ist eine injektive Abbildung

(P'5) NEeP(A) [age Ea(Ax€eE [u(x)eE]l)=>E =4
heiBt "Menge der natiurlichen Zahlen".

In dieser Definition sind die Axiome jetzt nur noch mit den
schon bekannten Mitteln der Mengenlehre ausgedriickt. Die Exi-
stenz einer Menge der natUrlichen Zahlen missen wir jedoch

tber die bisherigen Axiome der Mengenlehre hinaus noch fordern:
(M 6) Es existiert eine Menge der natUrlichen Zahlen.

Die nach (M 6) existierende Menge der natirlichen Zahlen

werden wir fortan mit (Ny ,0, v ) bezeichnen.

Das Axiom (P'5) sagt aus, daB unter allen moglichen Modellen
(A,a, , ), die die Axiome (P'3) und (P'4) erfillen, die
Menge der natirlichen Zahlen ein minimoles Modell ist. Man
sieht ndmlich leicht ein, daB3 eine Teilmenge E wvon [Ny ,

die O und mit jedem x auch M (x) enthdlt, ein Modell
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(£,0, wlt :E—>E) bildet, das (P'3) und (P'4) erfullt.
(P'5) beinhaltet aber auch eine der wichtigsten Beweistech-

niken, den Beweis durch vollstidndige Induktion.

1.2. Satz Uber den Beweis durch voll-
stdandige Induktion

Fur jedes n &N, sei eine mathematische Aussage A(n) for-

muliert. Dafur gelte (Induktionsanfang:) A(0O) ist richtig

und (Induktionsannahme:) aus der Richtigkeit von A(n)

(InduktionsschluB:) folgt die Richtigkeit von A( w (n)).

Dann ist A(n) fur alle n € IN, richtig.

Beweis:Sei E={xlx€INyg A A(x) richtig} . Es gilt
0€eE und Ax€eE [v(x) € E]. Nach (P'5) folgt E =IN, .

1.3.Definition der Addition von
natUrlichen Zahlen:
Fur jedes m €Ny, sei
O+m : = m
und, wenn n+m fur n € Ny schon definiert ist,

y(n)+m : =y (n+m) .

Wir zeigen, daB damit n+m fUr alle n,m € N, ‘definiert ist.
Sei m € IN, . Auf die Aussage:

An(n) = "ntm  ist definiert"
konnen wir den Satz Uber den Beweis durch vollstdndige Induk-
tion anwenden, denn A, (0) ist richtig und wenn wir annehmen,
daB A,,(n) richtig ist, dann ist auch A,( ¥ (n)) richtig.

Also ist n+m fur alle n,me IN, definiert.

Als bequeme Abkirzung definieren wir noch 1 : = y (0)
vnd 2 := v(1).
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1.4, Sa t z:

1) AneliN, [0+4n = n = n+0]

2) An €INg [14n v(n)]

3) Am,n€ Ny [mn = n+m]

4) Am,n,r € Ny [(mtn)+r = mt(n+1)]

5) Am,n,r € Ny [14m = 14n == m = n]

Bewelis:

1) O4n = n gilt nach Definition der Addition fur alle ne INy -
nt0 = n beweisen wir durch (vollstdndige) Induktion nach n.
Die Aussage A(n) ist dabei n+0 = n.

Induktionsanfang: 040 = O gilt nach Definition der Addition.
Induktionsannahme: Es gelte n+0 = n .
InduktionsschluB:Zu zeigen ist »(n)+0 = v (n) . Wegen
0 = n ist w(n)+0 = p (n+0) v (n).
Nach Satz 1.2. gilt daher n+0 = n fUr alle n €N, .
2) 1+n = v (0)+n = v (0+n) = y(n) .
3) Wir zeigen: A n €N, [/\m €Ny [m+n = n+m)] durch

Induktion nach n . Die Aussage A(n) ist dabei

A'meliNy [men = n+m] .

Induktionsanfang: A me INo [mO0 = O+m] . Das ist die Aus-
sage 1) des Satzes und schon oben bewiesen worden.
Induktionsannahme:Es gelte A m € INy, [mn = nem] .
InduktionsschluB:Zu zeigen ist A me INy [m v(n) = y (n)+m] .
Das zeigen wir durch Induktion nach m. Die Aussage A(m)
ist dabei m+ v (n) = y(n)+m .

Induktionsanfang: O+ v(n) = v (n)+0 ist richtig.
Induktionsannahme:Gelte m+ » (n) = yp (n)+m .

InduktionsschluB: Y (m)+ v(n) = v (m y(n)) =

v ( v(n)+m) (wegen Induktionsannahme Uber m) =

v(v(ntm)) = v ( v (m +n)) (wegen Induktionsannahme

tber n) = y( y(m)+n) = » (n+ v (m)) (wegen Induktions-
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annahme tber n) = y(n)+ y(m) . Also gilt m N
m (n) = (n)+m . Also gilt 3).

4) Wir zeigen Ame IN, [An,reiNg [(mn)+r = m+(n+r)]]
durch Induktion nach m:
Induktionsanfang: An,r € INy [(0+n)+r = n+r = 0+(n+1))
ist richtig.
Induktionsannahme: An,r € Ny [(mtn)+r = m(n+r)]
InduktionsschluB: An,r € IN, [(y(m)+n)+r = y(mn)+r =
= v((mn)+r) = y(m(ntr)) = v(m) + (n+2)] .

5) Wir zeigen Ar€WNy [Amn €N, [r+m = ren=>m = n]]
durch Induktion nach r:
Induktionsanfang: A m,n € IN, [O+m =0+n=—=m=n]
ist richtig.

Induktionsannahme: A m,n € IN, [r+m = r+n => m = n]

InduktionsschluB: Amne Ny [w(r)+m = v (r)+n =
v (r+m) = yp (r+n) = r+m = r+n (wegen P'4) —>

m:n]o

Wir haben mit diesem Satz bewiesen, dafi (N, ,+) ein kommutati-
ves Monoid mit O ols neutralem Element ist. Wir sagen, daf3

ein kommutatives Monoid (M, o) die Kurzungseigenschaft hat,

wenn gilt
AmnréeM[rom=ron=>m=n] .

Also ist (N, ,+) ein kommutatives Monoid mit KuUrzungseigen-

schaft.

1.5, Hil fs sat z:
Ane Ng [n#O%) Vme iNg [V(m)=n]]

Beweis:Nach (P'3) gilt jedenfalls v (m) $ O . Sei zum
Beweis der Umkehrung E = {xIx €N, A (x =0 vVmeN, [¥(m) = <)} .
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Dann ist 0 € ECINy . Ist x € E , so ist v (x) € E , weil
y (x) der Bedingung V m € IN, [v(m) = y(x)] genigt.

Nach (P'5) ist E =IN, . Ist also n€IN,=E und n% O,

so bleibt fur n nur die Moglichkeit VmelN, [v(m) = n] .

16.Definition der Urdnung der
natirlichen Zahlen
Wir definieren eine Relation < auf IN, durch

/\m,nelNo[mén:<==>Vr€lNo[r+m=n]] .

Behauptung: Die Relation £ auf IN, ist eine Wohl-

ordnung.

Beweis:

1.Reflexivitdt: Ane Ny [0+n = n]=Ane N, [n £ n] .

2.Transitivitét:Gelte m £ n und n < s fir m,n,s € Ny .
=> Vr,telNy [r+m = n A t+n = 5] =>

(t+r)+m = t+(r+m) = t+n= s => Vo e Ny [vtm = s] = m £ s .

3.Antisymmetrie:FUr m,n € IN, gelte m £ n und n <€ m . —>
Vr,s €ENg [r+m = n aAs+n = m] == (r+s)+n = r+(s+n) =
r+m = O+n=—> r+s = 0 .

Ist r 40, so existiert ein t €IN, mit y(t) = r nach
Hilfssatz 1.5. Also ist O = r+s = v (t)+s = y(t+s) im

Viiderspruch zu Hilfssatz 1.5. Also ist r = O wund damit

4. € ist ein Wohlordnung: Sei M S IN, ohne kleinstes Element.

Es ist M= @ zu zeigen. Sei E : -.-{x|x€,lN(7 AAm e M[x ¢ m]f .
Da M kein kleinstes Element besitzt, ist E~ M= @ , denn

y € Enil => AmeM[y £m], was der Annahme Uber M wi-
derspricht. Es ist sicher O € E . Sei x € E und v(x){¢ E.
—TQVNEM[XémAV(X)¥m]# VrEINO[r+x=m].
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Sicher ist r 4 O , denn sonst wire x =mé€ E NM= g .

Damit ist r = p (s) und s+ v(x) = v(s+x) = v (s)+x = r+x = m,
also y (x) € m im Widerspruch zu v (x) # m. Ist also x ¢ E,

so ist auch V(x) € E und damit E =N, und M=¢ .

Aus dem Beweis fur die Antisymmetrie merken wir uns noch die
Eigenschaft
Am,n e N, [mn=0 —> m=0

n] .

1.7.5atz(I.Monotoniegesetz)
Amn,r ¢INg [m £n —> r+m £ r+n] .

Bewedis:m=n=>t+m = n —=> t+r+m = r+t4+m = r+n —>

Ir+m = I+n .

Aus dem I.Monotoniegesetz folgt sofort die Aussage

Am,n,s, te INo[m £€nas€t=ms £ n+t] ,
denn mts € mit = t+m € t+n = n+t .
Wir fuhren die Multiplikation der natirlichen Zahlen an dieser
Stelle nicht ein, da sie sich spdter aus der Multiplikation
der ganzen Zahlen mit ergeben wird.
Zum Abschlul3 beweisen wir jedoch noch einen Satz Uber die
Eindeutigkeit der Menge der natirlichen Zahlen. Sicherlich
sind die Mengen {0,1,2,3,...} und {0',]',2‘,3',...}
verschiedene llengen, ober beide ergeben Modelle fur eine Menge
der natirlichen Zahlen. Man kann also nicht erwarten, dals es
nur eine "Menge der naturlichen Zahlen" gibt. Es genlgt aber
auch fir alle mathematischen Zwecke, daf} zwei Modelle fir die
Menge der natirlichen Zaohlen "isomorph" sind beziglich der

hier betrachteten Strukturen.
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1.8. Sat z:

Seien (A,ao, ) und (B,b,, » ) jeweils eine Menge der
natirlichen Zahlen(im Sinne von Definition 1.1.).

Dann gibt es genau eine bijektive abbildung f:A——>B , fir
die gilt f(a, ) =b, und Ax€A[f(u(x) = » f(x)] .

Bewe is:Wir definieren eine Abbildung f:A —> B durch

) f(a, ) :=b, wund f( w(x)) : = p(f(x)) , falls

f(x) schon definiert ist. Da fir (A,a,, ) das Prinzip

der vollstdndigen Induktion gilt, ist klar, dals die Aussage

"Fur alle x € A ist durch (*) genau ein Element f(x) ¢ B
definiert" richtig ist. Weiter ist f:A——> B die einzige
Abbildung, die f(ay) = by, wund A x e a [f( w(x)) = v (f(x))]
erfillt. Zu zeigen bleibt, dat! f bijektiv ist.

Wir bilden E={xlxe A o Vyea [ xty af(x)= f(y)}

und wollen zeigen, da3 E leer ist. Ist E nicht leer, so
besitzt E ein kleinstes Element uve E C A, denn A ist nach
1.6. wohlgeordnet. Ist u=a, und y % a, , so ist y = wu(z)
fur ein z€ A und f(u) = f(ay, ) = b, 4 vf(z) = fu(z) = f(y).
Dann konnte aber u kein Element von E sein. Also ist v % q, .
Sei y 4 u mit f(y) = f(u) gegeben. Da beide y 4 a, und u § q, ,
existieren s,t€ Amit  u(s) =y, wu(t)=vu, st t, t<u
und t $ u. Also ist t ¢ E und f(s) ¢ f(t) . Daraus folgt

Fy) = F(wa(s)) = v F(s) & vf(t) = Fuc(t) = (u), ein
Widerspruch zu f(y) = f(v) .

f ist surjektiv:Nach Definition gilt Bi(f) Cc B, b, € Bi(f).

Sei nun m € Bi(f), also f(x) = m fur ein x € A. Dann ist
flmw(x)) = vf(x) = v (m) € Bi(f) . Da auch in (B,b, , v )

das Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt, ist Bi(f) = B

und f surjektiv.

Man kann jetzt leicht zeigen, dafi auch f(x+y) = f(x)}+f(y) fur
alle x,y € A gilt und dais weiter aus x € y folgt f(x) € f(y).
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Daher ist es gleichgiultig, ob wir Addition und Urdnung in
(A,a, , M) oder (B,b,, vy ) studieren.
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3y2 Die ganzen Zahlen

Zur EinfGihrung der Menge Z der ganzen Zahlen verfochren wir
anders als bei den naturlichen Zahlen. Statt 2Z axiomatisch
zu beschreiben, wird Z mit Hilfe von INy konstruiert.

Die vorzunehmende Konstruktion von Z 1lilit sich aligemeiner
fur beliebige kommutative Monoide mit der Kirzungseigenschaft
durchfihren. Wir geben diese allgemeine Konstruktion an, die
es erlaubt, zu einem vorgegebenen kommutativen Monoid (M,+)
mit KUrzungseigenschaft eine kommutative "von M erzeugte"
Gruppe zu konstruieren.

Das Problem, das zur Erweiterung von IN, zu Z fUhrt, besteht
darin, daB3 die Subtraktion in IN, nicht unbeschridnkt durch-
fuhrbar ist. Nun konnte man daran denken, eine Erweiterung

zu 7 dadurch zu gewinnen, daB3 man formal alle mdglichen
Differenzbildungen m-n mit m,n € [N, vetrachtet und dieje-
nigen Differenzen, die in [N, nicht zu bilden sind, zur Men-
ge IN, als neue Elemente hinzunimmt. Dabei muB8 man aber noch
beachten, daBl formal verschiedene Differenzen dasselbe Ele-
ment in 2Z ergeben konnen, wie das folgende Beispiel zeigt:
die beiden formalen Differenzen 3-5 und 2-4 lassen sich
nicht in IN, auflosen; wir wissen aber, daof3 sie in Z das-
selbe Element -2 bestimmen, Also mu8 man 3-5 und 2-4
identifizieren. Welche formalen Differenzen(spdter werden das
einfach Paare von Elementen von [N, sein) man identifiezieren
muB3, kann man schon in der Struktur von IN, ausdricken:im
Beispiel gilt 3+4 = 5+2 (wegen 3-5 = 2-4 in Z); allgemein
wollen wir m-n mit s-t identifizieren, wenn mtt = n+s
ist. Dabei durfen jetzt auch die Differenzen betrachtet werden,
die in INg aufgelost werden konnen. Das fuhrt uns zu folgen-

der Konstruktion;
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2l . Konstruktion der von M erzewugten
kommutativen Gruppe

Sei (M,+) ein kommutatives Monoid mit Kurzungseigenschaft.

Auf MxM definiert (m,n) ~s(s,t) :& mt = n+s  eine Aqui-

valenzrelation. Wegen m+n = n+m gilt (m,n) ~(m,n) fur alle

(m,n) € MxM, Ist (m,n)~s(s,t), so ist m+t = n+s und

s+n = t+m, also (s,t)~(m,n). Ist schlieBlich (m,n) ~ (s,t)

und (s,t)~s(u,v), so ist m+t = nts und s+v = t+u, also

(m+v)+t = m+t+v = nts+v = n+t+u = (n+u)+t. Wegen der Kurzungs-

eigenschaft gilt dann m+v = n+u und damit (m,n) ~v(u,v).
Sei G : = MxM/~ die Menge der Aquivalenzklassen in MxM
und f:(MxM)x(MxM) ——> G  die Abbildung

£((m,n), (u,v)) : = (mu,nev)
wobei (;1_,?) ‘die nquivalenzklasse bezeichnet, die (m,n) ent-
hdlt. Seien ((m,n),(u,v)) und ((m*,n'),(u’,v')) in
(MxM)x(Mx!) gegeben mit (m,n) ~(m',n') wund (u,v) ~(u',v').
== m+n' = n+m' A utv' = v+u'
=3 mtutn'+v' = ntvim'+u’ == (miu,n+v) A (m'ut,n'+v')
— (mo,nv) = (v )
= f((m,n),(u,v)) = f((m',n*),(u",v")).
Nach II.3.10. existiert dann genau eine Abbildung
+:6x6 —> G, fur die gilt (m,n)~(u,v) = (mtu,n+v).
(G,+) ist eine kommutative Gruppe:anhand der Definition von
+:6xG —> G rechnet man die Eigenschaften leicht nach.
Neutrales Element ist (0,0), wobei O¢ M das neutrale Ele-
‘ment fir M ist. Inverses Element zu (m,_n) ist (;-,_m) ,
(0,0) wegen
(m+n,m+n) ~s (0,0) und m+n+0 = m+n+0 .

denn (m,n)+(n,m) = (mn,m*n)

Man hat eine injektive Abbildung ¢ :M—>G mit
¢ (m) : = (m0). Ist nimlich ¢ (m) ¢ (n), also (m,0) = (n,0),
so ist (m,0) ~ (n,0) wund damit m+0 = n+0, daher ist ( :M—>G

injektiv.

&\
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FaBt man (G,+) als kommutatives Monoid auf, so ist ¢ :M——> G
ein Monoid-Homomorphismus, denn es ist L (m+n) = (m+n,0) =
(m,0)+(n,0) = L (m)+ L(n) wund (0) = (0,0).

Da ¢ injekitv ist, kann man die Elemente m € M vermige

mit den Elementen (m,0) € G identifizieren, also M als
Teilmenge von G auffassen., Dabei wirken die Addition von G
und die Addition von M auf Elementen von M in gleicher
Weise, da ( ein Monoid-Homomorphismus ist.

Die so konstruierte kommutative Gruppe G mit dem Untermonoid

M heiBt die von M erzeugte kommutative Gruppe.

22Definition der Menge der

ganzen Zahlen:
Die vom kommutativen Monoid (N, ,+) mit Kurzungsregel erzeugte
kommutative Gruppe (Z,+), die (N, ,+) als Untermonoid enthilt,
heilt Gruppe der ganzen Zahlen.
Z heiB3t dabei die Menge der ganzen Zahlen.

Die von M erzeugte koinmutative Gruppe G besitzt eine
"universelle" Eigenschaft, durch die sie auch hdufig definiert
wird. Wir werden diese universelle Eigenschaft verwenden, um

weitere Eigenschaften von Z herzuleiten.

23. Sat z:

Sei M ein kommutatives Monoid mit KUrzungseigenschaft und
L:M—>G der oben konstruierte ifonoid-Homomorphismus in
die von M erzeugte kommutative Gruppe G. Seien H eine
weitere kommutative Gruppe und f:M——>H ein Monoid-Homo-
morphismus (wobei H als Monoid aufgefaBt wird).

Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus

f':G—>H mit fro = f .
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Beweis: Sei f; :MxM——> H gegeben durch

fy (m,n) : = f(m)-f(n). bann gilt: (m,n)~v (m',n') =>

mn' = nem' =>  f(m)+f(n') = f(n)+f(m') =

f,(m,n) = f(m)-f(n) = f(m')-f(n') = f,(m",n'), also indu-
ziert nach  II.3.10. f4 genau eine Abbildung

f1:6—>H mit f'((m,n)) = f(m)-F(n).

Wegen f'((m,n)+(s,t)) = f'((mbs,n+t)) = f(mbs)-f(n+t) =

= f(m)+f(s)-f(n)-F(t) = f'((m,n))+f'((s,t)) ist f' ein
Gruppen-Homomorphismus.

Fur alle me M gilt f' ¢ (m) = £'((m,0)) = f(m)-f(0) = f(m),

also ist f'v = f .

Ist schlieBlich f":6—>H ein Gruppen-Homomorphismus mit
f*, = f, so ist f'((m,n)) = ' ((m,0)-(n,0)) =
= f'¢ (m)-f"¢ (n) = f(m)-f(n) = f'((m,ni) , also ist f' = f".

2,4Folgervuvng:

Mit der Identifizierung von IN, mit einer Teilmenge von Z
vermdge LiIN,—> Z erhdlt man
1=lNou{xlerA\/nelNo[n*OAn=-x]} .

Beweis: Wir bezeichnen

7 := {xlxE€ ZAVnelNo[n#OAn=-x]} .

Dann ist IN, U Z eine Untergruppe von Z , denn mit

y €INg U Z istauch -yeINguU Z wund mit y,ze Nju 7
ist auch y+z€ INy U Z . Der einzige nicht-triviale Fall
der letzten Behauptung ist y €N, und z € Z,also-z=neg INOV.
Ist y< n=-z, soist y+#t=n, also y+z = y-n= -t € Z
wegen t £ 0 . Ist n=-z<y, soist n+tt = y und

y+z = y-n = t € INg .

Sei jiN, u Z —> Z die Inklusionsabbildung. Es ist zu
zeigen, daB j surjektiv ist. Sei ('dNg—> IN, U I~ ge-
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geben mit  ('(n) = ((n) . In dem Liagramm
INg ——> 7
DN
INg v 2~
L l} idg
Z

sind f,j wund idl Gruppenhomomorphismen. f existiert
und ist eindeutig bestimmt durch f . = ' wegen >atz 2.3.
Weiter gilt j L' = t . Damit ist jfou = ( = idz L und
wegen Satz 2.3. ist jf = idz , also ist j surjektiv.

Die obige Folgerung ldBt sich ebenso im Fall eines beliebigen
kommutativen Monoides mit Kurzungseigenschaft beweisen. Wir
haben jedoch noch eine zusdtzliche Eigenschaft, ndmlich

INg N Z =¢ , die im allgemeinen Fall nicht gilt. Sei namlich
x €INgNZ, soist x €INg und 04 -x=nelN, . =>
O=x-x=xtneINy = x=0=n im Viiderspruch zu n % O.
Man beachte auBerdem, daB IN, \ {0} 3 n+—> -ne 7~

eine Bijektion ist mit der Umkehrabbildung

7 5x+—> -xelNg \ {0} .

Seien M C N Mengen und sei auf M eine Urdnung definiert.
Eine Ordnung auf N nennen wir eine Fortsetzung der Ordnung
auf M, wenn ihre Einschrdnkung auf M die vorgegebene Ord-

nung auf M ist.

25.bie Urdnung der ganzen Zahlen:
Die folgende Kelation auf Z

Ax,yeZ[x ¢y :& y-x € INy ]

ist eine totale Urdnung und eine Fortsetzung der Urdnung von

N auf Z.
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Beweis:

1.Reflexivitdt: x £ x wegen x-x = 0 € INy, ' fir alle x¢ 7.
2.Transitivitdt: x € y und y € z =>y-x,z-y € INg —>
(z-y)+(y-x) = z=x €EINy =—=> x = z .

3.antisymmetrie: x £yund y € x == y-x,x-y € Ny A
(y=x)+(x-y) € INg = yox =0 =—> x =y .

4.Totale Urdnung: Ax,y ¢ 7 [x-y elNg v y-x¢€ No] =—>
Ax,ye€ Z’[y £xvyéx] .

5.Fortsetzung der Urdnung von IN, auf Z :

Amn€lNg [m€n inlNg &> Vte N, [t+m = n] &> n-m € I,
&> nm<n in 7] .

26.befinition der Multiplikation
von ganzen Zahlen:

Fir jedes z ¢ Z definieren wir

0.z :=0 und (n#l)ez : = nez+ 2z ,

falls n-z schon definiert ist und ne€ IN, gilt.

Fur xe Z definieren wir ‘

x-z = =((-x)-2) '

Durch vollstdndige Induktion ist n-z fiur alle ne N, ,

z ¢ 7 definiert. Uben haben wir Z =ll, U Z gezeigt. Damit

ist x-z fur alle x,z ¢ Z definiert.

2.7. 5 at z:
Z mit der in 2.6. definierten Multiplikation ist ein kommu-

tativer Ring mit Einselement.

Bewelils:

1T.AmelNy, , z€ 7 [m~z +m=m-(z+1)] .

Beweis durch Induktion nach m: Oz + 0 = 0 = 0-(z+1) .
Gelte m-z + m = m-(z+1) . Dann ist (ml)-z + (m+1) =

mez+z+m+1=m(ze1)+(z41) = (m+1)(2+1) .
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2. Am,n e INg [m~n = n'm] . Beweis durch Induktion nach n .
Induktionsanfang: A m € IN, [m»O =0=0-m]

Beweis durch Induktion nach m :0-0 = 0 = 0-0 nach Definition .

Ist m0=0=0-m, soist (m1)-0=m0+0 =0 = 0-(m1) .
Induktionsannahme: Es gelte A m €N, [mon = n-m]
InduktionsschluB: Am € IN, [m-(n+1) =m-n+m= nem+ m= (n+l)-m] .
3. Am,ne INg [m-(-n) = —(m'n)] . Beweis durch Induktion nach m.
0-(-n) =0 = -0 =-(0-n) . Sei m-(-n) = =(m-n) , so ist
(m1)-(-n) = m-(=n)+(-n) = =(m-n)-n = =(m-n+n) = -((m+1)-n) .

4. Ny,z ¢ Z/[y-z =zy].Ist y,z€ Z , sogilt yz = zy

wegen 2. Ist yelIN, , z€ Z , so ist z = -n fur né€lN,

und y-z = y+(-n) = =(y-n) = =(n-y) = (-n)-y = z-y . Symmetrisch
verfdhrt man bei ye 2 , z€IN, . Ist y,z € Z , also y = -m
und z=-n, soist y-z=(-m)-(-n) = =(m+(-n)) = =((-n)-m)

c o((rm) = <(n(em)) = (<n)-(cm) = 2o

5. AmelINg , r,s€ Z [m-(r-f-s) = m-r + m-s] . Beweis durch

Induktion nach m . Es ist O:(r+s) = 0 = O-r + O-s . Ist
m(r+s) = m-r + m-s , so ist (m+1)(r+s) = m-(r+s)+(r+s) =
=mr+ms+1r+s = (mel)r + (mel)-s .

6. N\ mr,s e Z [m(r+s) =mr + m-s] . Es ist nur der Fall
meZ2, r,s€ Z noch zu untersuchen. Sei m = -n mit ne INg
Dann ist m-(r+s) = (-n)-(r+s) = -(n-(r+s)) = -(n-r + n-s) =
= =(n-r)+(-(n-s)) = (-n)+r + (-n)+s = m-r + m*s

7.Amr,s€ Z[(r+s)-m=1-m+ s-m] gilt wegen 6. und 4.
8. AmeIN, , r,s € I[(r-m)-s = r-(m-s)] . Beweis durch In-
duktion nach m . Es ist (r-0):s = 0:s = 0 = r-0 = r-(0-s).
Ist (r-m)'s = r-(m-s) , so ist (r-(m1)):s = (r-mtr)-s =

= (rom)es + r*s = r-( ms) + r-s = r-( ms +s) = r-((m1)-5s).
9. Amr,s € Z[(r-m)es = r-(m-s)] . Es bleibt nur der Fall
meZ, r,s € Z zu untersuchen. Sei m = -n mit ne¢ INg -«
Dann gilt (r'm)-s = (r-(-n))-s = =((r*n)-s) = -(r-(n+s)) =

= r-((-n)-s) = r-( ms).
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§3 Die rationalen Zahlen

Ahnlich wie bei der Einfuhrung der ganzen Zahlen werden wir
jetzt aus Z die Menge Q der rationalen Zahlen konstruie-
ren und ihre Eigenschaften studieren. Auch diese Konstruktion
1ldBt sich allgemeiner fur nullteilerfreie kommutative Ringe

R mit Einselement durchfihren. Dabei wird aus R ein Kérper
Q(R) , der Quotientenkdrper von R , konstruiert. Jetzt liegt
das Problem in der Tatsache begrundet, daB man in Z nicht
durch jede von Null verschiedene Zahl dividieren kann.

Man betrachtet daher formale Quotienten g mit a,bec 7,

b
b0 und wird % und % identifizieren, wenn ad = bc
gilt, dann ist némlich %: % (als rationale Zahlen).

Man verwendet also eine thnliche Konstruktion wie bei der Ein-

fuhrung der ganzen Zahlen,

3.1.Konstruktion des Quotienten-
korpers von R:

Sei R ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einsele-

ment. Auf Rx(R \ {0}) definiert (r,s) ~(x,y) :&>1y = sx

eine Aquivalenzrelation. Wegen rs = sr ist (r,s)~(r,s)

fur alle (r,s) e Rx(R \ {0} ) . Ist (r,s)~(x,y), so ist

ry = sx und xs = yr , also (x,y)~ (r,s) . Ist schlieB-

lich (r,s)~ (u,v) und (u,v)~(x,y) , so ist v = su

und uy = vx , also (ry)v = rvy = suy = svx = (sx)v .

Wegen der Nullteilerfreiheit gilt dann ry = sx und damit

(r,s)fv (xr)') .

Sei @Q(R) : = Rx(R \ {0} )/~  die Menge der Aquivalenz-
klassen in Rx(R \ {o} ) und
f: (Rx(R N\ {0} ))x (Rx(R \ {0})) —> a(r)
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10. /\mel[l-m:mzm-ﬂ folgt aus 1:m = (O+1)°m = O-m+m = m
und 4,
Wegen 4., 6., 7., 9. und 10. ist also Z ein kommutativer

Ring mit Einselement.

2.8. Sat z:

Im Ring Z gelten folgende Rechenregeln:

a) (I. Monotoniegesetz) A m,n,r ¢ Z/[m £ n=>r+m £ r+n] .

b) (II.Monotoniegesetz) Am,n,r ¢ Z[m<4 naAaO%r=>rmé% r-n]
c) (Nullteilerfreiheit) Am,n € Z[mn=0=>m=0vn=0] .

Bewelis:

IN

a) m£€ n=>n-m € INyg = r+n-(r+m) € INo => r+m € r+n .

b) mé nAO0<€r=>n-mrelIN,=>r-(n-m) € IN, nach Definition
der Multiplikation in Z => rn-rm € INy => m £ rn .

c) Wir zeigen m$+ O Amn=0=>n =0 . Es genigt, das tir
m,ne Ny zu zeigen, da ja (-m)-n = ~(m.n) = m-(-n) gilt.
m$ O und mé€IN, bedeutet m = t+1 fir genav ein t € liiy .
Also ist zu zeigen: At e INg , n€ INg [(t+1)-n = 0 => n = 0]
Aber (t+1):n = t:n+n=0 und t-n,nelN, impliziert

t-n=0 und n=0.

29. Folgerung:
o)/\m,n,rel/{rtOArm=rn=>m=n]

b) AmeZ[0¢ mm=m].

c)/\m,n,rGZ/[O r/\()#r@[mén@rmé rn]]

3

IN

Beweis:

a) 3 0Aam=rn=140 Ar(m-n) =0 => m-n=0
> m n

b) Ist 0€m=>0=0m€mm=m< . Ist m€0, soist

0= m-m<0-m=-m, also Oé(-m)‘;L =m%

.
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c) Sicherlich gilt m € n => rm £ rn wegen des II. Mono-
toniegesetzes. Gilt 0 £ r A0 r amé€rmam2namsn,
so ist rm 2 n A m £ n, also rm = rn und wegen a)

ist m=n im Widerspruch zu m 3 n . Also gilt 0 € r A

Oftrarmé€rmn —> m€n.
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die Abbildung £f((r,s),(x,y)) : = (xx,sy) ,
wobei (T,s) die Aquivalenzklasse bezeichnet, die (r,s) ent-
hdlt.
Wegen s £ 0 £ y und der Nullteilerfreiheit von R ist
sy $# 0, also ist (rx,sy) € Rx(R \ {0} ). Domit ist f eine
Abbildung.
Seien ((r,s),(x,y)) und ((r*,s'),(x',y')) in
(Rx(R N {0} )) x (Rx(R \ {0} )) gegeben mit (r,s) ~(r',s’)
und (x,y)~ (x',y'). => 1s' = sr' A xy' = yx' =—>
xs'y' = syr'x' =—> (rx,sy) ~(r'x',s'y’) —>
(rx,sy) = (r'x",s'y') = f((r,s),(x,y)) = f((£',s")-(x",y")).
Nach 1I.3.10. existiert dann genau eine Abbildung

- :Q(R) x @(R) —> @(R) mit

(r,5) (ay) = (xx,sy) -

Sei jetzt g:(Rx(R \ {0} )) x (Rx(R \ {0} )) —> «(R)
definiert durch g((r,s),(x,y)) = (Ty+sx,sy), so ist sy ¢ O
wegen s $ 0 3 y , also ist g eine Abbildung. Ist (r,s)~ (r',s')
und (x,y)f\/(x',y'), so ist rs' = sr' wund xy' = yx' . —>
(ry+sx)+x'y’ = rs'yy'+ss'xy' = r'sy'y+s'sx'y = (r'y'+s'x")-sy
= (ry+sx,sy) = (r'y'+s'x',s'y') =—>
g((r,s),(x,y)) = g((z*,s'),(x",y')). Nach II.3.10. existiert
dann genau eine Abbildung

+: Q(R) x @(R) —> a(R) mit
(r,5)+(x,y) = (ry+sx,sy).
Wenn man statt (r,s) € Q(R) die Schreibweise f e Q(R)

einfihrt, dann erfolgen Addition und Multiplikation nach den

bekannten Regeln

I X Iy+sXx
I, X _ Iytsx
sy sy

. Xx_Ix

s y sy )
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fur alle ne K \ {0} , denn (0,n) ~(0,1)
-n . Ist E = % , so ist (m,n)~ (0,1) ,

also m-:1 = U-n . ks gilt daher

@ m=20.

C —|C

313

.—alo

tbenso sieht man

_nl_.a

S :
=< furalle seRr \ {0} .

Mit den bekannten Regeln der Bruchrechnung zeigt man jetzt

leicht, daB (Q(R),+,°) ein Korper ist mit % als Nullelement,

% als Einselement und % als inversem Element(bezuglich

der Multiplikation) zu E . Man beachte dabei, daB3 f E % ,
falls t 4 O.

Man hat eine injektive abbildung t: R —> Q(R) mit o(s) = %
)

Ist namlich t(s) = L(t), also == , so ist (s,1) ~(t,1
1

ks

1
und damit s-1 = t-1 , daher ist v: R —> Q(R) injektiv.
FaBt man Q(R) als kommutativen Ring mit Einselement auf, so

ist v: R —> Q(R) ein unitdrer Ring-Homomorphismus, denn

es ist
Ustt) = S5 2 a D o (s (1),
L(S't) =-s-1’—t' =% ']1 = L(s) . L(t) ,

_Al-—l

(1) =

Da t injektiv ist, kann man die Elemente s € R vermoge UL
s
1
menge von Q(R) auffassen. Dabei wirken die Addition bzw.

mit den Elementen € Q(R) identifizieren, also R als Teil-
Multiplikation von Q(R) und die Addition bzw. Multiplikation
von R auf den Elementen von R in gleicher Weise, da (

ein Ringhomomorphismus ist.

Der so konstruierte Korper Q(R) mit dem Unterring R heiBlt

Quotientenkorper von R .
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J.2.befinition der Menge der
rationalen Zahlen:
Der yuotientenkorper & des nullteilerfreien, kommutativen

Ringes Z mit Einselement heif3t Korper der rationalen Zahlen.

Auch der Quotientenkdrper @ von Z besitzt eine "universel-

le" Eigenschaft, durch die er hdufig definiert wird.

3.3. Sat z:

Sei R ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit Einsele-
ment. Sei U(R) der Guotientenkdrper von R mit den oben
konstruierten injektiven Ring-Homomorphismus (: R —> Q(R).
Sei K ein weiterer Korper und f: K —= K ein injektiver
Ring-Homomorphismus (wobei K als King aufgefaBt wird).
Dann gibt es genau einen Ring-Homomorphismus (= Korper-Homo-

morphismus) f': R—> K mit f'v = f .

Beweis: Sei f,: Rx(R \ {O} ) —> K gegeben durch
f,(r,s) = f(1) (f(s))-4 . Dann gilt:(r,s) ~v(x,y) =
-1
ry = sx == f(r)-f(y) = f(s)-f(x) => f, (r,5) = f(1)(f(s))
= f(x) (f(y))—4 = f, (x,y). Lavei ist zu beachten, daB aus
s+ 0%y wegen der Injektivitat von f folgt f(s) ¢ O % f(y),
also sind f(s) und f(y) in K invertierbar. Nach II.3.10.
induziert f, genau eine Abbildung f': Q(R) — K mit
-1
INGERIONCIONNN
f' ist ein Ring-Homomorphismus, denn es ist
-1 -1
PG+ D) = FESD = (RG-S (F()) T =
_ -4

F(r)-(F(s))" +F(0)- (F(y)) " = f'(':') + f'(i) und

(ELXy e EXy L -1 =1 fi(Iy (X
£1(3 y) = f (sy) = F(D)FG)(F(s)) T (F(y)) = £1(0) f (y) .
Fur olle r€ R gilt f'v (r) = f'(%) = f(r) , also ist f'v = f.
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Ist schlieBlich f": u(K) —>K ein weiterer Ring-Homomorphis-
-
mos mit fu o= f, soist £(D) = (5D )
- oA
fr o (r) (f" o (s)) - f(r)(f(s)) = f'(f) , also ist f' = f".

Es soll die Urdnung von Z auf U fortgesetzt werden. Ethe

wir eine genave Definition der Urdnung auf U angeben, Uberle-
gen wir uns, daB fir die Ubliche urdnung auf @ gilt:

f < 3 Az EINg = z-f € z-% . Durch geeignetes z e N,
sollte man die Nenner zum Verschwinden bringen kdnnen, so daf3
wir schlieBlich aouf die schon definierte Ordnung von Z zurick-
kommen. Da das Produkt der Nenner sy auch in Z liegen
konnte, widhlen wir =z = s&'yg'. bann ist gleichzeitig z ¢# 0 ,
so daB wir in Analogie zu 2.9. Folgerung c) erwarten kdnnen,

daB die folgende Definition den gewiinschten Sachverhalt richtig

wiedergibt.

3.4.Die VUrdnung der rationalen

Zaoahlen:
Die folgende Kelation auf
X I.x | T . .
A s 'y e [ s 5y 1&=> rsy £ xys in Z]

ist eine totale Urdnung und eine Fortsetzung der Ordnung von

Z auf Q.

Beweis:
1. Unabhdngigkeit der Definition von der Wahl der Reprdsentan-

ten (r,s) bzw. (x,y) fur f bzw. 3 : Sei (r,s)~(r',s")

vnd (x,y)~ (x',y') => rs' =1's und xy' = x'y =>
[rsy® € xyste= 1syd (s'y) £ xys? (s'y) P e=

1 L] 1 a‘ L] 1] 1] 1 1 L] 1]
r's'y'? (sy)T € T(sy)Pe= r's'y'? £xyrsd]

lyl
2. Reflexivitdt: < 3

7 L T
vl »n

wegen rs € 1s?® in 7 fur alle

r
- €.
s
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£ £ = rsvy € uvs® und

y"l 4 xyv‘l st =—>

3. Transitivitdt: und

vy € xyvd => r1sviyd £ yvs

»|n
< |c
<|c

x
%

rsy® € xys® wegen v¥4 0, vi20 und 2.9. Folgerung c
y 9
X

> sy ¢

4. Antisymmetrie: fés und ié f _— rsy’z £ xys? und

xys‘;L £ rsyg*=$~ rsy‘5L = xys?t — f.—.% , da man in W
durch sa"ya‘# 0 dividieren kann.

5. Totale Ordnung: A f , i € Q [rsye'l £ xysl v
1 ¢ a ; _ £ X X xX, . X
xys™ £ rsy in I]-%As,yeﬂ[s-yvy-s].

6. Fortsetzung der Ordnung von Z auf Q :
ArxeZ[réx in Z&> 11 £x1°  in 7 &
LeXx

TET  in Q] .

3.5. Satz:

Im Korper G gelten folgende Rechenregeln:

a) (I.Monotoniegesetz) A a,b,c € @ [o £ b = a+c £ b+c]

b) (II.Monotoniegesetz) A a,b,c € Q [a £ b A 0 € c=>ac £ bc] .

RBewelils:
X

; =X - =X i <Y
a) Seien a=7< . b= re=7 - bonn gilt =<2 =
rsvd £ uvs? — rsvdyf -c'xs‘;l'v‘;)"y3 < uvs?yt +xsa'v:"'y3
= (1'y~0-xs)sv3’y3 < (uy+xv)vsa y3——> ry:;s < uy-:;v
—_—>£+5£3+5 ==> a+c € b+c .
s Yy v Yy

b) Mit der Bezeichnungsweise von a) gilt a € b —>

fé% == rsv® £ uvs® . Wegen c:i 20 gilt xy> 20.

= rsleys < uvsixy:’@ ':—-;ié:—;' = ac € bc .
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3.6.Definition:

Ein Korper K , auf dem eine totale Urdnung £ so definiert
ist, daB3 die beiden Monotoniegesetze:

I. /\a,b,c~eK[a b =—> a+c £ b+c ]

II. Aa,b,ce K[a€bA0£c=> ac € bc]

IN

gelten, heiBlt ein angeordneter Korper.

Wegen 3.5. ist Q ein angeordneter Korper. Wie wir spdter se-
hen werden, bilden auch die reellen Zahlen einen angeordneten
Korper. Daher wollen wir weitere Eigenschaften von Q gleich
allgemein fir angeordnete Korper behandeln. Dabei sei a < b
definiert durch a € b und a3 b. In einem angeordneten Kor-
per K gelten die folgenden Rechenregeln:
o)/\aéK[Oéo(:—_—) -aéO]
b) Aa € K [0 < a?]
c) Fur 2: = 1+1 gilt 0 <1 < 2 . (Man beachte hier, daB wir

nicht annehmen 2 € K!)
d) AaeK[0<a = 0<a"]
e) ANa,b,c € K [0< c = [a€b&acs bc]]

a+b

£) /\o,b,eK[o<b='>a<T<b] .

Beweis: )

a) V€ a=— -at0 € -a+a =—> -a € 0 = a-a € a+0 =>0 < a .

b) Ist 0 € a=—> 0Oca€aa=—>0%a% . Ist a€0=—
0€ -a => 02 (-a)% =a% .

c) K Korper => 041 =0<41% =1 = 0<1 =>1¢€2.
Widre 1 = 2 , so wire 0 = 1 , Widerspruch == 1< 2 .

d) Sicher ist 03 o~ . Wire o™ €0 => o’ - a=1€0az=0

widerspruch zu 0 < 1 . also ist 0 €a~ 1 .,
e)()(c@0<c’4=>[a£b%acébc] nach dem II.
Monotoniegesetz und ebenso ac € bc == acc ! € bee™ ! =>

a<€b.
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f) Zundchst folgt aus c) O ¢ 2, denn U = 2 ergdbe U € 1 A

a+b a b

1 €0, also U =1 . Damit ist —— == + 7 definiert.
2 2 2
. ] a b a a a b
Nun gilt 0<2:0<b{ﬁ2<2@2+2<4+2<

%+-2t14ﬁ>—-o<°2;b<b

Gleichheit an irgendeiner Stelle wirde wegen der Umkehrbar-
keit der vorgenommenen Uperationen an allen Stellen Gleich-

heit induzieren.

Fur angeordnete Korper fihren wir jetzt die folgenden nbbildun-

gen ein: x fir x> ¢
den Betrag K 3 x ——> Ixl € K mit Ixl = {-x fir x €0
1 fur x>
das Signum(=Vorzeichen) sgn:K—>K mit sgn(x) ={ 0 fir x =
-1 fiur x <

Rechenregeln fur diese Abbildungen sind

a) A x € K [sgn(x)~|x| =x alxl = x-sgn(x):‘
b) Axe K[0<Ixl a [0: lxl(:)():x)]
c) Ax,y e K [|x+y| £ IX|+|y|J

d) Ax,y € K [Ixyl = Ixllyl]

Bewelis:

a) ist klar nach Definition.

b) folgt ebenfalls direkt aus der Definition.

c)

d)

Es gelten nach Definition x < Ix| , -x ¢ |x| ,y € Iyl ,
-y € lyl . = x+y € Ixl+lyl und -(x+y) ¢ Ixl+ly| =
Ix+yl € Ixl+]yl .

Wegen des II.Monotoniegesetzes sieht man leicht:

sgn(xy) = sgn(x) sgn(y) fur alle x,y € K. bamit erhdlt

man fur jedes x,y € K
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Ixyl = sgn(xy)-xy = sgn(x)-x-sgn(y)-y = Ixl-lyl .

Fir den Korper (& der rationalen Zahlen erwdhnen wir noch eine
weitere wichtige kigenschaft:

Aget, q>0 VnGINo[q<nA];<q].
Sei ndmlich gq =§ mit r,s €Ny , s >0 . Dann ist s-q =1 2 q,
also r+l > q . Weiter ist wegen q % O auch q—4>0 , also
gibt es ein m €N, mit m > q“’1 . Durch Multiplikation mit
1

q-m” erhdlt man %" <q . Fur n = max(r,m) gilt dann g < n

1
und n<q .
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§4 Die reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen missen wir mit anderen Hilfsmitteln
einfuhren, als die Menge der ganzen oder rationalen Zahlen. Bis-
her haben wir nur Erweiterungen des Zahlbereichs bendtigt, um
gewisse algebraische Uperationen wie Addition und Multiplikation
umkehren zu konnen, also um Subtraktion und spdter Division ein-
zufihren. Bekanntlich ldBt sich die Umkehrung einer weiteren al-
gebraischen Operation, des Potenzierens, in der Form des soge-
nannten Wurzelziehens von positiven rationalen Zahlen erst in
den reellen Zahlen durchfuhren, doch ist weder die Quadratwurzel
von -1 in den reellen Zahlen enthalten, noch ldBt sich die
transzendente Zahl St in Form einer Wurzel darstellen. Der
Aufbau der reellen Zahlen stitzt sich auf eine Grenzwertbildung
und ist damit von topologischer, statt von algebraischer Natur.
Das Prinzip wird bei der Betrachtung der Zahl % = 3,1415926536...
klar. Dem Leser durfte bekannt sein, daB3 die letzten drei Punkte
andeuten, dal3 es nicht méglich ist, 7X als Dezimalbruch mit nur
endlich vielen Stellen hinter dem Komma zu schreiben, noch daf3
sich die verwendeten Ziffern bei der Dezimaldarstellung von
irgendeiner Stelle an periodisch wiederholen. Fir fast alle
technischen Zwecke ist wiederum die obige zehnstellige Angabe
von iU zu genau. Man kann je nach dem Verwendungszweck aus-
kommen mit

3,1 ; 3,14 ; 3,141 ; 3,1415 ; 3,14159 ; 3,141592 ; ...

und weiBl dann, daB die n-te Zahl in dieser Folge von rationalen(!)
Zahlen um hochstens 107" von % abweicht.

Die Schreibweise von reellen Zahlen in Form von "unendlichen'
Dezimalbrichen ist also nichts anderes als eine angendherte An-
gabe der reellen Zahl mit Hilfe von gewissen rationalen Zahlen,

némlich endlichen Dezimalbriichen, bis auf eine geforderte Ge-
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nouigkeit. Man konnte nun zundchst daran denken, die reellen
Zahlen als Folgen von Dezimalbriichen einzufthren, wobei man
(wie oben bei der Darstellung von % ) jedes folgende Folgen-
glied aus dem vorhergehenden durch Anfigen einer weiteren De-
zimalziffer erhdlt. Das bringt gewisse Schwierigkeiten mit
sich. Bekanntlich sind die reellen Zahlen 3,0000... und
2,9999...(mit sich jeweils wiederholenden Ziffern) gleich, ob-
wohl sie durch verschiedene Folgen rationaler Zahlen angeni-
hert werden. Weiter weifl man zundchst nicht, ob die Dezimal-
schreibweise andere reelle Zahlen ergibt, als etwa die Dual-
schreibweise(nur mit den Ziffern O wund 1 ). SchlieBlich

1dBt sich die Addition von so dargestellten reellen Zahlen,
deren Ziffern alle groBer als 5 sind, schwer beschreiben, die
Beschreibung der Multiplikation ist noch problematischer.

Wir betrachten daher eine wesentlich groBere Klasse von Folgen
rationaler Zahlen und fuhren darauf eine Aquivalenzrelation ein,
die dann beim Ubergang zu den nquivalenzklassen auch kldrt, wa-
rum 3,0000... = 2,9999... gilt. Die Konstruktion wollen wir
wieder allgemeiner fUr einen angeordneten Korper K vornehmen.
Die hier angegebene Konstruktion des Korpers der reellen Zah-
len ist nicht die einzig mogliche. Einen etwas leichteren Zu-
gang bietet die Konstruktion mit Hilfe von Dedekind’schen
Schnitten. Jedoch ist die von uns angegebene Konstruktion der
Menge der reellen Zahlen als Vervollstdndigung der Cauchy-Fol-
gen rationaler Zahlen ein auch in vielen anderen Gebieten der

Mathematik nitzliches Verfahren.

4.1.Definition:
Eine Folge (x,!x,,€ K o n €IN,) in einem angeordneten Kérper
K heif3t Cauchy-Folge oder Fundamental-Folge, wenn gilt
AE €K E>0 VngelNg Amn eWNo[ng€ mné n —=—>
Ix =x, | < {]
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Eine Folge (x,,) in K heint Nullfolge , wenn gilt:
/\EGK,E>OVnOEINO/\nEINO[noén#leJ(E] .
Eine Folge (x,,) in K hat den Grenzwert x € K , wenn gilt:

ANE €K E > 0Vn,eINg AneiNg [n€n=>x-x1<¢] .

x ist also genau dann Grenzwert der Folge (x,) , wenn
(x,-x) eine Nullfolge ist.

Wenn eine Folge (x,\) in K einen Grenzwert besitzt, so heifit
die Folge konvergent und der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.
Wir schreiben dann x :1}£ﬂwxn fur den Grenzwert.

DaB der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt
ist, sieht mon wie folgt. Seien x,y Grenzwerte fuir (x.).
Sei x 4 y, dann ist € : = %' Ix-yl € K, ¢ >0 . Sei n_e IN,
so gewdhlt, daB sowohl |x,, -x| <¢ fiur alle n 2 n, als
auch |x,_ -yl <g fur alle n 2 n, . Dann ist [x-yl =

I X=Xp +X5y =y | € Ix=xpl +Ixy, -yl < 2€ = Ix-y| , ein Widerspruch

aus der Annahme x % y . Also ist x = y.

Behauptung:
Jede Nullfolge in K ist konvergent mit dem Grenzwert O .

Jede konvergente Folge in K ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: Die erste Behauptung ist klar nach Definition.

Sei (xy,) konvergent mit x = li? Xy, « Zu £ > 0 seing€ INg
=)

so gewdhlt, daB fur alle n > n gilt Ixy-xl< % . Fur

. [
m2n,, n2n, istdann |x -xnl £ Ixp-xl+Ix-x,| < F4y =€ .

[+ (o]

Sei C(k) die Menge der Cauchy-Folgen in dem angeordneten Kor-
per K . Fur jedes (x,) € C(K) existiert ein z € K mit
Ixnyl € z fur alle n €lNg , d.h. jede Cauchy-Folge ist beschrankt.
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l.dhlen wir nidmlich zu einem £ > 0 ein n € IN, , so daf3

fir alle n 2 ny, gilt Ix, x| <€ , so ist

IN

[xnl < \xnol + € fur alle n 2 n, , also ist Ixnl

max (x| ,...,lx.no,,‘l dxn )+ € ) = z.

4.2. Sat z:

Sei K ein angeordneter Korper und C(K) die Menge der Cauchy-
Folgen in K . Dann ist C(K)

mit der Addition (xn 4 (yn) 2 = (Xptym)

(xn Yn )

und der Multiplikation (x.n )-(yn) :

ein kommutativer Ring mit Einselement.

Uas Einselement ist die Folge (x,) mit x, =1 fur alle ne N, .

Bewelis:

1) Mit (xy) und (yvny) ist auch (x,,+yrn) eine Cauchy-
Folge. Sei ndmlich € >0, ¢ € K. Lann gibt es ein n_ €N, ,
so daB fur alle m,n 2 n, gilt Ix -xnl < -% . Ebenso gibt

es ein n, €Ny , so daB3 fur alle m,n 2 n, gilt lym-y.n|<'% .
Fur alle m,n 2 n,: = max(n, ,ny ) ist doann

(X # o) = (% #ym )| € Ixmoxnl #lym-ynl < 2+ 5 =€ .

2) Mit (x,) wund (yy) ist auch (x,yyn ) eine Cauchy-Folge.
Sei ndmlich ¢ > 0, & € K. Seien weiter Ixyn| € z4 ,ly,| £ z4
fur alle n €IN, und z = max(z, 1Zq ,1). Dann gibt es ein

no € INg , so doB fur alle m,n > n, gilt Ix, -x,l < £

2z
und  ly,-ynl < i . Daraus folgt  [Xym¥um=Xnynl =
|xm Yrn =X Yo tXom Y =Xm y.n| = |xm| | )’m‘)’-nl +|xm-x1~,| lynl <
o, £ _
2z 2y = 3
3) Uie Folge (xn ) mit xpy= 1 fir alle n €Ny ist trivialer-
weise das Einselement der iMlultiplikation.

4) Die Ringeigenschaften lassen sich jetzt durch komponenten-

weise Rechnungen leicht nachprifen, wie z.B. die Kommutativitdt

der Addition:(x, )+(ym) = (xn+yn) = (ym+xm) = (yn)+(xn).
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4.3. Sat z:
Die Menge der Nullfolgen N(K) ist ein Ideal in C(K).

Beweis:
1) Seien (xyn) wund (yn) Nullfolgen. Dann ist auch (x,, )+(ys)

ein Nullfolge. Fir ¢ >0 gibt es ndmlich ein n, € IN, , so

. £ £
daB fur alle n 2 ny gilt: |x,l < 7 und lynl < re
Dann ist Ix, +ynl £ Ixyl +lyal < %-&-% =€ .

2) Sei (x,) € C(K) und (yn) € N(K). Dann ist (x,)(yn)
€ N(K). Sei namlich & > 0. Es gibt ein z > 0 mit Ix,l < z
fur alle n e IN, . Weiter gibt es ein ng, € IN, mit Iy“l<§‘

z
. . £
fur alle n 2 n, . Dann gilt |x_ y,| = [xyll ynl < z7 =¢
fur alle n 2 ng .
4.4. Sa t z:
C(K)/N(K) ist ein Korper.
Bewedis: Aus III.3.8. ist bekannt, daB C(K)/nN(K)

ein kommutativer Ring mit Einselement (:) : = (en )+N(K)

mit ey, = 1 fur alle nelIN, ist. Die Folge (en) ist sicher
keine Nullfolge. Zu einem beliebigen Element (x ) = (x, )+N(K)
e C(K)/N(K))mit (x )30 ist ein inverses Element zu finden,
also zu (x4, ) € C(K) N\ N(K) ein (y,) &€ C(K) so zu finden,
daB  (xnyn -1) € N(K) ist.

Da (x,, ) keine Nullfolge ist, existiert ein ¢ > 0, so daf3

fur jedes nelIN, ein m > n existiert mit |x, | 2¢€ .

Da (x, ) eine Cauchy-Folge ist, existiert ein n, € Ny , so
daB fur alle m,n > n, gilt |x_ -xnl < % . Iu ng, exi-
stiert ein n, mit lxhql 2 £ ., Also gilt fur alle m2 n_ :
x| 2 Ix,, |-|xm -xh1| (wegen der Dreiecksungleichung) >

Ixp %>% . Wir definieren (yn) durch y,.=x_"1 fur
alle n2n, ud y_ =1 fir n<n_,. Firalle n2n, gilt

jetzt x,_y, =1, also Ix,y, -1| = 0. Damit ist (x, yy, -1)
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eine Nullfolge. Zu zeigen bleibt, daB (y.,,) eine Cauchy-Folge
ist. Zundchst ist Ix, |2 £ fir alle n 2 n, . Ist nun ¢ >0

2
gegeben, so existiert ein na_é n, , so da fur alle m,n 2 n,
gilt | xp =-xml < ¢ - % . Dann gilt fuUr alle m,n 2 n,
2
- o) XnXm ¢ ¢ E A
Yn y"“"'xnxm! 3 7 ;2 = ¢ -

Also ist (y,1) e C(K).

Die Abbildung ¢ : K 3 x —> (x,) € C(K)/N(K) mit xn = x
fur alle n € INy ist ein Ringhomomorphismus, weil die Operationen
in C(K) komponentenweise definiert sind. Die Cauchy-Folgen (x., )
mit xy = x fur alle n € IN, nennen wir konstante Folgen.

Iwei konstante Folgen (x.,) und (yn,) liegen genau dann in
derselben Aquivalenzklasse in C(K)/N(K), wenn die konstante
Folge (xn-yn ) eine Nullfolge ist, d.h. aber, wenn x, =y,
fur alle n e IN, ist, denn es gibt nur die konstaonte Nullfolge
(zy) mit z,, = 0 fur alle n€ N, . Damit ist der Homomor-
phismus ¢ : K —> C(K)/N(K) injektiv. Wir wollen vermbge ¢
die Elemente aus K mit den Aquivalenzklassen von konstanten
Folgen in C(K)/N(K) identifizieren. Damit ist dann C(K)/N(K)

eine Korpererweiterung von K.

4.5.De finition:
Fir K = Q, den Korper der rationalen Zahlen, heiBt die Korper-

erweiterung IR : = C(Q)/N(Q) Korper der reellen Zahlen.

Jeder "unendliche" Dezimalbruch kann also jetzt als Element von
IR aufgefaBt werden, wenn man ihn als Folge von rationalen Zah-
len wie in der Einleitung zu diesem Paragrafen auffaBt. Jede
solche Folge ist ndmlich eine Cauchy-Folge in Q@ wund bestimmt
daher ein Element in C(Q)/N(Q) . Jetzt kann man auch leicht
einsehen, warum die reellen Zohlen 3,0000... wund 2,9999..
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gleich sind. Umgekehrt kann man auch jeder reellen Zahl (;j:)
einen "unendlichen" Dezimalbruch zuordnen. Diese Zuordnung, die
einer speziellen Konstruktion bedarf, um die rationalen Zahlen
in geeigneter lWeise in endliche Dezimalbriche umzuwandeln, soll
hier nicht durchgefihrt werden. Andere wichtige Eigenschaften
fur IR werden wir wieder fur C(K)/N(K) mit einem beliebigen

angeordneten Korper K wuntersuchen.

4,6. S at z:

C(K)/N(K) ist mit der Relation

(x Y€ (ym) : <> A€ >0, € KVny€INo An €N,
[n2n, = (xn-yn)<¢€]

ein angeordneter Korper. Die gegebene Ordnung setzt die Ordnung

von K fort.

Beweis:
1) Zundchst ist zu zeigen, daB die gegebene Definition der Ord-
nung unabhingig von der erfolgten Auswahl der Reprdsentanten
von (x ) bzw. (;—“_) ist. Seien (x4 ),(x', ) Reprdsentan-
ten fur (x.n) ond (ym),(yt ) fir (ym). Fur (xv) und
(yn) gelte die Bedingung der Definition in 4.6. . Zu € > 0,
€ € K gibt es dann ng, € INg , so daBB fur alle n € INg mit
n2ng gilt x, -yn < % . Weiter gibt es ein n_ € N, ,

so daB fur alle n2 n, gilt Ix, -x},I< % , und es gibt
ein n, € N, , so daB fur alle n = n, gilt ly, -ysl < % .
Fur ny = mox(no Ny ,n&) und alle n 2 ny gilt dann

xp =ym = (x4 =xp )4(xg =ym )+ (yn -y ) < £+f‘+§'= £ .
Also gilt die Bedingung der Definition auch fir (x ) und (yr ).
2) Es ist (x ) £ (y,n) genau dann, wenn (x ) = (y“) oder
wenn gilt:

VE>0,6 € KVnyelNg AneiNg[n2nj=>y, -x,, >8]
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La die letzte dedingung nur erfillt sein kann, wenn (yn =X, )
keine Wullfolge ist, also (xp, ) % (-y_:) gilt, ist sie dann
auch dquivalent zu (:) < (.):) . Sei (x—:) £ (yv) und
(:) 3 (K) La (y, -xy ) keine Nullfolge ist, gibt es nach
den Uberlegungen im Beweis von 4.4. ein ¢ >0, € € K und

ein n, € IN, , so daB fur alle n 2 n, gilt ly -x,l>¢ .
Viegen (x ) £ (y“) gibt es zu ¢ ein n; €N, , so daB fur

alle n > n, gilt x, -y, < € . Fiur alle n 2 max(n, ,ny )

(Y‘n) ¢ SO
gilt: A& > 0 Vn e IN, An €N, [n 2 ng=> Xy ~Ynl <e]

gilt also y, -x, >€¢ . Ist umgekehrt (;:)
'
also insbesondere (;:) £ (;-“_) . Gilt die letzte unter 2)
genonn.te Bedingung, so gibt es insbesondere ein n, € IN, , so
doB fir alle n > n, gilt x, -yn € 0, also fir jedes ¢ > O
gilt dann x, -y, < € . Auch dann folgt (x ) € (yn) .

3) Fur (x., ), (7:) ist zu zeigen: es gilt eine der Relationen
) < Gm) s ) = Gm) » (7) > (7m) - Vi nehmen an,
daB (x..) 4 (yn) gilt. bann gibt es ein € > O und ein
no€ INg , so daB fur alle n 2 n, gilt Ix, -y I >€& .
AuBlerdem gibt es ein n € IN, , so dal fir alle m,n 2 n,

gilt  Ix-xpl<¢ und |y, -ynl < € . Wdren nun
r,s € Ny, mit r,s > max(n, ,n4 ) gegeben, so daB x, -y, > ¢
und x¢ -y < - ¢t , so erhielte man 2€ < x, -y, -xg +yq =
(xy =x ¢ )+(yy =y~ ) £ Ixy =x | +lys -y, | < 2¢ , also einen
Widerspruch. Zu ¢ > 0 wund ny = max(ng ,n4 ) gilt also
fir alle n 2> ny X =¥n > € oder fir alle n = n,

Yyn X > € . Domit gilt eine der kelationen (x ) < (y.n)
oder (yn) < (xm) -

4) (x ) € (Yn) und (-):) £ (;:) sei gegeben. Dann gibt
es zu jedem €& > 0 ein nyelN, , so daB fur alle n > n,
gilt xp -yn <€ und  y, =Xy €€, also [xy-ynl<g .

bamit ist (xy, -yy ) eine Nullfolge und (x ) = (ym) -
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5) Gelte (x ) < (y,.,) und (yn) < (:) . Wenn in einem
oder beiden Fidllen die Gleichheit gilt, dann ist (:) < (;n—)
Gilt aber (x,) < (yn) und (yn) <(zn) , so existieren

$

Xm =yn > $4 , und fur alle n > ny gilt y, -z > &, .

4 51 > 0 wund n, ng € lilg , so daB3 fuir alle n 2 n, gilt
For §= §,+& und ngy=max(n, ,ny) ist dann fir alle n 2 n,
X =Zyy = Xp =Y tYq =Zm > S+ b= by

Daher gilt (:) < (:)

6) Wir zeigen, daB die gegebene totale urdnung die Urdnung von

K fortsetzt. ts seien x,y € K und (x,,),(yn) die entspre-
chenden durch konstante Folgen dargestellten Elemente in C(K)/W(K).
Dann ist x <y&=> y-x=28>% > 0 & An 20 gilt

Yn =Xn > 6 > 0 & (x ) < (yn). Die Gleichheit Ubertrdgt
sich wegen der Injektivitdt von ¢ : K —> C(K)/N(K) .

7) Es bleiben die Monotoniegesetze zu zeigen. Seien (x.) £ (y,)
und (z,) € C(K)/N(K) gegeben. Fir jedes £ > 0 gibt es ein

no € INg , so daB fur alle n € IN, gilt x, -y, < € . Dann gilt
aber auch (x,+4zy )-(yn+zm) < € . Damit folgt (:—)-r(:)

f GG

8) Seien jetzt (;:) < (K) und 0 £ (z,) gegeben. Zu zei-
gen ist (:)(;“_) < (x)(:) . ks gibt ein z ¢ K mit

z > Ix,=ynl und z > Izl . Zu € >0 seiein nje INg
gewshlt, so daB fur alle n 2 n; gilt -z, < & wegen

p— £

(zy) 20 und x, -yn < S wegen (x ) < (yn)

Dann gilt x, Z, -yq Zn = (X =Ym )z, < € fur alle n 2 ng .

Ist ngmlich z, 20, so ist z, < z und damit (x, -y, )z <€

Ist z,, < 0 und x, -yn 20, soist (xy-yn)zy €0 .

Ist schlieBlich z, < 0 und x, -yn < 0, so ist -z < £
und y, =xp < z, also (xy -yqn )2zny < z% = €

Damit ist auch (x, x)(zn,) = (yh)(zh) bewiesen.
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4.7. Folgerung:
Seien (;::), (yn ) € C(K)/N(K) gegeben mit (;::) < (;::).

Lann existiert ein z ¢ K mit (x,) < z < (y,, ). Man sagt

dann auch, daB K dichte Teilmenge von C(K)/N(K) ist.

Beweis: Nach Punkt 2) des Beweises von Satz 4.6. gibt es
ein & > 0 und ein n,e IN, , so daB fur alle n 2 n, gilt

Yn -Xn > & . Sei € mit 4¢ =& gewdhlt. Dann gibt es ein
n, 2n,, sodaB fir alle n 2 n, gilt ly,, -yn1| < ¢ wund

\xT‘-xTHI <g.Fir z:=xqy +2¢ gilt

Yn =2

Z-Xyy = Xp -Xy, +2¢ > ¢ fur alle n 2 n, . Damit folgt

Yrn-Yntyn,-Xn -2t > yn-xn -3¢ > € und

(xy) <2< (yq) -

Wir nennen einen angeordneten Korper K folgen-vollstidindig,
wenn jede Cauchy-Folge aus C(K) in K konvergiert. Eine
Cauchy-Folge (x,,) € C(K) hat den Grenzwert x € K genau
dann, wenn (;::) = x in C(K)/N(K) gilt.Das folgt direkt aus
den Definitionen. Damit ist aber K = C(K)/N(K) genau dann,
wenn K folgen-vollstdndig ist. Wegen der Identifizierung von
K mit einem Unterkdrper von C(K)/N(K) kann man Cauchy-Folgen
mit Koeffizienten aus K auch auffassen als spezielle Cauchy-
Folgen in C(K)/N(K). Wir werden zeigen, daB bei dieser Auffas-
sung jede Cauchy-Folge (x,‘) in K den Grenzwert (;::) in
C(K)/N(K) besitzt. C(K)/N(K) entsteht also aus K durch Hin-
zunahme aller Grenzwerte von Cauchy-Folgen in K . SchlieBlich
werden wir weiter beweisen, daB C(K)/N(K) folgen-vollstdndig
ist, also alle Cauchy-Folgen in C(K)/N(K), nicht nur die

mit Koeffizienten aus K , konvergieren. Damit gilt L = C(L)/N(L)
fur L = C(K)/N(K) , die angegebene Konstruktion der "Vervoll-
stdandigung" von K (zu C(K)/N(K)) fuhrt durch Iteration nicht
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mehr zu weiteren echten Korpererweiterungen. Zundchst beweisen

wir einen Hilfssatz Uber das Verhalten des Betrages in C(K)/i(K).

4.8Hil fssat z:

Fir ¢ € C(K)/N(K), € >0 wund (x ) (ym) € C(K)/N(K)

gilt l(x )-(y~)! < € genau dann, wenn es ein & € K
mit O < § <¢ und ein n, €N, gibt, so daB fir alle n 2 n,

gilt Ix < & .

mn ~Yn

Bewedis: Sei l(x )-(yn ) € € . Dann gibt es nach 4.7.

ein ¢ K mit l(x )(yh)|<8<£ , also mit (x Y-(yn)< S
und (y.n) (x ) < § . Nach der Charakterisierung der Urd-

nung von C(K)/(K) im Beweis von 4.6. gibt es ein 7 > 0, n € K
und n, € INy , so daB fur alle n > ny gilt & -x,+y,, > 7

und  b-y,+x, >M , also Ixy-ynal < §-m<b .

Das beweist die eine Richtung der Behauptung.

Sei ein $¢€¢ K mit 0 < § < ¢ gegeben und ein n, € N, , so

daB fir alle n 2 n, gilt |Ix, -y,l < & . bDann existiert ein

o

M€K mit §

N

5+TZ<E. For n 2 n, gilt dann 0< & -x,+yn
und 0 < § -y, +x,, also auch M < € -x,, +y,, und
N < € -y, +Xn . Daraus folgt (:)‘(Yn) <€ und
(-):)-(-x—:) < g ,also auch K:-)‘(;n_)\ <t .

4.9. Sat z:
Sei (x_) € C(K) . Dann hat (x,) in C(K)/N(K) den

Grenzwert (x, ) .

Beweis: Esgilt wegen (x,,) ¢ C(K)

A& >0,8€¢€ KVnge N, /\'c,nano[\xt -xal < 8] .

Laraus folgt A€ > 0, € € C(K)/N(K) V ny €liig At 2 ny V& €K,
0<éd6<e A nzn, [Ix, —xal 5]

Das impliziert A& >0 Vn e Ny At 2 n, [lx{-(:)|<€] '

was die geforderte Behauptung ergibt.
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4,10. S a t z:
C(K)/N(K) ist folgen-vollstdndig.

Bewels:

1) Sei (y; ) eine Cauchy-Folge in C(K)/N(K) mit y; = (x‘,ﬂ )

fur alle i €N, , x;,, € K . Zundchst wihlen wir besonders
geeignete Repridsentanten fir die y; aus. Sei i fest vorge-
geben und sei ;= ]T fur jelNg, 340 und ¢, =1.

Durch Induktion erhalten wir zu jedem j €N, ein nj mit
nj ® mox(né,4 ,j), so daB fir alle m,n 2 nj gilt

lxilm -x('“| <ty o- VWir definieren Folgen z,:')' = oX{ g
fur jedes i € IN,

2) Es ist zu zeigen (zi,}) € C(K) fur alle i€ INy . Zu jedem

€ >0,¢ € K existiert ein j mit € > 65>O und fur alle

s, t 2 ) gilt !Z{,s -ZL’,‘" = |xi'“5 -xi.“¢|< £; <t wegen L
ng ,ny 2 n;

3) Wir zeigen jetzt, daB y; = (sz ) fur alle ie IN, gilt.

Fir jedes € > O existiert ein j € IN, , so dafl fur alle

m2n; gilt |z, "‘lel :lxi‘nm Ximl<g, <t wegen

Ny 2 m2nj . Damit ist (z;,, -x;,) eine Nullfolge, also
! !

(zilm) = (XL|~m)'

4) Es gibt zu jedem £ > 0, ¢ ¢ C(K)/N(K) ein n_ e N, , so

daB3 fur alle m,n,i,k 2 n, gilt lzi.m -zk'nl < ¢ .« Da (y;)

eine Cauchy-Folge ist, gibt es ndmlich zu jedem ¢ > O ein

ng €N, , so dal fur alle i,k 2 n, gilt lyi -yl < % , also

gibt es ein n, = ny (i,k) € N, , so daB fur alle 1 > n, gilt

Iz o -2y el < % nach Hilfssatz 4.8, Weiter gibt es ein

j mit 0<¢;< % , so doB fur alle i,mn > j gilt

IZL'.,m _Z(.“‘ < LA' nach Konstruktion der Zi,m . Fur alle 1i,k,

mn 2 n = max (j,n,‘ ) gibt es daher ein 1 2 max (j,n‘,nQ(i,k)),So

daB gilt
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12 2w nl % lzg -z el +1z ‘ZK,2!+‘ZI\|2 =2y, 1< +§+ tp<t.
5) Es ist (ziﬂ | i €IN, ) eine Cauchy-Folge. Nach 4) gibt
es ndmlich zu jedem €>0, ¢ € K ein n_ € N, , so daB fur
alle i,j 2 n, gilt IZL# -Z}Jl <g .
6) (;7::—) ist der Grenzwert von (y. ) in C(K)/N(K), denn
zu jedem ¢ > 0, ¢ € C(K)/N(K) existiert ein je€ IN, , so

daB fur alle i,n 2 j gilt |z -2, nl< g <€ nach 4).

Llh

Wegen Hilfssatz 4.8. folgt damit ly; -(z, ;)| <¢ fur

alle i j .

Zum SchluB dieses Abschnittes wollen wir noch eine der wichtig-
sten Eigenschaften der reellen Zahlen beweisen, die dquivalent
zur Faolgen-Vollstdndigkeit ist, aber technisch leichter ver-

wendbar ist.

4.11. Sa t z:
Jede nicht-leere, beschrinkte Menge M in R besitzt ein

Supremum und ein Infimum,

Bewelis: Wir definieren zwei Folgen rationaler Zahlen
(ag) wund (by,) mit i) a, < b, fur alle nelNg

ii) {x €eMla, < x£b } ¢+ ¢

iii) {x eM]b, < x} = ¢ .
Sei ndmlich r e @ mit -r < x <r fur alle x e M . Sei
d,:=-r, bg: =r . Dann sind sicher i),ii), und iii) er-
fullt. Seien a, ,b,, schon konstruiert. Ist

a, +b .
{ x e M |-J§-—JL' <x}=§,sosei a,,4, :=a, und
+ . . +b
bnya : = EJLEEJL . Sonst sei a,,,: = 943——1L- und
bnia ¢ = by . Dann sieht man leicht, dals auch a,,,4 und
b

die Bedingungen i), ii) wund iii) erfillen. Wegen

r .
a, €a,,, < b, €b, und b“ -0, = a4 vWie durch

n+1



- 123 -

Induktion sofort gesehen werden kann, ist |om-an|<2—r;-_—,;—
fur alle m 2 n , also ist (a, ) eine Cauchy-Folge. Dasselbe
gilt fur (b, ). Wegen by -a,= -‘,2—-:_—,1- ist (bn-a,) eine
Nullfolge, also (a,) = (b,,) . Fur alle me N, gilt sogar
am < (0,) €b,, . Fir jedes x € R mit (::-) < x gibt es
ein m ell, mit (_n_) € b, < x, also ist x ¢M und (-c:)
eine obere Schranke von M . Ebenso gibt es fur jedes y < (:)
ein mel, mit y<a, £ (a,) unddamit ein x € M mit

y < @y, < x , also ist y keine obere Schranke von M. Damit

ist (an) das Supremum von M. Der Beweis fur die Existenz

der Infimums verlduft analog und sei dem Leser iberlassen.
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39 bie komplexen Zahlen

In diesem kurzen abschnitt soll die vefinition des Kirpers der
komplexen Zahlen gegeben werden. Ver Kurper der komplexen Zah-
len ist kein angeordneter Korper, denn es gibt komplexe Zahlen,
deren Quadrat -1 <0 1ist im hiderspruch zu den unter 3.o.
entwickelten Rechenregeln.

Daher brauchen wir auch keine urdnung zu definieren. Andere
Eigenschaften des Korpers der komplexen Zahlen werden in der
Funktionentheorie bewiesen, insbesondere der Fundamentalsatz
der Algebra, der besagt, saBl jedes komplexe Polynom vom Grade
grofler oder gleich 1 mindestens eine komplexe Nullstelle be-

sitzt.

Wir beweisen, daBl IRxK mit der addition
Oay)+(xt,y') 2= Ocbxt y+y")
und der Multiplikation
(xy) (x',y') == (xx'-yy', xy'+x'y)
einen kommutativen Korper bildet, den Korper € der komplexen

~
Zahlen. i

Es ist klar, daB IRxk mit der Addition eine kommutative Gruppe
bildet. Die Ringeigenschaften von € lassen sich durch Nach-
rechnen leicht verifizieren. Das neutrale Element bei der fMulti-

plikation ist dabei (1,0) . Inverses Llement zu (x,y) + (0,0)
X

x4y 1T xRy

net werden.

ist ( Q) . Auch das kann sofort nachgerech-

Die Abbildung Ik 3 x ——= (x,0) ¢ € 1ist ein injektiver Ring-
Homomorphismus. Daher identifiziert man IR mit dem Unterkodrper
{(x0)Ixer} in C.

oblicherweise schreibt man i : = (0,1) und allgemein x+yi = (x,y).

Insbesondere ist dann A



