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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit dem Einfluss unterschiedlicher Korrelationss-
zenarien auf die Performance von Clusteringverfahren in Kombination mit Me-
thoden zur Dimensionsreduktion. Hierfiir werden hochdimensionale Simulations-
daten generiert die verschiedene Szenarien an Abhéngigkeit, Heterogenitat und
Variablenanzahl reprisentieren. Speziell wird sich hierbei an Einzelzell-RNA-
Sequenzierungsdaten orientiert, die anhand einer Zero-Inflated Negativ Binomial
Verteilung modelliert werden. Die Ergebnisse dieser Arbeit kénnen einen Hin-
weis darauf geben, welche Methoden am besten zur Identifikation von Gruppen
in diesen speziellen Datensatzen unter vorliegender Korrelationsstruktur geeignet

sind.
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1 Einfiihrung

Die Einzelzellanalyse ist eine Methodik in der biologischen Forschung, die erst seit Kur-
zem die Moglichkeit bietet die Funktionsweise und Zusammensetzung einzelner Zellen zu
untersuchen [1]. Diese kann dazu verwendet werden unbekannte oder seltene Zelltypen zu
identifizieren, Gene zu beobachten die in bestimmten Zelltypen unterschiedlich ausgedriickt
werden oder Gewebestrukturen auf vorhandene Zellen zu untersuchen [2]. Hierbei kann es
von Nutzen sein verschiedene Gruppen von Zelltypen zu identifizieren, die beispielsweise im
Fall von Behandlung oder Krankheit in den einzelnen Genen unterschiedlich ausgedriickt
werden. Speziell in dieser Arbeit soll sich an Daten orientiert werden, die mit einer RNA-

Sequenzierung (scRNA-seq) erfasst wurden.

Um Einzelzelldatensétze in Gruppen aufzuteilen werden verschiedene Verfahren verwen-
det. Zwei dieser Methoden sind die Dimensionsreduktion (DR) und Clusteranalyse (CA) [3].
Die Kombination aus DR und CA ist eine verbreitete Vorgehensweise in der Analyse von
hochdimensionalen Datensétzen, da hier die reine Clusteranalyse dem sogenannten Fluch der
Dimensionalitat unterliegt [4]. Viele distanzbasierte Clusteringverfahren scheitern in hoher
Dimension, da sich die Distanzen zunehmend ahnlicher sind. Daher kann es sinnvoll sein,
den Ausgangsdatensatz in eine niedrige Dimension zu projizieren und anschliefend eine CA

durchzufihren.

Die Wahl der richtigen Kombination aus DR und CA hat einen entscheidenden Einfluss
auf die Ergebnisse. Eine zentrale Frage, ob die Abhangigkeit zwischen Genen eine Rolle in
der Identifikation von Gruppen in Einzelzelldatensitzen spielt, soll Thema dieser Arbeit sein.
Eine wiinschenswerte Erkenntnis wére, anhand der vorliegenden Abhéngigkeit in den Daten
die richtige Wahl der Verfahren treffen zu kénnen. Hierfiir soll der Zusammenhang anhand
von Simulationsdatensétzen untersucht werden, die verschieden Szenarien an Heterogenitat,

Abhéangigkeit und Variablenanzahl représentieren.

In Kapitel 2 sollen zunéchst die verwendeten Methoden beschrieben und deren Algo-
rithmen erldutert werden. Hierfiir werden in 2.1 drei gdngige Methoden zu DR aufgefiihrt,
UMAP, t-SNE und die Hauptkomponentenanalyse. In 2.2 sind der k-Means Algorithmus,
eine hierarchische Clusteringmethode und das Modellbasierte Clustering, sowie die Methode
zur Evaluierung der Ergebnisse beschrieben.

In Kapitel 3 wird die gewdhlte Methode zur Simulation der Daten erldutert. Dafiir soll zu-
néchst die gewéahlte Verteilung und Abhéngigkeitsstruktur beschrieben werden. Ein kurzer
Uberblick der Umsetzung in R soll die im Laufe der Arbeit aufgetretenen Hindernisse und

ihre Losungen darstellen.



Anschlieend werden in Kapitel 4 die Ergebnisse aufgegliedert nach den DR Methoden pré-
sentiert und untereinander verglichen.
Zuletzt wird ein Fazit gezogen und ein Ausblick auf mogliche Weiterfithrungen dieser Arbeit

gegeben.

Angehéngt sind in A Algorithmen, die in dieser Arbeit referenziert werden. Im Anhang B
befinden sich weitere Abbildungen der Clusteringergebnisse. Anhang C gibt einen Uberblick

iiber die Struktur des elektronischen Anhangs.



2 Methoden

Die Kombination aus Dimensionsreduktion und Clusteranalyse ist oft eine gute Methode,
um Gruppen in hochdimensionalen Datensétzen zu erkennen. Wie die einzelnen Methoden
die in dieser Arbeit verwendet werden funktionieren und welche Kriterien sie berticksichtigen

wird im Folgenden behandelt.

2.1 Dimensionsreduktion

Eine Reduktion der Dimension versucht einen p-dimensionalen Datensatz X = (X,..., X))
= {@1,...,x,} in eine niedrigere Dimension ¢ < p zu tberfithren, ohne dabei relevante In-
formationen iiber die Datenstruktur zu verlieren.

Gerade im Bereich von hochdimensionalen genetischen Daten ist es nicht uniiblich, eine
Dimensionsreduktion durchzufiihren, um Strukturen zu erkennen sowie die Datensatze zu
visualisieren und besser verarbeiten zu kénnen. Insgesamt sollen hier drei verschiedene Me-
thoden betrachtet werden. Ziel dieses Abschnitts ist es einen Uberblick iiber die gingigen

Methoden zu geben und den Aufbau dieser darzustellen.

In einigen Methoden wird die euklidische Distanz zur Abstandsbestimmung verwendet. Diese

ist definiert als

n

d(@,y) =|lz - yll2 = || D_(zi — v:)*. (2.1)

=1

2.1.1 UMAP

UMAP (Uniform Manifold Approximation and Projection) ist eine erstmals 2018 eingefiihr-
te Methode von McInnes et al. [5] zur Dimensionsreduktion. Zwei Vorteile gegentiber bisher
iiblichen Methoden heben diese hervor: Zum einen wird ein hoher Anteil der globalen Da-
tenstruktur in vergleichbar niedriger Rechenzeit erhalten, zum anderen koénnen auch grofie

Datenmengen leichter verarbeitet werden.

Der Algorithmus besteht grundlegend aus zwei Schritten.

Konstruktion des Graphen

Im ersten Schritt soll ein k-Nachbarn Graph erzeugt werden, in dem jeder Punkt zu seinen
k-néchsten Nachbarn verbunden wird. Sei X = {xy,...,@,} der urspriingliche Datensatz
mit MaB d : X x X — R{. Fiir alle &; werden die k-nichsten Nachbarn {x,,, ..., z; }
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beziiglich des Mafles d gebildet.

Fiir jedes x; wird nun

sowie o; festgelegt, sodass

—maz(0, d(x;,x,)) — pi

Z:exp ( > ) = logs (k). (2.3)

Damit kann ein gewichteter gerichteter Graph G = (V, E,w) definiert werden. Das
bedeutet, dass jede Kante im Graphen ein bestimmtes Gewicht sowie eine Richtung besitzt.
Eine Kante kann also von x; — «; und/oder x; +— x; existieren. Die Knoten V' sind die
Punkte X, die gerichteten Kanten sind E = {(x;,z;,) [ 1 < j < k,1 < i < n} und die

Gewichtsfunktion

(2.4)

wl(s s)) = exp <—max(0, d(w;, x;,)) — pz-> |

0;

Hierbei entspricht das Gewicht einer Kante in etwa der Wahrscheinlichkeit, dass diese Kante
existiert.
Sei A nun die gewichtete Adjazenzmatrix von G, die die Verbindungen der Punkte repré-

sentiert, und

B=A+AT -~ Ao A" (2.5)

wobei o das paarweise Produkt zweier Matrizen beschreibt. A;; kann als Wahrscheinlichkeit,
dass die gerichtete Kante von x; nach x; existiert aufgefasst werden. B;; entspricht dann der
Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens eine der beiden Kanten (x; — «; oder x; < ;) gibt.
Der Graph G ist folglich ein ungerichteter gewichteter Graph mit Adjazenzmatrix B. Dieser

sollte die Struktur des hochdimensionalen Datensatzes so gut wie moglich beschreiben.

Graphstruktur in niedriger Dimension
UMAP verwendet eine krafte-basierte gerichtete Graphstruktur, bei der anziehende Kréfte

auf die Kanten und abstoflenden Krafte auf die Knoten angewendet werden. Indem der



Algorithmus iterativ unterschiedliche Krafte auf die Kanten und Knoten verteilt, wird die
Struktur optimiert.

Die anziehende Kraft zwischen zwei Knoten ¢ und j an Koordinaten y; und y; wird durch

b
—2ab||y; — ;|3

w((@;, @;))(yi — yj) 2.6
R [ = 20
beschrieben, mit Hyperparametern a und b.
Die abstoflende Kraft ist gegeben durch
2b
(1 —w((e;, ;) (¥ — y;) (2.7)

(e + |y — w5113 (1 + ally; — y;l13°)

mit € > 0, um Division durch Null zu vermeiden.

Mithilfe dieser Kréifte wird die Kreuzentropie[6] zwischen dem gewichteten Graphen G
und einem Graphen H in niedriger Dimension mit Punkten {y;, ..., y,} minimiert. Ziel ist
somit, Punkte y; zu finden deren gewichteter Graph die Struktur von G anndhernd appro-
ximiert. Da G die Topologie im hochdimensionalen Raum erfasst, reprasentiert der &hnliche

Graph H diese so gut wie moglich in niedriger Dimension.

UMAP ist urspriinglich von den Autoren in Python [7] implementiert. Eine Version in R ist
das Paket uwot [8].

2.1.2 t-SNE

Die Methode t-SNE von Van der Maaten et al. [9] ist eine Modifikation des Stochastic Neigh-
bor Embedding, indem eine Student-t-Verteilung statt der urspriinglichen Normalverteilung

zur Berechnung verwendet wird.

Zunachst werden die Distanzen im hochdimensionalen Raum in bedingte Wahrschein-

lichkeiten p;; umgewandelt.

exp(—||z; — x;|[3/207)
i exp( = — x|[3/207)

Pjli = (2.8)

Diese driicken die Ahnlichkeit von Punkt x; zu x; aus. Genauer gesagt ist es die Wahr-

scheinlichkeit, dass ; x; als Nachbarn wihlen wiirde, lige die Wahrscheinlichkeitsdichte in
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Form einer Normalverteilung um den Punkt x;. Die paarweisen gemeinsamen Wahrschein-
lichkeiten werden dann als p;; = % definiert, wodurch Ausreifler ebenfalls beriicksichtigt
werden sollen.

Die entsprechenden Datenpunkte niederer Dimension werden dann als y;, ¥; und mit einer
ahnlichen Wahrscheinlichkeit g;; beschrieben. Im t-distributed SNE werden die ¢;; mithilfe

einer Student t-Verteilung mit einem Freiheitsgrad definiert.

Ot lm-wly
! Skt (L+ lye — yi13) 7!

(2.9)

Je geringer die Differenz zwischen p;; und ¢;;, desto besser stellen die Punkte y; und y; den
hochdimensionalen Datensatz dar. Diese wird mit der Kullback-Leibler Divergenz [10] als

Kostenfunktion C minimiert.

€= KLPIQ) = X Tntos (22 2.10)

7 7 )

Hierbei sind P und () die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilungen im jeweiligen Raum.
P; sei nun die auf ; bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber alle anderen Datenpunk-
te. Die Wahl einer geeigneten Varianz o; in Gleichung (2.8), welche wiederum P; bestimmt,

wird tiber die Perplexitit gesteuert. Diese ist definiert als

J

und kontrolliert die Anzahl an nidchsten Nachbarn, die jeder Punkt anzieht. Typischerweise

liegt dieser Wert zwischen 5 und 50.

Implementiert ist die Methode im R-Paket Rtsne als Funktion tsne (). Standardméfig wird
im ersten Schritt eine PCA durchgefiihrt, um den hochdimensionalen Datensatz auf 30-50
Dimensionen zu reduzieren. Um den Algorithmus unabhéngig von der Hauptkomponenten-

analyse betrachtet zu kénnen, wird dieser Schritt in der Arbeit nicht durchgefiihrt.

2.1.3 Hauptkomponentenanalyse

Die Hauptkomponentenanalyse (Princial Component Analysis, o.a. PCA) ist eine erstmals
1901 von Karl Pearson [11] eingefithrte Methode zur Dimensionsreduktion. Hierbei werden

lineare Kombinationen der Variablen, sogenannte Hauptkomponenten gebildet, die jeweils



einen Anteil der Varianz im Datensatz erklaren [12]. Die grofite Varianz in den Daten wird von
der ersten Hauptkomponente erklart, mit absteigender Varianz in den restlichen Hauptkom-
ponenten. Da die Methode bereits in der Veranstaltung Multivariate Verfahren behandelt

wurde, wird hier auf eine ausfiihrliche Erlauterung verzichtet.

Gegeben sei der Datensatz X € R™P. X = PAQT ist die Singuldrwertzerlegung [12]

von X, mit

A € R™? Diagonalmatrix mit Singularwerten von X
P ¢ R™™ Matrix mit Links-Singulérvektoren

Q € RP*P Matrix mit Rechts-Singulérvektoren.

Dann enthilt die Matrix

F = PA =PAQTQ = XQ (2.12)

die geordneten Faktorwerte, bzw. die einzelnen Hauptkomponenten in ihren Spalten. Typi-
scherweise werden die ersten beiden Komponenten ausgewédhlt, die dann im zweidimensio-

nalen Raum dargestellt werden konnen.

Die PCA ist als Funktion prcomp() standardméfig in R enthalten.

2.2 Clustering

Die Clusteranalyse beinhaltet Verfahren zur Identifikation von Gruppen in Datensétzen. Die-
se konnen durch unterschiedliche Methoden die auf Distanzen, Verteilungen oder &hnlichen
Kriterien beruhen definiert sein. Um die verschiedenen Arten der Methoden zu beriicksichti-
gen, wird jeweils ein partitionierendes, hierarchisches und modellbasiertes Clusteringverfah-

ren betrachtet.

2.2.1 Partitionierendes Clustering

Die partitionierenden Verfahren teilen die Daten in eine vorgegebene Anzahl G an Clustern
ein. Eine simple und weit bekannte Methode hierfiir ist der k-Means Algorithmus. Es gibt
mehrere Umsetzungen und Definitionen, in dieser Arbeit wird die Methode von Hartigan

und Wong [13] verwendet. Auch wenn es unterschiedliche Arten des Algorithmus gibt, kann



die Methode generell in drei Schritte aufgeteilt werden [14].

Initialisierung ¢ = 1; Wahle G zufillige Mittelwerte {m,(f)}kzl,“_,g

Zuordnung Jeder Datenpunkt x; wird dem Mittelwert m,(f) zugeteilt, zu dem er die nied-

rigste quadrierte Distanz d (2.1) aufweist. Daraus ergeben sich die Cluster {Cy }x=1,. -

Cp = {z; | dim)),z;)? <d(m\” z,)?Vj=1,...,G} (2.13)

Aktualisierung Berechne die neuen Cluster-Mittelwerte aus den jeweils zugeordneten Be-

obachtungen, mit | - | als deren Anzahl in einem Cluster.
my ™ = S o (2.14)
|Ck| x; € Cy

Die letzten beiden Schritte werden so oft wiederholt, bis sich die Zuordnung nicht mehr

verandert. Ziel ist es, die Summe der quadrierten Distanzen

G
> D dlmy, )’ (2.15)

k=1x; € Ck
7zU minimieren.

Implementiert ist der Algorithmus (von Hartigan und Wong [13]) standardméBig in R
[15] als Funktion kmeans(). Hier kann zusatzlich die Anzahl nstart an zufilligen Initiali-

sierungen definiert werden, was unter Umstédnden bessere Partitionen liefern kann.

2.2.2 Hierarchisches Clustering

Unter den Begriff hierarchisches Clustering fallen mehrere distanzbasierte Methoden der
Clusteranalyse. In den hier betrachteten agglomerativen Verfahren bildet zunéchst jede Be-
obachtung ein einzelnes Cluster. Diese werden dann iterativ zusammengefasst und letztend-

lich zu einem grofien Cluster kombiniert.



Initialisierung Jedes Cluster enthélt genau eine Beobachtung C; = {x;}. Die Distanzen

der Cluster zueinander werden berechnet.

Zuordnung Die beiden Cluster mit der grofiten Ahnlichkeit bzw. geringsten Distanz zu-

einander werden zu einem Cluster zusammengefasst.

Aktualisierung Die Ahnlichkeiten der neuen Cluster miissen jetzt erneut berechnet wer-
den. Seien nun C; und C; zwei Cluster die zu einem gemeinsamen Cluster C;UC; agglomeriert
werden sollen, und sei C, ein weiteres Cluster. Die Ahnlichkeit des neuen Clusters C; U C;
relativ zu Cy, ist mit der Lance-Williams Formel [16] und Distanzfunktion D (2.18) definiert

als

D(CZ'UCj,Ck) = ald(Ci,C’k) + OéQD(Cj,Ok) + BD(CZ,C]) + ’7|D(CZ,C]€) — D(Cj,Ck)|
(2.16)

Fiir die unterschiedlichen hierarchisches Verfahren definieren die Parameter ay, as, f und ~
sowie die Distanzfunktion D die Ahnlichkeit und wie die Cluster miteinander verbunden
sind. Mogliche Verfahren sind beispielsweise das Single, Average, Complete oder Centroid
Linkage.

In dieser Arbeit wird Ward’s Kriterium (Ward2) [17] und die euklidische Distanz verwendet.
Hierfiir seien I = |Cy, J = |C}|, K = |Ck|. Mit den Parametern

I+ K J+ K 5 K 0
o= - oy = —— = —-— =
"TIHU+K *TIFJ+K I+J+K 7
ergibt sich dann die Lance-Williams Formel zu
I+ K J+ K K
D(C; ; = —=D(C} ——D(C; - ——D(C;, C)).
2.17

In Ward2 wird die Distanzfunktion D quadriert und ist hier folglich mit (2.1)

D(z,y) = (z: — v))" (2.18)

Die letzten beiden Schritte werden so oft wiederholt, bis nur noch ein Cluster iibrig ist.



In R ist das Verfahren mit der Funktion hclust() standardmafig implementiert. Die
Ward2 Methode wird mit method = "ward.D2" spezifiziert. Damit wir letztendlich zwei

Cluster erhalten, wird die Hierarchie mit der Funktion cutree() auf k=2 Cluster reduziert.

2.2.3 Modellbasiertes Clustering

Anders als bei den bereits vorgestellten Verfahren verwendet das modellbasierte Clustering
keine Distanzen zur Berechnung der Cluster. Hierbei wird angenommen, dass jedes Cluster
eine eigene Verteilung besitzt, meist ist das eine multivariate Normalverteilung mit unbe-

kannten Parametern [18].

Sei X = {x,...,x,} der Zufallsvektor. Die Verteilung jeder Beobachtung wird durch

eine Mischverteilung mit G Komponenten (Clustern) ausgedriickt [19].

G
flai;®) = mfi@i; 0x) (2.19)
k=1
mit
v ={m,...,nq,01,...,0} Parameter der Mischverteilung

fr(x;; 0x) Dichtefunktion der k-ten Komponente mit Parametervektor 6y
(71,...,m7¢) Gewichte der Mischverteilung mit 7, > 0, 3¢ 7, =1

Die Parameter ¥ miissen in den meisten Féallen geschatzt werden. Dies wird durch die
Maximierung der log-Likelihood von (2.19) mit dem EM Algorithmus [20] durchgefiihrt.

((W;xy, ... ,x,) = Zj: log(f(x;; ¥)) (2.20)

Das R-Paket mclust [19] verwendet ein Gaufisches Mischmodell (GMM), welches fiir
jede Komponente eine multivariate Normalverteilung fi(x;; 0x) ~ N(px, Xy) annimmt. Im
Paket kénnen die Merkmale Volumen, Form und Richtung der Cluster jeweils als gleich (E)
oder variierend (V) definiert werden. Wird nichts vorgegeben, wéhlt die Funktion Mclust ()
anhand des BIC das beste Modell aus.

2.2.4 Evaluation

Um Clustering-Resultate mit den wahren Clustern oder einer anderen Methode zu verglei-
chen kann der Adjusted Rand Index [21] verwendet werden. Seien hierfir A = {A,,..., 4,}

10



und B = {By, ..., B;} zwei Partitionen des Datensatzes. Dann ist die Kontingenztabelle der
Cluster mit n;; = |A; N By

B: By ... B, | X
Ay | n nig oo nas | ag
Ay | nor noe ... Nos | G2
Ar Nre1 Ny oo Nyps | Gy
b bl bg c bs n

Tabelle 1: Kontingenztabelle der Ubereinstimmung zweier Clustering Partitionen

Der Adjusted Rand Index ARI € [0, 1] ist definiert als

(2.21)

wobei 0 fir sich in allen Beobachtungen unterscheidende Cluster und 1 fiir eine exak-
te Ubereinstimmung der Cluster steht. Das R-Paket Mclust [19] beinhaltet die Funktion
adjustedRandIndex ().
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3 Simulation der Daten

Um verschiedene Abhéngigkeitsstrukturen in den Daten untersuchen und vergleichen zu
konnen, miissen mehrere Datenséitze simuliert werden. Dabei wird sich an einem realen Da-
tensatz orientiert, aus dem die Verteilungen der Gene geschétzt werden. In den folgenden
Abschnitten sollen zunéchst die Verteilungen definiert, die Wahl der Abhéngigkeitsstruktur,

die Methode zur Simulation und die Umsetzung in R erldutert werden.

3.1 Zero-Inflated Negativ Binomial Verteilung

Fir die Modellierung von Gendaten sind mehrere diskrete Verteilungen moglich. Wagner
et al. [22] schlagen eine Negativ Binomial Verteilung mit einem zusitzlichen Uberschuss an

Beobachtungen die den Wert 0 annehmen vor. Diese soll hier zunéachst definiert werden.

Im Folgenden sind die Parameter (mit entsprechenden Argumenten der Funktion dzinegbin ()
aus dem R-Paket VGAM [23] in Klammern):

 Erwartungswert der Negativ Binomial Verteilung (munb)
¢ Dispersionsparameter (size)

m  Wahrscheinlichkeit zusatzlicher Nullen (pstr0)

Im klassischen Fall wird die Negativ Binomial Verteilung mit der Anzahl n an erfolgreichen
Versuchen und der Wahrscheinlichkeit p des Eintretens eines Erfolges definiert. Uber eine
Mischverteilung aus einer Poissonverteilung mit gammaverteiltem A\ kann diese jedoch auch

angegeben werden als [24]

T 0%
frae) = floi o) = S I 3.1)

Das erlaubt die Stetigkeit des Parameters ¢, mit dem eine Uberdispersion der Daten model-

liert werden kann. I'(+) ist die Gammafunktion.

Die Dichtefunktion der Zero-Inflated Negativ Binomial Verteilung kann dann mit zuséatz-

licher Wahrscheinlichkeit 7 fiir x = 0 definiert werden.

fZINB(x) _ T+ (1 — W)fNB(CE) z=0 (32)
(1 —7)fnp(z) reN

12



Um die zwei verschiedenen Gruppen in den Daten zu simulieren, werden zwei Intervalle fir
jeden Parameter definiert, aus denen pro Variable gezogen wird. Dabei wurden die Para-
meterintervalle von Fitterer et al. [25] verwendet, die tiber 7225 Gene aus dem Datensatz
von Kolodziejezyk et al. [26] geschéatzt wurden. Diese sollen unterschiedliche Ausmafle an
Heterogenitat mithilfe von drei verschiedenen Szenarien darstellen. Szenario 01 beschreibt
dabei eine homogene Situation der Gruppen mit hoher Uberlappung der Intervalle, wihrend

die Parameter in Szenario 03 aus sehr unterschiedlichen Intervallen gezogen werden.

Szenario | Gruppe 1 ) s
o 1 [45, 293] | [0.27, 0.47] | [5.30 - 1077, 0.01]
2 (12, 112] | [0.27, 0.47] | [4.85-1077, 2.11 - 1079]
02 1 27, 397] | [0.24, 0.55] | [3.65 - 1077, 0.04]
2 6, 171] | [0.23, 0.55] | [3.26 - 1077, 2.91 - 107?]
03 1 [19, 576] | [0.18, 0.78] | [2.28 - 1077, 0.08]
2 2,217] | [0.17,0.82] | [2.18 - 1077, 6.11 - 107?]

Tabelle 2: ZINB-Parameter der beiden Gruppen fiir alle Szenarien

Fiir beide Gruppen wurde jeweils ein Datensatz mit nq,no, = 250 Beobachtungen generiert,
welche dann zu einem Datensatz mit n = 500 Beobachtungen zusammengefiigt worden sind.
Fiir jedes Szenario wurden Datensatze mit p = 250,500, 1000,2000 Variablen generiert,

sodass die Relationen n > p, n = p, n < p und n << p betrachtet werden kénnen.

3.2 Abhangigkeitsstruktur

Als Mafl der Abhéngigkeit im Datensatz soll hier der Korrelationskoeffizient verwendet wer-

den. Fiir zwei Zufallsvariablen X; und X ist der Koeffizient gegeben als

Cov(X;, X; X
Korr(X;, X;) = X Xy) _ oxx, Px.X, = Px,x- (3.3)
VVar(Xy) - \/Var(X;)  ox.0x,

Fiir einen p-dimensionalen Datensatz X = (X, Xs,..., X)) ergibt sich somit die symme-

trische und positiv-semidefinite Korrelationsmatrix [27]
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1 PX1,X2 -+ PX1,Xp

p— Kor'r(X) _ PX%,Xl 1 ,OXQ.,XP

po,Xl po’X2 RN 1
Um verschiedene Grade von Abhéngigkeiten zu untersuchen, werden die paarweisen Kor-
relationen aus einem bestimmten Intervall gezogen, die von einer minimalen und maximalen

Korrelation pyim und priez, Pmin < Pmae definiert werden.

Somit gilt fir p Zufallsvariablen X;, X;, 4,7 =1,...,p, i1 # Jj

PX:,X; = PX;,X; € [pmimpmaac]- (35)

Hierfiir werden drei Intervalle betrachtet:

I,, = 1[0.0,0.3] Niedrige Abhéngigkeit
I,, = [0.4,0.6] Moderate Abhéngigkeit
I,, = [0.7,0.9] Hohe Abhéangigkeit

Um die Korrelationsmatrix P fiir einen p-dimensionalen Datensatz zu generieren, miissen

q= f;ll 1 paarweise Korrelationskoeffizienten aus den entsprechenden Intervallen gezogen
werden. Aufgrund der Methodik, die im Folgenden noch erldutert werden soll, bietet es sich
an die Korrelationskoeffizienten nicht aus einer Gleichverteilung, sondern aus einer Stan-
dardnormalverteilung zu ziehen, und diese dann auf das Intervall [pin, Pmaz] zu skalieren.
Somit haben wir einen Vektor R = (rq,73,...,7,) der Linge ¢ mit R ~ N (0, 1), welcher mit

der Funktion

(b —a)(r; — min(R))
maz(R) — min(R)

s(ri,a,b) = +a (3.6)

und a = Ppin, b = Pmae zum Vektor R = (71,72, ...,7,) , skaliert wird. Daraus erhélt man

eine mogliche Korrelationsmatrix

14



1 r1 o Tp—1
ol T, L T
P=|#n 7 (3.7)
Tq
'p—1 Top-3 ... Ty 1

welche mit dem Algorithmus von Higham [28] (im R-Paket Matrix [29] als Funktion nearPD ()
implementiert) zur ndchstmoglichen validen Korrelationsmatrix korrigiert wird, falls P nicht

positiv definit ist.

Da nach der Korrektur einige der paarweisen Korrelationen unter Umstanden nicht mehr
im Intervall [pmin, Pmaz] liegen, wird der Algorithmus 1 angewendet, um mehrere R 7zu ziehen.
Die Erzeugung einer validen Korrelationsmatrix aus negativen Intervallen hat sich bereits
in niedriger Dimension als fast unmoglich dargestellt. Daher wird sich in dieser Arbeit auf
die angegebenen positiven Intervalle beschrénkt. Folglich wird bei Erwahnung der Begriffe

Abhéngigkeitsstruktur, Korrelation o.4. immer vom positiven Fall gesprochen.

3.3 NORTA-Methode

Um nun einen Zufallsvektor X zu berechnen, dessen Variablen der spezifizierten ZINB-
Verteilung folgen und gleichzeitig die Abhédngigkeitsstruktur widerspiegeln, kann sich an
einer prinzipiell einfachen Methode iiber die inverse Verteilungsfunktion bedient werden.
Cario und Nelson [30] schlagen die Methode NORTA (NORmal To Anything) vor, die die
Generation eines multivariaten Zufallsvektors mit beliebigen Randverteilungen und vorgege-
bener Korrelationsmatrix Px ermoglicht. Der Prozess kann in drei Schritte zusammengefasst

werden:

1. Simulation von Z ~ N (0, Pg).

2. Berechnung der Quantile der Standardnormalverteilung
U= (9(2),....9(Z,)).

3. Berechnung des Zufallsvektors tiber die inversen Verteilungsfunktionen der Randver-
teilungen
X = (Fg (Uh),..., Fx, (Up)).

Die Herausforderung liegt darin Pz so zu wahlen, dass Korr(X) ~ Px. Yahav und Shmu-
eli [31] untersuchen in ihrem Artikel eine Korrektur der NORTA-Methode, um Py fiir eine
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multivariate Poissonverteilung zu approximieren. Barbiero und Ferrari [32] zeigen, dass diese

Korrektur fiir beliebige diskrete Randverteilungen verwendet werden kann.

Die erreichbare Korrelation zweier Zufallsvariablen X; und X liegt nach Whitt [33] nicht

im Intervall [—1, 1], sondern zwischen der unteren und oberen Schranke
p = cor(Fx!(U), Fx'(1-U)), (3.8)

p = cor(F5'(U), F);jl(U)). (3.9)

U ist hierbei ein Zufallsvektor aus einer stetigen Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1].
Die spezifizierten paarweisen Korrelationen px werden am besten durch eine Exponential-

funktion approximiert:

px =a-e"P7 ¢ (3.10)

mit

a=——" b:log<p+a)

wodurch sich mit Umformung von (3.10) Pz berechnen lasst

pPX—C
pz = log(b“>. (3.11)

Letztendlich ergeben sich fiir die Simulation eines p-dimensionalen Datensatzes mit ZINB-
Randverteilungen F, (i = 1, ..., p) mit Parametern p;, ¢;, m; und inversen Verteilungsfunk-

tionen F' ;il sowie valider Korrelationsmatrix Px folgende Schritte:

1. Berechne p, p mit (3.8) und (3.9)

2. Berechne Py aus (3.11) mit a, b, ¢

3. Ziehe Z aus N(0, Pz)

4. Berechnung der Quantile der Standardnormalverteilung

U=((Z),....2(Z))
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5. Transformation von U ftber die inversen Verteilungsfunktionen
X = (F)Ell(Ul)7 R F)?pl(Up))

Paarweise Korrelationen

In der Umsetzung hat sich gezeigt, dass die Methode die urspriingliche Korrelation px umso
besser erreicht, je mehr Beobachtungen generiert werden. Da wir in unserem Fall von hochdi-
mensionalen Gendaten ausgehen und eine eher niedrige Anzahl an Beobachtungen simulieren
mochten, ist immer mit einer gewissen Abweichung von px zu rechnen. Damit die finalen
Korrelationen dennoch so gut wie moglich in den vorgegebenen Intervallen liegen, wurde die
zuvor beschriebene Kombination aus Standardnormalverteilung und Skalierung gewéhlt, um

die paarweisen Korrelationen zu generieren.

Ein weiterer Punkt, der fir die Verwendung dieser Kombination spricht, hingt mit der
Korrektur zur nachstmoglichen Korrelationsmatrix mit nearPD() zusammen. Liegen viele
paarweise Korrelationen an den Randern der Intervalle I, ist zu erwarten, dass nach der
Korrektur des Algorithmus einige der p;; nicht mehr im Intervall I, liegen. Durch die hier
verwendete Methode befinden sich nur noch sehr wenige der p;; an den Réndern der Interval-
le, und das Generieren einer validen Korrelationsmatrix nimmt auch in hheren Dimensionen

vergleichbar wenig Zeit in Anspruch.

Abbildung 1: Paarweise Korrelationen
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Exemplarisch sind hier die paarweisen Korrelationen fiir das Szenario 01 und p = 2000
von drei simulierten Datensatzen gezeigt. Zunachst fallt auf, dass die Korrelationen fir 1,
stiarker konzentriert im vorgegebenen Intervall liegen. Gerade im Fall von hohen Korre-
lationskoeffizienten ist es schwierig, eine valide Korrelationsmatrix zu finden, weshalb die
urspriinglichen Schranken mit dem Algorithmus 1 korrigiert werden mussten. Das Intervall,
aus dem die Korrelationen gezogen werden, ist also kleiner. Daher liegen diese nédher zusam-
men. In den Tabellen sind die durchschnittlichen absoluten Abweichungen der Korrelation
des simulierten Datensatzes von der vorgegebenen Korrelationsmatrix (RMSR, Root Mean
Square Residual) sowie der Anteil an paarweisen Korrelationen, die im definierten Intervall
liegen. Hier sind von insgesamt 1,999,000 Korrelationskoeffizienten fiir beide Gruppen knapp

83% im vorgegebenen Abhéangigkeitsintervall.

3.4 Umsetzung in R

Das R-Paket SimCorrMix von Fialkowski und Tiwari [34] implementiert genau diese Simulati-
on korrelierter Daten mit unterschiedlichen Randverteilungen, und ermoglicht zusatzlich die
Mischung stetiger und diskreter Variablen. Da allerdings schon die Berechnung von Daten-
sitzen in Dimensionen wie p = 500 enorme Rechenzeit in Anspruch genommen hat, wurden
die fiir den Fall von ZINB-Randverteilungen wichtigen Funktionen tibernommen und teil-

weise uberarbeitet.

Fiir die Berechnung der unteren und oberen Schranken (3.8) (3.9) der Korrelation wird
zundchst ein Zufallsvektor U ~ U(0,1) gezogen. Je ldnger dieser Vektor, desto zeitinten-
siver ist die Berechnung der inversen Verteilungsfunktion, aber umso genauer werden auch
die Schranken approximiert. Als Standardwert ist |U| = 100000 (= nbounds) festgelegt. In
der Implementation von Fialkowski und Tiwari werden fiir die beiden Schranken und je-
de Korrelation p;; insgesamt 4 inverse Verteilungsfunktionen berechnet (F' )}il(U), F gjl(l —
U), Fx(U), F )}J,I(U)), was 4 - Y7~ i Kalkulationen entspricht.

Berechnet man jedoch zuerst fiir alle Variablen Fi'(U) und Fi!'(1—U) und speichert diese
Ergebnisse in einer Liste um sie dann paarweise zu kombinieren, ergeben sich nur noch 2 - p

Berechnungen der inversen Verteilungsfunktionen.

Mithilfe der R-Bibliotheken parallel und doSNOW [35] wurde die Berechnung der Quan-
tile zusatzlich parallelisiert, wodurch wiederum deutlich Rechenzeit gespart werden konnte.
Da die Schranken unabhéngig von der vorgegebenen Korrelationsmatrix sind, lohnt es sich
ebenfalls die fiir ein Szenario und p kalkulierten Schranken zwischenzuspeichern. Diese kon-
nen dann fiir alle verschiedenen Korrelationsmatrizen abgerufen und verwendet werden, um

Pz (3.11) zu berechnen. Durch diese Zeiteinsparungen lassen sich auch Datensétze in héhe-
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ren Dimensionen in angemessener Zeit berechnen.

Schritt 3, das Ziehen aus einer multivariaten Normalverteilung, wird im Paket SimCorrMix
durch Anwendung einer Eigenwertzerlegung auf Pz und Singularwertzerlegung eines mul-
tivariat standardnormalverteilten Zufallsvektors X € R™ P ersetzt. Dadurch erhélt man
ebenfalls einen Zufallsvektor Z mit Korr(Z) = Py.

Um die Ergebnisse robuster zu gestalten, wird jeder Datensatz 10 Mal mit unterschied-
lichen Seeds simuliert. Dadurch ergeben sich letztendlich fiir 3 Szenarien, 3 Abhéngigkeits-
intervalle, 4 Variablenanzahlen und 10 Seeds insgesamt 3 -3 -4 - 10 = 360 zu simulierende

Datensatze.

Im Laufe der Berechnungen der Clusteringergebnisse kam es zu Problemen mit Mclust ().
Bei wenigen Datensétze fiihrte das Aufrufen der Funktion zum Absturz des Programms. In
Riicksprache mit dem Paketersteller Luca Scrucca konnte er mir bestatigen, dass das Modell
VVE in Kombination mit 2 Clustern zwar ein Ergebnis liefert, dies aber unbestimmt viel
Zeit in Anspruch nimmt. Daher wurde fir die Datenséitze, bei denen dieses Problem auf-

tritt, das Modell VVE ausgeschlossen. Diese sind in der Funktion is_exception() aufgefiihrt.

Die Dimensionsreduktionsmethoden werden mit den Funktionsstandardwerten ausge-
fithrt, in der PCA werden die Daten zusétzlich vorher zentriert, was meist bessere Ergebnisse
liefert. Da t-SNE und PCA Projektionen im hohen Wertebereich erzeugen, werden diese mit
der Funktion scale() standardisiert, da hier die distanzbasierten Clusteringverfahren bes-

sere FErgebnisse erzeugen.
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4 FErgebnisse

Um an die Ergebnisse heranzufiihren sollen zunéchst wieder die Datenséatze fiir p = 2000 und
alle Szenarien einzeln betrachtet werden. Die Grafiken sind wie folgt aufgebaut: In einer Zei-
le ist in allen Streudiagrammen die von der Dimensionsreduktion erzeugte zweidimensionale
Darstellung abgebildet, jeweils mit eigener Skalierung. Fiir die PCA ist die erste Hauptkom-
ponente auf der x-Achse, die zweite auf der y-Achse abgebildet. Im linken Diagramm sind
die wahren Cluster farbig markiert, die drei folgenden Streudiagramme stellen die Ergeb-
nisse der Zuordnung der jeweiligen Clusteringverfahren dar. In der unteren Tabelle sind die
entsprechenden ARI’s dargestellt. In der rechten oberen Ecke des mclust-Streudiagramms

ist das Model angegeben, welches die Funktion anhand des BIC ausgewéhlt hat.

AnschlieBlend sollen alle Datenséitze betrachtet werden. Fiir jeden Datensatz wird mit je-
weils 10 verschiedenen Seeds eine zweidimensionale Darstellung aus UMAP, t-SNE und PCA
erzeugt, auf welche dann die Clustering-Funktionen kmeans (), hclust () und Mclust() an-
gewendet werden. Somit ergeben sich fiir jede mogliche Kombination aus Szenarien, Abhéan-
gigkeitsintervallen und Variablenanzahlen 100 Clustering-Ergebnisse.

Die Giite der Zuordnung wird mit dem Adjusted Rand Index (ARI) gewertet. Aufgeteilt
nach den Methoden zur Dimensionsreduktion und den unterschiedlichen Szenarien werden

diese mit Boxplots visualisiert.

Zuletzt werden die durchschnittlichen Ergebnisse aller Kombinationen der Methoden ge-
meinsam betrachtet. Hierfiir sind Tabellen angegeben, die den durchschnittlichen ARI ent-
halten. In den Tabellen ist der beste durchschnittliche ARI fiir die Kombination aus I,, und
p jeweils fett markiert. Im Falle mehrerer Werte sind diese zusatzlich kursiv. Hieraus kann
dann abgelesen werden, welche Kombination aus Dimensionsreduktion und Clusteringver-
fahren im Durchschnitt die besten Ergebnisse fir eine vorhandene Abhéngigkeitsstruktur

und feste Variablenanzahl sowie Heterogenitéit der Daten liefert.

20



4.1 UMAP

Visualisierung

Bei hoher Homogenitét der Gruppen und niedriger Abhéngigkeit ist mit UMAP keine klare
Zuordnung zu erreichen. Je hoher die Korrelation jedoch ansteigt, desto besser werden die
beiden Gruppen voneinander gespalten.

Fiir Szenario 02 kénnen die Cluster bei I, zwar besser gruppiert, aber nicht klar separiert
werden. Dafiir werden sie jetzt bereits bei moderater Abhangigkeit gut voneinander getrennt.
Unterscheiden sich die Parameter der Gruppen stark kénnen diese in niedriger Abhéngigkeit

wieder etwas besser geclustert, aber immer noch nicht klar voneinander unterschieden wer-

den.
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Abbildung 2: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 2000, UMAP & Clustering
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Abbildung 3: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 2000, UMAP & Clustering
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Abbildung 4: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 2000, UMAP & Clustering
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ARI

In Verbindung mit kmeans werden die Gruppen in der homogenen Situation in Szenario
01 bei niedriger und moderater Korrelation nicht erkannt. In Szenario 02 und 03 kann hier
ebenfalls keine klare Zuordnung erreicht werden. Je mehr Variablen hinzugezogen werden,
desto besser werden die Ergebnisse bei hoher Abhéangigkeit.

Mit hclust konnen die Gruppen nie ganz klar erkannt werden, einige gute Zuordnungen
gibt es in Szenario 02 und 03 bei hoher Korrelation. Die Tendenz eines steigenden ARI’s
mit zunehmender Abhéngigkeit kann tiber die Szenarien beobachtet werden, jedoch ist die
durchschnittliche Zuordnung in keinem Fall perfekt.

Vor allem in Szenario 01 wird deutlich, dass mclust hier bei hoher Abhéngigkeit die besten
Ergebnisse erzeugt. Unterscheiden sich die Gruppen jedoch starker, ist die Zuordnung mit
mclust zwar noch gut, kmeans liefert aber konsistenter eine bessere Zuordnung. Bei modera-
ter Abhéngigkeit in Szenario 02 und 03 erhalt man mit modellbasiertem Clustering bessere

Ergebnisse als mit kmeans und hclust.
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Abbildung 5: ARI, UMAP & Clustering
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4.2 t-SNE

Visualisierung

In Szenario 01 kann t-SNE &hnlich wie UMAP die Gruppen mit zunehmender Abhéngigkeit
besser visuell separieren. Vor allem bei hoher Korrelation sind die Gruppen klar voneinander
zu unterscheiden, allerdings liefert hier nur die Verbindung mit mclust gute Ergebnisse.
Bei moderater Abhéngigkeit kénnen die Gruppen in Szenario 02 etwas besser unterschieden
werden. Gruppe 2 wird bei niedriger Korrelation zwar mehr zusammen geclustert, kann aber
nicht genau von Gruppe 1 unterschieden werden.

In Szenario 03 sieht die Projektion dhnlich aus, die Gruppen werden gemeinsam gut angeord-

net. Jedoch liegt hier keine klare visuelle Separation vor, falls die wahren Cluster unbekannt

sind.
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Abbildung 6: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 2000, t-SNE & Clustering
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Abbildung 7: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 2000, t-SNE & Clustering
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Abbildung 8: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 2000, t-SNE & Clustering
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ARI

Fir die Kombination mit kmeans ist eine steigende Giite der Zuordnung mit steigender
Korrelation zu beobachten. Auch mit zunehmender Heterogenitat der Gruppen erhélt man
bessere Ergebnisse. Eine eindeutige Zuordnung kann jedoch in fast keinem Fall erreicht wer-
den.

Auch bei hclust sieht man, dass sich die Ergebnisse mit zunehmender Heterogenitat und
Abhéangigkeit verbessern. Wie bei kmeans kann fiir Szenario 01 und niedrige Korrelation
keine gute Zuordnung erreicht werden.

Meclust produziert vor allem fiir p = 2000 sehr gute Ergebnisse bei hoher Korrelation und
Homogenitéat der Gruppen. Fiir geringe Variablenanzahl konnen gute Ergebnisse bei hoher
Abhéangigkeit erzielt werden. Auch hier ist ein leichter Trend der Verbesserung der Zuord-
nung mit steigender Abhéngigkeit zu beobachten.

kmeans hclust mclust

1.00-
0.75 o *-I-

Ewﬁwwmw%gw“
gff L - _m - M o ! “
M Tl Wik

t-SNE p[]250 [ 500 [W 1000 W 2000

Abbildung 9: ARI, t-SNE & Clustering
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4.3 Hauptkomponentenanalyse

Visualisierung

Der grofite Anteil der Varianz wird von der ersten Hauptkomponente auf der x-Achse dar-
gestellt. Wird die zweite Hauptkomponente hinzugezogen, lassen sich visuell in jeder Grafik
zwei Gruppen erkennen. Gruppe 2, deren Parameterintervalle fiir p kleiner waren als die

von Gruppe 1 streut innerhalb des Clusters weniger. Da die PCA ein Verfahren ist das neue

unkorrelierte Variablen bildet, hat die Abhéngigkeit der Daten hier nur wenig Einfluss.

Die Hauptkomponentenanalyse liefert aufgrund der visuellen Projektion nur in Kombi-

nation mit mclust gute Ergebnisse, fiir das Intervall /,,, sogar eine perfekte Zuordnung. Die

Heterogenitit der Gruppen hat keinen starken sichtbaren Einfluss auf die Darstellung.
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Abbildung 10: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 2000, PCA & Clustering
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Abbildung 11: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 2000, PCA & Clustering
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Abbildung 12: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 2000, PCA & Clustering
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ARI

In moderater und hoher Abhéngigkeitsstruktur kann mit kmeans keine Zuordnung erreicht
werden. In Szenario 03 mit heterogenen Gruppen und niedriger Korrelation dagegen erhalt
man eine perfekte Gruppeneinteilung.

Mit hclust konnen fiir 7, ,

Zuordnung etwas besser, jedoch nicht eindeutig.

ebenfalls keine guten Ergebnisse produziert werden. In I, ist die

Bei niedriger Korrelation erreicht mclust zuverlassig nahezu perfekte Ergebnisse. In den iib-
rigen Abhéngigkeitsstrukturen kénnen auch gute Zuordnungen erzeugt werden, die sich mit
zunehmender Anzahl an Variablen verbessern. Uber alle Szenarien kann ein leichter Riick-

gang des ARI’s mit steigender Korrelation beobachtet werden.

kmeans hclust mclust
1.00 $*+_
0.75 : _ L =T |, at
0.50- . =l e
025 E =g E*-F :
Ee—a o o .
1.00 - e L
0.75 ﬁf*' $+**
gomr . _ 8
0.25- %‘*. I * .
) - e Cimec
1.00 ——— . —_ -
0.75 = : %ﬁ**
0.50- **‘ 1 =
0.25- : . _
e é.ﬁﬁ .
[0.0-0.3] [0.4-0.6] [0.7-0.9] [0.0-0.3] [0.4-0.6] [0.7-0.9] [0.0-0.3] [0.4-0.6] [0.7-0.9]
PCA p [] 250 ] 500 B 1000 Hl 2000

Abbildung 13: ARI, PCA & Clustering
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4.4 Gesamtbetrachtung

Szenario 01

Die Hauptkomponentenanalyse liefert in Kombination mit mlcust die besten Ergebnisse fiir
niedrige und moderate Abhéngigkeit der Gruppen. Alle anderen Algorithmen zeigen hier
deutliche Schwierigkeiten. Fiir den Fall von hoher Korrelation ist fiir p = 250 zunéchst PCA
und mclust immer noch die beste Alternative, bei mehr Variablen zeigt sich jedoch, dass
UMAP und mclust die bessere Wahl ist. Fir p = 2000 liefert auch t-SNE und mclust das

beste Ergebnis.

UMAP t-SNE PCA
Rho p k-means | hclust | mclust || k-means | hclust | mclust || k-means | hclust | mclust
250 0.10 0.08 0.08 0.04 0.04 0.05 0.27 0.31 0.85
I, 500 0.06 0.05 0.05 0.04 0.03 0.03 0.29 0.29 0.87
1000 0.05 0.04 0.04 0.04 0.03 0.03 0.25 0.26 0.98
2000 0.06 0.06 0.05 0.05 0.05 0.03 0.23 0.30 0.99
250 0.02 0.03 0.10 0.07 0.08 0.05 0.05 0.05 0.57
I, 500 0.02 0.02 0.06 0.07 0.06 0.05 0.04 0.06 0.77
1000 0.02 0.02 0.06 0.08 0.07 0.03 0.04 0.04 0.79
2000 0.03 0.03 0.13 0.10 0.11 0.06 0.03 0.03 0.84
250 0.23 0.23 0.63 0.21 0.22 0.53 0.02 0.03 0.64
I, 500 0.37 0.38 0.70 0.26 0.32 0.61 0.02 0.03 0.69
1000 0.53 0.42 0.87 0.37 0.37 0.81 0.02 0.02 0.71
2000 0.69 0.48 0.88 0.42 0.37 0.88 0.01 0.01 0.75

Tabelle 3: Durchschnittlicher ARI - Szenario 01 - Dimensionsreduktion & Clustering
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Szenario 02

Auch in Szenario 02 schneidet die PCA bei niedriger und moderater Abhéngigkeit am besten
ab. Hier liefern im Vergleich zu Szenario 01 auch die anderen Methoden teilweise bessere Er-
gebnisse, beispielsweise UMAP und mclust fiir /,, und p = 1000, 2000. Bei hoher Korrelation
erhilt man wieder die besten Ergebnisse mit UMAP. Die Kombination mit mclust ist hier

fiir p = 250 am besten, bei mehr Variablen setzt sich kmeans durch.

UMAP t-SNE PCA
Rho ) k-means | hclust | mclust || k-means | hclust | mclust || k-means | hclust | mclust
250 0.28 0.24 0.27 0.28 0.18 0.19 0.31 0.37 0.96
I, 500 0.15 0.15 0.16 0.17 0.12 0.13 0.37 0.24 0.99
1000 0.09 0.10 0.10 0.10 0.10 0.05 0.25 0.26 1.00
2000 0.10 0.08 0.07 0.08 0.09 0.06 0.40 0.20 1.00
250 0.19 0.19 0.59 0.27 0.26 0.42 0.05 0.04 0.80
I, 500 0.21 0.22 0.60 0.27 0.27 0.42 0.04 0.04 0.83
1000 0.27 0.29 0.73 0.32 0.32 0.58 0.04 0.06 0.86
2000 0.38 0.39 0.78 0.37 0.39 0.62 0.04 0.03 0.88
250 0.70 0.56 0.88 0.46 0.41 0.81 0.03 0.04 0.69
I, 500 0.88 0.60 0.77 0.52 0.46 0.73 0.02 0.02 0.74
1000 0.89 0.64 0.72 0.62 0.56 0.52 0.02 0.03 0.76
2000 0.91 0.65 0.67 0.60 0.50 0.55 0.02 0.01 0.74

Tabelle 4: Durchschnittlicher ARI - Szenario 02 - Dimensionsreduktion & Clustering
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Szenario 03

Die PCA erzeugt fiir niedrige und moderate Korrelation wieder die besten Ergebnisse. Aber je
heterogener die Gruppen werden, desto besser konnen auch die anderen Methoden mithalten.
Auch UMAP und mclust erzeugt vergleichbar gute Ergebnisse fiir moderate Abhéngigkeit.
In hohen Abhéngigkeitsstrukturen kann man wieder wie in Szenario 02 die beste Zuordnung

mit UMAP und entsprechender Clusteringmethode erhalten.

UMAP t-SNE PCA
Rho ) k-means | hclust | mclust || k-means | hclust | mclust || k-means | hclust | mclust
250 0.36 0.29 0.31 0.35 0.25 0.25 0.66 0.37 0.93
I, 500 0.25 0.21 0.20 0.23 0.18 0.14 0.99 0.36 0.99
1000 0.20 0.19 0.19 0.22 0.18 0.11 1.00 0.27 0.97
2000 0.19 0.16 0.19 0.21 0.19 0.14 0.85 0.37 0.96
250 0.35 0.36 0.80 0.36 0.32 0.50 0.06 0.05 0.83
I, 500 0.33 0.33 0.80 0.34 0.37 0.57 0.05 0.07 0.88
1000 0.53 0.48 0.87 0.43 0.45 0.49 0.05 0.07 0.90
2000 0.60 0.49 0.87 0.47 0.46 0.51 0.04 0.06 0.92
250 0.81 0.63 0.82 0.54 0.47 0.71 0.03 0.04 0.68
I, 500 0.87 0.64 0.78 0.64 0.55 0.55 0.03 0.03 0.73
1000 0.89 0.67 0.65 0.68 0.56 0.50 0.03 0.03 0.74
2000 0.89 0.63 0.66 0.70 0.60 0.58 0.02 0.03 0.75

Tabelle 5: Durchschnittlicher ARI - Szenario 03 - Dimensionsreduktion & Clustering
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5 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurden verschiedene Methoden zur Dimensionsreduktion und Clusteranaly-
se vorgestellt. Die NORTA-Methode zur Erzeugung von korrelierten Simulationsdaten wurde
adaptiert und die Berechnung fiir diskrete Verteilungen effizient gestaltet. Dadurch konnten
auch hochdimensionale Datensatze in relativ kurzer Zeit leicht simuliert werden. Die Erzeu-
gung einer validen Korrelationsmatrix wurde speziell auf die Simulationsmethode und hier

definierten Abhéngigkeitsintervalle angepasst.

Fiir die Methoden UMAP und t-SNE konnte eine Verbesserung der Clusteringergebnisse
bei steigender Abhéngigkeit festgestellt werden, bei der PCA verschlechtern sich diese eher.
Insgesamt lieferte die PCA in Kombination mit modellbasiertem Clustering die besten Er-
gebnisse fiir niedrige und moderate Korrelation, UMAP und mclust bzw. kmeans kann die
besten Resultate fiir hohe Abhéngigkeit erzeugen. Die Ergebnisse sollen lediglich der Ori-
entierung dienen, und sind nicht als endgiiltige Best Practise Verfahren zu sehen. Bei der
Analyse eines neuen Datensatzes ist es immer von Vorteil, mehrere Methoden zu verwenden

und die Ergebnisse visuell sowie analytisch zu betrachten.

Es wurden Datensétze mit vorgegebener Korrelation innerhalb der Cluster simuliert. Die
Herausforderung, multivariate diskrete Daten mit vorgegebenen Clustern und iibergreifen-
der Abhéngigkeitsstruktur zu generieren ist keine triviale Aufgabe, und bis zum jetzigen
Zeitpunkt existiert noch keine bekannte Losung dieses Problems. Sahin und Czado [36] pré-
sentieren in Threm erst kiirzlich veroffentlichtem Artikel eine Methode mithilfe von Copulas,
um dieses Problem fiir stetige Verteilungen zu losen. Die Autoren weisen darauf hin, dass
diese Methode auch auf andere Verteilungen erweitert werden kann. Es ist zu erwarten, dass
hier in naher Zukunft Fortschritte gemacht werden. Sobald dies moglich ist, wére es sicherlich
interessant den Einfluss der tibergreifenden Abhéngigkeitsstruktur des gesamten Datensatzes

auf die Clusteringperformance zu untersuchen.

Ein weiterer Ansatz wére die Abhdngigkeitsintervalle breiter zu definieren und andere
Verteilungen zum Ziehen der paarweisen Korrelationen zu verwenden, beispielsweise bimo-
dale Verteilungen, sodass sich zwei unterschiedliche Abhédngigkeitsstrukturen in einem Da-
tensatz wiederfinde. Hierfiir kann natiirlich auch einfach aus mehreren Intervallen gezogen

werden.

Auch interessant wére es, mehr als zwei Gruppen zu untersuchen. Dieser Fall wird mit
den angefiigten Funktionen abgedeckt und ist somit leicht umsetzbar. Die Simulation in

dieser Arbeit wurde auf zwei sich in allen Variablen unterscheidenden Gruppen beschrankt.
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Es ist natiirlich auch moglich, nur einen gewissen Teil der Variablen mit unterschiedlichen
Gruppen zu modellieren, oder nur gewisse Parameter zu unterscheiden. Dies ist ebenfalls in
die Funktionen mit eingebaut und kann leicht simuliert werden.

Eine genauere Beschreibung ist im R-Code an entsprechender Stelle zu finden.
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A Algorithmen

Der in Kapitel 3.2 verwendete Algorithmus zur Erzeugung einer validen Korrelationsmatrix.
Die Elemente aus der Normalverteilung konnen mit rnorm() gezogen werden. Die Transfor-
mation zur néchsten positiv definiten Matrix wird mit der Funktion nearPD() umgesetzt.

Der Algorithmus ist im R-File data_generation.R unter generate_rho() zu finden.

Algorithm 1 Erzeugen einer validen Korrelationsmatrix

n < 10 > Maximale Anzahl an Iterationen
c+ 0 > Verkleinerung des Intervalls nach n Iterationen

for :in 1:n do
for jin1:n do
R < Ziche g Elemente aus N(0,1)
R+ S(R, Pmin — €, Pmaz + €) > Funktion aus (3.6)
P + Erzeuge Matrix mit Elementen aus R, 1 auf der Diagonalen > (3.7)
P « Transformation zur nichsten positiv definiten Matrix

if P = Valide Korrelationsmatrix & alle P € [Pmins Pmaz] then
return P
end if
end for
c <+ 0.001-7 > Verkleinerung des Intervalls nach n Iterationen
end for
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B Abbildungen

Im Folgenden sind weitere Abbildungen aufgelistet, die mit dem ersten Seed 30091997 er-

stellt wurden.

UMAP + Wahre Cluster UMAP + kmeans UMAP + hclust UMAP + mclust
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Szenario 01 Rho  kmeans hclust mclust
_ 7 [00-03] 008 009 007
p =250 < [0.4-06] 001 005 0.00 Gruppe ® 1 @ 2
seed = 30091997 [0.7-0.9] 0.01 0.3 0.71

Abbildung 14: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 250, UMAP & Clustering
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seed = 30091997 [0.7-0.9] 0.35 055 0.65

Abbildung 15: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 500, UMAP & Clustering
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Abbildung 16: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 1000, UMAP & Clustering
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UMAP + Wahre Cluster UMAP + kmeans UMAP + hclust UMAP + mclust

Szenario 02 Rho  kmeans hclust mclust
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p =250 < [0.4-0.6] 0.00 001 0.66 Gruppe 1 @2
seed = 30091997 [0.7-0.9] 0.89 0.49 0.98

Abbildung 17: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 250, UMAP & Clustering
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Abbildung 18: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 500, UMAP & Clustering
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Abbildung 19: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 1000, UMAP & Clustering
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Abbildung 20: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 250, UMAP & Clustering
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UMAP + Wahre Cluster UMAP + kmeans UMAP + hclust UMAP + mclust
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Abbildung 21: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 500, UMAP & Clustering
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Abbildung 22: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 1000, UMAP & Clustering
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Abbildung 23: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 250, t-SNE & Clustering
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Abbildung 24: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 500, t-SNE & Clustering
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Abbildung 25: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 1000, t-SNE & Clustering
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Abbildung 26: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 250, t-SNE & Clustering
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Abbildung 27: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 500, t-SNE & Clustering
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Abbildung 28: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 1000, t-SNE & Clustering
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Abbildung 29: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 250, t-SNE & Clustering
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Abbildung 30: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 500, t-SNE & Clustering
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Abbildung 31: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 1000, t-SNE & Clustering
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Abbildung 32: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 250, PCA & Clustering
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PCA + Wahre Cluster PCA + kmeans PCA + hclust PCA + mclust
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Abbildung 33: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 500, PCA & Clustering
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Abbildung 34: Zuordnung und ARI, Szenario 01, p = 1000, PCA & Clustering
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47

[9'0-t0] ['0-00]

[6:0-20]

[9'0-t0] [£0-00]

[6:0-20]



PCA + Wahre Cluster PCA + kmeans PCA + hclust PCA + mclust
. L L ’ EEV
/ MR ¢ tetlags ¢ el uga )
4
EVV
T "'*—0.7 Rt
- 7
o.x o.,

Szenario 02 Rho  kmeans hclust mclust

_ g [0.0-03] 018 010 099
p = 1000 < [0.4-0.6] 0.03 0.02 0.82 Gruppe 1 @2

seed = 30091997 [0.7-0.9] 0.02 0.04 0.80

Abbildung 37: Zuordnung und ARI, Szenario 02, p = 1000, PCA & Clustering

PCA + Wabhre Cluster

= ?::

£is

Szenario 03 _
p =250 QE
seed = 30091997

PCA + kmeans

%

gl

Iz

Rho kmeans hclust

[0.0-0.3] 025 0.20
[0.4-0.6] 0.7 0.08
[0.7-0.9] 0.03  0.04

PCA + hclust

PCA + mclust
o |y VWV
sh. 02
m‘w.{'-‘t {
EW
W@Q”
EVV
"‘Wd
mclust
1.00
091 Gruppe ® 1 @2
0.71

Abbildung 38: Zuordnung und ARI, Szenario 03, p = 250, PCA & Clustering
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C Elektronischer Anhang

Auf dem beiliegenden USB-Stick befinden sich alle verwendeten Datensétze, Korrelations-
matrizen, Korrelationsschranken sowie der gesamte R-Code mit dem diese erstellt wurden.
Die Ergebnisse sind mit den entsprechenden Seeds reproduzierbar. Um sich besser zurecht-

zufinden ist hier die Ordner- und Datenstruktur angegeben.

R

F—— data

F datasets <- Datensédtze inklusive Verteilungsparameter,

‘ ‘ Korrelationsmatrizen, Kovarianzmatrizen,

‘ Rechenzeit sowie dem Seed

‘ F—— correlation_matrices <- Korrelationsmatrizen

‘ L correlation_bounds <- Obere und untere Schranken der Korrelation

‘ L quantiles <- Berechnungen der (Quantilsfunktion die fiur

‘ die oberen und unteren Schranken verwendet

‘ wurdenx

F ari <- Listen mit Ergebnissen der DR+CA

F—— graphics <- Erzeugte Grafiken

F execution file.R <- Hauptcode, der Funktionen aus den unteren
Dateien aufruft

F data_generation.R <- Funktionen zur Erstellung der Datensétze

F—— dim_red.R <- Funktionen zur Dimensionsreduktion

F—— clustering.R <- Funktionen zur Clusteranalyse

F—— correlations.R <- Funktionen zur Visualisierung der

‘ Korrelationen

F—— auxillary.R <- Hilfsfunktionen, die in den oberen Datein

‘ benétigt werden

L session_info.txt <- Info Uber die R-Version und geladene Pakete

* Diese sind in der Abgabe aufgrund der Grofle (1.4 GB pro Gruppe, Szenario und Seed)
und da diese nur fiir die Berechnung der Korrelationsschranken relevant sind nicht enthalten.
Fiir die erneute Generation von Datensatzen wird dieser Ordner aber bendtigt, weshalb er

auch mit aufgefithrt ist.
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Folgende Seeds wurden zu Generation der Datensétze verwendet:

30091997 30092047
30092007 30092057
30092017 30092067
30092027 30092077
30092037 30092087

Die 10 Dimensionsreduktions- bzw. Clusteringergebnisse wurden dann mit dem Ausgangs-

seed und den 9 folgenden ganzen Zahlen als Seed berechnet.

Der R-Code ist ebenfalls unter https://github.com/fstermann/bthesis zu finden.
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