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Vorbemerkung

Der zentrale Begriff der Logik ist der Begriff der logischen Folgerung. Dieser ist
eine Relation zwischen Klassen von Formeln und Formeln. Bevor der Begriff der
logischen Folgerung definiert werden kann, muf also der Begriff der Formel definiert
werden. Dies ist Gegenstand der Syntax. Diese Arbeit besteht dementsprechend aus
zwei Hauptabschnitten: der erste Hauptabschnitt behandelt die Grundbegriffe der
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Syntax, der zweite die Grundbegriffe der formalen Logik im engeren Sinn. In beiden
Teilen werden die zu entwickelnden Grundbegriffe méglichst allgemein gehalten; in
ihnen sollen die entsprechenden Grundbegriffe aller heute bekannten syntaktischen
und logischen Systeme als Spezialfille enthalten sein.

Um die Aneinanderreihung von Definitionen und Theoremen mdglichst kom-
pakt und ibersichtlich zu halten, sind allfillige Beweise in einem Anhang (Anhang
A) zusammengestellt.

Die systematischen Teile dieser Arbeit (Definitionen, Theoreme und Beweise)
sind in einer mengentheoretischen Sprache mit Urelementen und duBeren Klassen in
der Tradition von NEUMANN, BERNAYS und GODEL formuliert.

1 Syntax

Die Definition der syntaktischen Grundbegriffe erfolgt im Rahmen von Syntax-
-Basen. Eine Syntax-Basis enthilt die atomaren Ausdriicke, aus denen mit Hilfe einer
Erzeugungsrelation alle iibrigen Ausdriicke der Syntax-Basis induktiv erzeugt werden.
Die verschiedenen Arten von Ausdriicken werden durch Kategorien unterschieden.

1.1 Kategorien

In diesem Abschnitt wird festgelegt, welche Konstrukte als Kategorien verwendet

werden.

Der Kategorienbegriff wird induktiv relativ zu einer Klasse C' von Grundkate-
gorien definiert; wie die Elemente der Klasse C' im einzelnen beschaffen sind, bleibt
zunichst offen.

x die (Klasse der) Kategorien iiber C x
1.1.1 DEF.— Fiir alle C:
(1) Ve(c € C = c € CAT(C)) &
(2) Ve(e € Tup”?(CAT(C)) = ¢ € CAT(C)) &
(3) Ve(e € Tup”? & ¢ € Tup”?(CAT(C)) &
Vi(i € Dom(c) \ {0} = ¢; € Tup~(CAT(C))) = c € CAT(C)) &
(4) (Prinzip der CAT-Induktion)
Fir alle M: wenn
(I.B.)) Ve(ceC=ceM) &
(1.S.) Ve(c € Tup”?(M) = ce M) &
& Ve(e € Tup”? & ¢ € Tup”?(M) & Vi(i € Dom(c) \ {0} =
= ¢; € Tup~ ' (M)) = c € M),
dann CAT(C) C M.

Fiir einsortige Sprachen erster Stufe kann man z.B. als Grundkategorien

Fiir einsortige Sprachen erster Stufe kann man z.B. als Grundkategorien (Ele-
mente der Klasse C') verwenden: 0 (Kategorie der Formeln) und 1 (Kategorie der
Individuenterme). Damit sind alle Elemente von CAT({0,1}) bestimmt. Von diesen
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werden fiir die iiblichen einsortigen Sprachen erster Stufe ohne Kennzeichnungsope-
ratoren nur die folgenden bendtigt:

(1) (1,1),(1,1,1),(1,1,1,1) etc. fir die Funktionskonstanten erster Stufe;
(2) (0,1),(0,1,1),(0,1,1,1) etc. fir die Pradikatkonstanten erster Stufe;
(3) (0,0) fur die einstelligen Junktoren, (0,0, 0) fiir die zweistelligen Junktoren;

(4) ((0,0),(1)) fur die Quantifikationskonstanten; das zweite Glied (1) bestimmt,
daR eine Quantifikationskonstante der Katgorie ((0,0), (1)) auf und nur auf
Variablen der Kategorie 1, d.h. Individuenvariablen angewendet werden kann.

Um z.B. auch Sprachen erster Stufe mit (definiten oder indefiniten) Kenn-
zeichnungsoperatoren behandeln zu kénnen, miite auch die Kategorie

(5) ({1,0), (1))

einbezogen werden.

Im Folgenden werden drei Teilklassen von CAT(C') &fters angesprochen wer-
den: die Klasse der Operatorkategorien, die Klasse der Konnektorkategorien und
die Klasse der Binderkategorien. Daher wird es sich als niitzlich erweisen, fiir die-
se drei Klassen eigene Bezeichnungen einzufiihren; dazu dienen die folgenden drei
Definitionen.

* die (Klasse der) Operatorkategorien iiber C'
1.1.2 DEF.— Fiir alle C: OprCAT(C) =CAT(C) \ C.

Wie aus Definition 1.1.1 hervorgeht, sind Operatorkategorien immer Tupel einer
Lange > 2; wie spater festgelegt werden wird, dienen Ausdriicke, deren Kategorie
eine Operatorkategorie ist, dazu, aus einer geeigneten Folge von Ausdriicken einen
Ausdruck zu erzeugen, dessen Kategorie das erste Glied jener Operatorkategorie
Ist.

xdie (Klasse der) Konnektorkategorien iiber C
1.1.3 DEF.- Fiir alle C: KonnektorCAT(C) = Tup?2(CAT(C)).

Konnektorkategorien sind Operatorkategorien. Der Ausdrucksbegriff wird spater so
definiert werden, daB die Kategorie genau der Ausdriicke eine Konnektorkategorie
ist, die keine Variablenbinder sind.

x die (Klasse der) Binderkategorien iiber C x

1.1.4 DEF.- Fiir alle C: BindCAT(C) = {c | ¢ € Tup”? &
& co € KonnektorCAT(C) & Vi(i € Dom(c)\{0} = ¢; € Tup~'CAT(C)))}.

Binderkategorien sind Operatorkategorien. Da 1-Tupel von Kategorien keine Kate-
gorien sind, wenn die Klasse C' der Grundkategorien keine Tupel enthilt, sind unter
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letzterer Voraussetzung die Klassen der Konnektorkategorien und der Binderkatego-
rien disjunkt; die Klasse der Operatorkategorien zerfallt also voll standig und disjunkt
in die Klasse der Konnektorkategorien und die Klasse der Binderkategorien.

In der vorstehenden Argumentation wurde die Voraussetzung verwendet, dal
die Klasse C' der Grundkategorien keine Tupel enthilt; eine Klasse, die diese Bedin-
gung erflllt, heift zuldssige Klasse von Grundkategorien:

1.1.5 DEF.— Fiir alle C: C ist eine zuldssige Klasse von Grundkategorien
gdw CI(C) & C #0 & CNTup”! =0.

Nun gilt:

1.1.6 BEH.— Fiir alle C: wenn C eine zulissige Klasse von Grundkategorien
ist, dann ist CAT(C) N Tup~* = 0.

1.2 Passende Folgen

Der zentrale Begriff der Syntax lautet: a ist ein Ausdruck der Kategorie ¢, bzw. ¢
ist eine/die Kategorie des Ausdrucks a. Dieser Begriff wird als zweistellige Relation
definiert, d.h. als Menge von geordneten Paaren der Gestalt (c,a), wobei ¢ eine
Kategorie und a ein Ausdruck ist. Diese Menge wird induktiv definiert. Im Induk-
tionsschritt wird festgelegt, unter welchen Bedingungen aus einer endlichen Folge
von geordneten Paaren der Menge ein weiteres geordnetes Paar der Menge erzeugt
werden kann. Diese Bedingungen betreffen im wesentlichen die ersten Projektionen
der geordneten Paare, d.h. die Kategorien der Ausdriicke, aus denen ein weiterer
Ausdruck einer bestimmten Kategorie erzeugt werden soll: diese Kategorien miis-
sen passen. Bevor dieser Begriff definiert wird, soll er an zwei Beispielen erldutert
werden.
Der Begriff der passenden Folge wird so definiert werden, dal3

((0,1,1), P),(1,a), (1,b))
eine passende Folge ist, und zwar deswegen, weil die erste Projektion des ersten
Gliedes dieser Folge (0,1,1) und die erste Projektion der beiden anderen Glieder
dieser Folge 1 lautet, also gleich dem zweiten und dritten Glied von (0, 1,1) ist.
Als zweites Beispiel betrachten wir die passende Folge

((((0,0), (1)), @), (1,v)),
wobei v eine Variable sei. Dies ist eine passende Folge, weil die erste Projektion des
ersten Gliedes dieser Folge ((0,0), (1)) und die erste Projektion des zweiten Gliedes
1 ist und v nach Voraussetzung eine Variable ist.

Weitere Beispiele passender Folgen sind:

((€0,0), J), (0, A))
(L 1,1), £), (1, ), (1,0)).

Die allgemeine Definition des Begriffs der passenden Folge lautet:
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1.2.1 DEF.— Fiir alle t, C, V: t ist eine passende Folge iiber C in V genau
dann, wenn gilt:

(1) t € Tup??>(VxV) &

(2) pri(to) € OprCAT(C) & Dom(prl(tp)) = Dom(t) &

(3) (pri(to) € KonnektorCAT(C) & Vi(i € Dom(t)\{0} =
= prl(tp); = prl(t;))) or (prl(te) € BindCAT(C) & Vi(i € Dom(t)\{0} =
prl(to); = (prl(t;)) & prl(t;) € Dom(V) & pr2(t;) € Ran(V(prl(t;))) &
Vi(s € Dom(t)\{0} & j # i = pr2(t;) # pr2(t:))) ).

1.3 Syntax-Basen

Die (molekularen) Ausdriicke einer Sprache werden aus gewissen atomaren Aus-
driicken nach gewissen Juxtapositions-Vorschriften zusammengesetzt. In der fol-
genden Definition des Begriffs der Syntax-Basis werden drei Arten von atomaren
Ausdriicken unterschieden und eine Juxtapositions-Vorschrift bereitgestellt. Im An-
schlul an die Definition werden die einzelnen Bedingungen des Definiens inhaltlich
erldutert.

1.3.1 DEF.- Fiir alle S: S ist eine Syntax-Basis genau dann, wenn gilt:
(1) S € Tup”® &
(2) So ist eine zulissige Klasse von Grundkategorien &
(3) S, ist eine Funktion & Dom(S;) C CAT(Sy) &

Ve(c € Dom(S1) = Si(c) ist eine unendliche Abzihlung) &

Vv (e,c € Dom(S1) & ¢ # ¢ = Ran(S1(c)) NRan(S:(c¢’)) =0) &
(4) S: ist eine Funktion & Dom(S2) C CAT(Sy) &

Ve(c € Dom(S2) = S2(c) ist eine unendliche Abzihlung) &

Vv (e, € Dom(S2) & ¢ # ¢ = Ran(S2(c)) NRan(S2(c¢’)) =0) &
(5) Ss ist eine Funktion & Dom(S;3) C CAT(Sy) &

Ve(c € Dom(S3) = Ss(c) ist eine eineindeutige Funktion) &

Vv (e, € Dom(S3) & ¢ # ¢ = Ran(S3(c)) NRan(Ss3(c¢’)) =0) &
(6) S, ist eine Funktion &

& Dom(S,) = {t|t ist passende Folge iiber Sp in S1} &

& Vt(t ist eine passende Folge iiber Sg in S; = S4(t) € VXV &

& pri1(Ss(t)) = pri(to)o & Vi(i € Dom(t) = pr2(Ss(t)) # pr2(t;))) &

& ViVt (t,t' € Dom(Ss) & pr2(Ss(t)) = pr2(Ss(t’)) = Dom(t) =

Dom(t’) & Vi(i € Dom(t) = pr2(t;) = pr2(t}))) &
(7) VivivVevd'(i,g € {1,2,3} & i< j & ¢ € Dom(S;) &

& ¢’ € Dom(S;) = Ran(S;(c)) NRan(S;(c’)) =0) &
(8) Ran(|J(Ran(S1 U S2 U S3))) N Dom(Ran(S4)) = 0.

Erlduterungen:

Ad (1): Diese Bestimmung legt fest, dal eine Syntax-Basis ein Tupel min-
destens der Lange 5 ist, und nicht wie iiblich genau der Lange 5. Durch diese Ab-
weichung wird die unangenehme Haufung von Indizes beim Zugriff auf Glieder von
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Folgen vermieden, die eine Syntax-Basis als Teil enthalten. (Dies wird am Beispiel
des Begriffs der Logik-Basis in Abschnitt 2.1 versténdlicher werden.)

Ad (2): Das Glied Sy einer Syntax-Basis S stellt die Grundkategorien fiir die
Kategorien aller Ausdriicke bereit, die iiber S gebildet werden kénnen. Durch die
Bestimmung (2) wird erreicht, daR die Klasse der Grundkategorien, also Sy, disjunkt
zur Klasse aller iibrigen Kategorien ist; insbesondere gilt Theorem 1.1.6, was fiir das
richtige Funktionieren der Binderkategorien nétig ist.

Ad(3): Mittels S; wird zu jeder Kategorie ¢ in Dom(S;) eine unendliche
Abzéhlung Si(c) bereitgestellt; die Glieder dieser Abzihlung sind vorgesehen zur
Verwendung als Variable der Kategorie ¢. Durch das dritte Konjunktionsglied wird
festgelegt, daR Variable verschiedener Kategorien verschieden sind.

Ad(4): In dieser Bedingung wird auf dieselbe Weise wie Bedingung (3) zu
jeder Kategorie ¢ in Dom(S2) mittels Sy eine unendliche Abzdhlung Sa(c) bereitge-
stellt. Dadurch wird die Mdglichkeit geschaffen, verschiedene Ausdriicke als durch
Variablen bindende Operatoren gebundene Variablen und als freie Variable (Parame-
ter) in Herleitungen (Beweisen) zu verwenden. Verlangt man im Einzelfall zusatzlich,
dalR Dom(.S1)CDom(S2), dann erspart man sich ldstige MaBnahmen gegen Varia-
blenkonfusion beim Substituieren. In Bedingung (7) ist die Festlegung enthalten, dal
die in Bedingung (3) bereitgestellten Ausdriicke (gebundene Variable) verschieden
sind von den in Bedingung (4) bereitgestellten Ausdriicken (freie Variable, Parame-
ter).

Ad(5): Mittels S3 wird zu jeder Kategorie ¢ in Dom(S3) eine eineindeutige
Funktion S3(c) bereitgestellt; die Werte dieser Funktion sind zur Verwendung als
Konstanten der Kategorie ¢ vorgesehen. Durch das dritte Konjunktionsglied dieser
Bedingung wird festgelegt, dal Konstante verschiedener Kategorien voneinander
verschieden sind. Dak fiir ¢ in Dom(S3) nicht verlangt ist, dal Ss(c) eine Abzdhlung
ist, sondern allgemeiner eine eineindeutige Funktion, ist durch den Wunsch motiviert,
die Klasse der intendierten Anwendungen der Theorie der Syntax-Basen méglichst
groB zu halten; z.B. soll auf Sprachen, deren syntaktische Basis eine Syntax-Basis
ist, die Diagramm-Methode anwendbar sein.

Ad(6): Die in den Bedingungen (3), (4) und (5) bereitgestellten Ausdriicke
sind die atomaren Ausdriicke einer Syntax-Basis. In Bedingung (6) wird mittels Sy
eine Funktion bereitgestellt, mit der die Juxtaposition von (atomaren) Ausdriicken
zu molekularen Ausdriicken bewerkstelligt werden kann. Diese Funktion erzeugt aus
einer passenden Folge t ein geordnetes Paar Sy(t), dessen erste Projektion eine
Kategorie ist, und zwar gerade die erste Projektion des ersten Gliedes ¢y von t und
dessen zweite Projektion verschieden ist von den zweiten Projektionen aller Glieder
von t. Das letzte Konjunktionsglied von (6) erzwingt die eindeutige Zerlegbarkeit
der zweiten Projektion von S4(t) in die zweiten Projektionen der Glieder von t.

Ad(7): Diese Bedingung legt fest, dal alle Variablen von allen Parametern
und allen Konstanten und alle Parameter von allen Konstanten verschieden sind.
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Ad(8): Diese Bedingung bestimmt, dal} alle atomaren Ausdriicke von S ver-

schieden von allen molekularen Ausdriicken von S sind.
In den nichsten Definitionen werden einige Bezeichnungen eingefiihrt.

* die(Klasse der) Grundkategorien von S
1.3.2 DEF.- Fiir alle S: Catg = Sp.

x die Variablenfunktion von S *
1.3.3 DEF.- Fiir alle S: Var-Fg = 5.

« die (Klasse der) Variablenkategorien von S
1.3.4 DEF.- Fiir alle S: Var-Catg = Dom(S7).

xdie (Klasse der) Variablen von S

1.3.5 DEF.— Fiir alle S: Varg = {a | 3¢(c € Dom(S;) &
& a € Ran(S1(c)))}.

«die (Klasse der) Variablen der Kategorie ¢ von S
1.3.6 DEF.- Fiir alle S,c: VARG = Ran(S;(c)).

x die Parameterfunktion von S x
1.3.7 DEF.— Fiir alle S: Par-Fg = S,.

« die (Klasse der) Parameterkategorien von S
1.3.8 DEF.- Fiir alle S: Par-Catg = Dom(S2).

x die (Klasse der) Parameter von S x

1.3.9 DEF.— Fiir alle S: Parg = {a | 3¢(c € Dom(S:) &
& a € Ran(S2(c)))}.

* die (Klasse der) Parameter der Kategorie ¢ von S
1.3.10 DEF.- Fiir alle S,c: PARS = Ran(S2(c)).

x die Konstantenfunktion von S *
1.3.11 DEF.- Fiir alle S: Konst-Fg = Sj3.

* die (Klasse der) Konstantenkategorien von S
1.3.12 DEF.— Fiir alle S: Konst-Catg = Dom(S3).

x die (Klasse der) Konstanten von S

1.3.13 DEF.— Fiir alle S: Konsts = {a | 3c(c € Dom(S3) &
& a € Ran(Ss3(c)))}.

x die (Klasse der) Konstanten der Kategorie ¢ von S
1.3.14 DEF.- Fiir alle S,c: KONSTg = Ran(Ss(c)).
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* die (Klasse der) atomaren Ausdriicke von S
1.3.15 DEF.— Fiir alle S: AtAdrg = Varg U Parg U Konstg.

x die cat-Erzeugungsfunktion von S %
1.3.16 DEF.— Fiir alle S: catEFg = S4.

1.4 Die Kategorienzuordnungsfunktion

In diesem Abschnitt wird der zentrale Begriff der hier vorgeschlagenen kategorialen
Syntaxbeschreibung in der Form c ist eine/die Kategorie des Ausdrucks a von S
eingefiihrt. Der wesentliche Teil der Definition ist eine Induktivdefinition einer Klasse
von geordneten Paaren; um die Definition iibersichtlich formulieren zu kénnen, wird
zunichst eine Bezeichnung fiir die Klasse der Anfangselemente definiert; diese Klasse
ist natiirlich auch eine Klasse von geordneten Paaren (c,a), wobei a ein atomarer
Ausdruck und ¢ seine Kategorie ist; es wird spiter bewiesen werden, dal diese
tatsachlich eindeutig bestimmt ist.

x die atomare Kategorienzuordnungsfunktion von S *
1.4.1 DEF.—
(1) Atcat ist eine Funktion auf {S|S ist eine Syntax-Basis} &

(2) VS(S € Dom(Atcat) = Atcatg = {p|Fi3cIa(i € {1,2,3} &
& c € Dom(S;) & a € Ran(S;(¢)) & p = (c,a))}).

Die nachste Definition enthlt in Bedingung (2) die Induktivdefinition der Ka-
tegorienzuordnungsfunktion catg:

x die Kategorienzuordnungsfunktion von S *
1.4.2 DEF.—

(1) cat ist eine Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &

(2) VS(S € Dom(cat) = catg = {p | VM (Atcats C M &
& Vi(t ist eine passende Folge iiber Catg in S; & Ran(t) C M =
= catEF(t) € M) = p € M)}).

Aufgrund dieser Definition gilt gemaR der Theorie der Induktivdefinitionen:

1.4.3 BEH.— Fiir alle S: wenn S eine Syntax-Basis ist, dann gilt:
(1) Atcats C catg.
(2) Vt(t ist eine passende Folge iiber Catg in S; &
& Ran(t) C cats = catEFg(t) € catg).
(3) (Prinzip der cat-Induktion)
Fiir alle M: wenn
(1.B.) Atcats C M &
(1.S.) Vt(t ist eine passende Folge iiber Catg in S; &
& Ran(t) C M = catEFg(t) € M),
dann ist catg C M.
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(4) Vp(p € cats = p € Atcatg or 3Tt(t ist eine passende Folge
iiber Catg in S; & Ran(t) C cats & p = catEFg(t))).

(5) (Schwaches Prinzip der cat-Induktion)
Fiir alle M: wenn

(1.B.) Atcats C M &

(1.S.) Vit(t ist eine passende Folge iiber Catg in S; &
& Ran(t) C M Ncatg = catEFg(t) € M),
dann ist catg C M.

Wie oben schon erwdhnt, ist Atcatg eine Funktion (hier: linkseindeutige Re-
lation); ebenso ist catg eine Funktion:

1.4.4 BEH.—- Fiir alle S: wenn S eine Syntax-Basis ist, dann gilt:
(1) Atcatg ist eine Funktion & Dom(Atcatg)=AtAdrg.
(2) catg ist eine Funktion.

1.5 Ausdriicke

Der Definitionsbereich der atomaren Kategorienzuordnungsfunktion einer Syntax-
Basis S besteht aus den atomaren Ausdriicken von S. Durch die induktive Erzeugung
von catg aus Atcatg mittels catEF g werden parallel dazu im Definitionsbereich von
catg aus den atomaren Ausdriicken alle iibrigen Ausdriicke von S erzeugt. Dies wird

in diesem Abschnitt im Einzelnen dargestellt.
Zunichst wird der Ausdrucksbegriff fiir Syntax-Basen definiert.

« die (Klasse der) Ausdriicke von S *

1.5.1 DEF.—-
(1) Adr ist eine Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &
(2) VS(S € Dom(S) = Adrs = Dom(catg)).

Als nichstes ist die induktive Struktur der Ausdrucksklasse zu explizieren.
Dazu werden zunichst zwei Begriffe definiert; der erste Begriff besteht aus einer
Beziehung, die der Begriff der passenden Folge zwischen den zweiten Projektionen
einer passenden Folge induziert, und der zweite Begriff ist eine Operation, welche
die cat-Erzeugungsfunktion fiir die zweiten Projektionen der passenden Folgen ihres
Definitionsbereiches induziert.

1.5.2 DEF.— Fiir alle S, O, t: O paf3it auf t in S genau dann, wenn gilt:
(1) O € Adrs & catg(O) € OprCAT(Cats) &

(2) te rI‘upzDom(cats(O))—l(AdrS) &
& ((cats(0),0)) ((cats(ti),t:))icDom(t) ist eine passende Folge iiber
Cats in S]_.

x das Ergebnis der Anwendung von O auf t in S
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1.5.3 DEF.— Fiir alle S, O, t:
O .5t = pr2(catEFs({(cats(0), 0)) ((cats(t;),t:))icDom(t)))-

Nun kann der induktive Aufbau der Ausdrucksklasse von S beschrieben werden;
wie vorstehend schon erwahnt, verlauft er parallel zum induktiven Aufbau von catg
(vgl. das entsprechende Theorem 1.4.3 fiir catg).

1.5.4 BEH.— Fiir alle S: wenn S eine Syntax-Basis ist, dann gilt:
(1) AtAdrs C Adrs.
(2) YOVt(O paBit auf t in S = O .g t € Adrg).
(3) (Prinzip der Adr-Induktion)
Fir alle M: wenn
(1.B.) AtAdrs C M &
(1.S.) VOVt(O pafit auf t in S & {O}URan(t) C M =
= 0.ste M),
dann ist Adrg C M.
(4) Va(a € Adrs = (a € AtAdrg or 3O3Ft(0 paBit auf t in S &
& a=0.5t))).

(5) (Schwaches Prinzip der Adr-Induktion)
Fiir alle M: wenn
(1.B.)) AtAdrs C M &

(1.S.) VOVt(O paBit auft in S & {O}URan(t) C M N Adrs =
=0.ste M),
dann ist Adrg C M.

Die cat-Erzeugungsfunktion erzeugt aus den atomaren Ausdriicken einer
Syntax-Basis S alle iibrigen Ausdriicke von S als zweite Projektionen ihrer Werte;
sie haben die Gestalt O.gt, wobei O auf ¢ palt. Dies sind die molekularen Ausdriicke
von S:

* die (Klasse der) molekularen Ausdriicke von S
1.5.5 DEF.— Fiir alle S: MolAdrg = {a | 303¢(O pafit auf t in S
& a=0.s5t)}.

Wenn O auf ¢ in S paBt, dann ist O .g ¢ ein molekularer Ausdruck von S.
O heilt Operator von O .g t und t heillt Operand von O .g t:

1.5.6 DEF.—- Fiir alle S, a, O: O ist Operator von a in S genau dann, wenn
Jt(O paBit auft in S & a =0 .st).

1.5.7 DEF.— Fiir alle S, a, t: t ist Operand von a in S genau dann, wenn
3O(0 pafit auf t in S & a = 0 .gt).

Operator und Operand eines molekularen Ausdrucks sind eindeutig bestimmt:
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1.5.8 BEH.— Fiir alle S, a: wenn S ist eine Syntax-Basis und a € MolAdrg,
dann 10 O ist Operator von a in S & 1t t ist Operand von a in S.

Mit Theorem 1.5.8 sind die folgenden Definitionen gerechtfertigt:

x der Operator von a in S %

1.56.9 DEF.- VSVaVO(oprg(a) = O gdw ((S ist eine Syntax-Basis &
& a € MolAdrg & O ist Operator von a in S) or ((S ist keine Syntax-
-Basis or a ¢ MolAdrg) & O =YV))).

x der Operand von a in S *

1.56.10 DEF.—- VSVaVt(opdg(a) =t gdw ((S ist eine Syntax-Basis
& a € MolAdrg & t ist Operand von a in S) or ((S ist keine
Syntax-Basis or a ¢ MolAdrg) & t=YV))).

1.6 Ausdrucksarten

GemaR der in Abschnitt 1.1 eingefiihrten Terminologie zerfallt die Klasse CAT(Sp)
aller Kategorien iiber der Klasse der Grundkategorien Sy einer Syntax-Basis S in die
Klasse Sy der Grundkategorien — Catg — und die Klasse CAT(Sp) \ So der Opera-
torkategorien — OprCAT(Sy) —. Die Klasse OprCAT(Sy) zerfillt in die Klasse der
Konnektorkategorien — KonnektorCAT(Sp) — und die Klasse der Binderkategorien
— BindCAT( Sp) —.

Im folgenden wird die vorstehende Klassifikation der Kategorien einer Syntax-
Basis S iibertragen auf die Klasse Adr(Sg) der Ausdriicke von S.

x die (Klasse der) Operatoren von S *

1.6.1 DEF.— Fiir alle S:
Oprg = {0 | O € Adrs & catg(O) € OprCAT(Sop)}.

« die (Klasse der) mn-stelligen Operatoren von S
1.6.2 DEF.— Fiir alle S, n: Oprg = {O | O € Adrg &
& n € N\ {0} & cats(0) € OprCAT(So) N Tup™*'}.

x die (Klasse der) Konnektoren von S x

1.6.3 DEF.— Fiir alle S:
Konnektorg = {O | O € Adrs & catg(O) € KonnektorCAT(Sp)}.

x die (Klasse der) n-stelligen Konnektoren von S

1.6.4 DEF.- Fiir alle S, n: Konnektorg = {O | O € Adrs &
& n €N\ {0} & cats(0) € KonnektorCAT(Sy) N Tup™t'}.

x die (Klasse der) Variablenbinder von S

1.6.5 DEF.— Fiir alle S:
VarBindgs = {O | O € Adrg & catg(O) € BindCAT(So)}.
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* die (Klasse der) Variablen bindenden Operatoren von S

1.6.6 DEF.— Fiir alle S:

VarBindOprgs = {Q | 303t( O € VarBinds & O pafit auf
tinS & Q=0.st)}.

* die (Klasse der) v bindenden Operatoren von S *

1.6.7 DEF.— Fiir alle S, v:
BindOprs(v) = {Q | Q@ € VarBindOprg & v € Ran(opdg(0))}.

1.7 Teilausdriicke

Neben den Begriffen der Kategorie, der Syntax-Basis, der Kategorienfunktion und
des Ausdrucks sind drei weitere Begriffe grundlegende Begriffe einer Syntax: die Be-
griffe des Teilausdrucks, der in einem Ausdruck freien Variablen und der Substitution.

In diesem Abschnitt wird der Begriff des Teilausdrucks eingefiihrt.

Teilausdriicke eines Ausdrucks sind alle Ausdriicke, welche beim induktiven
Aufbau des Ausdrucks in diesen eingebaut werden, entweder als atomare Ausdriicke,
oder als zweite Projektionen der Argumente der cat-Erzeugungsfunktion. Dement-
sprechend wird der Begriff des Teilausdrucks durch Adr-Rekursion definiert:

* die Teilausdrucksrelation *
1.7.1 DEF.—
(1) TAdr ist eine Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &
(2) fiir alle S: wenn S € Dom(TAdr), dann gilt:
(a) TAdrgs ist eine Relation &
(b) YaVvb((a,b) € TAdrg gdw (b € AtAdrs & a =b) or
or 303t(0O pafit auftin S & b=0.5t &
& (a=bor a e TAdrs" ({O}URan(t))))).

1.8 Freie und gebundene Variable

Eine Variable heilt frei in einem Ausdruck, wenn sie in ihm nicht im Bereich eines sie
bindenden Operators steht. Die genaue Definition dieses Begriffs erfolgt wiederum
durch Adr-Rekursion:

* die Relation der in einem Ausdruck freien Variablen *
1.8.1 DEF.—
(1) Free ist Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &

(2) fiir alle S: wenn S € Dom(Free), dann gilt:
(a) Freeg ist eine Relation &
(b) YvVa((v,a) € Frees gdw ((a € Varg & v =a) or
or 303t(0 pafit auftin S & a=0.st & ([O € VarBinds & (v,0) €
Freeg] or [O ¢ VarBinds & O € VarBindOprg & ((v, O) € Freeg
or v € (Frees “Ran(t)) \ Ran(opdg(0)))] or [O ¢ VarBinds & O ¢
VarBindOprg & Jz(x € {O} U Ran(t) & (v, x) € Freeg)])))).
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Ein Ausdruck, der keine freie Variable enthalt, heillt geschlossen:

x die (Klasse der) geschlossenen Ausdriicke von S

1.8.2 DEF.— Fiir alle S:
CAdrs = {a | a € Adrs & Frees " {a} = 0}.

Eine Variable heilt in einem Ausdruck gebunden, wenn ein diese Variable bin-
dender Operator Teilausdruck jenes Ausdrucks ist:

* die Relation der in einem Ausdruck gebundenen Variablen
1.8.3 DEF.—
(1) Bound ist Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &

(2) fiir alle S: wenn S € Dom(S), dann gilt:
(a) Boundg ist eine Relation &
(b) VoVa((v,a) € Boundg gdw v € Varg & a € Adrg &
30(0 € BindOprg(v) & (0,a) € TAdrg)).

Bemerkung: gem3R der Definitionen 1.8.1 und 1.8.3 kann ein und dieselbe Variable
in einem Ausdruck zugleich frei und gebunden sein.
(Abschnitt nicht weiter ausgefiihrt)

1.9 Substitution

Mit dem Begriff der (simultanen) Substitution wird der Begriff der (simultanen)
Einsetzung von Ausdriicken fiir Ausdiicke in Ausdriicken prazisiert. Die Definition
erfolgt durch Adr-Rekursion.

* die Funktion der simultanen Substitution
1.9.1 DEF.—
(1) SSubst ist Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &

(2) fiir alle S: wenn S € Dom(SSubst), dann gilt:

(a) SSubstg ist eine Funktion auf {t | t € Tup~> &

& In(n €N & to € Tup™"(Adrs) & t; ist eine Abzihlung der Linge n
in Adrs & Vi(i € n = catg(to;) = catg(t1,:))) &
& ty € Adrg} &

(b) fiir alle a, b, ¢, n: wenn n € N & a € Tup™ "(Adrs) & b ist
eine Abzihlung der Linge n in Adrs & Vi(i € n = catg(a;) = catg(b;)) &
c € AtAdrg, dann gilt:

(i) wenn c € Ran(b), dann SSubsts ' (a,b,c) = ap-1(;) &
(i) wenn ¢ ¢ Ran(b), dann SSubsts ' (a,b,c) = ¢ &

(c) fiir alle a, b, O, t, n: wennn € N & a € Tup™ "(Adrg) & bist
eine Abzihlung der Linge n in Adrs & Vi(i € n = catg(a;) = catg(b;)) &
O pafit auf t in S, dann gilt:

(i) wenn O .st € Ran(b), dann ist
SSubsts ' (CL, b, o .S t> = Ap-1(0.5t) &
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(i) wenn O .st ¢ Ran(b) & O € VarBindg, dann ist
SSubstgs ‘' (a,b,0 .5 t) = (SSubsts ‘{(a,b,0)).st &

(iii) wenn O .st ¢ Ran(b) & O € VarBindOprg, dann gilt
Vj(j ist eine streng monotone Folge natiirlicher Zahlen & Ran(j) =
={i|i€n & O ¢ BindOprg(b;)} = SSubsts ‘{(a,b,0.st) =

= (SSubsts ‘(a,b,0)) .5 (SSubsts ‘(a0 j,b0o j,t;))icpom(t)) &

(iv) wenn O.st ¢ Ran(b) & O ¢ VarBindg &
& O ¢ VarBindOprg, dann ist SSubstg ' {(a,b,0 .s t) =

= (SSubsts ' (a, b, 0)) .5 (SSubsts * (a, b, t;))icpom(t)-

Beschrankt man den Definitionsbereich der Funktion der simultanen Substitu-
tion auf die 3-Tupel, deren erste beiden Glieder 1-Tupel sind, erhalt man das Defini-
ens der Definition des Begriffs der Substitution eines Ausdrucks fiir einen Ausdruck
in einem Ausdruck:

* die Substitutionsfunktion *
1.9.2 DEF.—-
(1) Subst ist eine Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &

(2) fiir alle S: wenn S € Dom(Subst), dann gilt:
(a) Substg ist eine Funktion auf {t | t € Tup=3(Adrg) &
& to € Tup~'(Adrg) & t; € Tup~'(Adrs) & catg(to) = catg(t1)} &
& t; € Adrg &
(b) YaVvbVe(a, b, c € Adrs & catg(a) = catg(b) =
= Substs ' (a, b, ¢) = SSubstgs ' ({(a), (b), c)).

Durch die Beschrankung der ersten beiden Argumentglieder der Funktion der
simultanen Substitution auf 1-Tupel ergeben sich einige Vereinfachungen im Defini-
ens dieser Funktion und damit der Substitutionsfunktion, die wiederum die Anwen-
dung der Substitutionsfunktion vereinfachen. Die Einzelheiten kdnnen dem néchsten
Theorem entnommen werden.

1.9.3 BEH.— Fiir alle S: wenn S eine Syntax-Basis ist, dann gilt:
(1) Substg ist eine Funktion auf {t | t € Tup=3(Adrs) & catg(to) =
catg(t1)} &
(2) fiir alle a, b, c: wenn a, b, c € Adrg & catg(a) = cats(b) & c €
AtAdrg, dann gilt:
(a) wenn b = ¢, dann Substg ‘{(a, b, ¢) = a &
(b) wenn b # ¢, dann Substgs ‘{(a, b, c) = c &
(3) fiir alle a, b, O, t: wenn a, b € Adrg & catg(a) = catg(b) &
& O pafit auf t in S, dann gilt:
(a) wenn b = O .g t, dann Substs ‘(a, b, O.st) =a &
(b) wenn b # O .st & O € VarBindg, dann
Substg ' (a, b, O .s t) = (Substs ‘{(a, b, O)) .st &
(c) wenn b # O.st & O ¢ VarBindg & O € BindOprg(b), dann
Substg ‘(a, b, O .s t) = (Substs ‘(a, b, O)) .st &
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(d) wenn b # O.st & O ¢ VarBindgs & O ¢ BindOprg(b), dann
Substs ' (a, b, O .5 t) = (Substs ' (a, b, O)) .s (Substs ' (a, b, ;))icDom(t)-

1.10 Die Funktion des Ausdrucksgrades

Mit dem Prinzip der (schwachen) Adr-Induktion steht eine Methode zur Verfiigung,
Beweise nach dem induktiven Aufbau der Ausdriicke zu fiihren. Diese Methode kann
jedoch nicht immer angewendet werden, z.B. dann nicht, wenn man im Induktions-
schritt nicht auf die unmittelbaren Teilausdriicke selbst eines Ausdrucks zuriickgrei-
fen kann, sondern auf Ausdriicke zuriickgreifen muB, die durch Substitution aus den
unmittelbaren Teilausdriicken entstehen. Fiir diesen Fall wird in der nichsten De-
fintion die Funktion des Ausdrucksgrades eingefiihrt; diese ordnet jedem Ausdruck
eindeutig und monoton eine natiirliche Zahl zu, wodurch es mdglich ist, Beweise
nach dem induktiven Aufbau der Ausdriicke durch N-(Wertverlaufs)induktion zu
fihren.

x die Funktion des Ausdrucksgrades

1.10.1 DEF.— adrgrad ist Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &
VS(S € Dom(adrgrad) =

= adrgradg ist Funktion auf Adrg &

& Va(a € AtAdrg = adrgradg(a) =0) &

& YOVt(O pafit auf t iiber S =

= adrgradg(O .s t) = 1+ adrgradg(0) + > ;cpom(r) adrgradg(ti)))

Es folgen einige Theoreme, welche niitzliche Eigenschaften der Funktion des
Ausdrucksgrades beschreiben.

1.10.2 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Syntax-Basis, dann gilt YVOVtVx (O
pafit auft iiber S & x € {O} URan(t) = adrgradg(z) <y adrgradg(O.gt)).

* Monotonie der Funktion des Ausdrucksgrades

1.10.3 BEH.- Fiir alle S: wenn S ist eine Syntax-Basis, dann gilt YaVb(a, b €
Adrs & (a, b) € TAdrs = adrgradg(a) <y adrgradg(d)).

1.10.4 BEH.—- Fiir alle S: wenn S ist eine Syntax-Basis, dann gilt
VaVbVcVv(a, b, ¢ € Adrs & v € Varg & catg(a) = catg(v) =
catg(b) & adrgradg(a) = adrgradg(b) = adrgradg(Substs ' (a, v, ¢)) =
adrgradg(Substs ' (b, v, c))).
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2 Logik

Erweitert man eine Syntax-Basis um Bestimmungen, die es erlauben, einen Folge-
rungsbegriff zu definieren, erhilt man eine Logik-Basis. Im folgenden werden nur
solche Bestimmungen verwendet, die es erlauben, einen Folgerungsbegriff induktiv
zu definieren und zwar als eine Relation zwischen Klassen von Formeln und Formeln.
Ist F' ein so definierter Folgerungsbegriff und ist (X, A) € F, dann heift (X, A)
ein Folgerungszusammenhang bzgl. F', X dessen Pramissenklasse und A dessen
Konklusion.

2.1 Logik-Basen

Zur Formulierung des Begriffs der Logik-Basis werden einige Begriffe eingefiihrt: die
Begriffe der Formel und der geschlossenen Formel und der Begriff der Herleitungs-
relation.

Formeln werden als Ausdriicke einer Syntax-Basis definiert, deren Kategorie
eine Grundkategorie der Syntax-Basis ist. Diese ist frei wahlbar. In der folgenden
Definition wird die natiirliche Zahl 0 als Kategorie von Formeln verwendet. (In der
hier benutzten mengentheoretischen Metasprache ist dies die leere Menge.)

* die (Klasse der) Formeln von S *
2.1.1 DEF.— Fiir alle S: Fmlg = {A | A €Adrs & catg(A) = 0}.

Formeln, die keine Variablen frei enthalten, heifen geschlossene Formeln:

x die (Klasse der) geschlossenen Formeln von S
2.1.2 DEF.— Fiir alle S: CFmlg =Fmlg N CAdrgs.

GemaR Bedingung (3) der Definition 1.3.1 auf Seite 5 des Begriffs der Syn-
tax-Basis gibt es zu jeder Variablenkategorie abzdhlbar unendlich viele Variablen
dieser Kategorie und gemaR Bedingung (4) gibt es zu jeder Parameterkategorie ab-
zahlbar unendlich viele Parameter dieser Kategorie. GemaR der Definition 1.2.1 auf
Seite 5 werden die Variablen zur Bildung Variablen bindender Operatoren verwen-
det. Beziiglich der Formeln, die als Pramissen und Konklusionen in Folgerungsbe-
ziehungen verwendet werden, kann man nun entweder Formeln mit freien Variablen
verwenden, oder Formeln, die an Stelle der freien Variablen Parameter enthalten.
Die zweite Option erfordert zwar einen geringfiigig hdheren syntaktischen Aufwand,
hat aber den Vorteil, da das Problem der Variablenkonfusion beim Substituieren
fast ganzlich vermieden wird. Daher wird im folgenden nur noch die zweite Option
verfolgt. Dies hat zur Folge, daB in Folgerungszusammenhangen nur geschlossene
Formeln verwendet werden; geschlossene Formeln kdnnen ja Parameter enthalten,
aber keine freien Variablen. Diese Taktik erfordert allerdings, daR jede Variablenka-
tegorie auch eine Parameterkategorie ist. Dies wird in der Definition des Begriffs der
Logik-Basis festgeschrieben werden.
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Wie eingangs schon angedeutet, soll der jeweilige Folgerungsbegriff einer Logik-
Basis induktiv definiert werden. Dazu werden Anfangselemente und Erzeugungsrela-
tionen fiir den zu definierenden Folgerungsbegriff bendtigt. Da der Folgerungsbegriff
als eine Relation zwischen Klassen von Formeln und Formeln definiert werden soll,
miissen die Anfangselemente geordnete Paare aus Klassen von Formeln und Formeln
sein, und die Erzeugungsrelationen miissen einer Folge von geordneten Paaren aus
Klassen von Formeln und Formeln wiederum ein solches geordnetes Paar zuordnen.
Dabei werden als Formeln nur geschlossene Formeln verwendet.

Als Anfangselemente (Induktionsbasis) des jeweils zu definierenden Folgerungs-
begriffs werden geordnete Paare (0, A) mit A € CFmlg verwendet werden. In der
Definition des Begriffs der Logik-Basis wird deshalb festgelegt werden, dall eine
Logik-Basis eine Klasse von geschlossenen Formeln enthalten soll, welche als zweite

Projektionen der Anfangselemente verwendet werden kdnnen.
Als Erzeugungsrelationen des zu definierenden Folgerungsbegriffs werden Her-
leitungsrelationen im Sinn der folgenden Definition verwendet werden:

2.1.3 DEF.— Fiir alle S, R: R ist eine Herleitungsrelation fiirS genau dann,
wenn R C ( (Pot(CFmls) X CFmlg) X Tup??(Pot(CFmls) X CFmlg) ).

Mit der nachsten Definition wird noch ein Spezialfall des Begriffs der Herlei-
tungsrelation eingefiihrt:

2.1.4 DEF.— Fiir alle S, R: R ist eine Herleitungsrelation mit endlicher
Prdimissenverrechnung fiir S genau dann, wenn gilt:

R ist eine Herleitungsrelation fiir S & VpVvVt((p,t) € R &

& Vi(i € Dom(t) = prl(t;) endlC CFmlg) = prl(p) endlC CFmlg).

Nun kann der Begriff der Logik-Basis und anschlieRend der Folgerungsbegriff
einer Logik-Basis definiert werden.

2.1.5 DEF.— Fiir alle S: S ist eine Logik-Basis genau dann, wenn gilt:
(1) S ist eine Syntax-Basis & S € Tup”’ &
(2) 0 € Cats &
(3) Var-Catg C Par-Catg &
(4) S5 C CFmlg &
(5) S¢ C {R | R ist eine Herleitungsrelation fiir S}.

Fiir Logik-Basen werden noch zwei Bezeichnungen eingefiihrt:

* die (Klasse der) Bedeutungspostulate von S
2.1.6 DEF.— Fiir alle S: MeanPostg = S5.

« die (Klasse der) Herleitungsrelationen von S *
2.1.7 DEF.— Fiir alle S: HRg = Sg.
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Bedeutungspostulate werden iiblicherweise als Axiome bezeichnet. Da ich die-
se Bezeichnung aber im Zusammenhang mit Theorien in einer anderen Bedeutung
verwende, bin ich auf den alten CARNAPschen Begriff des Bedeutungspostulats aus-
gewichen, zumal dieser auch inhaltlich meinen Vorstellungen entspricht. Ein Beispiel:
in der Beschreibung einer mengentheoretischen Sprache wird man als Bedeutungspo-
stulate (z.B. fiir die Elementschaftskonstante) eine Klasse von mengentheoretischen
Axiomen wahlen (ich nenne diese natiirlich mengentheoretische Bedeutungspostula-
te).

Die nichste Definition enthalt in Bedingung (2) die Induktivdefinition des
Folgerungsbegriffs einer Logik-Basis:

x der Folgerungsbegriff von S *
2.1.8 DEF.—

(1) F ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &

(2) VS(S € Dom(F) =
= Fg = {q | YM ({0} x MeanPostgs C M &
VR(R € HRg = VpVi((p,t) € R & Ran(t) C M = p e M)) =
=q € M)}

Aufgrund dieser Definition gilt gemal der Theorie der Induktivdefinitionen:

2.1.9 BEH.— Fiir alle S: wenn S eine Logik-Basis ist, dann gilt:
(1) {0} xMeanPosts C Fg.
(2) VR(R € HRg = VpVi((p,t) € R & Ran(t) C Fg =
= p € Fg)).
(3) (Prinzip der F-Induktion)
Fiir alle M: wenn
(1.B.) {0}x MeanPosts C M &
(1.S.) VR(R € HRs = VpVt((p,t) € R & Ran(t) C M =
= p € M)),
dann ist Fg C M.
(4) Vp(p € Fs = p € {0} x MeanPosts or 3R(R € HRs &
& Ft((p,t) € R & Ran(t) C Fg))).
(5) (Schwaches Prinzip der F-Induktion)
Fiir alle M: wenn
(1.B.) {0}x MeanPosts C M &
(1.S.) VR(R € HRs = VpVt((p,t) € R & Ran(t) C M N Fg =
= p € M)),
dann ist Fg C M.

Ferner gilt:

2.1.10 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann gilt:



2 LOGIK 19

(1) (Typisierung von Fg)
Fs C Pot(CFmlg) x CFmlg, d.h. Fg ist eine Relation zwischen Klassen von
geschlossenen Formeln und geschlossenen Formeln von S.

(2) (Endlichkeit von Fg)
Wenn VR (R € HRg = R ist Herleitungsrelation mit endlicher Pri-
missenverrechnung fiir S), dann Vp(p € Fg = prl(p) endlC CFmlg).

Folgerungszusammenhinge (logische Implikationen) und logische Aquivalen-
zen kdnnen auf die iibliche Weise mit Hilfe des Fregezeichens ausgedriickt wer-
den:

2.1.11 DEF.— Fiir alle F, X, A: X r A gdw (X,A) € F.

2.1.12 DEF .- Fiir alle F, A, B: A-+r B gdw {A}Fr B &
& {B}tr A.

Die geschlossenen Formeln, welche mit dem Folgerungsbegriff einer Logik-
Basis aus der leeren Pramissenmenge folgen, werden iiblicherweise Theoreme ge-
nannt. Da ich diese Bezeichnung aber im Zusammenhang mit Theorien in einer
anderen Bedeutung verwende, nenne ich Formeln, die mit dem Folgerungsbegriff
einer Logik-Basis aus der leeren Menge folgen, analytisch-wahr.

x die (Klasse der) analytisch-wahren Formeln der Logik-Basis S *
2.1.13 DEF.- Fiir alle S: A-Trues = {A |0 Fr, A}.

Bedeutungspostulate sind analytisch-wahr:

2.1.14 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann MeanPostg C
A-Trueg.

2.2 Herleitungen

Der Folgerungsbegriff einer Logik-Basis S ist eine induktiv strukturierte Klasse von
geordneten Paaren, deren erste Projektion eine Klasse von geschlossen Formeln und
deren zweite Projektion eine geschlossene Formel von S ist. Der Nachweis, daR
ein solches geordnetes Paar Element des Folgerungsbegriffs ist, wird in der Regel
dadurch gefiihrt, daB man ausgehend von gewissen Anfangselementen durch An-
wendung von Herleitungsrelationen das fragliche geordnete Paar erzeugt. Eine sol-
che Erzeugung kann man darstellen als eine endliche Folge, deren Glieder entweder
Anfangselemente sind oder aus fritheren Gliedern der Folge durch Anwendung ei-
ner Herleitungsrelation gewonnen werden, und die das fragliche geordnete Paar als
(letztes) Glied enthélt. Eine solche Erzeugung wird Herleitung genannt.

2.2.1 DEF.— Fir alle S, H, p: H ist eine Herleitung fiir p i{iber S genau
dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &
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(2) H ist eine endliche Folge & H # 0 & Vi(i € Dom(H) = (H; €
({0} x MeanPosts) or 3IR3j (R € HRs & j € Tup”°(i) &
& (Hi, (Hj,)kepom(j)) € R))) &

(3) P = HDom(H)—l'

2.2.2 DEF.— Fiir alle S, H: H ist eine Herleitung iiber S gdw dp H ist
eine Herleitung fiir p iiber S.

2.2.3 DEF.— Fiir alle S, p: p ist herleitbar iiber S gdw IH H ist eine
Herleitung fiir p iiber S.

Der Herleitbarkeitsbegriff ist mit dem Folgerungsbegriff identisch:

2.2.4 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann Fg = {p |
p ist herleitbar iiber S}.

2.3 Zulassige Herleitungen

Im allgemeinen wird man sich bemiihen, die Klasse der Herleitungsrelationen ei-
ner Logik-Basis so zu definieren, daR keine der Herleitungsrelationen liberfliissig ist,
d.h. daR sie Folgerungszusammenhinge erzeugt, die schon durch die iibrigen Her-
leitungsrelationen erzeugt werden. Nachdem die Klasse der Herleitungsrelationen
einer Logik-Basis aber erst einmal festgelegt ist, kdnnen “iiberfliissige” Herleitungs-
relationen sehr niitzlich sein, da sie die Herleitung von Folgerungszusammenhingen
abkiirzen kénnen. Solche Herleitungsrelationen heilen zuldssige Herleitungsrelatio-
nen. Um den Begriff der zuldRigen Herleitungsrelation bequem definieren zu kdnnen,
wird zuvor der Begriff der Erweiterung einer Logik-Basis um eine Herleitungsrelation
definiert:

* die Extension von S um die Herleitungsrelation R x

2.3.1 DEF.- Fiir alle S, R:
ExtHR(S, R) = (S \ {(HRs, 6)}) U {(HRs U {R}, 6)}.

2.3.2 BEH.— Fiir alle S, R: wenn S ist eine Logik-Basis & R ist eine
Herleitungsrelation fiir S, dann gilt:

(1) ExtHR(S, R) ist eine Logik-Basis & Dom(ExtHR(S, R)) =
= Dom(S) &

(2) HRExtHR(S, R) = HRS U {R} &
(3) Vi(i € Dom(S) \ {6} = ExtHR(S, R); = Si) &
(4) Fs C FextHR(S, R)-

2.3.3 DEF.— Fiir alle S, R: R ist eine zulissige Herleitungsrelation fiir S
genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &
(2) R ist eine Herleitungsrelation fiir S &
(3) Fextar(s, r) C Fs.
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x die (Klasse der) zulissigen Herleitungsrelationen fiir S

2.3.4 DEF.— Fiir alle S: ZulHRg = {R | R ist eine Herleitungsrelation fiir
S & Fexur(s,r) € Fs}.

Das folgende Theorem formuliert eine andere Charakterisierung des Begriffs
der zuladssigen Herleitungsrelation:

2.3.5 BEH.— Fiir alle S, R: wenn S ist eine Logik-Basis & R ist eine
Herleitungsrelation fiir S, dann R ist eine zulissige Herleitungsrelation fiir
S gdw VpVi((p,t) € R & Ran(t) CFgs = p € Fg)}.

Jede Herleitungsrelation einer Logik-Basis ist eine zul3ssige Herleitungsrelation
fir diese Logik-Basis:

2.3.6 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann gilt VR(R €
HRs = R ist zulissige Herleitungsrelation fiir S).

In Herleitungen gemaR Definition 2.2.1 kénnen als Anfangselemente nur geord-
nete Paare (0, A) verwendet werden, in welchen A € MeanPostg; ferner konnen als
Erzeugungsrelationen nur Elemente von HR g verwendet werden. Durch Verwendung
analytisch-wahrer Formeln in den Anfangselementen und zul3ssiger Herleitungsrela-
tionen als Erzeugungsrelationen kdnnen Herleitungen verkiirzt werden:

2.3.7 DEF.— Fiir alle S, H, p: H ist eine zuldssige Herleitung fiir p iiber S
genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &

(2) H ist eine endliche Folge & H # 0 & Vi(i € Dom(H) =
(H; € ({0} x A-Trueg) or IRTj (R € ZulHRs & j € Tup”’(i) &
(H;, (Hj,)repom(s)) € R) &

(3) P = HDom(H)—1°

2.3.8 DEF.— Fiir alle S, H: H ist eine zulissige Herleitung iiber S gdw
dp H ist eine zulissige Herleitung fiir p iiber S.

2.3.9 DEF.— Fiir alle S, p: p ist zuldssig herleitbar iiber S gdw IH H ist
eine zulissige Herleitung fiir p iliber S.

Jede Herleitung ist eine zuladssige Herleitung:
2.3.10 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann gilt VHVp(H
ist eine Herleitung fiir p iiber S = H ist eine zulissige Herleitung fiir p

iiber S).

Und umgekehrt gibt es zu jeder zuldssigen Herleitung eine Herleitung fiir denselben
Folgerungszusammenhang:

2.3.11 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann gilt VHVp(H
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ist eine zuléssige Herleitung fiir p iiber S = IH’ H’ ist eine Herleitung fiir
p iiber S).

Und es folgt

2.3.12 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann Fg = {p |
p ist zuliissig herleitbar iiber S}.

2.4 Pragmatisierte Herleitungen

Eine Herleitung gemaR Definition 2.2.1 ist eine Folge von geordneten Paaren, deren
erste Projektion eine Klasse von geschlossenen Formeln und deren zweite Projektion
eine geschlossene Formel ist. Nach einem anderen Vorverstindnis des Begriffs der
Herleitung (des Beweises, der Ableitung) ist eine Herleitung eine Folge von Sprech-
akten, die z.B. darin bestehen kdnnen, eine Schlulfolgerung zu ziehen oder eine
Annahme zu machen. Solche Sprechakte kdnnen darin bestehen, geeignete Sitze zu
aulern. Z.B. kann man eine Annahme dadurch machen, dall man einen Annahmesatz
dulert, und man kann eine Folgerung dadurch ziehen, daR man einen Folgerungssatz
duBert. Nach diesem Ansatz entspricht einer Folge von Sprechhandlungen eindeutig
eine Folge von Satzen. Dadurch ist es moglich, die logischen Eigenschaften einer
Herleitung im Sinn einer Folge von Sprechakten an der entsprechenden Folge von
Satzen festzumachen. Eine solche Folge von Satzen heile pragmatisierte Herleitung.

Fiir die Definition des Begriffs der pragmatisierten Herleitung werden zwei neue
Begriffe bendtigt:

2.4.1 DEF.—- Fir alle S, R: R ist prdmissenkonservative Herleitungsrelation
fiir S genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &
(2) R ist eine Herleitungsrelation fiir S &
(3) VpVi((p, t) € R=t # 0 & pri(p) € U({prl(tj)}jepom(r)))-

x die Herleitungsrelation der Reflexivitéit des Folgerungsbegriffs fiir S *
2.4.2 DEF.— Fiir alle S: ReflFolgs = {¢q | 3B(B € CFmls & q =
(({B}, B), 0)}.

Nachtrag zur Metasprache NBGU

x die (Klasse der) endlichen Teilklassen von A x
2.4.3 DEF.— Fiir alle A: ePot(A) = {e | e endlC A}.

x das Tupelprodukt von A, B %
2.4.4 DEF.- Fiiralle A, B: (AQB) ={t|t€ Tup~2 & to € A & t; € B}.

2.4.5 DEF.- Fiir alle a : a. = {a}.
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2.4.6 DEF.- Fiir alle a, b: a,b. = {a, b}.
2.4.7 DEF.— Fiir alle a, b, c: a,b,c. = {a, b} U {c}.
2.4.8 DEF.- Fiir alle a, b, ¢, d: a,b,c,d. = a, b, c. U {d}.

Und so weiter.
Ende Nachtrag

Eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen entsteht aus einer Logik-
Basis durch Hinzufiigung von Performatoren, die in Sitzen als Anzeiger der Art
des Sprechakts dienen, der mit der AuRerung des Satzes vollzogen wird. Es werden
drei Performatoren bereitgestellt: ein Annahmeperformator, ein Folgerungsperfor-
mator und ein Anziehungsperformator. Weitere Performatoren kénnten hinzugefiigt
werden, z.B. ein Behauptungsperformator oder ein Frageperformator. Ferner soll
jede Herleitungsrelation entweder die Herleitungsrelation der Reflexivitat des Folge-
rungsbegriffs oder eine pramissenkonservative Herleitungsrelation sein.

2.4.9 DEF.— Fiir alle S: S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herlei-
tungen genau dann, wenn gilt:
(1) S ist eine Logik-Basis & S € Tup”® &
(2) S7 ist eine eineindeutige Funktion auf {0, 1, 2} &
(a) S7,0 ist eine eineindeutige Funktion auf CFmlg &
(b) S7,1 ist eine eineindeutige Funktion auf (N ® CFmls) &
(c) S7,2 ist eine eineindeutige Funktion auf (ePot(N) ® CFmlg) &
(3) Vivji(i, j € {0, 1, 2} & i # j = Ran(S7,;) N Ran(S7,;) =0) &
(4) Vi(i € {0, 1, 2} = Ran(S~,;) N Adrg = 0) &
(5) VR(R € HRs = R = ReflFolgg oder R ist primissenkonservative
Herleitungsrelation fiir S).

2.4.10 DEF .- Fiir alle S: der_Anziehungsperformator_von_S = Sy ¢.
2.4.11 DEF.- Fiir alle S: der_Annahmeperformator_von_S = Sy ;.

2.4.12 DEF .- Fiir alle S: der_Folgerungsperformator_von_S = Sy 5.

Nach dieser Konstruktion sind die drei Performatoren einer Logik-Basis fiir pragma-
tisierte Herleitungen keine Ausdriicke, sondern metatheoretische Funktionen, welche
einer Formel, bzw. einer natiirlichen Zahl und einer Formel, bzw. einer endlichen Teil-
menge der natiirlicher Zahlen und einer Formel ein Gebilde eineindeutig zuordnen,
von dem nur bekannt ist, dal die jeweiligen Argumente des jeweiligen Performators
an ihm (dem Gebilde) eindeutig identifizierbar sind.

In den folgenden Definitionen werden weitere Bezeichnungen eingefiihrt.

x der Anziehungssatz fiir B von S
2.4.13 DEF.— Fiir alle S, B: SE B = S7,o(B).



2 LOGIK 24

2.4.14 DEF.- Fiir alle S, a, B: a ist der Anziehungssatzs fiir B von S gdw
a = SE B.

2.4.15 DEF.— Fiir alle S, a: a ist ein Anziehungssatz von S gdw IB(B €
CFmls & a = °E B).

x der Annahmesatz fiir B mit Index ¢ von S *
2.4.16 DEF.- Fiir alle S, B, i: A; B = S7,1({2, B)).

2.4.17 DEF.— Fiir alle S, a, B: a ist ein Annahmesatz fiir B von S gdw
B € CFmls & 3Ji(i €N & a =SA; B).

2.4.18 DEF.— Fiir alle S, a, i: a ist ein Annahmesatz mit Index i von S gdw
i €N & IB(B € CFmls & a = SA; B).

2.4.19 DEF.— Fiir alle S, a: a ist ein Annahmesatz von S gdw IB3i(B €
CFmls & i €N & a = SA; B).

x der Folgerungssatz fiir B mit Indexklasse e von S %
2.4.20 DEF .- Fiir alle S, B, e: °F, B = S7 2({e, B)).

2.4.21 DEF.- Fiir alle S, a, B: a ist ein Folgerungssatz fiir B von S gdw
B € CFmlg & 3Je(e € ePot(N) & a = °F. B).

2.4.22 DEF.— Fiir alle S, a, e: a ist ein Folgerungssatz mit Indexklasse e
von S gdw e € ePot(N) & 3IB(B € CFmls & a = SF. B).

2.4.23 DEF.— Fiir alle S, a: a ist ein Folgerungssatz von S gdw 3B3e(B €
CFmls & e € ePot(N) & a = °F, B).

2.4.24 DEF.— Fiir alle S, a, B: a ist ein Satz fiir B von S gdw a ist ein
Anziehungssatz fiir B von S oder a ist ein Annahmesatz fiir B von S oder
a ist ein Folgerungssatz fiir B von S.

2.4.25 DEF.—Fiir alle S, a: a ist ein Satz von S gdw a ist ein Anziehungssatz
von S oder a ist ein Annahmesatz von S oder a ist ein Folgerungssatz von

S.

Das folgende Theorem expliziert den Begriff der Herleitung fiir Logik-Basen
fiir pragmatisierte Herleitungen:

2.4.26 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte
Herleitungen, dann gilt VH (H ist eine Herleitung iiber S gdw H ist eine
endliche Folge & H # 0 & Vi(i € Dom(H) =

= H; € ({0} x MeanPostg) or (ReflFolgg € HRg & 3IB(B € CFmls &
H,; = ({B}, B))) or 3R3j(R ist primissenkonservative Herleitungsrelation
fir S & Re€ HRs & j € Tup”°(i) & (H;, (Hj,)kepom(s)) € R)).
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Jede Herleitungsrelation einer Logik-Basis S fiir pragmatisierte Herleitungen
ist entweder die Relation ReflFolgg oder eine primissenkonservative Herleitungs-
relation. Dadurch wird erzwungen, dal es zu jeder Formel B, welche in der ersten
Projektion eines Gliedes einer Herleitung H iiber einer Logik-Basis fiir pragmatisierte
Herleitungen Element ist, ein Glied von H der Gestalt ({B}, B) gibt. Diese Tatsache
wird in den beiden nidchsten Theoremen prazisiert:

2.4.27 BEH.— Fiir alle S, H, i: wenn
(1) S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen &
(2) H ist eine Herleitung iiber S &
(3) ¢ € Dom(H) &

dann VC(C € pr1(H;) = 3l(l <y i & H; = ({C}, C))).

2.4.28 BEH.— Fiir alle S, H, R, i, j: Wenn

(1) S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen &

(2) H ist eine Herleitung iiber S &

(3) R ist eine pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S & R €
HRs & i € Dom(H) & j € Tup”°(i) & (H;, (Hj,)repom(y)) € R,
dann gilt VC(C € pr1(H;) = 3l(l <y i & H; = ({C}, C))).

Eine pragmatisierte Herleitung tber einer Logik-Basis S fiir pragmatisierte
Herleitungen ist eine endliche Folge von Satzen von S, die mit den Herleitungsrela-
tionen von S konform ist; was dies heillen soll, wird in Definition 2.4.30 prazisiert.
Zuvor wird ein Hilfsbegriff fiir pragmatisierte Herleitungen definiert:

2.4.29 DEF.— Fiir alle S, H, i, X: X ist die Klasse der Annahmeformeln
des Gliedes © in H 1diber S genau dann, wenn gilt:

(1) H ist eine endliche Folge von Sdtzen von S & ¢ € Dom(H) &
(2) H; ist Anziehungssatz von S & X = 0 oder

oder IB(H; ist Annahmesatz fiir B von S & X = {B}) oder

oder Je(H; ist Folgerungssatz mit der Indexklasse e von S & X =
{D|D e CFmls & Fj(j €e & ®A; D € Ran(H[1))}).

Es folgt die Definition des Begriffs der pragmatisierten Herleitung:

2.4.30 DEF.- Fiir alle S, H, A, X: H ist eine pragmatisierte Herleitung fiir
A in Abhdngigkeit von X iiber S genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen &
(2) H ist eine endliche Folge & H # 0 &
(3) fiir alle 3: wenn ¢ € Dom(H), dann gilt:

3B(B € MeanPosts & H; = °E B) oder

oder ReflFolgs € HRs & 3IBIn(B € CFmlg & n € N
SpAnB & YCOVYmV§(C € CFmls & m € N & j € Dom(H)
SAmC & j#i & C # B = m # n)) oder

& H; =
& H; =
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oder 3B3e(B € CFmls & e € ePot(N) & H; = FeB &
JdR3j3Z3Y3C(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S &
R c HRs & j € Tup”°(i) & Z ist die Klasse der Annahmeformeln des
Gliedes i in H iiber § & Y € Tup~P°™@ & Vk(k € Dom(j) = Yi
ist die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes j, in H iiber S) & C €
Tup=P°™0)(CFmls) & Vk(k € Dom(j) = Hj, ist ein Satz fiir C; von
S) & ((Z, B), {((Yx; Ck))repom(j)) € R)) &

(4) Hpom(m)—1 ist ein Satz fiir A von § & X ist die Klasse der
Annahmeformeln fiir das Glied Dom(H) — 1 in H iiber S.

2.4.31 DEF.— Fiir alle S, H: H ist eine pragmatisierte Herleitung iiber S
genau dann, wenn gilt: 3A3X H ist eine pragmatisierte Herleitung fiir A
in Abhé&ngigkeit von X iiber S.

2.4.32 DEF.- Fiir alle S, A, X: A ist pragmatisiert herleitbar in Abhéngig-
keit von X iiber S gdw JHH ist eine pragmatisierte Herleitung fiir A in
Abhingigkeit von X iiber S.

Das nichste Theorem besagt, dal es zu jeder Herleitung eine entsprechende
pragmatisierte Herleitung gibt:

2.4.33 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte
Herleitungen, dann gilt VHVXVA(H ist eine Herleitung fiir (X, A) iiber
S = JH’ H' ist pragmatisierte Herleitung fiir A in Abhingigkeit von X
iiber S).

Und umgekehrt gibt es zu jeder pragmatisierten Herleitung eine entsprechende Her-
leitung:

2.4.34 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte
Herleitungen, dann gilt VHVXVA(H ist pragmatisierte Herleitung fiir A in
Abhingigkeit von X iiber S = IH’ H’ ist Herleitung fiir (X, A) iiber S).

Und es folgt:

2.4.35 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte
Herleitungen, dann ist Fg = {p | 3X3JA(A ist pragmatisiert herleitbar in
Abhingigkeit von X iiber S & p = (X, A))}.

2.5 Zulassige pragmatisierte Herleitungen

Ebenso, wie man zu einer Herleitung eine pragmatisierte Herleitung konstruieren
kann, kann man zu einer zuldssigen Herleitung eine zuldssige pragmatisierte Herlei-
tung konstruieren. Der Unterschied besteht nur darin, daR nicht nur Bedeutungspo-
stulate angezogen werden diirfen, sondern alle analytisch-wahren Formeln, und daR
Formeln nicht nur mit Herleitungsrelationen der zugrunde liegenden Logik-Basis,
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sondern mit beliebigen zul3ssigen und primissenkonservativen Herleitungsrelationen
gefolgert werden diirfen.

2.5.1 DEF.- Fiir alle S, H, A, X: H ist eine zuldssige pragmatisierte Her-
leitung fiir A in Abhdngigkeit von X diber S genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen &

(2) H ist eine endliche Folge & H # 0 &

(3) fiir alle i: wenn ¢ € Dom(H), dann gilt:
3B(B € A-Trues & H; = °E B) oder

oder ReflFolgs € HRg & 3IBIn(B € CFmls & n € N
SAn,B & VYCVmVj(C € CFmls & m € N & j € Dom(H)
SAmC & j#i & C # B = m # n)) oder

oder 3B3e(B € CFmls & e € ePot(N) & H; = SF.B &
dR3j3Z3Y IAC(R ist prdmissenkonservative Herleitungsrelation fiir S &
R € ZulHRs & j € Tup~°(i) & Z ist die Klasse der Annahmeformeln
des Gliedes i in H iiber S & Y € Tup~—P°"(@) & Vk(k € Dom(j) = Yj
ist die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes ji in H iiber S) & C €
Tup~=P°™"0)(CFmls) & Vk(k € Dom(j) = Hj, ist ein Satz fiir C; von
S) & ((Z, B), {((Yk, Ck))kepom(j)) € R)) &

(4) Hpom(m)—1 ist ein Satz fiir A von § & X ist die Klasse der
Annahmeformeln fiir das Glied Dom(H) — 1 in H iiber S.

H; =

&
& Hj; =

2.5.2 DEF.— Fiir alle S, H: H ist eine zuldssige pragmatisierte Herleitung
tiber S gdw JAIX H ist eine zulissige pragmatisierte Herleitung fiir A in
Abhingigkeit von X iiber S

2.5.3 DEF.— Fiir alle S, A, X: A ist zulissig pragmatisiert herleitbar in
Abhingigkeit von X iiber S gdw JH H ist eine zulissige pragmatisierte
Herleitung fiir A in Abhiangigkeit von X iiber S.

Jede pragmatisierte Herleitung ist eine zul3ssige pragmatisierte Herleitung:

2.5.4 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Her-
leitungen, dann gilt VHVXVA(H ist eine pragmatisierte Herleitung fiir A
in Abhingigkeit von X iiber S = H ist zuléssige pragmatisierte Herleitung
fiir A in Abhingigkeit von X iiber S).

Und umgekehrt gibt es zu jeder zuldssigen pragmatisierten Herleitung eine entspre-
chende pragmatisierte Herleitung:

2.5.5 BEH.- Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Her-
leitungen, dann gilt VAV XVA(H ist zulissige pragmatisierte Herleitung fiir
A in Abhingigkeit von X iiber S = JH’ H’ ist pragmatisierte Herleitung
fiir A in Abhingigkeit von X iiber S).

Und es folgt:
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2.5.6 BEH.- Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Her-
leitungen, dann ist Fg = {p | 3X3JA(A ist zuliissig pragmatisiert herleitbar
in Abh#ngigkeit von X iiber S & p = (X, A))}.

2.6 Substituivitat

Dieser Abschnitt behandelt die Frage, unter welchen Bedingungen ein Ausdruck
durch einen anderen Ausdruck in einem dritten Ausdruck salva veritate ersetzt wer-
den kann. Etwas genauer: unter welchen Bedingungen aus einer Gleichheitsaussage
fiir zwei Ausdriicke a, b eine Gleichheitsaussage fiir zwei Ausdriicke logisch folgt,
welche dadurch auseinander hervorgehen, dal8 a an einer oder mehreren Stellen durch
b ersetzt wird, d.h. unter welchen Bedingungen fiir eine Logik-Basis S gilt:

{Eo.s (a, b)} Frg Eq.g (Substg ‘(a,v,c), Substg (b, v,c)).
(Dabei driicken Eq, E; die beiden Gleichheiten aus und v ist eine Variable von S.)
Wenn die vorstehende Folgerungsbeziehung fiir beliebige a, b gilt, dann sagen wir,
dal der Ausdruck c fiir die Variable v bzgl. der Gleichheiten Eq, E, die Bedingung
der Substituivitat erfiillt.

Um nun hinreichende Bedingungen dafiir formulieren zu kénnen, dal ein Aus-
druck die Bedingung der Substituivitat erfiillt, werden einige Begriffe eingefiihrt. Die
erste Definition prazisiert den Begriff der Substituivitat:

2.6.1 DEF.—- Fiir alle S, ¢, v, Eg, E;: c erfiillt fiir v die Substituivititsbedin-
gung bzgl. Eg, E; tiber S genau dann, wenn gilt:

(1) c€ Adrs & v € Varg &
(2) Eo € CAdrs & catg(Ep) = (0, catg(v), cats(v)) &
(3) E1 € CAdrs & catg(Eq) = (0, catg(c), catg(c)) &
(4) VaVvb(a, b € CAdrs & catg(a) = catg(v) = catg(b) =
= VwVp(w ist Abzihlung von (Freeg " {c}) \ {v} &
& p ist Abzihlung der Linge Dom(w) in Parg \ (TAdrg “ {a, b, c}) &
& Vk(k € Dom(w) = catg(wg) = catg(pr)) =
= {Ep .s {(a, b)} Fr, F1 .5 (Substg ' (a, v, SSubsts ' (p, w, c)),
Substg ' (b, v, SSubstg ‘' (p, w, ¢))))).

Bedingung (4) im Definiens der vorstehenden Definition tragt der Tatsache Rech-
nung, dal einerseits im Ausdruck ¢ Variablen frei vorkommen kdnnen, andererseits
der Folgerungsbegriff Fg nur auf geschlossene Formeln angewendet werden kann.
Enthalt der Ausdruck ¢ auer v keine andere freie Variable, dann kann Bedingung
(4) wesentlich einfacher formuliert werden, wie das ndchste Theorem zeigt:



2 LOGIK 29

2.6.2 BEH.- Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann gilt fiir alle ¢, v,
Eqy, E,: wenn
(1) c € Adrs & v € Varg & Freeg ‘' {c} C {v} &
(2) Eo € CAdrs & catg(Ep) = (0, catg(v), cats(v)) &
(3) E1 € CAdrs & catg(FE7) = (0, catg(c), catg(c))
dann gilt:
c erfiillt fiir v die Substituivitidtsbedingung bzgl. Ey, E, iiber S
gdw
Vavb(a, b € CAdrs & catg(a) = catg(v) = catg(b) =
= {Ep .s {(a, b)} Frs E1 .5 (Substgs '{a, v, ¢), Substg ' (b, v, c}))).

In der ndchsten Definition wird der Begriff der Substitutionsrelevanz einge-
fiihrt. Dieser Begriff soll beziiglich einer Variablen v auf alle Teilausdriicke eines
Ausdrucks ¢ zutreffen, in welche durch die Substitution eines Ausdrucks z fiir die
Variable v in dem Ausdruck c tatsichlich = fiir v substituiert wird. Z.B. ist der
Ausdruck P.g(v) kein substitutionsrelevanter Teilausdruck des Ausdrucks

(Qus(v)) ws5(P w5 (v),

wenn Q.g(v) ein die Variable v bindender Operator ist.

x die Relation der Substitutionsrelevanz eines Ausdrucks in einem Ausdruck bzgl. einer
Variablen *

2.6.3 DEF.— Substrelev ist Funktion auf {S | S ist eine Syntax-Basis} &
& fiir alle S: wenn S € Dom(Subsrelev), dann gilt:

(1) Substrelevg ist Funktion auf Varg &

(2) fiir alle v: wenn v € Varg, dann gilt:

(a) Substrelevg(v) ist Relation &

(b) Vdve((d, ¢) € Substrelevg(v) gdw ((c=v & d =v) or
or 303t(0 pafit auf t iiber S & ¢c=0.5t &
& ([d=c & v € Freeg "' {c}] or
or [O € VarBindgs & (d, O) € Substrelevg(v)] or
or [O ¢ VarBinds & O € VarBindOprg & ((d, O) € Substrelvg(v) or
(v ¢ Ran(opdg(0)) & Fi(i € Dom(t) & (d, t;) € Substrelevg(v))))] or
or [O ¢ VarBindg & O ¢ VarBindOprg & 3Fz(x € {O} U Ran(t) &
(d, ) € Substrelevg(v))])))).

Es folgen einige Theoreme, welche Eigenschaften des Begriffs der Substituti-
onsrelevanz darstellen.

2.6.4 BEH.- Fiir alle S, v: wenn S ist eine Syntax-Basis und v € Varg, dann
gilt Vp(p € Substrelevg(v) = pr2(p) € Adrg).

2.6.5 BEH.— Fiir alle S, v: wenn S ist eine Syntax-Basis und v € Varg, dann
Substrelevg(v) C Adrg X Adrg.
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2.6.6 BEH.— Fiir alle S, v: wenn S ist eine Syntax-Basis und v € Varg, dann
gilt VaVvbVe((a, b) € Substrelevg(v) & (b, ¢) € Substrelevg(v) = (a, ¢) €
Substrelevg(v)).

Nun kann das Substituivitdtstheorem formuliert und bewiesen werden, welches
hinreichende Bedingungen dafiir angibt, daR ein Ausdruck fiir eine Variable beziiglich
zweier Gleichheiten die Substituivitdtsbedingung erfiillt:

* Substituivitatstheorem x*

2.6.7 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis, dann gilt fiir alle ¢, v,
E:
wenn
(1) c€ Adrs & v € Varg &
(2) (a) E ist Funktion & {v, c} U Substrelevg(v)" {c} C Dom(E) &
(b) Vx(z € {v, c} U Substrelevg(v)“{c} =
= E, € CAdrg & catg(E,) = (0, catg(x), catg(x)) &
& Vz(z € CAdrg & catg(z) = catg(z) = 0 Fr, Eyp .5 (2, 2))) &
(3) fiir alle P, u:
wenn
(a) P paBit auf u iiber S &
(b) P.su € Substrelevg(v) " {c} &
(c) Vz(x € {P} U Ran(u) & =« € Substrelevg(v)“{P.su} = =
erfiillt fiir v die Substituivititsbedingung bzgl. E,, E, iiber S),
dann

(d) P.su erfiillt fiir v die Substituivititsbedingung bzgl. E,, Ep. .,
iiber S,

dann

(4) c erfiillt fiir v die Substituivititsbedingung bzgl. E,, E. iiber S.

2.7 Junktorenlogische Logik-Basen

Im Abschnitt 2.1 wurden Logik-Basen ganz allgemein charakterisiert; insbesonde-
re wurden weder spezielle Bedeutungspostulate noch spezielle Herleitungsrelatio-
nen betrachtet. In diesem Abschnitt werden Logik-Basen betrachtet, die Herlei-
tungsrelationen fiir einige der iiblichen klassischen Junktoren enthalten: Negations-,
Konditional-, Adjunktions-, Konjunktions- und Bikonditionaloperator. Bei den Her-
leitungsrelationen wird es sich im wesentlichen um die Herleitungsrelationen des
natiirlichen SchlieRens fiir die klassische Junktorenlogik handeln. Fiir jeden Junktor
wird eine Einfiihrungs- und eine Beseitigungsrelation angegeben. (Diese Bezeich-
nungen sind nicht in allen Fillen wortlich zu nehmen, aber Standard.)

Herleitungsrelationen fiir Negationsoperatoren

x die Relation der Negationseinfithrung
2.7.1 DEF.—
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(1) NE ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(NE), dann gilt:
(a) NEg ist eine Funktion auf {IN | N € Adrg &
& catg(N) = (0,0)} &
(b) fiir alle N: wenn N € Dom(NEg), dann gilt:
(i) NEg(IV) ist eine Relation &
(ii) VpVi((p,t) € NEg(N) gdw 3X3IYJAIB(X,Y C CFmls &
A,B € CFmls & t=((X,A),(Y,N.5(A4))) &
& p=((XUY)\{B}, N.5(B))))-

xdie Relation der doppelten Negationsbeseitigung *
2.7.2 DEF.—
(1) NNB ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(NNB), dann gilt:
(a) NNBg ist eine Funktion auf {N | N € Adrs &
& catg(N) = (0,0)} &
(b) fiir alle N: wenn N € Dom(NNBg), dann gilt:
(i) NNBg(V) ist eine Relation &
(ii) VpVi((p,t) € NNBg(N) gdw 3X3IB(X C CFmls &
& B € CFmlgs & t= ((X,N.s(N.g(B)))) & p= (X, B))).

Sind die Relationen der Negationseinfithrung und der doppelten Negationsbe-
seitigung fiir einen geschlossenen Ausdruck N der Kategorie (0, 0) einer Logik-Basis
S zuldssige Herleitungsrelationen, dann heilit N Negationsoperator von S:

2.7.3 DEF.— Fiir alle S, N: N ist ein Negationsoperator von S genau dann,
wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &

(2) N € CAdrs & catg(IN) =(0,0) &

(3) NEs(IN), NNBg(IV) sind zuliissige Herleitungsrelationen fiir S.

Herleitungsrelationen fiir Konditionaloperatoren

x die Relation der Konditionaleinfithrung
2.7.4 DEF.—
(1) CE ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(CE), dann gilt:
(a) CEg ist eine Funktion auf {C | C € Adrs &
& catg(C) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle C: wenn C € Dom(CEg), dann gilt:
(i) CEg(C) ist eine Relation &
(ii) VpVt((p,t) € CEs(C) gdw 3X3JAIB(X C CFmls &
& A,BECFmls & t=((X,B)) & p=(X\{A},C.s(4, B)))).
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x die Relation der Konditionalbeseitigung *
2.7.5 DEF.—
(1) CB ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(CB), dann gilt:
(a) CBg ist eine Funktion auf {C | C € Adrg &
& catg(C) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle C: wenn C € Dom(CBg), dann gilt:
(i) CBs(C) ist eine Relation &
(i) Vpvt((p,t) € CBs(C) gdw 3X3IYIAIB(X,Y C CFmls &
& A,B € CFmlg & t={((X,A),(Y,C.s(A,B))) &
& p=(XUY,B))).

Sind fiir einen geschlossenen Ausdruck C' einer Logik-Basis S die Relationen
der Konditionaleinfiihrung und der Konditionalbeseitigung zuldssige Herleitungsre-
lationen, dann heilt C Konditionaloperator von S:

2.7.6 DEF.— Fiir alle S, C: C ist ein Konditionaloperator von S genau dann,
wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &

(2) C € CAdrg & catg(C) =(0,0,0) &

(3) CEs(C), CBg(C) sind zulissige Herleitungsrelationen fiir S.

Herleitungsrelationen fiir Konjunktionsoperatoren

x die Relation der Konjunktionseinfithrung
2.7.7 DEF.—
(1) KE ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(KE), dann gilt:
(a) KEg ist eine Funktion auf {K | K € Adrs &
& catg(K) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle K: wenn K € Dom(KEg), dann gilt:
(i) KEg(K) ist eine Relation &
(ii) Vpvt((p,t) € KEg(K) gdw 3X3Y3JAIB(X,Y C CFmls &
& A,Be€ CFmlg & t=((X,A),(Y,B)) & p=(XUY,K.s5(A, B)))).

x die Relation der Konjunktionsbeseitigung x*
2.7.8 DEF.—
(1) KB ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(KB), dann gilt:
(a) KBg ist eine Funktion auf {K | K € Adrg &
& catg(K) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle K: wenn K € Dom(KBg), dann gilt:
(i) KBg(K) ist eine Relation &
(ii) VpVi((p,t) € KBg(K) gdw 3X3A3B(X C CFmls &
& A,B € CFmls & t=((X,K.s5(A,B))) & pe€ {(X,A),(X,B)})).
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Analog zur Definition 2.7.6 des Begriffs des Konditionaloperators einer Sprache
kann der Begriff des Konjunktionsoperators definiert werden.

Herleitungsrelationen fiir Adjunktionsoperatoren

x die Relation der Adjunktionseinfithrung
2.7.9 DEF.—
(1) AE ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(AE), dann gilt:
(a) AEg ist eine Funktion auf {J | J € Adrg &
& catg(J) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle J: wenn J € Dom(AEg), dann gilt:
(i) AEg(J) ist eine Relation &
(ii) VpVi((p,t) € AEg(J) gdw 3X3A3IB(X C CFmls &
& A,B€ CFmlg & t=((X,A)) & (p=(X,J.s(A,B)) or
or p= (X, J.s(B, A)))))-

x die Relation der Adjunktionsbeseitigung
2.7.10 DEF.—
(1) AB ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(AB), dann gilt:
(a) ABg ist eine Funktion auf {J | J € Adrs &
& catg(J) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle J: wenn J € Dom(ABg), dann gilt:
(i) ABg(J) ist eine Relation &
(i) Vpvt((p,t) € ABg(J) gdw
gdw 3X3IY3IZ3AIB3C(X,Y,Z C CFmls & A,B,C € CFmlg &
& t=((X,J.s{(A,B)),(Y,C),(Z,C)) &
& p= (XU (Y \{A})u(Z2\{B}),0))).

Analog zur Definition 2.7.6 des Begriffs des Konditionaloperators einer Logik-
Basis kann der Begriff des Adjunktionsoperators definiert werden.

Herleitungsrelationen fiir Bikonditionaloperatoren

* die Relation der Bikonditionaleinfithrung
2.7.11 DEF.—-
(1) BE ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(BE), dann gilt:
(a) BEg ist eine Funktion auf {I | I € Adrs &
& catg(I) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle I: wenn I € Dom(BEg), dann gilt:
(i) BEg(I) ist eine Relation &
(ii) VpVvt((p,t) € BEg(I) gdw 3X3Y3JAIB(X,Y C CFmls &
& A,B € CFmls & t=((X,B),(Y,A)) &
& p=((X\{A}) U (Y \{B}),I.5(A, B))))-
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x die Relation der Bikonditionalbeseitigung
2.7.12 DEF.—
(1) BB ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(BB), dann gilt:
(a) BBg ist eine Funktion auf {I | I € Adrs &
& catg(I) = (0,0,0)} &
(b) fiir alle I: wenn I € Dom(BBg), dann gilt:
(i) BBg([I) ist eine Relation &
(i) VpVvt((p,t) € BBs(I) gdw 3X3IYIAIB(X,Y C CFmls &
& A,B € CFmls & ([t = ((X,I.5{A,B)),(Y,A)) & p=(XUY,B)]or
[t = {(X,I.s(A, B)),(Y,B)) & p=(XUY,A)))).

Analog zur Definition 2.7.6 des Begriffs des Konditionaloperators einer Sprache
kann der Begriff des Bikonditionaloperators definiert werden.

Wenn eine Logik-Basis S keine Bedeutungspostulate enthilt, kann mit den
vorstehend definierten junktorenlogischen Herleitungsrelationen fiir kein geordnetes
Paar (X, A) mit X C CFmlg und A € CFmlg bewiesen werden (X, A) € Fg,
denn es sind dann keine Anfangselemente in F g enthalten. Insbesondere ist fiir keine
geschlossene Formel A von S ({A}, A) € Fg beweisbar. Fiir diesen Fall wird nun
eine Herleitungsrelation definiert, die als Anfangselemente fiir jedes A € CFmlg das
geordnete Paar ({A}, A) als Anfangselement zur Verfliigung stellt. Das bedeutet,
dal im Sinn von Fg jede geschlossene Formel von S aus sich selbst folgt. Es wird
zunachst fiir diese Klasse von geordneten Paaren eine Bezeichnung eingefiihrt.

x die Reflexivitatsklasse von S *

2.7.13 DEF.- Fiir alle S:
Reflexs = {p | 3A(A € CFmls & p = ({A}, A))}.

Nun kann die zugehérige Herleitungsrelation definiert werden:

* die Reflexivitatsrelation *
2.7.14 DEF.—

(1) Rflx ist Funktion auf {S|S ist eine Logik-Basis} &

(2) VS(S € Dom(Rflx) = Rflxg = {p|3q9(¢ € Reflexs & p =
(g, 0))})-

Die Herleitungsrelation Rflxg tut das, was sie soll:

2.7.15 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine Logik-Basis & Rflxsg € HRg,
dann Reflexg C Fg, d.h. es gilt VA(A € CFmls = ({A}, A) € Fg).
NC-Logik-Basen

Enthilt eine Logik-Basis Herleitungsrelationen (und eventuell Bedeutungspostula-
te) fiir Junktoren, heillt sie eine junktorenlogische Logik-Basis. Handelt es sich um
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Junktoren im Sinn der klassischen Logik, sind die Herleitungsrelationen bzw. Be-
deutungspostulate im allgemeinen nicht unabhangig voneinander; z.B. lassen sich
Konjunktions-, Adjunktions- und Bikonditionaloperatoren mit Hilfe von Negations-
und Konditionaloperator definieren und ihre Herleitungsrelationen als zul3ssig er-
weisen. Beispielshalber sollen im folgenden Logik-Basen behandelt werden, welche
einen Negations- und einen Konditionaloperator enthalten.

2.7.16 DEF.— Fiir alle S: S ist eine NC-Logik-Basis genau dann, wenn
gilt:
(1) S ist eine Logik-Basis &

(2) (0,0) € Konst-Cats & 0 € Dom(S5((0,0))) &
& NEg(S5({(0,0))0), NNBg(S3({0,0))0) € HRs &

(3) (0,0,0) € Konst-Cats & 0 € Dom(S3({0,0,0))) &
CE5(S53((0,0,0))0), CBs(S5((0,0,0))0) € HR5.

(4) Rflxs € HR5.
In den nichsten Definitionen werden einige Bezeichnungen eingefiihrt:

x die Negationskonstante von S =
2.7.17 DEF.- Fiir alle S: Neggs = S3({0,0))o.

* die Negation von A in S *
2.7.18 DEF.— Fiir alle S, A: ~gA =Negg .5 (A).

x die Konditionalkonstante von S
2.7.19 DEF.— Fiir alle S: Condgs = S3((0,0,0))o.

x das Konditional von A, B in S x
2.7.20 DEF.- Fiir alle S, A, B: (A —s B) = Condg .s (A, B).

Es folgen einige Theoreme, in denen Eigenschaften des Folgerungsbegriffs, der
Negations- und der Konditionalkonstanten einer NC-Logik-Basis dargestellt sind.

x Eigenschaften des Folgerungsbegriffs x
2.7.21 BEH.—- Fiir alle S: wenn S eine NC-Logik-Basis ist, dann gilt:
(1) Fg erfiillt die strikte Reflexivititsbedingung in S, d.h. es gilt:
(Refl°) VA(A € CFmls = {A} Fr, A).
(2) Fg erfiillt die Reflexivitidtsbedingung in S, d.h. es gilt:
(Refl) VXVA(X endlCCFmls & A€ X = X bp, A).

(3) Fs erfiillt die Monotoniebedingung in S, d.h. es gilt:
(Mon) VXVYVA(X Fp, A & Y endlC CFmls = X UY Fg, A).

(4) Fgs erfiillt die Schnittbedingung in S, d.h. es gilt:
(Cut) VXVYVA(X Fp, A & Y endlC CFmls & VB(B € X =
=Y bFp, B) = Y Fp, A).
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(5) Fgs erfiillt die Endlichkeitsbedingung in S, d.h. es gilt:
Fin) VXVA(X Frp, A = X endlC CFmlg).
S

(6) Fg erfiillt die Substitutionsbedingung in S, d.h. es gilt:
(Substbed) VXVAVOVY(X Fp;, A & b€ CAdrs & y € Parg &
& CatS(b) = CatS(y) = {SubStS ' (ba Y, C>}C€X FrsSubsts ' (b’ Y, A>)

x Eigenschaften der Negationskonstanten
2.7.22 BEH.— Fiir alle S: wenn S eine NC-Logik-Basis ist, dann gilt:

(1) Negg erfiillt die Bedingung der Negationseinfiihrung in S, d.h. es
ilt:
%NE) VXVYVAVB(B € CFmlg & Xtp, A & Y Fp, nsA =
= (X @) Y) \ {B} |_Fs —isB).
(2) Negg erfiillt die Bedingung der doppelten Negationsbeseitigung in
S, d.h. es gilt:
(NNB) VXVA(A € CFmls & X Fp, 75754 = X Fp, A).

(3) Negg erfiillt die Bedingung der doppelten Negationseinfithrung in
S, d.h. es gilt:
(NNE) VXVA(X Fps A = X Fpg ng5A).

(4) (Ex contradictione quod libet sequitur)

(ECQLS) VXVYVAVB(X - FsA & Y by, -sA & B € CFmlg =
= X UY Fp, B).

(5) (Kontraposition)
(KP) VXVBVYC(X U{B} tgs; C = X U {-sC} g, —sB).

(6) (Redundanz kontradiktorischer Pramissen)
(RedKontrPr) VXVYVBVYC(XU{B} g, C & YU{-sB} Fr, C = XUY tg,
C).

x Eigenschaften der Konditionalkonstanten
2.7.23 BEH.— Fiir alle S: wenn S eine NC-Logik-Basis ist, dann gilt:

(1) Condg erfiillt die Bedingung der Konditionaleinfiihrung in S, d.h.
es gilt:
(CE) VXVAVB(A € CFmls & X kg, B = X \ {A} Fr. (A —g B).

(2) Condg erfiillt die Bedingung der Konditionalbeseitigung in S, d.h.
es gilt:
(CB) VXVYVAVB(B € CFmls & X Fp, A & Y Fp, (A —g B) =
XUY kg, B).

(3) Condg erfiillt die Bedingung der Reflexivitit in S, d.h. es gilt:
(ReflCond) VA(A € CFmlgs = 0 kg, (A —35 A)).

(4) Condg erfiillt die Bedingung der Exportation in S, d.h. es gilt:
(Export) VXVAVB(A, B € CFmls & X Fg, (A —s B) = X U{A} Fp, B).

(5) Condg erfiillt die Bedingung der Transitivitit in S, d.h. es gilt:
(TransCond) VXVYVAVBYC (A, B,C € CFmls & X bp, (A —s B) &
Y bp, (B—sC)= XUY Fg, (A— C)).

(6) (Ex quod libet verum sequitur)
(EQLVS) VXVAVB(A € CFmls & X Fpy B = X g, (A —g B).
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(7) (Ex falso quod libet sequitur)
EFQLS) VXVAVB(A,B € CFmls & X Fp, sA = X Fr, (A — B)).
S S

(8) (Ex verum falsum non sequitur)
(EVFNS) VXVYVAVB(B € CFmls & X tp, A & Y bp, 7B =
= X ) Y |_Fs —|5(A —S B)).

Komplette junktorenlogische Logik-Basen

Enthilt eine Logik-Basis mindestens je einen Negationsoperator, Konditionalope-
rator, Konjunktionsoperator, Adjunktionsoperator und Bikonditionaloperator, dann
soll sie eine komplette junktorenlogische Logik-Basis heilen.

2.7.24 DEF.— Fiir alle S: S ist eine komplette junktorenlogische Logik-Basis
genau dann, wenn gilt:
(1) S ist eine Logik-Basis &
(2) (0,0) € Konst-Cats & 0 € Dom(S5({(0,0))) &
& NEg(S3((0,0))0), NNBs(S3((0,0))0) € HRs &
(3) (0,0,0) € Konst-Cats &
& {0,1,2,3} Cs Dom(S3({(0,0,0))) &
(a) CEs(53((0,0,0))0), CBs(S5((0,0,0))0), € HRs &
(b) KES(53(<0’ 0, 0>)1)a KBS(S:&((O’ 0, 0))1)7 € HRs &
(C) AES(S:&((O’ 0, 0))2)a ABS(SS(<0’ 0, 0>)2)7 € HRs &
(d) BEs(S3((0,0,0))s), BBs(S({0,0,0))3), € HRs &
(4) Rflxg € HRg.

2.7.25 BEH.— Fiir alle S: wenn S ist eine komplette junktorenlogische Logik-
Basis, dann S ist eine NC-Logik-Basis.

Die Bezeichnungen und Theoreme des vorigen Unterabschnitts NC-Logik-Basen kon-
nen also auch fiir komplette junktorenlogische Logik-Basen verwendet werden. Er-
ganzend werden fiir komplette junktorenlogische Logik-Basen weitere Bezeichnungen
eingefiihrt.

x die Konjunktionskonstante von S
2.7.26 DEF.— Fiir alle S: Konjs = S3((0,0,0))1.

x die Konjunktion von A, B in § *
2.7.27 DEF.- Fiir alle S, A, B: (A As B) = Konjg .s (A, B).

x die Adjunktionskonstante von S x
2.7.28 DEF.— Fiir alle S: Adjs = S5((0,0,0))2.

* die Adjunktion von A, B in S *
2.7.29 DEF.- Fiir alle S, A, B: (A Vg B) = Adjg .s (A, B).
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x die Bikonditionalkonstante von S *
2.7.30 DEF.- Fiir alle S: BiCondgs = S5((0,0,0))3.

x das Bikonditional von A, B in S x*
2.7.31 DEF.- Fiir alle S, A, B: (A —g B) = BiCondgs .5 (A, B).

Es folgen einige Theoreme, in denen Eigenschaften der Konjunktions-, Adjunktions-
und Bikonditionalkonstanten aufgelistet werden.

x Eigenschaften der Konjunktionskonstanten
2.7.32 BEH.—

* Eigenschaften der Adjunktionskonstanten
2.7.33 BEH.—

x Figenschaften der Bikonditionkonstanten %
2.7.34 BEH.—

2.8 Quantorenlogische Logik-Basen

Enthalten Logik-Basen Quantoren, heillen sie quantorenlogische Logik-Basen. In die-
sem Abschnitt werden Herleitungsrelationen des natiirlichen SchlieRens fiir All- und
Partikularquantifikationsoperatoren betrachtet und anschlieRend Logik-Basen, die
entsprechende Konstanten enthalten.

Herleitungsrelationen fiir Allquantfikationsoperatoren

xdie Relation der Allquantifikationseinfiihrung

2.8.1 DEF.—
(1) UE ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(UE), dann gilt:
(a) UEs ist eine Funktion auf {¢ |t € Tup=™2 & t; € Var-Cats &
to € Adrs & catg(to) = ((0,0), (t1))} &
(b) fiir alle Q, c: wenn ¢ € Var-Cats & Q € Adrs & catg(Q) =
({0, 0), {(c)), dann gilt:
(i) UEs({(Q,c)) ist eine Relation &
(ii) VpVt((p,t) € UEs({Q,c)) gdw 3X3IBFvIa(X C CFmls &
B € Fmlg & v € VARE & Freeg“ {B} C {v} & a € PARS &
& a ¢ TAdrg“ (X U{B}) & t = ((X,Substs ' {(a,v,B))) &
& p=(X,(Q.s(v)).s(B))))-

x die Relation der Allquantifikationsbeseitigung

2.8.2 DEF.—
(1) UB ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(UB), dann gilt:
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(a) UBg ist eine Funktion auf {¢ | t € Tup™2 & t; € Var-Cats &
to € Adrg & catg(to) = ((0,0), (t1))} &
(b) fiir alle Q, c: wenn ¢ € Var-Cats & Q € Adrg & catg(Q) =
({0, 0), {(c)), dann gilt:
(i) UBs({Q,c)) ist eine Relation &

(i) VpVt((p,t) € UBs({Q,c)) gdw 3X3IBIvIa(X C CFmls &
B € Fmls & v € VAR & Frees“"{B} C {v} & a € CAdrs &
catg(a) = c & t = ((X,(Q.s(v)).s(B))) & p = (X,Substs ' {a,v,B)))).

Analog zu Definition 2.7.3, Seite 31 des Begriffs des Negationsoperators wird
der Begriff des Allquantifikationsoperators definiert :

2.8.3 DEF.— Fiir alle S, Q, c: Q ist ein Allquantifikationsoperator fiir die
Kategorie ¢ von S genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &

(2) Q € CAdrs & catg(Q) = ((0,0),{c)) & c € Var-Catg &

(3) UEs({Q,c)), UBg({Q,c)) sind zulissige Herleitungsrelationen fiir

Herleitungsrelationen fiir Partikularquantifikationsoperatoren

x die Relation der Partikularquantifikationseinfiihrung
2.8.4 DEF.—
(1) PE ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(PE), dann gilt:
(a) PEs ist eine Funktion auf {t | t € Tup=2 & t; € Var-Catg &
to € Adrg & catg(to) = ((0,0), (t1))} &
(b) fiir alle Q, c: wenn ¢ € Var-Cats & Q € Adrg & catg(Q) =
({0, 0), {c)), dann gilt:
(i) PEs({Q,c)) ist eine Relation &

(i) VpVt((p,t) € PEs({Q,c)) gdw IX3IBIvda(X C CFmls &
B € Fmlg & v € VARE & Freeg " {B} C {v} & a € CAdrg &
& catg(a) =c & t = ((X,Substs'(a,v,B))) &
& p=(X,(Q:s (v)) s (B))))-

x die Relation der Partikularquantifikationsbeseitigung
2.8.5 DEF.—
(1) PB ist eine Funktion auf {S | S ist eine Logik-Basis} &
(2) Fiir alle S: wenn S € Dom(PB), dann gilt:
(a) PBg ist eine Funktion auf {t | t € Tup=2 & t; € Var-Cats &
to € Adrg & catg(to) = ((0,0), (t1))} &
(b) fiir alle Q, c: wenn ¢ € Var-Cats & Q € Adrg & catg(Q) =
({0, 0), {(c)), dann gilt:
(i) PBs({Q, c)) ist eine Relation &
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(ii) VpVi((p,t) € PBs({Q,c)) gdw IX3IBIvIa(X C CFmls &
B € Fmlg & v € VAR & Freeg“ {B} C {v} & a € PARg &
& a ¢ TAdrs " ((Y \ {Substgs ' (a,v,B)}) U {B,C}) &

& t=((X,(Q.s (v)) s (B)),(Y,C)) &
& p= (XU (Y \{Substs ' (a,v,B)}), C))).

Analog zur Definition 2.8.3, S. 39 wird nun der Begriff des Partikularquantifikati-
onsoperators definiert.

2.8.6 DEF.— Fiir alle S, Q, c: Q ist ein Partikularquantifikationsoperator
fiir die Kategorie ¢ von S genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine Logik-Basis &
(2) Q € CAdrs & catg(Q) = ((0,0),{c)) & c € Var-Catg &
(3) PEs({Q,c)), PBs({Q, c)) sind zulissige Herleitungsrelationen fiir

NCU-Logik-Basen

NCU-Logik-Basen sind NC-Logik-Basen, die zusatzlich zur Negations- und Kondi-
tionalkonstanten eine Allquantifikationskonstante enthalten, und somit quantoren-
logische Logik-Basen sind.

2.8.7 DEF.— Fiur alle S: S ist eine NCU-Logik-Basis fiir die Kategorie c
genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine NC-Logik-Basis &

(2) c € VarCats & ((0,0),{c)) € Konst-Cats &
& 0 € Dom(53({(0,0),(c)))) & UEs(S5(((0,0),(c)))o),
UBs(S5({(0,0), (¢)))o) € HRs.

In den nichsten Definitionen werden drei Bezeichnungen eingefiihrt:

xdie Allquantifikationskonstante fiir die Kategorie ¢ von S %
2.8.8 DEF.— Fiir alle S, c: Univg = S3(((0,0), (c)))o-

* die Allquantifikation der Formel B bzgl. der Variablen v der Kategorie ¢ von S *
2.8.9 DEF .- Fiir alle S, B, v, c¢: A\gvB = (Univ§ .s (v)) .s (B).

2.8.10 DEF.— Fiir alle S, v, c: der v bindende Allquantor fiir die Kategorie
c von § = Univ§ .s (v).

Es folgt ein Theorem, in welchem einige Eigenschaften der Allquantifikationskon-
stanten einer NCU-Logik-Basis dargestellt sind.

2.8.11 BEH.- Fiir alle S, c¢: wenn S eine NCU-Logik-Basis fiir die Kategorie
c ist, dann gilt:
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(1) Univ§ erfiillt die Bedingung der Allquantifikationseinfiihrung fiir
die Kategorie c in S, d.h. es gilt:
(UE) VXVBVYvVa(B € Fmls & v € VAR & Frees ' {B} C {v} & a €
PARZ\ TAdrg " (X U {B}) & X kg Substs'(a,v,B) =
= X Fps AgvB).
(2) Univ§ erfiillt die Bedingung der Allquantifikationsbeseitigung fiir
die Kategorie c in S, d.h. es gilt:
(UB) VXVBVvVa(B € Fmlg & v € VARG & Frees“{B} C {v} & a €
CAdrs & cats(a) =c & X bps N\gvB =
= X kg, Substs'(a,v, B)).
(3) (Vertauschung zweier Allquantoren)
VXVBVvwWw(B € Fmls & wv,w € VAR & Frees“"{B} C {v,w} &
X Frps NsvAgwB = X Fpg Ngw AgvB).
(4) (Umbenennung gebundener Variablen)
VXVBYVvwWw(B € Fmls & v,w € VARG & Frees“{B} C {v} & w ¢
TAdrg " {B} = (X brs AgvB < X Fp, \gw Substg ' (w, v, B))).
(5) (Leerlaufender Quantor)
VXVBVYv(B € CFmls & v € VARG =
= (X Frs AgvB < X Fpg B)).

Mit Hilfe der Allquantifikationskonstanten einer NCU-Logik-Basis kénnen Partiku-
larquantifikationen ausgedriickt werden. (Partikularquantifikationen werden haufig
auch Existenzquantifikationen genannt. Diese Bezeichnung hat zu gravierenden Mil-
verstandnissen der Bedeutung dieser Formeln gefiihrt und wird deswegen in dieser
Arbeit tunlichst vermieden.)

x die NU-vermittelte Partikularquantifikation der Formel B bzgl. der Variablen v der
Kategorie ¢ von S *

2.8.12 DEF.— Fiir alle S, B, v, c: \/gvB = -g \gv-sB.

Fiir NCU-Logik-Basen lassen sich auf Grund der vorstehenden Definition die Einfiih-
rungs- und Beseitigungsbestimmungen des natiirlichen SchlieRens fiir NU-vermittelte
Partikularquantifikationen beweisen:

2.8.13 BEH.— Fiir alle S, c: wenn S eine NCU-Logik-Basis fiir die Kategorie
c ist, dann gilt:

(1) (Partikularquantifikationseinfiihrung)
(PE) VXVBVYvVa(B € Fmlg & v € VARG & Freeg " {B} C {v} & a €
CAdrs & catg(a) =c & X kg Substg'(a,v,B) =
= X Frs Vg vB).

(2) (Partikularquantifikationsbeseitigung)
(PB) VXVYVBVCVvVa(B € Fmls & v € VARY & Freeg“{B} C {v} &
a € PARE\TAdrs" ((Y \ {Substs' (a,v,B)})U{B,C}) & X tg,; VgvB &
Y Fps C = X U (Y \ {Substs ' (a,v,B)}) Frs C).
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Komplette quantorenlogische Logik-Basen

Enthilt eine Logik-Basis mindestens je einen Negationsoperator, Konditionalope-
rator, Konjunktionsoperator, Adjunktionsoperator, Bikonditionaloperator, Allquan-
tifikationsoperator fiir die Kategorie ¢ und Partikularquantifikationsoperator fiir die
Kategorie ¢, dann soll sie eine komplette quantorenlogische Logik-Basis fiir die Ka-
tegorie ¢ heillen.

2.8.14 DEF.— Fiir alle S, c: S ist eine komplette quantorenlogische Logik-
Bastis fiir die Kategorie ¢ genau dann, wenn gilt:

(1) S ist eine komplette junktorenlogische Logik-Basis &
(2) c € VarCats & ((0,0),{(c)) € Konst-Catg &
& {0,1} Cs Dom(S3(((0,0),(c)}))) &
(a) AEs(S3(((0,0),(c)))o); ABs(53(((0,0),(c)))o) € HRs &
(b) PEs(S5({(0,0), (c)))1), PBs(S3({(0,0),(c)))1) € HRs.

2.8.15 BEH.— Fiir alle S, ¢: wenn S ist eine komplette quantorenlogische
Logik-Basis fiir die Kategorie ¢, dann S ist eine NC-Logik-Basis und S ist
eine komplette junktorenlogische Logik-Basis und S ist eine NCU-Logik-
Basis fiir die Kategorie c.

Die Bezeichnungen und Theoreme der fritheren Unterabschnitte NC-Logik-Basen,
komplette junktorenlogische Logik-Basen, und NCU-Logik-Basen konnen also auch
fur komplette quantorenlogische Logik-Basen verwendet werden. Ergdnzend werden
fiir komplette quantorenlogische Logik-Basen weitere Bezeichnungen eingefiihrt.

x die Partikularquantifikationskonstante fiir die Kategorie ¢ von S *
2.8.16 DEF .- Fiir alle S, c: Partg = S3(((0,0), (c)))1-

x die Partikularquantifikation der Formel B bzgl. der Variablen v der Kategorie ¢ von
S x

2.8.17 DEF .- Fiir alle S, B, v, c¢: \/gvB = (Part§ .s (v)) .s (B).

2.8.18 DEF.— Fiir alle S, v, c¢: der v bindende Partikularquantor fiir die
Kategorie c von S = Partg .g (v).

Im nichsten Theorem sind einige Eigenschaften der Partikularquantifikationskon-
stanten aufgefiihrt.

2.8.19 BEH.— Fiir alle S, c: wenn S eine komplette quantorenlogische Logik-
Basis fiir die Kategorie c ist, dann gilt:

(1) Part§ erfiillt die Bedingung der Partikularquantifikationseinfiihrung
fiir die Kategorie c in S, d.h. es gilt:
(PE) VXVBVvVa(B € Fmls & v € VAR & Freeg ' {B} C {v} & a €
CAdrg & catg =c & X FpgSubsts ' (a,v,B) = X tg, \/gvB).
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(2) Partg erfiillt die Bedingung der Partikularquantifikationsbeseiti-
gung fiir die Kategorie ¢ in S, d.h. es gilt:

(PB) VXVYVBVCVwVa(B € Fmls & v € VARG & Frees " {B} C {v} &
a € PAR{\TAdrs" ((Y \ {Substs' (a,v, B)})U{B,C}) & X tg, \/cvB &
Y bp, C = X U (Y \ {Substs ‘(a,v,B)}) Fr, C).

(3) (Vertauschung zweier Partikularquantoren)
VXVBVvwWw(B € Fmls & wv,w € VAR & Frees“{B} C {v,w} &
X Frg VevVgwB = X Fpg Vgw\/gvB).

(4) (Umbenennung gebundener Variablen)
VXVBVYvVw(B € Fmls & v,w € VAR & Frees“"{B} C {v} & w ¢
TAdrg " {B} = (X bgg VgvB < X g, \/gw Substg ' (w, v, B))).

(5) (Leerlaufender Quantor)

VXVBYv(B € CFmls & v € VARG =
= (X Frs VgvB < X Fpg B)).

2.9 Identitadtslogische Logik-Basen

In diesem Abschnitt wird die Méglichkeit behandelt, junktoren- und/oder quantoren-
logische Logik-Basen durch Hinzunahme einer 2-stelligen Pradikatkonstanten erster
Stufe und diese betreffende Herleitungsrelationen zu erweitern. Die Herleitungsrela-
tionen legen fest, dal die neue Pradikatkonstante als total-reflexive Gleichheitskon-
stante verwendet wird.

Herleitungsrelationen fiir total-reflexive Gleichheitsoperatoren
erster Stufe
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A Beweise

Dieser Anhang enthalt Beweise fiir einige Theoreme des Artikels “Grundbegriffe der
Logik”. Ist fiir ein Theorem kein Beweis ausgefiihrt, habe ich seine Ausfiihrung fiir
iiberfliissig gehalten. Keiner der Beweise ist in irgendeinem Sinn ein »tieferer« Be-
weis. Sie dienen hauptsachlich dem Nachweis, dal die Begriffe, die in den bewiesenen
Theoremen benutzt werden, addquat definiert sind, d.h. so, daB sich die angegebe-
nen Theoreme beweisen lassen.

Der Anhang ist nach Unterabschnitten der Abschnitte 1, 2 gegliedert.

A.1 Beweise in Abschnitt 1.10
Beweis fiir 1.10.2

Angenommen, S ist eine Syntax-Basis.

Angenommen, O pat auf t iiber S & x€ {O} URan(t).

Dann adrgradg(O.st) = 1 + adrgrads(O) + > ;epom(t) adrgradg(t;). Dann
adrgradg(O) <g adrgrads(O.gt)
und
Vi(i € Dom(t) = adrgradg(t;) <y adrgradg(O.gt)).

Also adrgradg(x) <y adrgradg(O.gt). |

Beweis fiir 1.10.3

Angenommen, S ist eine Syntax-Basis.
Sei

M = {b| Va((a, b) € TAdrg = adrgradg(a) <y adrgradg(b))}.
Dann beweisen wir durch Adr-Induktion
(A) Adrg C M.

I.B.: Angenommen, b € AtAdrsg.

Angenommen (a,b) € TAdrg.

Dann a = b. Dann adrgradg(a) = adrgradg(b). Dann adrgradg(a) <g adrgradg(b).
Alsob € M.

I.S.: Angenommen, O pafit auf t iiber S & {O} URan(t) C M.

Angenommen, (a, O.gt) € TAdrs.

Dann a = O.gt or Jz(z € {O} U Ran(t) & (a, z) € TAdrg).

Fall 1: Angenommen, a = O.gt.

Dann adrgradg(a) = adrgradg(O.st). Dann adrgradg(a) <y adrgradg(O.st).
Fall 2: Angenommen, Jz(x € {O} U Ran(t) & (a, z) € TAdrg).

Sei x so.

Nach I.V. ist x€ M, und es folgt adrgrads(a) <y adrgradg(x). Nach Theorem
1.10.2 ist adrgradg(x) <y adrgradg(O.gt); dann adrgradg(a) <y adrgradg(O.st).
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Also adrgradg(a) <y adrgradg(O.st).
Also O.gt € M.

Mit I.B. und I.S. ist (A) durch Adr-Induktion bewiesen und mit (A) folgt sofort
die Behauptung. |

Beweis fiir 1.10.4

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.

Sei
M = {c | Va¥b¥v(a, b € Adrg & v € Varg & catg(a) = catg(v) =
catg(b) & adrgradg(a) = adrgradg(b) = adrgradg(Substs ' (a, v, ¢)) =
adrgradg(Substs * (b, v, ¢)))}.

Dann beweisen wir durch Adr-Induktion

(A) Adrg C M.

I.B.: Angenommen, c € AtAdrs.

Angenommen, a, b € Adrg & v € Varg & catg(a) = catg(v) = catg(b) &
adrgradg(a) = adrgradg(b).

Fall 1: Angenommen, v = c.

Dann Substg ‘(a,v,c) = a & Substg (b, v,c) = b. Dann nach Voraussetzung
adrgradg(Substg * (a, v, ¢)) = adrgradg(Substg * (b, v,c)))}.
Fall 2: Angenommen, v #c.
Dann Substg" (a, v, c) = ¢ = Substg" (b, v, ¢). Dann adrgradg(Substg" (a, v, c)) =
adrgradg(Substg * (b, v,c)))}.
Also gilt
adrgradg(Substg * (a, v, ¢)) = adrgradg(Substg * (b, v,c)))}.
Also ce M.

I.S.: Angenommen, O pafit auf t iiber S & {O} URan(t) C M.
Angenommen, a, b € Adrg & v € Varg & catg(a) = catg(v) = catg(b) &
adrgradg(a) = adrgradg(b).
Dann ist vz O.gt. Dann sind fiir die Anwendung des Substitutionsbegriffs
geméfl Theorem 1.9.3 drei Falle moglich:
Fall 1: Angenommen, O € VarBindg.
Dann gilt
Substg ‘(a, v, O .g t) = (Substg ‘ (a, v, O)).gt
und
Substg * (b, v, O .s t) = (Substg ‘ (b, v, O)).st.
Nach I.V. ist O € M. Dann gilt
adrgrads(Substs * (a, v, 0)) = adrgradg(Substg ‘ (b, v, O)).
Dann gilt
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adrgradg(Substs * (a,v,0.g t)) =

= adrgradg((Substs ‘ (a, v, 0)) . t)

= 1+ adrgradg(Substs * (a, v, 0) + >~ ;cpom(r) adregradg(t:)

= 1+ adrgradg(Substs * (b, v, O) + 3=, cpom(r) adrgradg(t;)

= adrgradg((Substg ‘ (b, v, 0)) .g t)

= adrgradg(Substs ‘ (b, v, O .g t)).
Also gilt im Fall 1

adrgradg(Substs * (a, v, O .g t)) = adrgradg(Substs * (b, v, 0 .s t)).
Fall 2: Angenommen, O ¢ VarBindg & O € BindOprg(v).
Dann gilt

Substg (a,v,0.gt) = (Substg ' (a,v,0)).st

und

Substg (b,v,0.st) = (Substg ' (b, v, O)).st.
Dann folgt wie im Fall 1 auch im Fall 2

adrgradg(Substs * (a, v, O .g t)) = adrgradg(Substs * (b, v, 0 .s t)).
Fall 3: Angenommen, O ¢ VarBindg & O ¢ BindOprg(v).
Dann gilt

Substs * (a, v, O s t) = (Substs * (a, v, 0)) .5 (Substs * (a, v, t;))icDom(t)

und

Substs ' (b, v, 0 .5 t) = (Substs * (b, v, 0)) .5 (Substs * (b, v, t;))icDom(t)-
Nach L.V. ist {O} URan(t) C M. Dann gilt

adrgradg(Substg * (a, v, 0)) = adrgradg(Substs * (b, v, O))

und

Vi(i € Dom(t) =

= adrgradg(Substg ‘ (a, v, t;)) = adrgradg(Substg * (b, v, t;))).
Dann gilt

adrgradg(Substs * (a,v,0.g t)) =

= adrgradg((Substs ' (a, v, 0)) «s (Substs * (a, v, ;))icDom(t))

= 1+ adrgradg(Substg ‘(a, v, 0)) +

+ > iebom(r) adrgradg(Substs ' (a, v, t;))
= 1 + adrgradg(Substg * (b, v, 0)) +
+ 2 iepom(t) adrgradg(Substs * (b, v, t;))

= adrgradg((Substs * (b, v, 0)) «s (Substs * (b, v, t;))icDom(t))

= adrgradg(Substs ‘ (b, v, 0 .g t)).
Also gilt im Fall 3

adrgradg(Substs * (a, v, O .g t)) = adrgradg(Substs ‘ (b, v, 0 .g t)).
Also gilt

adrgradg(Substs * (a, v, O .g t)) = adrgradg(Substs * (b, v, O .s t)).
Also O.gt € M.
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Mit I.B. und L.S. ist (A) durch Adr-Induktion bewiesen, und mit (A) folgt sofort
die Behauptung. [ |

A.2 Beweise in Abschnitt 2.1
Beweis fiir 2.1.9

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.

Ad (1) : Angenommen, q € {0} x MeanPostsg.

Dann gilt
VM ({0} x MeanPosts C M & VR(R € HRg = VpVt((p,t) e R &
Ran(t) C M =pe M))=qe M).

Dann q € Fg. Also {0} x MeanPostg C Fg. O

Ad (2): Angenommen, R € HRg.

Angenommen, (p,t) € R & Ran(t) C Fg.

Angenommen, {0} x MeanPosts C M & VR(R € HRg = VpVi((p, t) € R &

Ran(t) CM = p e M)).

Dann Ran(t) € M. Dann p € M. Also gilt
VM ({0} x MeanPosts C M & VR(R € HRg = VpVt((p,t) € R &
Ran(t) C M =pe M))=pe M).

Dann p € Fg.

Also gilt VR(R € HRg = VpVit((p, t) € R & Ran(t) C Fg = p € Fg)). O

Ad (3) : Angenommen, {0} x MeanPosts C M & VR(R € HRg = VpVi((p, t) €
R & Ran(t) CM = pe M)).

Angenommen, q € Fg.

Dann folgt mit 2.1.8 q € M. Also gilt Vq(q € Fs = g€ M). Also Fs C M. O

Ad(4): Um die Behauptung zu beweisen, setzen wir
M = {p|p € {0} x MeanPostg or IR(R € HRg & Jt((p,t) € R &
Ran(t) C Fg))}

und beweisen durch F-Induktion

(A) Fs C M.

I.B.: Angenommen, p € {0} x MeanPostg.
Dann p € M. Also {0} x MeanPostg C M.

I.S.: Angenommen, R € HRg.
Angenommen, (p,t) € R & Ran(t) C M.
Dann gilt
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Vi(i € Dom(t) = t; € {0} x MeanPosts or IR(R € HRg & 3t((t;, t) €
R & Ran(t) C Fg))).

Dann folgt mit (1) und (2) Vi(i € Dom(t) = t; € Fg), also Ran(t) C Fg. Also
JdR(R € HRgs & 3Jt((p,t) € R & Ran(t) C Fg)). Dann p € M. Also gilt
VpVt((p, t) € R & Ran(t) CM = p e M).

Und es folgt mit F-Induktion (A). Mit (A) folgt sofort die Behauptung. O

Ad (5) : Angenommen, {0} x MeanPosts C M & VR(R € HRg = VpVt((p, t) €
R & Ran(t) CMNFs=peM)).

Dann {0} x MeanPosts C M NFs & VR(R € HRg = VpVi((p,t) € R &
Ran(t) C M NFg = p e MNFg)). Dann folgt mit F-Induktion Fg C M N Fs.
Also Fg C M. O

Damit sind alle fiinf Teiltheoreme von Theorem 2.1.9 bewiesen. [ |

Beweis fiir 2.1.10

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.

Ad (1) : Wir beweisen durch F-Induktion
(A) Fgq C POt(Cles) x CFmlg.

I.B.: Da {0} C Pot(CFmlg) und MeanPostg C CFmlg, ist {0} x MeanPostg C
POt(Cles)X Cles.

I.S.: Angenommen, R € HRg.
Dann folgt mit den Definitionen 2.1.7, 2.1.5 und 2.1.3 VpVi((p,t) € R &
Ran(t) C Pot(CFmlg)x CFmlg = p € Pot(CFmlg)x CFmlg).

Mit (I.B.) und (L.S.) folgt durch F-Induktion (A), also die Behauptung. O

Ad (2): Angenommen, VYR(R € HRg = R ist Herleitungsrelation mit
endlicher Pramissenverrechnung fiir S).
Um die Behauptung zu beweisen, setzen wir
M = {p | prl(p) endl C CFmlg}
und beweisen durch F-Induktion
(A) Fs C M.

I.B.: Angenommen, p € {0} x MeanPostg.
Dann prl(p) = 0. Dann prl(p) endlC CFmlg, also p € M. Also {0} xMeanPostg C
M.

I.S.: Angenommen, R € HRg.
Angenommen, (p,t) € R & Ran(t) C M.
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Dann gilt Vi(i € Dom(t) = prl(t;) endlC CFmlg). Nach Voraussetzung ist R
Herleitungsrelation mit endlicher Préamissenverrechnung fiir S; dann folgt mit
(p,t) € R prl(p) endlC CFmlg, also p € M. Also gilt VpVi((p,t) € R &
Ran(t) CM = p e M).

Mit I.B. und LS. folgt durch F-Induktion (A), und mit (A) folgt sofort die
Behauptung. O

Damit sind die beiden Teiltheoreme von Theorem 2.1.10 bewiesen. [ |

Beweis fiir 2.1.14

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.
Angenommen, A € MeanPostg.
Dann folgt mit Theorem 2.1.9 (1) (0,A) € Fg. Dann A € A-True. [ ]

A.3 Beweise in Abschnitt 2.2
Beweis fiir 2.2.4

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.

Um die Behauptung von links nach rechts zu beweisen, beweisen wir
durch F-Induktion

(A) Fs C {p| p ist herleitbar iiber S}.

I.B.: Angenommen, p € {0} x MeanPostg. Dann JA(A € MeanPostg &
p = (0, A)). Sei A so. Dann ist ((0, A)) eine Herleitung fiir p iiber S. Also
p € {p | p ist herleitbar iiber S}.

I.S.: Angenommen, R € HRg & (p,t) € R & Ran(t) C {p| p ist herleitbar
iiber S}. Dann gilt Vj(j € Dom(t) = t; ist herleitbar iiber S). Dann gilt
Vj(j € Dom(t) = 3H H ist Herleitung fiir t; iiber S). Dann 3H (H ist
Funktion auf Dom(t) & Vj(j € Dom(t) = H; ist Herleitung fiir t; iiber S).
Sei H so. Dann gilt

JH'(H' ist Funktion auf

1+ 3 iepom(t) Pom(H;) & VEVI(k € Dom(t) & [ € Dom(Hy) =

! _ / —
HH'Zjek Dom(H;) — Hk’l) & HZjGDom(t) Dom(H;) — p)'
Sei H' so. Dann ist H' eine Herleitung fiir p iiber S. Also ist p € {p | p ist

herleitbar iiber S}.

Mit I.B. und LS. ist (A) durch F-Induktion bewiesen, und damit die Behaup-
tung von links nach rechts.

Um die Behauptung von rechts nach links zu beweisen, setzen wir



A BEWEISE 50

M = {n | VHVp(H ist Herleitung fiir p tiber S
& Dom(H)=n=pec Fg)},

und beweisen durch N-Wertverlaufsinduktion

(B) NC M.

Angenommen, n € N & Vm(m € n = m € M).

Angenommen, H ist Herleitung fiir p iitber S & Dom(H) = n.
Dann p = Hy,—1 & n—1 € Dom(H). Dann sind zwei Félle moglich.

Fall 1: Angenommen, H,,_; € {0} x MeanPosts.
Dann H,_1 € Fg, also p € Fg.

Fall 2: Angenommen, 3R3j(R € HRg & j € Tup=®(n—1) &

& (Hn—lu <ij>k€Dom(j)) € R)

Seien R, j so.

Dann gilt Vk(k € Dom(j) = j, € n — 1), also Vk(k € Dom(j) = j, + 1 € n).
Dann folgt mit I.V. Vk(k € Dom(j) = j, +1 € M). Dann folgt mit Vk(k €
Dom(j) = H[(jp + 1) ist Herleitung fiir Hj, iiber S & Dom(H[(j, +1)) =
jr +1) Vk(k € Dom(j) = Hj, € Fs). Dann Ran({Hj, )scpom(j)) € Fs und es
folgt mit (Hn—l, <ij>k€Dom(j)) € RH,_1 € Fg. Also p € Fg.

Also in beiden Féllen p € Fg. Also n € M. Damit ist (B) durch
N-Wertverlaufsinduktion bewiesen, und mit (B) folgt
(C) {p|p ist herleitbar iiber S} C Fg.

Damit ist die Behauptung von rechts nach links bewiesen.

Mit (A) und (C) folgt die Behauptung. [

A.4 Beweise in Abschnitt 2.3
Beweis fiir 2.3.5

Angenommen, S ist eine Logik-Basis & R ist eine Herleitungsrelation fiir S.

Angenommen, R ist eine zulédssige Herleitungsrelation fiir S.

Angenommen, (p, t) € R & Ran(t) C Fg.

DaR e HR’EXtHR(S,R): gilt

Vpvt((p, t) € R & Ran(t) C Fryur(s,r) = P € Fextnres, r))- Nach
Voraussetzung ist (p,t) € R und Fg C Fexnr(s,r)- Dann ist p € Fgnr(s, r)
und nach Voraussetzung ist Fpyprs, r) € Fs; also ist p € Fg. Also gilt

(A) ¥pVi((p, t) € R & Ran(t) C Fg = p € Fg).

Damit ist die Behauptung von links nach rechts bewiesen.

Angenommen umgekehrt, VpVi((p, t) € R & Ran(t) C Fg = p € Fg).
Dann beweisen wir durch Fgymgr(s, r)-Induktion

(B) Fexnres,r) € Fs.
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L.B.: Esist {0} xMeanPostg C Fs. Ferner ist MeanPosts = MeanPostgyipr s, R)-
Also ist {0} x MeanPostgyiur(s, r) € Fs-

L.S.: Angenommen, R’ € HRpymr(s, R)-
Angenommen, (p,t) € R" & Ran(t) C Fs.
Nun sind zwei Félle moglich:

Fall 1: Angenommen, R’ € HRExiHR(S, R)-
Da S Logik-Basis, ist dann p € Fg.

Fall 2: Angenommen, R’ = R.
Dann (p,t) € R & Ran(t) C Fs. Dann nach Voraussetzung p € Fg.

Also ist in beiden Fillen p € Fg.

Mit I.B. und LS. ist (B) durch Feypr s, r)-Induktion bewiesen, und mit (B)
folgt

(C) R ist eine zuldssige Herleitungsrelation fiir S.

Damit ist die Behauptung von rechts nach links bewiesen.

Damit ist die Behauptung in beiden Richtungen bewiesen. |

Beweis fiir 2.3.6

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.
Angenommen, R € HRg.
Dann folgt mit Theorem 2.1.9 (2) und Theorem 2.3.5 die Behauptung. [

Beweis fiir 2.3.10

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.
Angenommen, H ist eine Herleitung fiir p iiber S.
Dann folgt mit Theorem 2.1.14 und Theorem 2.3.6 die Behauptung. |

Beweis fiir 2.3.11

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.

Um die Behauptung zu beweisen, setzen wir
M = {n | VHVp(H ist zuléssige Herleitung fiir p iiber S
& Dom(H)=n=pec Fg)}.

und beweisen durch N-Wertverlaufsinduktion

(A) NC M.

Angenommen, n € N & Vm(m <yn = m € M).

Angenommen, H ist zuldssige Herleitung fiir p iiber S & Dom(H) = n.
Dann ist p = H,_1, und es ist n—1 € Dom(H). Dann sind zwei Fille moglich.
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Fall 1: Angenommen, H,_; € {0} x A-Trueg.
Dann JA(A € A-Trues & p = (0, A)). Sei A so. Dann (0,A) € Fg, also
p € Fs.

Fall 2: Angenommen, 3R3j(R € ZulHRs & j € Tup™®(n—1) &

& (Hu-1, <ij>k€Dom(j)) €R).

Seien R, j so.

Dann gilt Vk(k € Dom(j) = jr <y n — 1), also Vk(k € Dom(j) = jx + 1 <y n).
Dann folgt mit I.V. Vk(k € Dom(j) = jr+1 € M). Ferner gilt Vk(k € Dom(j) =
H[(j + 1) ist zuléssige Herleitung fiir Hj, iiber S & Dom(H[(j, +1)) = j, +1).
Dann gilt Vk(k € Dom(j) = Hj, € Fg), also Ran((Hj, )repom(j)) € Fs. Dann
folgt mit Theorem 2.1.9 H,,_; € Fg, also p € Fg.

Also p € Fg. Alson € M.
Damit ist (A) durch N-Wertverlaufsinduktion bewiesen,

Mit (A) folgt die Behauptung des zu beweisenden Theorems nun wie folgt:
Angenommen, H ist eine zulédssige Herleitung fiir p iiber S. Dann ist Dom(H)
€ N und es folgt mit (A) p € Fs. Dann folgt mit Theorem 2.2.4, 3H" H' ist
eine Herleitung fiir p iiber S. |

Beweis fiir 2.3.12
Direkt mit den Theoremen 2.2.4, 2.3.10 und 2.3.11. |

A.5 Beweise in Abschnitt 2.4
Beweis fiir 2.4.26

Angenommen, S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen.

Angenommen, H ist Herleitung iiber S.

Dann gilt

(1) H ist endliche Folge & H # 0
& Vi(i € Dom(H) = H; € {0} x MeanPostg or IRJj(R € HRg & j €
Tup=*(i) & (Hi, (Hj,)kepom(y)) € R))-

Dann gilt

(2) H ist endliche Folge & H # 0.

Angenommen, i € Dom(H).

Dann sind nach (1) zwei Fille moglich:

Fall 1: Angenommen, H; € {0} x MeanPostg.
Dann H; € {0} x MeanPostg.

Fall 2: Angenommen, 3R3j(R € HRg & j € Tup?°(i) &
& (Hia <ij>k€Dom(j)) S R))
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Seien R, j so.

Dann ist R € HRg. Dann sind zwei Unterfille moglich:

Fall 2 .1: Angenommen, R = ReflFolgg.

Dann 3B(B € CFmls & (Hi, (Hj,)repom()) = (({B}, B), 0)). Sei B so. Dann
H; = ({B},B). Also ReflFolgs € HRg & 3B(B € CFmls & H; = ({B}, B)).

Fall 2.2: Angenommen, R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S.

Dann (Hj, ) pepom(j) 7 0 & pri(H); € U({prl(Hj,)}repom())- Dann Dom(j) #
0, also j # 0, also j € Tup>0(i). Dann R ist pramissenkonservative Herleitungs-

relation fir S & R € HRg & j€ Tup”™®(i) & (Hi, (Hj,)kepom()) € R))-
Also gilt im Fall 2
(ReflFolgs € HRg & 3IB(B € CFmlg & H; = ({B}, B))) or

or dR3j(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S
& ReHRs & jeTup”(i) & (Hi, (Hj,)repom(j) € R)-

Also gilt
H; € {0} x MeanPostg or
or (ReflFolgs € HRg & 3B(B € CFmlg & H; = ({B}, B))) or
or dR3j(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S
& ReHRs & JE Tup>0(i) & (Hi7 <ij>k€Dom(j)) € R)

Damit ist die Behauptung von links nach rechts bewiesen.

Angenommen umgekehrt,

(3) H ist endliche Folge & H #0 &
& Vi(i € Dom(H) = H; € {0} x MeanPostg or (ReflFolgg € HRg &
JB(B € CFmls & H; = ({B}, B))) or ARTj(R ist
préamissenkonservative Herleitungsrelation fiir S
& ReHRg & jeTup™®(i) & (Hi, (Hj,)kepom()) € R)).

Dann gilt zunéchst

(4) H ist endliche Folge & H # 0.

Angenommen, i € Dom(H).
Dann sind nach (3) drei Félle moglich:

Fall 1: Angenommen, H; € {0} x MeanPostg.
Dann H; € {0} x MeanPostg.

Fall 2: Angenommen, ReflFolgs € HRg & 3IB(B € CFmls & H; =
({B}, B))-

Sei B so.

Dann ist (({B}, B), 0) € ReflFolgs. Ferner ist 0 € Tup?’(i) & 0= (H;,)repom(0)-
Dann 3R3j(R € HRg & j € Tup”’(i) & (Hi, (Hj,)repom(j)) € R))-

Fall 3: Angenommen, JR3j(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation
fir S & ReHRg & j € Tup”®(i) & (Hi, (Hj,)kepom(;)) € R)-

Dann 3R3j(R € HRg & j € Tup”®(i) & (Hi, (Hj,)repom(j)) € R)-
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Also gilt

(5) Vi(i € Dom(H) = H; € {0} x MeanPostg or IRFj(R € HRg & j €
Tup=*(i) & (Hi, (Hj,)kepom(s) € R))-

Mit (4) und (5) folgt: H ist Herleitung iiber S. Also gilt die Behauptung von

rechts nach links.

Damit ist Theorem 2.4.26 bewiesen. [ |

Beweis fiir 2.4.27

Angenommen, die Vorausssetzungen sind fiir S, H, i erfiillt.

Um die Behauptung zu beweisen, setzen wir
M= {n|n e Dom(H)=VD(D eprl(H,) =3 <yn & H; =
(D}, D))}

und beweisen durch N-Wertverlaufsinduktion

(A) NC M.

Sei alson € N & Vm(m <yn=m e M).

Angenommen, n € Dom(H). Angenommen, D € pr1(H,).
Dann pr1(H,) # 0, dann H ¢ (0 x MeanPostg). Dann folgt mit 2.4.26

(1) (ReflFolgg € HRg & 3IB(B € CFmlg & H,, = ({B}, B)) oder 3RTj(R
ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S

& ReHRg & j € Tup™(n) & (Hu, (Hj,)kepom(j) € R)-

Dann sind zwei Félle moglich:

Fall 1: Angenommen, ReflFolgs € HRg & 3IB(B € CFmlg & H, =
({B}, B)).

Sei B so.

Dann H, = ({B}, B). Dann folgt mit D € pr1(H,) D = B. Also H, = ({D},D).
Dann JI(Il <y n & H; = ({D},D)).

Fall 2: 3R3j(R ist priamissenkonservative Herleitungsrelation fir S & R €
HRs & j € Tup™(n) & (Hu, (Hj)repom()) € R)-

Seien R, j so.

Dann gilt Vk(k € Dom(j) = j, <y n & j, € Dom(H)). Dann gilt nach
LV. Vk(k € Dom(j) = j, € M). Dann Vk(k € Dom(j) = VD(D € prl(H;, ) =
(Il <y jr & H; = ({D}, D)))). Nach Fallannahme ist R pramissenkonservative
Herleitungsrelation fiir S. Dann folgt mit (Hy, (Hj, )repom(;)) € R pri(Hy) C

Jk

U({prl(ij)}kEDom(j)>' Dann D € U({prl(ij)}kEDom(j))' Dann Elk(k € DOHI(J)
& D € prl(Hj,)). Sei k so. Dann 3I(I <y j, & H; = ({D},D)). Dann folgt mit
Jjk <y n Hl(l <yn & H; = ({D},D))

In beiden Féllen gilt also 3I(l <y n & H; = ({D},D)). Dann ist n € M.
Damit ist (A) durch N-Wertverlaufsinduktion bewiesen.
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Mit (A) folgt sofort die Behauptung. |

Beweis fiir 2.4.28

Seien die Voraussetzungen fiir S, H, R, i, j erfiillt.

Angenommen, C € pr1(H;).

Nach Voraussetzung ist R pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S; dann
ist prl(Hi) - U({prl(ij)}kGDom(j)>; dann C € U({prl(ij>}k€Dom(j)); dann
Jk(k € Dom(j) & C € prl(H;j,)). Sei k so. Nun sind fiir S, H, ji, C die Vor-
aussetzungen von Theorem 2.4.27 erfiillt. Dann 3I(I <y j, & H; = ({C},C)).
Sei 1 so. Dann ist jx <y 1 & 1<y jy alsol <yi & H; = ({C},C). Also
Al <yi & H; = ({C},0)). |

Beweis fiir 2.4.33

Angenommen, S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen.
Angenommen, H ist eine Herleitung fiir (X, A) iiber S.
Dann gilt geméfl Definitionslehre:

JH'(H' ist Funktion auf Dom(H) &

& Vi(i € Dom(H) & H; € ({0} x MeanPostg) =

= H! =SE pr2(l;)) &

& Vi(i € Dom(H) & ReflFolgg € HRg & IB(B € CFmlg &

& H; = ({B}, B)) =

& Vi(i € Dom(H) & 3R3j(R ist pramissenkonservative

Herleitungsrelation fiir S

& ReHRs & j € Tup”™(i) & (Hi, (Hj,)kepom(j)) € R) =

Ve(e = {Inf({l | Il <y i & H; = ({C}, C)}, Kln)}oeprim,) =

= H! =5F, pr2(1,)))).
Sei H' so.
Um nun zu beweisen, dafl H' eine pragmatisierte Herleitung fiir A in Abhéingig-
keit von X iiber S ist, beweisen wir zwei Hilfstheoreme (A), (B) und dann die
vier Konjunktionsglieder des Definiens der Definition des Begriffs der pragma-
tisierten Herleitung als (C), ..., (F).

Wir beweisen Hilfstheorem (A):
(A) Vj¥mVC(j € Dom(H') & meN & C e CFmls & H; =%A,, C =
ReflFolgg € HRg & H; = ({C}, C)).

Angenommen, die Voraussetzungen sind fiir j, m, C erfiillt. Da nach
Voraussetzung S eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen und H eine
Herleitung iiber S ist, folgt mit Theorem 2.4.26

H;j = {0} x MeanPostg or
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or (ReflFolgg € HRg & 3B(B € CFmlg & H; = ({B}, B))) or

or ARTI(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S

& ReHRs & 1€ Tup™®(j) & (Hj, (Hy)repom) € R)-
Im ersten Fall wiire nach Einfiihrung von H' H'; = SE pr2(Hj), also wegen
H'; = SA,, C H; € Ran(S7,0) N Ran(S7 1), im Widerspruch zu Bedingung (3)
der Definition 2.4.9 des Begriffs der Logik-Basis fiir pragmatisierte
Herleitungen. Im dritten Fall wiire nach Einfiihrung von H’
H'; = SF, pr2(H;) (fiir e = {Inf({l | | <xj & H = ({C}, O)}, Kb }oepriqay):
also wegen H'; = 5A,, C H'; € Ran(S7,2) N Ran(S7 1), im Widerspruch zu
Bedingung (3) der Definition 2.4.9 des Begriffs der Logik-Basis fiir
pragmatisierte Herleitungen. Also folgt

ReflFolgs € HRg & 3IB(B € CFmlg & H; = ({B}, B)).
Sei B so. Dann ist nach Einfilhrung von H H'j = SAJ- B. Dann ist SAJ- B =
H'; = SA,, C, also B = C, also Hj = ({C}, C), also ReflFolgs € HRs & H; =
({C}. 0.

Wir beweisen Hilfstheorem (B):

(B) VI(l € Dom(H) = prl(H;) ist die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes
[ in H' iiber S).

Angenommen, 1 € Dom(H). Nach Einfiihrung von H’ ist H’ eine endliche Folge

von Sétzen von S & 1€ Dom(H’). Nach Theorem 2.4.26 sind fiir H drei Fille

moglich:

Fall 1: Angenommen, H; € {0} x MeanPostg.

Dann ist H'} = SE pr2(H;). Dann ist H'; ein Anzichungssatz von S & prl(Hj)
= 0. Dann folgt mit 2.4.29, pr1(H;) ist die Klasse der Annahmeformeln des
Gliedes 1 von H’ iiber S.

Fall 2: Angenommen, ReflFolgs € HRg & 3dJB(B € CFmls & H; =
(B}, B)).

Dann ist H'} ein Annahmesatz fiir pr2(H;) von S & prl1(H;) = {pr2(H;)}. Also
JB(H} ist Annahmesatz fiir Bvon S & prl(H;) = {B}). Dann folgt mit 2.4.29,
prl(H;) ist die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes 1 von H' iiber S.

Fall 3: Angenommen, FR3j(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation
fir S R € HRg & j € Tup’(l) & (Hi, (Hj,)kepom(s)) € R)-

Seien R, j so.

Dann gilt fiir

€= {Inf({l/ | I'<nl & Hy = ({C}v C)}7 KIN)}CGprl(Hl)
H') = SF, pr2(H)). Dann ist H'; Folgerunssatz mit der Indexklasse e von S.
Ferner gilt:
(1) prl(H)) = {D| D € CFmls & 3j(j €e & SA; D € Ran(H'[1))}.
Denn angenommen, D € prl1(Hy).
Dann ist D € CFmlg. Ferner ist Inf({l' | I’ <y 1 & Hy = ({D}, D)}, Kly) € e.



A BEWEISE 57

Sei m = Inf({l’ | ' <y1 & Hy = ({D}, D)}, Kly). Dann ist m <y 1 &
Hn = ({D}, D), also H'y, = SApp, alsom € e & SA, D € Ran(H'1), also
Jj(j €e & SA;D € Ran(H'[1)). Alsoist D€ {D | D € CFmlg & Jj(j e &
SA;D € Ran(H'[1))}.

Angenommen umgekehrt, D € {D | D € CFmls & 3Jj(j € e & SAjD €
Ran(H'[1))}.

Dann ist D € CFmls & 3j(j € e & SA;D € Ran(H'[1)). Sei j so. Dann folgt
mit j € e 3C(C € pri(H)) & j=Inf({l' |’ <ny1 & Hy = ({C}, O)}, Kly)).
Sei C so. Dann ist C € pri(H;) & j <ny1 & Hj = ({C}, C). Andererseits
folgt mit SA;D € Ran(H'[1) 3k(k <n1 & SA;D = H'}). Sei k so. Dann folgt
mit (A) Hy = ({D}, D); dann H'j, = 5Ay D; dann SA;D = SAy D; dann folgt
mit der Eineindeutigkeit der Funktion S7 2 j = k. Dann ({D},D) = Hx = H; =
({C},C), also C = D. Dann folgt mit C € pr1(H;) D € pr1(Hy).

Insgesamt ist damit (1) bewiesen, und mit (1) folgt, pr1(H;) ist die Klasse der
Annahmeformeln des Gliedes 1 von H' in S.

In allen drei Fillen ist damit bewiesen, prl1(Hj) ist die Klasse der Annahmefor-
meln des Gliedes 1 von H' in S.

Damit ist (B) bewiesen.

Wir beweisen das erste Konjunktionsglied des Definiens von

2.4.30:

(C) S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen.

Dies gilt nach Voraussetzung.

Wir beweisen das zweite Konjunktionsglied des Definiens von
2.4.30:

(D) H’ ist eine endliche Folge & H' # 0.

Nach Einfithrung von H’ ist H' eine Folge der Linge Dom(H) und nach Vor-
aussetzung ist H eine endliche Folge, also H' eine endliche Folge. Und da ferner
H # 0, ist Dom(H) # 0, also Dom(H’)# 0, also H' # 0.

Wir beweisen das dritte Konjunktionsglied des Definiens von
2.4.30:
(E) Fiir alle i: wenn i € Dom(H’), dann gilt:

3B(B € MeanPosts & H’; = °E B) oder

oder ReflFolgs € HRg & IBIn(B € CFmls & neN & H/; =

SAp B & YOYmVj(C € CFmlg & m € N & j € Dom(H') & H'; =
SAmC & j#i & C# B=m+#n)) oder

oder 3B3e(B € CFmls & e € ePot(N) & H; =°F.B &
JR3j3Z3Y3C(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S
& Re€HRg & j € Tup™®(i) & Z ist die Klasse der Annahmeformeln
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des Gliedes i in H iiber S & Y € Tup=°"0) & Vk(k € Dom(j) = Y;
ist die Klasse der Annahmeformel- des Gliedes j; in H' iiber

S) & C € Tup~PmU)(CFmlg) & Vk(k € Dom(j) = H';, ist ein Satz
tiir C von S) & ((27 B)> <(ka Ck))kEDom(j)) € R))

Angenommen, i € Dom(H’).
Dann ist i € Dom(H) & H ist Herleitung fiir (X, A) iiber S. Dann folgt mit
Theorem 2.4.26

(2) H; € ({0} x MeanPostg) or (ReflFolgg € HRg & IB(B € CFmlg &
H; = ({B}, B))) or 3R3j(R ist pramissenkonservative
Herleitungsrelation fir S & R € HRg & j € Tup” (i) &

(Hia <ij>k‘€Dom(j)) € R)
Es sind also drei Fille zu untersuchen:

Fall 1: Angenommen, H; € ({0} x MeanPostg).
Dann gilt nach Einfithrung von H’
H'; = SEpr2(H;).
Ferner ist pr2(H;) € MeanPostg. Also
(3) 3IB(B € MeanPosts & H'; = SE B).

Fall 2: Angenommen,
ReflFolgg € HRg & 3B(B € CFmls & H; = ({B}, B)).
Dann gilt nach Einfithrung von H’

H'; = SA; pr2(H;).
Also gilt
(4) pr2(H;) € CFmls & i€ N & H'; =SA;pr2(H;).
Angenommen, C € CFmls & me N & j€ Dom(H') & H;=5A,C & j #
i & C # pr2(H;).
Dann j € Dom(H) und es folgt mit (A) ReflFolgg € HRg & H; = ({C},C).
Dann ReflFolgs € HRg & 3B(B € CFmls & Hj = ({B}, B)). Dann gilt
nach Einfithrung von H' H’; = SA; pr2(H;). Dann folgt mit H'; = S5A,, C
SAJ- pr2(H; = SAm C. Dann j = m. Dann folgt mit j # i m # i. Dann folgt mit
(4)

ReflFolgs € HRg & pr2(H;) € CFmlg & i€ N & H =

SA;pr2(H;) & YOVmYj(C € CFmls & m € N & j € Dom(H) &

H; =5A,C & j#i & C #pr2(H;) = m #1).
Also gilt

(5) ReflFolgs € HRg & 3IBIn(B € CFmls & neN & H;=5A, B &
YOYmV§(C € CFmls & m €N & j € Dom(H') & H'; =5A,,C &
j#1 & C# B=m#n)).

Fall 3: Angenommen, 3R3j(R ist pramissenkonservative
Herleitungsrelation fiir S & R € HRg & j € Tup”°(i) &
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(Hi, (Hj, ) kepom(j)) € R)-

Seien R, j so.

Seie = {Inf({l | l <yl & Hl = ({C}, C)}, KlN)}CEprl(Hi)'

Dann gilt nach Einfithrung von H’
H'; = SF, pr2(H;).

Also gilt:

(6) pr2(H;) € CFmls & e € ePot(N) & H'; = SF, pr2(H;).

Ferner folgt mit (B):

(7) prl(H;) ist die Klasse der Annahmeformeln des Giedes i in H’ iiber S,

und

(8)  (prl(Hj,))kepom(j) € Tup~P™W) & Vk(k € Dom(j) = prl(Hj,) ist die
Klasse der Annahmeformeln des Gliedes ji in H’ iiber S).

Und mit der Einfithrung von H’ folgt:

(9)  (pr2(Hj, )) kepom(j) € Tup=P°™(5)(CFmls) & Vk(k € Dom(j) = H/j, ist

ein Satz fiir pr2(Hj, ) von S).

Und da nach Fallannahme

(Hiv <ij>k’€D0m(j)> €R,
gilt ferner

(10) ((pri(Hi), pr2(H;)), ((pri(Hj,), pr2(Hj,)))kepom(j)) € R-

Dann folgt mit der Annahme fiir Fall 3 und (6),...,(10)

(11) 3B3e(B € CFmlg & e € ePot(N) & H; =°F. B &
JR3j3Z3Y3C(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S
& ReHRg & j € Tup”®(i) & Z ist die Klasse der Annahmeformeln
des Gliedes i in H' iiber S & Y € Tup=P°™0) & Vk(k € Dom(j) = Yy
ist die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes ji in H' iiber S) &
C € Tup=P™U)(CFmlg) & Vk(k € Dom(j) = H';, ist ein Satz fiir Cj,
von S) & ((Z, B), (Y, Ck))kEDom(j)) € R)).

Nun folgt mit (2), (3), (5) und (11) und Adjunktionsbeseitigung (E).

Wir beweisen das vierte Konjunktionsglied des Definiens von
2.4.30:

(F) H'pom(iry—1 ist ein Satz fiir A in S & X ist die Klasse der
Annahmeformeln fiir das Glied Dom(H’)—1 in H' iiber S.

Denn nach Voraussetzung ist H Herleitung fiir (X, A) iiber S. Dann ist
Dom(H)—1 € Dom(H) & Hpomm—1 = (X, A), also pr2(Hpomm)—1) = A.
Dann folgt mit Theorem 2.4.26 und der Einfithrung von H', H'pop,mr)—1 ist ein
Satz fiir A von S. Ferner ist X = prl(Hpom)—1). Dann folgt mit (B), X ist die
Klasse der Annahmeformeln fiir das Glied Dom(H’)—1 in H' iiber S.

Mit (C), (D), (E), (F) folgt, H ist eine pragmatisierte Herleitung fiir A in
Abhéngigkeit von X {iber S. |
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Beweis fiir 2.4.34

Angenommen, S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen.
Angenommen, H ist pragmatisierte Herleitung fiir A in Abhéngigkeit von X
iiber S.

Dann gilt geméafl Definitionslehre:

JH'(H' ist Funktion auf Dom(H) &

& ViVB(i € Dom(H) & B € MeanPosts & H; =SEB = H'; =

(0, B)) &

& ViVBVn(i € Dom(H) & ReflFolgg € HRg & B € CFmlg &

neN & H;=5A,B= H;=({B}, B)) &

& ViVBYeVZ(i € Dom(H) & B € CFmlg & e € ePot(N) &

H, =SF. B & Z ist die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes i

in H iiber S = H'; = (Z, B))).
Sei H' so.
Um nun zu beweisen, dal H' eine Herleitung fiir (X, A) iiber S ist, beweisen wir
ein Hilfstheorem (A) und dann die drei Konjunktionsglieder des Definiens der
Definition 2.2.1 des Begriffs der Herleitung als (B),..., (D).

Wir beweisen Hilfstheorem (A):

(A) ViVUVD(i € Dom(H) & U ist die Klasse der Annahmeformeln fiir das
Glied i von H iiber S & H; ist ein Satz fiir D von S = H'; = (U, D)).

Angenommen, i € Dom(H) & U ist die Klasse der Annahmeformeln fiir das
Glied i von H iiber S & Hj ist ein Satz fiir D von S. Dann sind nach Definition
2.4.30 drei Falle moglich:

Fall 1: Angenommen, 3B(B € MeanPosts & H; = 5E B).
Sei B so.
Dann ist U = 0 und D = B. Dann folgt mit der Einfithrung von H' H'; = (U, D).

Fall 2: Angenommen, ReflFolgs € HRg & 3IBIn(B € CFmlg & n e N &
H; =5A, B & YOVmVj(C € CFmls & m €N & j € Dom(H) & H; =
SAnC & j#i & C# B=m#n)).

Seien B, n so.

Dann ist U = {B} & B = D. Dann folgt mit der Einfithrung von H" H';
(U,D).

Fall 3: Angenommen, 3B3e(B € CFmls & e € ePot(N) & H; =“F. B &
JR3j3Z3YIC(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fir S & R €
HRs & j € Tup”(i) & Z ist die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes i
in Hitber S & Y € Tup=P°"0) & Vk(k € Dom(j) = Y}, ist die Klasse der
Annahmeformeln des Gliedes j; in H iiber S ) &

C € Tup=P°U)(CFmlg) & Vk(k € Dom(j) = Hj, ist ein Satz fiir C}, von
S) & ((Z B), {(Yi Ci))kenom) € R))-

Seien B, e so.
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Seien R, j, Z, Y, C so.
Dann ist Z die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes i in H iiber S. Dann ist
U =7 & D = B. Dann folgt mit der Einfithrung von H' H'; = (U, D).

Damit ist in allen drei Fillen bewiesen, H'; = (U, D).

Damit ist (A) bewiesen.

Wir beweisen das erste Konjunktionsglied des Definiens der
Definition 2.2.1:

(B) S ist eine Logik-Basis.

Nach Voraussetzung ist S eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen und
damit eine Logik-Basis.

Wir beweisen das zweite Konjunktionglied des Definiens der
Definition 2.2.1:

(C) H’ ist eine endliche Folge & H’ # 0
& Vi(i € Dom(H') = (H'; € (0 x MeanPostg) or IR3j(R € HRg & j €
Tup™(i) & (H's, (H'j,)repom(y) € R)))-
Nach Einfithrung von H’' ist H' eine Funktion auf Dom(H) und H ist eine
pragmatisierte Herleitung iiber S, also eine endliche Folge, & H # 0, also
H #0.
Also gilt
(1) H' ist eine endliche Folge & H’ # 0.

Angenommen, i € Dom(H’). Dann i € Dom(H). Dann sind drei Fille
moglich:

Fall 1: Angenommen, 3B(B € MeanPosts & H; = 5E B).
Sei B so.
Dann nach Einfithrung von H H'; = (0, B). Dann H'; € (0 x MeanPostg).

Fall 2: Angenommen, ReflFolgg € HRg & dB3n(B € CFmlg & n e N &
H; = 5A, B & VYOVmVj(C € CFmls & m € N & j € Dom(H) & H; =
SALC & j#i & C#B=m#n)).

Seien B, n so.

Dann folgt mit der Einfithrung von H' H; = ({B}, B). Dann ReflFolgg €
HRs & 0 € Tup?®(i) & (({B}, B), 0) € ReflFolgg; also

3R3j(R € HRs & j € Tup™ (i) & (H'i, (H), )kepom()) € R)-

Fall 3: Angenommen, 3B3e(B € CFmls & e € ePot(N) & H; =“F. B &
JR3j3Z3Y3C(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S

& ReHRg & j€ Tup”?(i) & Z ist die Klasse der Annahmeformeln des
Gliedes i in H iiber S & Y € Tup=Po"0) & Vk(k € Dom(j) = Y} ist die
Klasse der Annahmeformeln des Gliedes ji in H tiber S ) &

C € Tup=Po™U)(CFmlg) & Vk(k € Dom(j) = H;, ist ein Satz fiir C}, von
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S) & ((Zv B)? <(Yka Ck)>k€Dom(j)) € R))
Seien B, e so.

Seien R, j, Z, Y, C so.
Dann folgt mit der Einfiihrung von H’
H; = (Z,B).
Angenommen, k € Dom(j).
Dann ji <y i, also jx € Dom(H); ferner ist Yy die Klasse der Annahmeformeln
des Gliedes jy in H iiber S, und Hj,_ ist ein Satz fiir Cy von S. Dann folgt mit
(A) H,jk = (Yk,Ck). Dann
((Yk, C))kepom() = (H'j ) keDom(j)-
Dann
(H/iv <H/jk>kEDom(j)) eR.
Also
JR3j(R € HRg & j € Tup?®(i) & (H'i, (H'j,)kepom(s)) € R)))-

Damit sind die drei moglichen Fille behandelt und es folgt mit

Adjunktionsbeseitigung (H'; € (0 x MeanPostg) or AR3j(R € HRg & j €

Tup?®(i) & (H's, (H'},)repom(;)) € R))). Insgesamt gilt also:

(2) Vi(i € Dom(H') = (H; € (0 x MeanPostg) or 3R3j(R € HRg & j €
Tup’(i) & (H'i, (H'j,)kepom(s)) € R))).

Mit (1) und (2) ist (C) bewiesen.

Wir beweisen das dritte Konjunktionsglied des Definiens der

Definition 2.2.1:

(D) (X7A) = H/Dom(H’)fl'

Denn H ist eine pragmatisierte Herleitung fiir A in Abhéngigkeit von X iiber
S. Dann Hpgp(m)—1 st ein Satz fiir A von S & X ist die Klasse der Annahme-
formeln fiir das Glied Dom(H)—1 in H iiber S. Dann folgt mit Dom(H")—1 €
Dom(H) und (A) H,Dom(H’)—l = (X,A).

Mit Definition 2.2.1 und (B), (C), (D) folgt, H' ist eine Herleitung fiir (X, A)
iiber S. n

Beweis fiir 2.4.35
Direkt mit den Theoremen 2.2.4, 2.4.33 und 2.4.34. |

A.6 Beweise in Abschnitt 2.5

Beweis fiir 2.5.4
Direkt mit den Theoremen 2.1.14 und 2.3.6. [ |
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Beweis fiir 2.5.5

Angenommen, S ist eine Logik-Basis fiir pragmatisierte Herleitungen.

Um die Behauptung zu beweisen, setzen wir

M = {n | VHVXVA(H ist zuldssige pragmatisierte Herleitung fiir A

in Abhingigkeit von X iiber S & Dom(H) =n = IH' H' ist

zuldissige Herleitung fiir (X, A) tiber S)}
und beweisen durch N-Wertverlaufsinduktion
(A) NCM.
Angenommen also, n € N & Vm(m <yn = m € M).
Angenommen, H ist zuléssige pragmatisierte Herleitung fiir A in Abhéngigkeit
von X itber S & Dom(H) = n.
Dann ist n — 1 € Dom(H) & H,_; ist ein Satz fir A von S & X ist die
Klasse der Annahmeformeln des Gliedes n — 1 in H iiber S. Dann sind geméf
Definition 2.5.1 drei Falle moglich:

Fall 1: Angenommen, 3B(B € A-Trues & H,_ 1 = SE B).

Sei B so.

Dann ist B = A und X = 0 und((0, B)) ist eine zuléssige Herleitung fiir (0, B)
iiber S. Also 3H' H' ist zulissige Herleitung fiir (X, A) iiber S.

Fall 2: Angenommen, ReflFols € HRg & 3JB3k(B € CFmly & k €
H, 1 =5A;B & YOVYmVj(C € CFmls & m € N & j € Dom(H) &
SAmC & j#n—1 & C#B=m#k)).

Seien B, k so.

Dann ist A = B und X = {B}, und (({B}, B)) ist eine zulédssige Herleitung fiir
({B}, B) iiber S. Also 3H’ H' ist zuliissige Herleitung fiir (X, A) iiber S.

N &
H, =

Fall 3: Angenommen,

3B3e(B € CFmlg & e € ePot(N) & H, —1=°F.B &

JR3;j3Z3Y3C(R ist pramissenkonservative Herleitungsrelation fiir S

& RecZulHRg & j € Tup™®(n—1) & Z ist die Klasse der Annahmeformeln
des Gliedes n —1 in H iiber S & Y € Tup=P°"0) & Vk(k € Dom(j) = Y}, ist
die Klasse der Annahmeformeln des Gliedes ji in H iiber S ) &

C € Tup~PmU)(CFmlg) & Vk(k € Dom(j) = Hj,, ist ein Satz fiir Cy von

S) & ((Zv B)’ <(Yka Ck)>k€Dom(j)) € R))

Seien B, e so.

Seien R, j, Z, Y, C so.

Dann ist B = A und Z = X. Dann gilt

(1) ((X,A), (Y, Ck))kepom(j)) € R)).

Angenommen, k € Dom(j).

Dann jx <y n -1, also jx + 1 <y n, also jx + 1 € M. Ferner istH[ (j, + 1) eine
zuléssige pragmatisierte Herleitung fiir Cy in Abhéngigkeit von Yy tiber S &
Dom(HJ (j, + 1)) = jkx + 1. Dann folgt
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JH' H' ist eine zulissige Herleitung fAlr (Yy, Cy) iiber S.
Also gilt
Vk(k € Dom(j) = FH' H' ist eine zulissige Herleitung fAir
(Yk, Ck) iiber S.
Dann folgt mit Auswahlaxiom
JH'(H' ist eine Funktion auf Dom(j) & Vk(k € Dom(j) = H'j ist
zuldissige Herleitung fiir (Y, Ck) tiber S)).
Sei H' so.
Dann kann geméf Definitionslehre eine Funktion eingefiihrt werden, welche
die H'y (k € Dom(j)) miteinander verkettet und als zusiitzlichen letzten Wert
(X, A) enthalt:
3G(G ist Funktion auf 14 37 tepom(Dom(H';) &
& Vk(k € Dom(j) = Vi(l € Dom(H') = Giy5 . pom@y) = Hk1) &
& GZ keDom(j) Dom(H'g) = (X, A)).
Sei G so.
Dann gilt
(2)  G[ (2 kepom(j)Dom(H'y)) eine zuldssige Herleitung iiber S.
Da ferner nach Einfithrung von H' fiir k € Dom(j) H'y zuléssige Herleitung fiir
(Yi, Cy) iiber S ist, ist H'y pommr,)—1 = (Y, Cx) und es folgt
<(Yk7 Ck))kEDom(j) =
= (GDom(H')~1+3" sex Dom(H';)) keDom(j) =
= {G(T scrs1Dom(H ) ~1) keDom() -
Dann folgt mit (1)
(3) ((Xv A)v <G(Ziek+1Dom(H’¢))71>k€Dom(j) €R.
Dann folgt mit
G(S tepomg Dom(i'y)) = (X, A)
und (2), (3)
G ist zuldssige Herleitung fiir (X, A) iiber S.
Also

JH'" H' ist zuléssige Herleitung fiir (X, A) iiber S.

In allen drei Féllen ist damit bewiesen

JH'" H' ist zulédssige Herleitung fiir (X, A) iiber S.
Dann ist n € M.
Damit ist (A) durch N-Wertverlaufsinduktion bewiesen.

Mit (A) folgt die Behauptung von 2.5.5 nun wie folgt: Angenommen, H ist
zuléssige pragmatisierte Herleitung fiir A in Abhéngigkeit von X iiber S. Dann
folgt mit Dom(H) € N und (A) 3H" H' ist zuldssige Herleitung fiir (X, A) iiber
S. Dann folgt mit den Theoremen 2.3.11 und 2.4.33 3H' H’ ist pragmatisierte
Herleitung fiir A in Abhéngigkeit von X iiber S. |
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Beweis fiir 2.5.6
Direkt mit den Theoremen 2.4.35, 2.5.4 und 2.5.5. |

A.7 Beweise in Abschnitt 2.6
Beweis fiir 2.6.2

Angenommen, S ist eine Logik-Basis.
Seien die Voraussetzungen (1), (2), (3) fiir ¢, v, Eg, E; erfillt.
Angenommen, a, b € CAdrg & catg(a) = catg(v) = catg(b).
Nach Voraussetzung ist Freeg " {c} C {v}. Dann (Freeg “{c}) \ {v} = 0. Dann
gilt
VwVp(w ist Abzéhlung von (Freeg “{c}) \ {v} &
& p ist Abzihlung der Linge Dom(w) in Parg \ (TAdrs “{a, b, c}) &
& Vk(k € Dom(w) = catg(wy) = cats(pr)) <= w =0 & p=0).
Dann folgt mit SSubstg * (0, 0, ¢) =c¢
(1) VwVp(w ist Abzihlung von (Frees “{c}) \ {v} &
& p ist Abzihlung der Linge Dom(w) in Parg \ (TAdrg “{a, b, c}) &
& Vk(k € Dom(w) = catg(wy) = cats(pg)) =
= {Ej.s (a,b)} Frg E1 .5 (Substg ‘ (a, v, SSubstg * (p, w, c)),
Substg * (b, v, SSubsts * (p, w, ¢)))))
gdw
{Eo s (a,b)} Frg Eq .g (Substg *(a, v,c), Substg (b, v,c)).
Und mit (1) folgt sofort die Behauptung. |

Beweis fiir 2.6.4

Seien die Voraussetzungen fiir S, v erfiillt.

Angenommen, p € Substrelevg(v).

Nach Definition 2.6.3 (2)(a) ist Substrelevg(v) eine Relation. Dann p = (prl(p),pr2(p)).
Dann folgt mit 2.6.3 (2)(b) pr2(p) = v or 3O3t(O pafit auf ¢ tiber S & pr2(p)

= O .gt). In beiden Fillen ist pr2(p) € Adrs. [ |

Beweis fiir 2.6.5

Angenommen, die Voraussetzungen sind fiir S, v erfiillt.
Sei

M = {c| Vd((d, c¢) € Substrelevg(v) = (d, ¢) € Adrg x Adrg)}.
Dann beweisen wir durch Adr-Induktion
(A) Adrs € M.

I.B.: Angenommen, ¢ € Adrs.
Angenommen, (d,c) € Substrelevg(v).
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Dann folgt mit Definition 2.6.3 (2)(b) und ¢ € AtAdrg ¢ =v & d = v. Dann
ist d € Varg, also d € Adrg. Also (d,c¢) € Adrg x Adrs. Also ¢ € M.

I.S.: Angenommen, O pafit auf t iiber S & {O}U Ran(t) C M.
Angenommen, (d, O.gt) € Substrelevg(v).
Dann sind nach Definition 2.6.3 (2)(b) vier Félle zu unterscheiden:

Fall 1: Angenommen, d = O.st & v € Freeg " {0 .gt}.
Dann folgt mit O.gt € Adrg d € Adrg. Also (d, O.gt) € Adrg x Adrs.

Fall 2: Angenommen, O € VarBindg & (d,O) € Substrelevg(v).

Nach I.V. ist O € M und es folgt (d,0) € AdrgxAdrs. Dann d € Adrg. Dann
(d, O.st)€ Adrgx Adrs.

Fall 3: Angenommen, O € VarBindOprg & ((d,0O) € Substrelevg(v) or (v ¢
Ran(opdg(0)) & 3i(i € Dom(t) & (d,t;) € Substrelevg(v)))).

Wenn (d,O) € Substrelevg(v), dann folgt mit O € M (d,0) € Adrgx Adrg,
also d € Adrg, also (d, O.st) € Adrgx Adrs.

Wenn (v ¢ Ran(opdg(O)) & 3Fi(i € Dom(t) & (d,t;) € Substrelevg(v))),
dann Ji(i € Dom(t) & (d,t;) € Substrelevg(v))). Sei v so. Dann folgt mit
t; € M (d, t;)€ Adrg x Adrg. Dann d € Adrg. Dann (d, O.gt)€ Adrg x Adrg.
Fall 4: Angenommen, O ¢ VarBindg & O ¢ VarBindOprs & 3Jz(z €
{O} U Ran(t) & (d, z) € Substrelevg(v)). Sei x so.

Dann folgt mit {O} URan(t) C M x € M. Dann folgt mit (d,x) € Substrelevg(v)
(d,x) € AdrgxAdrg. Dann d € Adrg. Dann (d, O.gt) € AdrgxAdrsg.

Also (d, O.gt) € AdrgxAdrg. Dann O.gt € M.

Damit ist (A) durch Adr-Induktion bewiesen. Mit (A) folgt nun weiter:
Angenommen, p € Substrelevg(v).

Dann folgt mit Definition 2.6.3 (2)(a) p = (prl(p),pr2(p)). Dann folgt mit
Theorem 2.6.4 pr2(p) € Adrg. Dann folgt mit (A) pr2(p) € M. Dann folgt mit
p € Substrelevg(v) p €AdrgxAdrg. Und es folgt Substrelevg(v) C AdrgxAdrg.
|

Beweis fiir 2.6.6

Angenommen, S ist eine Syntax-Basis und v € Varg.

Sei
M = {c | VaVb((a, b) € Substrelevg(v) & (b, ¢) € Substrelevg(v) =
(a, ¢) € Substrelevg(v))}.

Dann beweisen wir durch Adr-Induktion

(A) Adrg C M.

I.B.: Angenommen, ¢ € AtAdrg.
Angenommen, (a,b) € Substrelevg(v) & (b, c) € Substrelevg(v). Dann folgt mit
Definition 2.6.3 (2)(b) ¢ = v & b = v. Ferner folgt mit (a,b) € Substrelevg(v)
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und b = v und Definition 2.6.3 (2)(b) a = v. Alsoa = v & ¢ = v. Also (a,c) €
Substrelevg(v). Dann ¢ € M.

I.S.: Angenommen, O pafit auf t iiber S & {O} URan(t) C M.
Angenommen, (a,b) € Substrelevg(v) & (b, O.st) € Substrelevg(v). Dann sind
geméf Definition 2.6.3 (2)(b) vier Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Angenommen, b = O.gt & v € Freeg " {O .g t}.
Dann (a, O.gt) € Substrelevg(v).

Fall 2: Angenommen, O € VarBindg & (b, O) € Substrelevg(v).

Nach I.V.ist O € M. Dann folgt mit (a, b) € Substrelevg(v) & (b, O) € Substrelevg(v)
(a, O) € Substrelevg(v). Dann folgt mit der aktuellen Fallannahme (a, O.gt) €
Substrelevg(v).

Fall 3: Angenommen, O € VarBindOprg & ((b,0O) € Substrelevg(v) or v ¢
Ran(opdg(0)) & 3Ji(i € Dom(t) & (b,t;) € Substrelevg(v)))).

Wenn (b, O) € Substrelevg(v), dann folgt mit O € M und (a, b) € Substrelevg(v)
(a, O) € Substrelevg(v). Dann folgt mit der aktuellen Fallannahme (a, O.gt) €
Substrelevg(v).

Wenn v ¢ Ran(opdg(0)) & 3Ji(i € Dom(t) & (b,t;) € Substrelevg(v)), dann
Ji(i € Dom(t) & (b,t;) € Substrelevg(v)). Sei i so. Nach I.V. ist t; € M. Dann
folgt mit (a, b) € Substrelevg(v) (a, ti) € Substrelevg(v). Dann v ¢ Ran(opdg(O))
& Ji(i € Dom(t) & (a,t;) € Substrelevg(v)). Dann folgt mit O € VarBindg
(a, O.gt) € Substrelevg(v).

Fall 4: Angenommen, O ¢ VarBindg & O ¢ VarBindOprs & 3Jz(z €
{O} U Ran(t) & (b, z) € Substrelevg(v)).

Dann Jz(z € {O} U Ran(t) & (b, ) € Substrelevg(v)).

Sei x so.

Nach I.V.ist {O} URan(t) C M. Dann x € M. Dann folgt mit (a, b) € Substrelevg(v)
(a,x) € Substrelevg(v). Dann 3z(z € {O} URan(t) & (a, z) € Substrelevg(v)).
Dann folgt mit O ¢ VarBindg & O ¢ VarBindOprg (a, O.gt) € Substrelevg(v).

Also (a, O.gt) € Substrelevg(v). Dann O.gt € M.

Damit ist (A) durch Adr-Induktion bewiesen. Und mit (A) und Theorem 2.6.4
folgt das Konsequens von Theorem 2.6.6. |

Beweis fiir 2.6.7
Angenommen, S ist eine Logik-Basis.
Um die Behauptung zu beweisen, setzen wir
M = {n | fiir alle ¢, v, E:
wenn
(1) c€Adrg & v e Varg & adr-gradg(c) =n &
(2) (a) E ist Funktion & {v, ¢} U Substrelevg(v)“{c} C Dom(FE) &
(b) Vz(z € {v, ¢} U Substrelevg(v) “{c} =
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= FE, € CAdrs & catg(Ey) = (0, catg(z), catg(z)) &
& Vz(z € CAdrs & catg(z) = catg(z) = 0 gy By s (2, 2))) &
(3) fiir alle P, w:
wenn
(a) P paBt auf u tiber S &
(b) P.gu € Substrelevg(v) “{c} &
(c) Va(z € {P} U Ran(u) & z € Substrelevg(v) " {P.gu} =z
erfillt fir v die Substituivitéitsbedingung bzgl. E,, E, iiber S ),
dann

(d) P.gu erfiillt fiir v die Substituivitétsbedingung bzgl. E,, Ep..,
iiber S,
dann

(4) c erfiillt fiir v die Substituivitdtsbedingung bzgl. E,, E. iiber S}

und beweisen durch N-Wertverlaufsinduktion

(A) NC M.
Angenommen also, n € N & Vm(m <yn=m € M).
Angenommen, die Voraussetzungen (1),...,(3) in M sind fiir n, ¢, v, E erfiillt.

Dann sind die Bedingungen (1), ..., (3) im Definiens der Definition 2.6.1 mit ¢
fiir ¢, v fiir v, Ey fiir Fy und E, fiir E; erfiillt. Es ist noch Bedingung (4) im
Definiens der Definition 2.6.1 mit c fiir ¢, v fiir v, E, fiir Fy und E. fiir E; zu
beweisen.

Angenommen,

(5) a,b e CAdrg & catg(a) = catg(v) = catg(b).

Angenommen,

(6) w ist Abzdhlung von (Freeg“ {c})\ {v} & p ist Abzdhlung der Linge
Dom(w) in Parg \ (TAdrg “{a, b, c}) & Vk(k € Dom(w) = catg(wy) =
cats(p))-

Sei

(7) ¢ = SSubstg ' (p, w, ¢).

Dann ist zu beweisen

(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ecug (Substs ‘(a, v, ), Substg (b, v, ¢)).

Dan €N, ist n = 0 oder n > 0.

Fall 1: Angenommen, n = 0.

Dann adrgradg(c) = 0. Dann ¢ € AtAdrg. Wir untersuchen zwei Unterfélle:

Fall 1.1: Angenommen, ¢ = v.

Dann ist Substg ‘(a, v, ¢) = a & Substg‘(b, v, ¢) = b, und mit der Refle-
xivitdt von Fg folgt {E, .g (a, b)} Frs Ey .g (a, b). Dann {E, .g (a, b)} Fpq
Ey .s (Substs ‘(a, v, ¢),Substg ‘ (b, v, ¢)). Wegen ¢ = v ist E; = E¢; also
{Ey s (a, b)} Frg Ec g (Substg * (a, v, ¢), Substg ‘ (b, v, ¢)). Wegen ¢ = v ist
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(Frees “{c}) \ {v} =0, also w = 0 = p, also SSubsts ‘ (p,w,c) = ¢, also ¢/ = c.
Also gilt
(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substs (b, v, c’)).
Fall 1.2: Angenommen, ¢ # v.
Fall 1.2.1: Angenommen, ¢ € Varg. Dann ist (Freeg" {c})\{v} = Frees" {c} =
{c}. Dann ist w = (c¢) und p = (po), also ¢’ = SSubstg ‘(p, w,c) = pg. Dann
ist Substg ‘ (a, v, ¢/) = pg = Substg * (b, v, ¢’). Da pg € CAdrs & catg(pog) =
catg(wq) = catg(c), folgt mit der angenommenen Voraussetzung (2)(b) von M
0 Frg Ec w5 (Pg, Pp)- Dann folgt mit der Monotonie von Fg {Ey . (a, b)} Fpgq
Ec.s <p07 p0>‘ Also gilt
(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substs * (b, v, ’)).
Fall 1.2.2: Angenommen, ¢ ¢ Vars. Dann Substs ‘ (a, v, ¢) = ¢ = Substg (b,
v, ¢)). Ferner ist ¢ € CAdrg und es folgt mit der angenommenen Vorausset-
zung (2)(b) von M 0 Fgy Ec .g (c, ¢). Dann folgt mit der Monotonie von Fg
{Ey s (a, b)} Frg Ec s (c, ¢). Also gilt

{Ey s (a, b)} Frq Ec.g (Substs * (a, v, ¢), Substg * (b, v, ¢)).
Nun ist Freeg “{c} = 0, also (Freeg “{c}) \ {v} = 0, also w = 0 = p, also
SSubsts ‘ (p, w,c) = ¢, also ¢/ = ¢. Also gilt
(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substg * (b, v, ).
Also gilt im Fall 1.2
(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substg * (b, v, ¢)).
Also gilt im Fall 1
(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substs * (b, v, ).

Fall 2: Angenommen, n >y 0.
Dann adrgrads(c) >y 0. Dann 303t (O pafit auf ¢ iiber S & ¢ = O.gt).
Seien O, t so. Dann

(9) ¢ = Ougt.
Es ist v € Freeg “ {c} oder v ¢ Freeg “{c}.

Fall 2.1: Angenommen, v ¢ Freeg " {c}.

Dann v ¢ Freeg “ {c¢'}.

Dann Substg ‘(a, v, ¢/) = ¢’ = Substg (b, v, ¢/), und ¢ €CAdrg &
catg(c’) =catg(c). Dann folgt mit der angenommenen Voraussetzung (2)(b) von
M 0 Fpg Ec . (¢, ¢). Dann folgt mit der Monotonie von Fg {E, .g (a,b)}
0 Frg Ec s (¢, ). Also {Ey .g (a,b)} 0 Fpg (Substg ‘(a, v, ¢), Substg (b, v,
c’)). Also gilt im Fall 2.1

(8) {Ev.s (a, b)} Frg Ec.g (Substg *(a, v, ¢’), Substg (b, v, ¢/)).

Fall 2.2: Angenommen, v € Freeg " {c}.
Aus der angenommenen Voraussetzung (3) in M folgt mit O fiir P
und t fiir u
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(10) wenn
(a) O pafit auf t iiber S &
(b) O.st € Substrelevg(v) “{c} &
(¢) Vz(x € {O}URan(t) & x € Substrelevg(v) “ {0 .gt} = z erfiillt fiir
v die Substituivititsbedingung bzgl. E,, E, iiber S)
dann
(d) O.st erfiillt fiir v die Substituivitétsbedingung bzgl. E,, Eg.q iiber S.

Aus (d) folgt mit (5), (6), (7) und Definition 2.6.1 die zu beweisende
Aussage

{Ey «s (a, b)} Frg Ec g (Substg ‘' (a, v, /), Substg ' (b, v, ¢)).
Um die zu beweisende Aussage (8) zu beweisen, geniigt es also, die
Bedingungen (a), (b), (c) in (10) zu beweisen.
Nun gilt Voraussetzung (a) in (10) nach Einfiihrung von O, t, und
Voraussetzung (b) in (10) folgt mit Definition 2.6.3 und der Annahme von Fall
2.2. Es ist also noch Voraussetzung (c) in (10) zu beweisen.
Angenommen,

(11) x € {O}URan(t) & x € Substrelevg(v) “{O.g t}}.

Dann adrgrads(x) <y adrgrads(c), also adrgrads(x) <y n. Dann folgt
mit I.V.

(12) adrgradg(x) € M.

Um (12) auszunutzen, beweisen wir als (13), (14), (15) die Voraussetzungen
(1), (2), (3) in M mit adrgradg(x) fiir n, x fiir ¢, v fiir v und E fiir F.

(13) x € Adrg & v € Varg & adrgradg(x) = adrgradg(x).

Beweis: Nach Einfiihrung von O, t pafit O auf t iiber S. Dann O € Adrg und
Ran(t) C Adrg; also x € Adrs. Und nach der angenommenen Voraussetzung
(1) von M ist v € Varg.
(14) (a) E ist Funktion & {v, x} USubstrelevg(v) " {x} C Dom(E) &
(b) Yy(y € {v, x} U Substrelevg(v) “{x} =

= E, € CAdrs & catg(E,) = (0, cats(y), cats(y)) &

& Vz(z € CAdrg & catg(z) = cats(y) = 0 Frg Ey o5 (2, 2))).
Beweis fiir (a): Nach der angenommenen Voraussetzung (2)(a) von M ist E
Funktion und v € Dom(E). Nach Annahme (11) ist x € Substrelevg(v)“ {O.gt}
und nach der angenommenen Voraussetzung (2)(a) von M ist Substrelevg(v)" {O.g
t} € Dom(E), also x € Dom(E). Sei z € Substrelevg(v) “ {x}; dann folgt mit
Theorem 2.6.6 und x € Substrelevg(v)“ {c} z € Substrelevg(v) " {c}; dann folgt
mit Substrelevg(v) “{c} € Dom(E) z € Dom(E); also Substrelevg(v) “{x} C
Dom(E). Insgesamt gilt also {v, x} USubstrelevg(v) " {x} C Dom(E).
Beweis fiir (b): Angenommen, y € {v,x}USubstrelevg(v) “{x}. Wenn y =
v, dann folgt mit der angenommenen Voraussetzung (2)(b) von M das Kon-
sequens von (14)(b); wenn y = x, dann folgt mit Annahme (11) und (9) y
€ Substrelevg(v)“ {c}; dann folgt mit der angenommenen Voraussetzung (2)(b)
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von M das Konsequens von (14)(b). Wenn y € Substrelevg(v) ' {x}, dann folgt
mit Theorem 2.6.6 und Annahme (10) y € Substrelevg(v) “ {c}; dann folgt mit
der angenommenen Voraussetzung (2)(b) von M das Konsequens von (14)(b).

(15) fiir alle P, u:

wenn

(a) P pafit auf u iiber S &

(b) P.su € Substrelevs(v) “ {x} &

(c¢) Yy(y € {P} U Ran(u) & y € Substrelevg(v) “{P.s u} = y erfiillt
fir v die Substituivitétsbedingung bzgl. E,, E, iiber S ),

dann

(d) P.gu erfiillt fir v die Substituivitdtsbedingung bzgl. E,, Ep.q, iiber
S.

Beweis: Angenommen, die Voraussetzungen (a), (b), (c) gelten fiir P, u. Dann
sind die entsprechenden Voraussetzungen (a), (b), (c¢) in der angenommenen
Voraussetzung (3) von M erfiillt: fiir (a) und (c) folgt dies direkt, und fiir (b)
mit (11), Theorem 2.6.6 und (9). Dann folgt mit der angenommenen
Voraussetzung (3) von M P.gu erfiillt fiir v die Substituivitdtsbedingung bzgl.
Ey, Ep.gu liber S.

Mit (13), (14), (15) sind die Voraussetzungen (1), (2), (3) in M mit
adrgradg(x) fiir n, x fiir ¢, v fiir v und E fiir E bewiesen, und es folgt mit
adrgradg(x) € M

x erfiillt fiir v die Substituivitdtsbedingung bzgl. E., Ey iiber S.

Damit ist auch Voraussetzung (c) in (10) bewiesen.
Dann folgt mit (10)

O.st erfiillt fiir v die Substituivitdtsbedingung bzgl. Ey, Eq.¢ liber S.
Dann folgt mit Definition 2.6.1 und (5), (6), (7)
{Ey s (a, b)} Frg Ec us (Substs * (a, v, /), Substg (b, v, ¢)).
Also gilt im Fall 2.2
(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substs * (b, v, ).
Also gilt im Fall 2
(8) {Ey.s (a, b)} Frg Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substs * (b, v, ).
Also gilt
(8) {Ey.s (a, b)} Fry Ec.g (Substs * (a, v, ¢’), Substs * (b, v, ).
Mit (8) folgt Bedingung (4) im Definiens von Definition 2.6.1 mit c fiir ¢, v fir

v, Ey fir £y und Ec fiir £, und es folgt mit Definition 2.6.1 das Konsequens
(4) des Konditionals von M

c erfiillt fiir v die Bedingung der Substituivitit bzgl. E,, E. iiber S.
Dann ist n € M.

Damit ist (A) durch N-Wertverlaufsinduktion bewiesen, und mit (A) folgt sofort
die Behauptung des Substituivitétstheorems 2.6.7. |
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A.8 Beweise in Abschnitt 2.7

Beweis fiir 2.7.15

Angenommen, S ist eine Logik-Basis und Rflxs € HRg. Sei p € Reflexg. Dann ist
(p, 0) € Rflxg. Dann folgt mit Rflxg € HRg & (p, 0) € Rflxg & Ran(0) C Fg
(weil Ran(0) = 0) und Theorem 2.1.9 (2) p € Fg. Also ist Reflexs C Fg. [ ]





