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Avant-propos

Cet ouvrage est destiné aux étudiants des premiers cycles uni-
versitaires, aux éléves des classes préparatoires aux grandes
écoles scientifiques, ainsi qu'a tous ceux qui désirent s'initier
au calcul des probabilités et a la statistique. Il intéressera
spécialement les étudiants en sciences économiques et ceux du
premier cycle des études médicales et dentaires (P.C.E.M) ou de
pharmacie.

C'est avant tout un livre d'initiation qui vise a l'acquisition
de techniques de base, plutdt qu'a 1l'étude de théories mathémati-
ques fines ou de problémes philosophiques posés par les notions
de probabilité ou d'induction statistique. Afin de répondre aux
difficultés que rencontrent les étudiants pour passer du cours
aux applications, l'ouvrage réunit des rappels détaillés de cours
visant & familiariser le lecteur avec les notions essentielles,
de nombreux exemples d'application, ainsi qu'une centaine d'exer-
cices classés par ordre de difficulté croissante et suivis de
corrigés succints, permettant de mettre en pratique et de contrd-
ler les connaissances.

On expose d'abord les grandes lignes de la statistique descriptive,
ou il s'agit essentiellement de présenter les données sous une
forme immédiatement exploitable, en les réduisant & quelques
paramétres caractéristiques. Aprés des rappels d'analyse combi-
natoire, on introduit les principes généraux du calcul des pro-
babilités, en montrant les possibilités d'utilisation de l'algébre
des ensembles qui est de plus en plus familiére aux étudiants. Les
différentes lois de probabilité usuelles sont ensuite étudiées et
leurs conditions d'application examinées. La derniére partie de
l'ouvrage introduit a la statistique inductive qui, gréce a
1'assimilation des observations expérimentales aux lois théoriques
et a l'application de tests, fournit des éléments de décision.

Les exercices proposés se rapportent a des domaines variés :
économie, médecine, jeux, etc... De nombreux problémes proposés
ces derniéres années aux concours de P.C.E.M sont donnés avec
leurs corrigés.






1. Introduction

I. LA STATISTIQUE

De nombreux domaines de la connaissance pratique s'ap-
puient sur 1l'étude de collections homogénes d'objets ou de
personnes. La statistique est un ensemble de méthodes permet-—
tant de dégager les caractéristiques ou la répartition de ces
objets en fonction de critéres d'étude déterminés.

Ces méthodes tirent leur justification théorique de cer-
taines constructions mathématiques (théorie des probabilités,
algébre linéaire, etc.), mais c'est le domaine d'application
qui justifie le choix de la méthode et 1'interprétation des
résultats obtenus. Il est relativement fréquent que des con-
clusions erronées soient tirées d'une &tude statistique par-
faitement cohérente en théorie (c'est souvent le cas des
sondages d'opinion en période &lectorale). Il est donc es-—
sentiel de ne pas réduire la statistique 3 1l'application méca-

nique de formules.

II. NOTIONS DE BASE

La collection d'objets ou de personnes étudiée est appe-

1ée population ou univers.

Un objet ou une personne sur lesquels porte l1'étude est

appelé individu (individu statistique).

Les crité@res étudiés constituent des caractéres.

On peut préciser ces notions sur 1l'exemple suivant, ex-
trait d'une feuille de recensement relative aux logements
occupés par les ménages dans une commune industrielle du Nord

de la France.
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Questionnaire (partiel) relatif aux logements occupés par

les ménages.

La population statistique est constituée ici par 1l'en—
semble des ménages de la commune. Les caractéres, qui corres-
pondent aux questions posées sont de deux types :

- on ne peut associer i certains d'entre eux ni une
valeur numérique, ni un ordre naturel (par exemple : le type
de logement). De tels caractéres sont appelés caractéres
qualitatifs ;

- certains caractéres prennent des valeurs numériques

[

(par exemple : le nombre de piéces d'habitation). Ce sont

des caractéres quantitatifs.

Un caractére continu est un caractére quantitatif qui
peut prendre toutes les valeurs numériques d'un intervalle
déterminé (par exemple : la surface habitable).

Un caractére discret (ou discontinu) est un caractére

qui ne peut prendre que des valeurs numériques isolées dans

un intervalle (par exemple : le nombre de piéces d'habitation).
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Un tel recensement peut étre général (et porter par
exemple sur 1'ensemble des ménages d'une grande ville) ou
partiel (ne porter que sur une partie seulement de ces ména-
ges): D'une maniére générale, on appelle &chantillon la
partie de la population statistique sur laquelle porte 1l'en-
quéte.

L'effectif ou fréquence absolue associée 3 une valeur

d'un caractére est le nombre de fois ol cette valeur du carac-
tére a été observée.

La fréquence relative associée 3 une valeur d'un carac-

tére est le rapport.de la fréquence absolue correspondant 3
cette valeur du caractére au nombre d'individus de 1'échan-
tillon.

Une série statistique, ou distribution statistique, asso-

ciée 3 un caractére, est l'ensemble des valeurs du caractére,
avec en regard, les fréquences absolues ou relatives corres-—
pondantes. )

Les statistiques désignent communément les données rela-
tives A une méme caractéristique ou encore les résultats
obtenus 3 partir de ces données. Par exemple : les statisti-
ques de l'emploi ou du chdmage, les statistiques d'une certaine

maladie.

III. LA METHODE STATISTIQUE

D'une maniére générale, la statistique considére des phé-
noménes qui ne sont pas toujours accessibles a l'expérience.
Par suite de la multiplicité des causes, on ne peut comme en
physique par exemple, fixer un certain nombre de paramétres
et &tudier 1'évolution du phénoméne. La méthode statistique
comporte essentiellement trois phases :

- une phase matérielle ol il s'agit de rassembler des
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données, de les regrouper et de les présenter sous forme de
tableaux ou graphes ; v

- une phase analytique qui consiste 3 réduire les don-
nées 3 un nombre limité de paramétres caractéristiques (mo-
ments d'ordre 1, 2, 3, ...) susceptibles de décrire la série
statistique. L'ensemble de ces deux phases constitue l'objet
essentiel de la statistique descriptive (ou déductive) dont
les résultats restent limité@s aux échantillons étudiés ;

- une phase interprétative, qui est 3 la base de la
statistique inductive, et qui permet de déduire des résultats
obtenus sur un &chantillon des conclusions relatives 3a 1l'en-
semble de la population d'ol est extrait cet &chantillon.

Ces conclusions doivent tenir compte de la marge d'erreur due
au fait que les données sont seulement partielles. Les métho-
.des utilisées n'ont de sens que si elles sont justifiées par

des résultats ultérieurs.



2. Tableaux et graphes

Une enquéte statistique comporte toujours une phase ini-
tiale ol i1 s'agit de collecter des renseignements, suivie
d'une phase de dépouillement qui consiste 3 passer des données
brutes 3 des tableaux ou 3 des graphes qui se prétent mieux a
1'analyse et l'interprétation.

La maniére dont 1'enquéte est effectuée est évidemment
trés importante. En particulier, si l'on espére déduire des
résultats obtenus sur un échantillon des conclusions relati-
ves 3 toute la population, il convient de s'assurer que 1'é-
chantillon est bien représentatif de cette population, ce qui
sera précisé dans la théorie de 1l'échantillonnage (cf. chap. 7).
Cependant 1'objet du présent chapitre sera limité 3 1'é@tude

des différentes manidres de présenter une série statistique.



A. TABLEAUX

I. TABLEAU DE FREQUENCES A UN CARACTERE

Ce tableau établit la correspondance entre deux séries
de nombres, l'une constituée par les valeurs du caractére
étudié, 1'autre par les effectifs correspondants (ou les fré-

quences relatives correspondantes).

. Exemple d'une série quantitative discréte
q

L'échantillon est un immeuble de 64 familles, le carac-

tére étudié étant le nombre d'enfants par famille.

Nombre .

d'enfants 0 ! 2 3 4 5 |Total
Nombre de

familles 16 18 14 11 3 2 64
Fréquence

relative 0,250 0,281 0,218] 0,172| 0,047( 0,031 1

Tableau 2.1

. Exemple d'une série qualitative

L'échantillon est 1'immeuble de 64 familles de 1'exemple
précédent, le caractére est la profession du chef de famille,

d laquelle on attribue un code d'une maniére arbitraire.

La correspondance valeur du caractére - effectif corres-

pondant, définit une fonction dite fonction de distribution,

qui sera développée au chapitre 3.
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Pxofessidnﬁ"v,  ;¥?1§°4ea~“

Ouvriers et employés 1
Cadres moyens et supérieurs| 2
Commergants 3
Fonctionnaires 4

5

Professions libérales

Tableau 2.2

II. TABLEAU DE FREQUENCES CUMULEES

La série statistique du tableau 2.1 peut étre présentée

sous une forme dite cumulée, des deux maniéres suivantes :

. Cumul par valeurs inférieures ou effectifs cumulés croissants

INombfé‘di§n‘
Moins de | enfant 16 familles
" 2 enfants 16 + 18 = 34 "
" 3 34 + 14 =48 "
" 4 48 + 11 =59 "
" 5o 59+ 3=62 "
" 6 " 62 + 2 = 64 "

Tableau 2.3
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. Cumul par valeurs supérieures ou effectifs cumulés décrois-—

sants

Nombre diﬁﬂfantsf”v e it
0 enfant ou plus ‘ 64 familles
| enfant " " 64 — 16 = 48 "
2 enfants " 48 - 18 = 30 "
3 " " " 3 - 14 = 16 .,
N "’ " " 16 = 11 = 5 "
> ¥ " " 5 - 3= 2 "
Tableau 2.4

La correspondance valeur du caractére — effectif cumulé

correspondant, définit une fonction dite de répartition, qui

sera également développée au chapitre 3.

III. TABLEAU DE FREQUENCES A DEUX CARACTERES

Si 1'on s'intéresse a deux caractdres différents dans un
méme échantillon, il est possible de représenter 1l'ensemble
des renseignements dans un méme tableau (tableau & double

entrée).

. Exemple de tableau de fréquences d deux caractéres

L'échantillon est le méme que précédemment. Le caractére
X est le nombre de personnes vivant dans un appartement, le
caractére Y est le nombre de piéces par appartement. L'inter-
section d'une ligne et d'une colonne du tableau est le nombre
de fois ol l'on a observé X personnes vivant dans un apparte-
ment de Y pidces. Par exemple, on a observé 7 fois 3 personnes

vivant dans un appartement de 3 piéces.
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5 ' i Total nombre

¢ 3 3 4 2 6 d'appartements
8 5 2 0 0 15

5 7 4 2 0 18

3 6 8 9 5 31

16 18 14 11 5 64

Tableau 2.5

IV. CAS D'UNE SERIE QUANTITATIVE CONTINUE

Afin de rendre la série statistique plus commode 3 é&tudier,
il est nécessaire de regrouper les valeurs du caractére en
intervalles successifs et contigus, tels que dans chaque inter-—
valle ou classe, on ne distingue pas les valeurs du caractére
qui y sont comprises. Les nombres entre lesquels sont comprises

ces valeurs constituent les limites de classe. Dans chaque

classe, on remplace les valeurs du caractére observées par une
valeur unique, celle du milieu de 1l'intervalle ou centre de

classe.
. Exemple

Une enquéte portant sur la taille des individus d'une cer-
taine collectivité de 80 personnes a permis de dresser le
tableau suivant ol 1'on a adopté un intervalle de classe de

0,05 m.
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Effectifs

Bffactifs

Centres ;
Classes |Limites de Effectifs| cumulés [cumulés dé-
classe croissantsicroissants
1,545 80
1,55-1,59 1,57 3
1,595 3 77
1,60-1,64 1,62 12
1,645 15 65
1,65-1,69 1,67 18
1,695 33 47
1,70-1,74 1,72 25 .
1,745 58 22
1,75-1,79 1,77 15
1,795 73 7
1,80-1,84 1,82 5
1,845 78 2
1,85-1,89 1,87 2
1,895 80
80

Tableau 2.6

On peut remarquer que les effectifs cumulés croissants

correspondent aux frontiéres supérieures des classes, et les

effectifs cumuléds decroissants aux frontiéres inférieures

des classes.




B. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

Les représentations graphiques ont 1'avantage d'offrir une
meilleure vue d'ensemble de la série statistique que les ta-
bleaux. Elles permettent par simple lecture, de voir les carac-
téristiques essentielles de la série, et aussi de comparer des

séries différentes.

I. CARACTERE DISCONTINU. DIAGRAMME EN BATONS

Lorsque le caractére est discontinu, on utilise le dia-

gramme en bdtons : les valeurs du caractére sont portées en

abscisses, les fréquences correspondantes sont représentées
par des traits pleins, en ordonnées.
Si 1'on joint les sommets des batons, on obtient le poly-

gone des fréquences.

Exemple 1

Diagramme en batons du tableau 2.1 repris en 2.7

Nombre d'enfants | Fréquences | Fréquences relatives
0 16 0,250
1 18 0,281
2 14 0,218
3 11 0,172
4 3 0,047
5 2 0,031
64 ]

Tableau 2.7
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fréquences
fréquences relatives

20

10

Figure 2.1

0 1 2 3 4 5

nombre d'enfants
Exemple 2

Diagramme des fréquences cumulées des tableaux 2.3 et

2.4, repris en 2.8 et 2.9.

lNombre Fréquences
d'enfants cumulées
croissantes |

Moins de | 16
34
48
59
62
64

N U &~ wN

Tableau 2.8 Tableau 2.9

Le graphe des fréquences cumulées (appelé aussi diagramme
intégral) ne met pas en évidence les différences et ne fait
g p

pas ressortir la fréquence maximum (fig. 2.2).
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Pour chaque valeur du caractére la somme des fréquences
cumulées croissante et décroissante est &videmment &gale a
1'effectif total.

Ces graphes étant constitués par un ensemble discontinu
de points (les sommets des batons), l'interpolation entre
points successifs n'a pas de sens. On peut aussi bien adopter
une fréquence constante entre les valeurs discrétes du carac-

téere (fig. 2.3).

croissantes

.

décroissantes

nombre d'enfants nombre d'enfants

Figure 2.2 Figure 2.3

II. CARACTERE CONTINU. HISTOGRAMME

Dans le cas d'un catactére continu, on utilise 1'histo-
gramme, qui constitue une généralisation du diagramme en b3toms

3 la notion de classe.
a) Séries 3 classes égales

Chaque classe est représentée par un rectangle dont la

base est égale d 1'intervalle de la classe et dont la hauteur
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est égale a l'effectif correspondant. L'histogramme est cons-

titué en fait par le contour polygonal enveloppant 1'ensemble

de ces rectangles.

Le polygone des fréquences absolues (ou des fréquences

relatives) s'obtient en joignant les points dont les abscisses

sont les milieux des différentes classes et dont les ordonnées

sont les effectifs (ou les fréquences relatives) correspon-

dants.

. Exemple

Histogramme relatif au tableau 2.6 (repris en 2.10).

Classes Limites Cez:res Effectifs ?Zigﬁiggé'iiiﬁigzigé-
classe croissants|croissants

1,545 80
1,55-1,59 1,57 3

1,595 3 77
1,60-1,64 1,62 12

1,645 15 65
1,65-1,69 1,67 18

1,695 33 47
1,70-1,74| - 1,72 25

1,745 58 22
1,75-1,79 1,77 15

1,795 73 7
1,80-1,84 1,82 5

1,845 78 2
1,85-1,89 1,87 2

1,895 80

“80

Tableau 2.10
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fréquence fréquence
absolue relative
0,50

30
20- 0,25
10 histogramme
o—e polygone des
fréquences

1,595
1,645
1,695
1,745
1,795

Figure 2.4

. Aire de l'histogramme

C'est l'aire comprise entre 1l'histogramme et 1'axe des
abscisses. Dans le cas d'un histogramme des fréquences absolues,
cette aire est évidemment proportionnelle au produit de 1'in-
tervalle de classe par l'effectif total. Dans le cas d'un his-
togramme des fréquences relatives, si l'intervalle de classe
est pris comme unité, l'aire est égale a l'unité, puisque la
somme des fréquences relatives est elle-méme égale a 1l'unité.
L'aire comprise entre le polygone des fréquences et 1l'axe des
abscisses est égale 3 celle de l'histogramme, puisque, comme
on peut le voir sur la figure 2.4, les surfaces non communes

a ces deux aires se compensent deux par deux.

. Polygone des effectifs cumulés

En observant que les effectifs cumulés croissants cor-

respondent aux frontiéres supérieures des différentes classes,

et les effectifs cumulés décroissants aux frontiéres infé-
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rieures des classes, on peut, & 1'aide du tableau 2.10,

construire les polygones des effectifs cumulés suivants :

effectifs Tfréquences

relatives
80

60
40}

20

vy N N N
2REILG I
o O O I~ I~ 0 0
® o @& =« .
— - - ‘-nﬁu-( e R Flgure 2.5

On peut remarquer que pour chaque valeur du caractére,
la somme des effectifs croissants et des effectifs décrois-

sants est égale 3 1'effectif total.

.
'
H

Remarque

L'intérét de ces représentations cumulées apparaitra
un peu plus tard, a 1l'occasion de 1'analyse des séries

statistiques.
b) Séries 3 classes inégales

Si 1l'on veut que l'aire de l'histogramme soit toujours
proportionnelle 3 l'effectif, il est nécessaire de tenir compte
de 1'inégalité des classes. On opére alors de la maniére sui-
vante : une classe dont l'étendue est égale a n fois 1l'inter-
valle de classe fondamental, est représentée avec une ordonnée
égale 3 1'effectif de cette classe divisé par n, de telle

sorte que l'aire relative 3 cette classe sdéit bien proportion—

nelle 3 son effectif.
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. Exemple
Une enquéte portant sur les salaires mensuels pergus dans

une certaine entreprise a fourni les renseignements suivants

Salaire mensuel en F. Effectifs
Entre 2 000 et 3 000 34
" 3 000 et 4 000 52
" 4 000 et 5 000 60
" 5 000 et 6 000 20
" 6 000 et 7 000 8
" 7 000 et 11000 6
180

Tableau 2.11
La derniére classe, de 7 000 3 11 000 F vaut 4 intervalles

de classe, il faut donc réaménager sa présentation ainsi :

Salaire mensuel en F. ) Effectifs
Entre 7 000 et 8 000 1,5
' 8 000 et 9 000 1,5
' 9 000 et 10000 1,5
' 10 000 et 11000 1,5

Tableau 2.12

Cette répartition de 1l'effectif dans la derniére classe

ne correspond bien siir 4 aucune réalité, elle conserve toute-
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fois un sens 3 l'histogramme et aux conclusions qu'on peut en

tirer.

effectif

50

25«&

Figure 2.6

— :
O 0 090 0O Q0 O OO0 8
SO0 OO O o & o
888883883833
NN N O ™~ 0 O
QO
e
salaire mensuel
. Autre exemple
Salaires mensuels pergus
a 1'échelle nationale dans
Nombre de salariés
en miliers

I1'industrie et le commerce

(Le Monde 8/3/77)

Les classes adoptées sont
inégales. Les ordonnées (axe
horizontal) ne sont pas pro-
portionnelles a l'effectif.
Elles sont obtenues en divi-—
sant l'effectif (représenté
par les nombres encadrés) par

la classe correspondante.

& temps complet,

[emea.

b
s Sdun e o e a1 tr 1 |




EXERCICES CHAPITRE 2

B. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

I. On recense dans 1 000 hdpitaux d'un pays européen le

cas d'une maladie inconnue.

On trouve les résultats suivants :

Nombre de malades

Nombre d'hdpitaux

150

350

300

100

50

Représenter graphiquement les données. Calculer les

-fréquences relatives.

4

SOLUT ION
fréquencesA
absolues

400
300
2004
1004

0

4

}o,30

0,20

- 0,10

fréquences

relatives
0,40

l. nombre de
5 malades
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Nombres de malades| 0 1 2 3 4 5

Nombre d'hdpitaux | 50 150 {350 {300 [100 |50

On remarque que la somme des fréquences absolues est

1 000 et que la somme des fréquences relatives est 1. L

II. Reprendre la série de l'exercice I précédent.

1°) Construire un tableau donnant le pourcentage d'h8pitaux
ou le nombre de malades est inférieur 3 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou

6. Représenter graphiquement les données de ce tableau.

2°) Construire un tableau donnant le pourcentage d'hdpitaux
ou le nombre de malades est &gal ou supérieur a 0, 1, 2, 3,

4, 5 ou 6, en faire la représentation graphique.

SOLUT ION

1°)

Nombre de malades Nombre
inférieur 2a d'hdpitaux

Pourc

200
550
850
950
1 000

o U R W N
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Afréquence A
absolue %
100 | 100
) 95
4 85
500_] 33
] 20
. i >
o 1 2 3 4 5 6
2°%)
Nombre de malades Nombre
P P S R Pourcentage
€gal ou supérieur 3|d'hOpitaux
0 1 000 100
1 950 95
2 800 80
3 450 45
4 150 15
5 50 5
6 0 0
A n
}fréquence %
absolue
100 100
b 95
] 80
500 - 45
7 |15
i 5
o 1 2 3 4 5 6
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III. Dans une usine, on a relevé les horaires d'arrivée de

800 personnes

£, = classe des|[8 h 45 |[[8 h 50 [8 h 55 [9 E 00 |[9 h 05
temps en heures| 8 h 50] | 8 h 55]| 9 h 00]{ 9 h 05} | 9 h 10]

[R=a

ni = nombre

4 10 26 110 150
de personnes

ti=classe des|[9 h 10 |[[9h 15 [[9 h 20 [[9h 25 |[[9h 30
15| 9 h 201 9 h 25]| 9 h 30]| 9 h 35]

O
=

temps en heures

. o= b
i T nombre 200 150 100 40 10

de personnes

1°) Représenter l'histogramme de cette distribution.

2°) Tracer le polygone de fréquences

SOLUTION

1°) Histogramme : courbe 1 a 4

2°) Polygone de fréquences
courbe 2 2004

150
1004

504

. 8h45 8hSS 9h0S5 9h15 9h25 Oh35 i
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IV. On effectue l'analyse de sang de 60 personnes qui ont
manipulé un gaz toxique. La mesure du taux de leucocytes,

3 - .
par mm , donne les résultats suivants :

3000 § X; < 4000 n, = 10

4000 ¢ X, < 10000 n; = 48

10000 < X, < 12000 n, = 12
1 1

n. représente le nombre de gens dont le taux de leucocytes
par mm~ est Xi‘ Représenter l'histogramme de cette série

~

quantitative 3 classes inégales.

SOLUTION

En adoptant un intervalle de classe de 1000, la 2&me
classe vaut 6 intervalles de classe et la 3éme en vaut 2. En
effectuant une équipartition de 1'effectif entre les diffé-

rents intervalles de classe, on obtient le tableau suivant :

my

B

3000 < X; < 4000 10
4000 < X; < 5000 8
5000 s X; < 6000 8
6000 < X, < 7000 8
7000 < X, < 8000 8
8000 ¢ X, < 9000 8
9000 < X; < 10000 8
10000 < X; < 11000 6
11000 < ; < 12000 6
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d'ol 1'histogramme :

10 4

8 4

6

4

2




3. Analyse d’une distribution de fréquences

Les points de départ de cette analyse ont été exposés
dans le chapitre précédent. Ils consistent & regrouper les
données, en procédant éventuellement 3 un découpage en
classes (caractére continu), et & présenter sous forme de
tableaux ou de graphes, les fonctions de distribution et de

répartition correspondantes.

Fonction de distribution : on désigne ainsi 1'ensemble

des couples constitués par les valeurs du caractére et les
fréquences absolues ou relatives correspondantes. La repré-
sentation graphique de cette fonction - appelée parfois dia-

gramme différentiel - n'est autre que l'histogramme (voir fig.

2.4) dont une propriété essentielle est que les aires des
différents rectangles sont proportionnelles aux effectifs

correspondants.

Fonction de répartition : c'est 1'ensemble des couples

constitués par une valeur du caractére et
a) soit la somme des effectifs ayant moins que cette

valeur du caractére (diagramme intégral croissant)

b) soit la somme des effectifs ayant cette valeur du

caractére ou plus (diagramme intégral décroissant).

Les graphes sont les courbes cumulatives respectivement
par valeurs inférieures et par valeurs supérieures décrites

précédemment (voir tableau 2.10 et fig. 2.5).
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La phase suivante est celle de la réduction des données,
qui consiste 3 substituer 3 la distribution étudiée, quelques
paramétres en nombre réduit, dont les valeurs numériques don-—
neront un résumé@ relativement suffisant de 1'information
contenue dans la distribution de fréquences. Parmi ces para-
métres, on distingue :

a) les paramétres de position (moyenne, médiane, etc.)

qui permettent de se rendre compte de 1l'ordre de grandeur de
1'ensemble des observations et de localiser la zone des fré-
quences maximum ;

b) les paramétres de dispersion (&écart moyen, écart type,

qui précisent le degré de dispersion des différentes observa-

tions autour d'une valeur centrale.

et



A. PARAMETRES DE POSITION

&

L. LES MOYENNES

La notion de moyenne est assez commune : il est fréquent
je réduire un ensemble fini de nombres i une 'valeur moyenne"
afin de donner une idée de l'ordre de grandeur des &léments
de cet ensemble. Cependant, il existe plusieurs maniéres de

calculer une 'valeur moyenne'" suivant sa signification.

1. La moyenne arithmétique

Symbole de sommation :
Soit X|s Xy, Xg ... X une suite finie de nombres. Par

définition

n
2: X; =Xy + %, + X4 oot ox
i=1
Les propriétés de ce symbole de sommation sont les sui-
vantes :
- si a est une constante, d'aprés la définition précé-

dente, on a immédiatement :
n

X,

S oax a3
1 K
i=1

- en considérant le cas ol X| = Xy = x3 = ... =X

déduit :

n
:E a=na
i=1
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- soit Yys ¥p» Y3 -+ ¥y, une autre suite finie de nombres.

D'aprés la méme définition, on a

n n
2 gty = Doxg
1=1 1=1

vy

IYi

1

Définition de la moyenne arithmétique.
Soit X|s Xys Xy +.. X une suite finie de nombres. La

moyenne arithmétique est le rapport :

X, +x, +x,+ ...+ X
1 2 3

X = o =; z Xi (3.1;

Si chaque valeur X apparalt n; fois dans la série, on peut

encore écrire

2; n. X (3.2

1

X -

B |-

En remarquant que ni/n n'est autre que la fréquence relative

fi correspondant a la valeur X;, on a aussi

3(_ = Z fl Xi (3,31
1

Exemple

Cas du tableau 2.1 repris en 3.1

l | l |
Nombre 0 1 2 3 4 5 Total
d'enfants =
Nombre de 16 18 14 11 3 2 64
familles
Fréquence |, ,510,281(0,218(0,172(0,047(0,031 i
relative . -

Tableau 3.1

Le nombre moyen d'enfants par famille est, d'aprés 1'équa-

tion (3.2)
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= (16><0)+(18><1)+(14ng+(11><3)+(3><4)+(2><5) + 1,58 enfant

ou encore, a l'aide de 1'expression (3.3)

X = (0,25%0)+(0,281x1)+(0,218%2)+(0,172%3)+(0,047x4)+(0,031x5)

~ 1,58 enfant.

2. Cas de données groupées en classes

On prend pour valeur de X les centres de classes.

. Exemple

Extrait du tableau 2.6.

Centres

de 1,57 1,62 1,67 1,72 1,77 1,82 1,87
classes
Effectif 3 12 18 25 15 5 2

Tableau 3.2

La taille moyenne d'un individu dans cette collectivité
est

g = 3x1,57)+(12x1,62)+(18x1,67)+(25x1,72)+(A5x1,77)+(5%1,82)+(2x1,87)
80

=1,707 m

3. Simplification du calcul de la moyenne

a) Changement d'origine

On prend une moyenne provisoire arbitraire %y qu'on es-—
time @tre aussi proche que possible de X, on substitue alors

i la variable X:s la variable

u, = x. - x (3.4)
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L'expression (3.2) devient

X=o2mx =g n (o +x)

su+x, (3.5)

|

Le calcul de X revient donc au calcul de u qui peut @&tre plus

simple (cf. exercices 3 A)
b) Changement d'origine et d'échelle

Si 1'intervalle de classe k est constant, on peut e
prendre comme nouvelle unité et introduire le changement de

variable

2. =L __© (3.6)

On a alors

1

X .
n 1

|
I
]
+
-
N

(3.7)

Le calcul de X revient i celui de z qui peut encore &tre plus

simple (cf. exercices 3 A).

4. Propriétés de la moyenne arithmétique

a) La somme des déviations d'un ensemble de données X,

par rapport a leur valeur moyenne X, est nulle. En effet
>n; (x; =X =3 n;x; -nX=0 (3.8)
. = 1
puisque X = a EE n, X..
b) La moyenne arithmétique des déviations x; = X est
égale a la déviation de la moyenne arithmétique des X; par
rapport 3 x .

o}
X

1 1 3z
2 Xng G mx) =g Xomg - Xn =X
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5. La moyenne géométrique

Considérons une population (au sens classique) qui s'ac-—
croit suivant une progression géométrique. Ce sera le cas,
par exemple, d'une population dont les taux de natalité et de
mortalité sont constants pendant la période envisagée.

Soient r le taux de croissance sur une période
X, 1l'effectif de la population d la date initiale to
X, l'effectif de la population a la date t, c'est &
dire au bout de n périodes.

On a alors

X, T X T
1

o
2 ~
X2 = Xl r = Xo r , etc. et par récurrence
n
X =X T
n o

Si n est pair, le milieu des n périodes sera la date tp ol
p = n/2.

On appelle moyenne géométrique des (xi) le terme corres-

pondant a tp’ soit

_ n/2
g=x T
On montre que cette moyenne géométrique est donnée par
= 1/n+1
g = (xo XXX Xy XLl X xn) (3.9)
En effet cette dernidre expression s'écrit
2 n, 1/n+l
= X
g (xo X, T X xo r’xX ... X X, T
- (x n+l rl+2+...+n)l/n+]
o
et en utilisant la relation 1+2+...+n = 2;£§ill on obtient
n+l + +
g = (xo x 0 (n 1)/2)I/n 1 _ x_ rn/2

On peut remarquer, 3 partir de l'expression (3.9), que le lo-
garithme de g n'est autre que la moyenne arithmétique des lo-

garithmes des (xi).
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6. Moyenne harmonique

Soit une
{X]’ x2’

et 1l'ensemble

Il arrive que

suite finie de nombres
X, e X
3 n}

des inverses de ces nombres

ce soit la moyenne arithmétique de ces inverses

qui ait une signification, plutdt que celle de l'ensemble ini-

tial, par exemple dans le cas de grandeurs inversement pro-

portionnelles.

On appelle moyenne harmonique des X5

(supposés non nuls)

1'inverse de la moyenne arithmétique des inverses g;d, soit

h= —u

n

i
(3.10)

LU
Zx—

1=1]

Exemple

~

Une voiture parcourt un circuit fermé 3 une vitesse de

10 km/h durant le ler tour, de 20 km/h durant le second, de

30 km/h durant le 3@me tour.

Déterminer la vitesse moyenne

de la voiture durant les trois tours.

Soit £ la longueur du circuit (en km).

La dutée totale

des 3 parcours est

L

ST

2 + 2

30

La vitesse moyenne v recherchée est donc

39 _ 3 ~
T T T = T T = 16,6 km/h
30

0720730 7107 20

On vérifie aisément que tout autre calcul de moyenne condui-

rait a un résultat erroné.
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7. Moyenne quadratique

I1 arrive que les (xi) interviennent par l'ensemble de
leurs carrés

{x 2 X Z 2 X 2}
1272 2>73 " “n

comme par exemple, en thermodynamique ol 1'on montre que la
température absolue d'un gaz est liée aux carrés des vitesses
des molécules de ce gaz.

On définit la moyenne quadratique des (xi) comme étant la

. ~ . P 2 .
racine carrée de la moyenne arithmétique des (xi ), soit

(3.11)

On montre que les différentes moyennes vérifient les iné-
galités

h<gsgx

N

q

(les &galités ayant lieu lorsque tous les nombres (xi) sont

identiques).

II. LA MEDIANE
1. Définition
La médiane est la valeur du caractére M, telle qu'il y

ait autant d'individus pour lesquels le caractére est inférieur

a M, que d'individus pour lesquels le caractére est supérieur

Me'

Pour déterminer la médiane, il est donc nécessaire de

7

considérer les effectifs cumulés croissants ou décroissants
et de chercher, le cas échéant par interpolation, la valeur du

caractére correspondant 3 50 7% de l'effectif total.
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2. Exemple

Dans le cas de la série groupée en classes du tableau 26
(repris en 3.3), on détermine d'abord, i partir des effectif:
cumulés, la classe contenant la médiane, puis la valeur de 1:

médiane par interpolation linéaire dans cette classe.

Centres 1
Classes | Limites | = de Effectifs| cumul
‘elasse |7 leroissa

1,545 80

1,55-1,59 1,57 3
, 1,595 3 77

1,60-1,64 1,62 12
1,645 15 65

1,65-1,69 1,67 18
1,695 33 47

1,70-1,74 1,72 25
1,745 58 22

1,75-1,79 1,77 15
1,795 73 7

1,80-1,84 1,82 5
1,845 78 2

1,85-1,89 1,87 2

1,895 80
80
Tableau 3.3

La moitié de 1l'effectif total est 40. Sur les effectifs
cumulés croissants, on voit que 33 personnes ont une taille
inférieure ou égale 3 1,695 m. L'interpolation linéaire dans
la classe 1,695~1,745 dont 1'effectif est de 25 personnes,
donne pour la médiane

0,05 x (40 - 33) _

M = 1,695 + 75

e

1,695 + 0,014 = 1,709 o
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3. Détermination graphique de la médiane

a) a partir de 1'histogramme

Etant donnée la signification de l'aire de l'histogramme,
la médiane n'est autre que la valeur du caractére qui coupe

1'histogramme en deux parties de surfaces égales.

. Exemple de l'histogramme de la figure 2.4 (reprise dans la
fig. 3.1).

fréquence & A fréquence
absolue relative
30 4
20+ 0,25
10 |
n N >
R 2P AT R ¥ R otaille
noon O o ~~ 000 o0
Figure 3.1 e

b) & partir des polygones des effectifs cumulés

La médiane est représentée par la valeur du caractére cor-
respondant 4 l'intersection

- soit de la courbe des effectifs cumulés croissants et
de la courbe des effectifs cumulés décroissants

- soit de 1l'une des deux courbes précédentes avec l'hori-

zontale représentant l'effectif moitié.

. Exemple de la figure 2.5 (reprise dans la fig. 3.2)
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Effectif‘k fréquence
relative

80

60 -

20

1,545 ¢

Figure 3.2

III. LES PERCENTILES

Le kiéme percentile est la valeur du caractére Ck

- telle que l'ensemble des individus dont le caractére est
au plus égal a CK représente les k 7 de l'effectif total

- telle que l'ensemble des individus dont le caractére est
au moins égal 3 CK représente les (100 - k) % de 1'effectif total

Parmi les percentiles, on distingue

les déciles, pour lesquels k = 10, 20, 30,
€10 =D Cxo =Dy ---

les quartiles, pour lesquels k = 25, 50, 75
€5 = Q Cs0 = & Cs5 = Qg
la médiane, pour laquelle k = 50, C50 = Me = Q2 = D5

Le calcul des différents percentiles est tout 3 fait ana-

logue @ celui de la médiane.
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. Exemple

Calcul du 3&me quartile Q3 pour la distribution du ta-
bleau 3.3.

Les 75 % de l'effectif total correspondent & 60 personnes.
Sur les effectifs cumulés croissants, on voit que 58 personnes
ont une taille inférieure ou égale & 1,745 m. Pour les 2 per-
sonnes qui manquent, on fait une interpolation linéaire dans
la classe 1,745-1,795 dont l'effectif est de 15 personnes. On
obtient donc :

0,05 x 2

Qq = 1,745 + =

= 1,745 + 0,006 = 1,751 m

IV. MODE OU DOMINANTE

C'est la valeur du caractére correspondant a4 la fréquence
maximum.

Une distribution peut présenter plusieurs modes : on dit

qu'elle est plurimodale.
. Exemples

1. Diagramme en batons de la figure 2.1
Le mode est visiblement D = 1 enfant.
2. Histogramme de la figure 2.4 :
On adopte pour mode le centre de classe de la classe mo-—

dale D = 1,72 m.

V. COMPARAISON DES DIFFERENTS PARAMETRES DE POSITION

La moyenne arithmétique est peu sensible aux fluctuations
d'échantillonnage. Elle se préte bien aux comparaisons. Des
valeurs aberrantes peuvent toutefois la modifier sensiblement.

La médiane est plus sensible aux fluctuations d'échantil-

lonage, elle l'est moins 3 des valeurs aberrantes. Toutefois,

elle se préte moins bien A des calculs algébriques.
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Le mode est représentatif de la valeur du caractére 1:
plus courant, le plus typique, mais il peut présenter une :er-
taine ambiguité.

En pratique, il est fréquent que parmi ces trois para-
métres, le choix de l'un ne s'impose pas plus que le choix de
1'autre. La comparaison des trois permet de se faire une iiée
plus compléte de la distribution. L'interprétation des positions -
relatives de ces paramétres est parfois plus immédiate que celle
des paramétres de dispersion qui seront l'objet de la fin de ce

chapitre.



B.  PARAMETRES DE DISPERSION

Les paramétres de position sont insuffisants pour carac-
tériser complétement une série. Par exemple, deux séries
différentes ayant la méme moyenne, ne se répartissent pas

nécessairement de la méme maniére autour de cette moyenne.

Elles sont plus ou moins étalées, ce qui sera décrit par les

‘caractéristiques de dispersion.

Un paramétre de dispersion se rapporte 3 la différence

de deux valeurs du caractére alors qu'un paramétre de posi-

tion représente une valeur du caractére. On distingue les

notions suivantes :

déviation : différence algébrique de deux valeurs du carac-
tére, par exemple x; - X H

écart : valeur absolue de la différence de deux valeurs du
caractére, par exemple |xi - x| ;

intervalle de variation, étendue (ou range) : différence

entre les valeurs extrémes du caractére ;

écart interquartile : différence entre le 3éme et le ler

quartiles, c'est 3 dire Q3 - Ql (voir paragraphe précé-
dent pour la signification des quartiles).
Rappel : la somme des déviations d'un ensemble de données Xs
par rapport a leur valeur moyenne X, est nulle. En effet,
d'aprés 1'équation (3.8)

iZni(xi—-)Z)= iZnixi—n§=0
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I. ECART MOYEN ARITHMETIQUE

. Définition

L'écart moyen arithmétique est la moyenne arithmétique

des écarts par rapport A la moyenne arithmétique des valeurs

du caractére

1 p—
=3 g n, Ixi X| (3.12)
. Exemple
A partir du tableau 3.3, en prenant X =1,707 m, on

obtient le tableau suivant :

Centres i? classes n, Ixi -X n; % - X| |
i

1,57 3 0,137 0,411
1,62 12 0,087 1,044
1,67 18 0,037 0,666
1,72 25 0,013 0,325
1,77 15 0,063 0,945
1,82 5 0,113 0,565
1,87 2 0,163 0,326

80 Total 4,282

Tableau 3.4

- 1
E=+ 3 o |x )q-—x4282—0053m

II. VARIANCE. ECART-TYPE

1. Variance

La variance d'une série de valeurs du caractére est la
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moyenne arithmétique des carrés des écarts de ces valeurs par
rapport 3 leur moyenne arithmétique.

V=%Z n, (xi--i)2

(3.13)

Les carrés des différences évitent l'utilisation de valeurs
absolues. Les dimensions de V sont celles du caractére au
carré. 11 faut donc en extraire la racine carrée pour obtenir

un paramétre caractéristique des écarts.

2. Ecart-type

L'écart-type (ou écart quadratique moyen) est la racine

carrée de la variance”

o=WwW (3.14)
C'est le plus significatif de tous les paramétres de disper-
sion.
. Exemple

A partir du tableau 3.4, avec X = 1,707 m on obtient le

tableau suivant :

Centres i? classes n, (x; - X)2 n; (x; - §)2
i
1,57 3 0,01877 0,05631
1,62 12 0,00757 0,09084
1,67 18 0,00137 0,02466
1,72 25 0,00017 0,00425
1,77 15 0,00397 0,05955
1,82 5 0,01277 0,06385
1,87 2 0,02657 0,05314
80 Total 0,35260 .

Tableau 3.5
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=1 - - L -
V=g > on; (x; - X7 = 55 x 0,35260 = 0,0044
o =vVV =0,066 m
3. Méthodes rapides de calcul de 1l'@cart-type

a) Autre expression de la variance :

V=X -X (3.15)

En effet, la sommation sur les carrés des écarts 3 la moyenne

s'écrit :
< =2 2 2 <
Z (xi-X) in+z -ZZ xiX

i=}
EE xi2 + n }2 -2 X n i

S ox - ¥

en remplagant :E X; par n X. Par conséquent, on a pour la

variance
n —
_ 1 S=2 1 2 =2 2 =2
V= i; x; -0 =2 > x; X =x*-X
et o=/x%-F (3.16)

b) Changement de variable

Comme pour la moyenne, on peut utiliser suivant les cas,

un changement d'origine (&qu. 3.4)

u. = X. - X
i i o
un changement d'échelle, ou les deux 3 la fois (équ. 3.6)
X. - X
i o
z, =

1 k
ol k est l'intervalle de classe. On obtient dans le 2&me cas
Xx =k z + X,
x2 = k2 22 + x 2 + 2k x 2z
o ()
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1]
=
N
+
>

[}
=
N
+
]
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(3]
=~
%

o
N

et pour la variance
o
V=X"=-X =%k (z" - 2%) (3.17)

Le premier cas, du changement d'origine seulement, se dé&duit

du deuxiéme en faisant k = 1.

III. MOMENTS D'UNE SERIE STATISTIQUE

Définition

On appelle moment d'ordre q par rapport 3 X, la moyenne

arithmétique des puissances gqiémes des déviations des valeurs
du caractére par rapport a x
1

mq =5 :E n, (xi - xo)q (3.18)

o *

Cas particuliers :

a) X, = 0, q =1, le moment n'est autre que la moyenne
arithmétique.
b) X, = X, q = 2, le moment n'est autre que la variance.

Remarque

Tout comme les paramé@tres de dispersion permettent de
représenter la distribution statistique plus fidélement que
les seuls paramétres de position, les moments d'ordre q
supérieurs 3 2 améliorent encore cette représentation. Tou-

tefois, on se limite généralement 3 q = 1 et q = 2.
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I. - Les résultats d'un certain processus aléatoire sont des
nombres entiers n que l'on a classés suivant 1'histogramme
ci-contre (fig. 1)

0 - %A
1°) Calculer la valeur mo

yenne. Quel est le mode ?
Quelle est la médiane ?
2°) Tracer le polygone des

fréquences et le polygone des

fréquences relatives cumulées

croissantes. Retrouver la valeur

de la médiane.

Figure 1

SOLUTION

1°) La moyenne m est donnée par la relation

=]
\
[=%
]
cr

2X1+10X2+5%3+2%x4+1%5 50

m= 2+10+5+2+1 =20 " 29
- Le mode est 2, c'est n
la valeur de m; ou n, est 1?
maximum. 10 courbe 1
- La médiane est la 8
valeur de m, qui partage 6 courbe 2
1'aire S de 1'histogramme 4 N
en deux parties égales 2 s :
(fig. 2, courbe 1). On o ZL #ﬁ\ >
trouve Me = 2,3 Figure 2 0 3 4 5 6 m,
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2°) Le polygone des fréquences est représenté sur la figure

2, courbe 2.

Le polygone des fréquences relatives cumulées crois-

santes est donné par la figure 3.

fréquences 4 4 fréquences
relatives 20 absolues

» a -
cumulées 18 cumulées

L 16
- 14
L 12
L 10
L 8
L 6
-4
-2

0 T T T —r T “t

Figure 3 0 1 2 3 4 5 mi

La valeur de la médiane est directement déterminée sur

le diagramme des fréquences relatives cumulées, ol elle cor-

< < P
respond 3 la valeur du caractére ayant pour ordonnée > -

II. Les pesées de 50 nouveaux-nés dans une maternité ont

permis d'établir le tableau suivant :

Classes Centre de| Fréquences Fréquences a?:

solues cumuléés
en kg classe absolues S
croissantes

2,0 - 2,4 2,2 6 6

2,4 - 2,8 2,6 10 16

2,8 - 3,2 3,0 20 36

3,2 - 3,6 3,4 10 46

3,6 - 4,0 3,8 4 50
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On suppose que dans chaque classe, les poids sont ré-
partis uniformément entre les nouveaux-nés correspondants.
1°) Calculer les quartiles Qs Q, et Q3.
2°) Retrouver ces résultats 3 partir du diagramme des fré-
quences absolues cumulées croissantes, ol l'on fera figurer
les fréquences relatives correspondant 3 Q], Q2 et Q3.

3°) Déterminer le 4&me centile.

SOLUTION

1%) Ql correspond 3 la classe qui contient le quart de 1l'ef-

fectif total, soit 20 _ 12,5 = 6 + 6,5

%
Donc Q, appartient 3 la classe [2,4 - 2,8]. On aura :
Q] = 2,4 + Qgﬁ_ﬁyégi = 2,66 kg
Le 2éme quartile (ou médiane) Q2 correspond & l'effectif
cumulé croissant %? =25 =16 + 9. Donc Q2 appartient 3 la
classe [2,8 - 3,2]. D'od Me = Q, = 2,8 + 22352 = 2,98 kg.
De la méme maniére
0,4 x 1,5
Q3 = 3,2 + _J.WTT__L— = 3,26 kg
2°) Diagramme des fréquences absolues croissantes.
On remarque que, fréquences T‘fréqugnces
. 204 absolues Frelatives
par rapport aux fré- cumulées cumulées
relatives cu~ 40 i
quences relati u 1o,
mulées croissantes, a
30
Ql’ QZ’ Q3 correspon- {o,5
dront toujours aux 20 !
valeurs des abscisses 0 0,25
dont les ordonnées 7
4
sont respectivement )

0,25, 0,5 et 0,75. 2,2 2,6 3,0 3,4 3,8
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3°) Le 4éme centile C, correspond 3 la classe qui contient

1'effectif cumulé 20 4 =2, c'est 3 dire 3 la premiére

100
classe [ 2,0 - 2,4]. On en déduit
0,4 x 2
C, =2,0+ ’6" = 2,13 kg. .

I. Sur | 000 électeurs, on observe :

401 électeurs dont 1'dge est compris entre 20 et 40 ans
368 " " " " " " 40 et 60 ans
231 " " " " " " 60 et 80 ans

Déterminer la moyenne et 1l'écart-type de cette série.

SOLUTION
Age Centre x5 n;
[20 - 40] 30 401 12030 360900
[ 40 - 60] 50 368 18400 920000
[ 60 - 80] 70 231 16170 1131900
Zog = | Zume] 2
i i e
1000 46600
2o x5
Ve oo i _ 46600 _
D'oil X S = 3000 46,6 ans
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Avant de calculer 1'é@cart-type O, calculons la variance V

2 =
V=x -x avec
Z n. x.2
Z i Y Y 2412800
X' =3 o = 1000 = 2412,8
et X =2171,56 d'ou
V =2412,8 - 2171,56 = 241,24

On en déduit

oc=+VV =15,53 .

II. Soit une grandeur X telle que X = 2 Xl + 3 XZ'

Les résultats des mesures sur XI et x2 ont donné res-—

pectivement
X, = 5, 10, 15 et X, = 3, 5, 7
1°) Calculer la valeur de la moyenne arithmétique de Xl’ X2
puis de X.
o . 2 2 2
2°) Calculer les variances V‘ = 0] . V2 = 02 et V=o0o.
SOLUTION
on T 5+ 10+ 15 _ - _3+5+7 _
1%) X] = 3 =10 X2 = 3 =5
d'od X =2§|+3§2=2o+15=35
Vérification : les différentes valeurs de X sont X = 19, 35, 51
d'od X =.1_9_+.._i35_+_5i=35
o _ 2 _ .2 _32 2 _ 25 + 100 + 225 _ 350
2°) a) Vl =0," = Xl Xl avec X1 = 3 =5
2 350 2 _ 50
0, =5 10° = 3
2 2 2 _ 9 + 25+ 49 _ 83
b) V2 =0, = X2 X2 avec X2 i
2 _83_.2_8
9 =373 =3
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) V = 2 =x-% - (2%, +3 x2)2 - ?E‘i;‘?‘?"XZTZ
- 4 0,29 %2012 X %y-4 K29 212 KK,
ot =4 0,7+9 0,7 +12 (rx2 - ')EI.XZ)
iTi; _5x3+ 10 x g + 15 <7 _ 1%9
K% - XK = o5 x 0= 5
& = 02 =4 x ;§-+ 9 x % + 12 X% %?-: é%g -

III. On a relevé 'les nombres d'allumettes contenues respecti-
vement dans 20 boiltes, lors d'un contrdle dans une usine de
- fabrication. Les résultats sont les suivants : 40, 42, 32, 38,

40, 48, 30, 38, 36, 40, 34, 40, 34, 40, 38, 40, 42, 44, 36, 42.

1°) Ranger ces résultats en classes d'intervalle 4 allumettes,
borne supérieure exclue.

2°) Tracer l'histogramme de cette distribution.

3°) Calculer la moyenne et l'écart-type de cette série.

4°) Calculer les moments d'ordre 1, d'ordre 2 et d'ordre 3

par rapport 3 la valeur moyenne x = 39,6.

SOLUTION ~
%) Classes x; Nombre n; de boites
correspondant
[30 - 34 [ 2
[34 - 38 [ 4
[38 - 42 [ 9
[42 - 46 [ 4
[46 — 50 [ 1
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2°) Histogramme de la distribution

30 34 38 42 46 50

X,
1

3°) Calcul de la moyenne et de 1'écart-type.

X, - 40
Choisissons une variable provisoire =
v%g%( ble '::‘
Ctabs Centres de|Effectifl ™’ : s'o‘re kt : 8 20
88€5 | slasses x;| 0, ., = By Bk
i 1o : el
30-34 32 2 -2 -4 + 8
34-38 36 4 -1 -4 + 4
38-42 40 9 0 0 0
42-46 44 4 + 1 + 4 + 4
46-50 48 1 + 2 + 2 + 4
i Zog b =|Zn; ¢t
i i i
20 S 2 20
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On calcule alors simplement

-E=_1___._]:.—-._2-=—01 t
T n =720 o1 €
,1 i
g ot;?
21 20,
z n. 20
i
dod V. = t2 -T2 =0,99 = ¢ 2

De 1l'expression de t;, on déduit X; = 4 £+ 40
d'oli x =4 t + 40 = - 0,4 + 40

X = 39,6 allumettes.

D'aprés la relation (3.17) on doit avoir

Oxz k2 - = Gtz = 16 x 0,99 = 15,84

d'od o_ = /15,84 = 3,98
X

4°) D'aprés 1'expression (3.18), le moment d'ordre q par

rapport a x  est égal a

-1 q
mq 5 (xi- xo)

Z n.
. i
i

nj | %;739,6 n; (x;-39,6)/(x;-39,6) n, (x;-39,6)%| (x,-39,6)% n, (x,-39,6)>

2 - 7,6 - 15,2 57,76 115,52 - 438,976 |- 877,952
4 - 3,6 = 14,4 12,96 51,84 - 46,656 |- 186,624
9 + 0,4 + 3,6 0,16 1,44 + 0,064 |+ 0,576
4 + 4,4 + 17,6 19,36 77,44 + 85,184 !+ 340,736
! + 8,4 + 8,4 70,56 70,56 + 592,704 |+ 592,704

20 0 316,80 ~ 130,56
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Bm =g Zng (g - 39,6) = 0
Ceci est normal car % z n, x, = X et donc % Zn, x, = % z ni;
b) m, = %-f n; (x; - 39,6)7 = 3880 - 5 gy
Ce n'est autre que la variance .
) my =% Z g Gy - 39,6)° = - 6,528. .

IV. On reprend le tableau 3.2 du cours, soit

. Centres wh : "f' En effectuant le changement
Clasaes | g0 BEfectif de variable z = X217
jclasses | _ 0,05
1,55-1,59| 1,57 3 calculer z, V (2), 0 (2) ;
» H k] _
1,60=1,64] 1,62 12 en déduire x, V (x) et 0 (x)
’ bl
1,65-1,69 1,67 18
1,70-1,74 1,72 25
1,75-1,79 1,77 15
1,80-1,84 1,82 5
1,85-1,89 1,87

SOLUTION

En faisant X, = 1,7 et k = 0,05 qui constitue l'inter-

valle de classe, on obtient le tableau de la page suivante.

z =30
2% = g% x 142,8 = 1,785
- _ 2
V (2) = K2 (22 - 7% = 0,052 [1,785 - (0,15)°]
= 0,0044 '
o (z) =V (z) = 0,066 m
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l Centres de 2 2
classes x. oy 2y oy % 2y no3
1,57 3 - 2,6 - 7,8 6,76 20,28
1,62 12 - 1,6 - 19,2 2,56 30,72
1,67 18 - 0,6 - 10,8 0,36 6,48
1,72 25 0,4 10 0,16 4,00
1,77 15 1,4 21 1,96 29,40
1,82 5 2,4 12 5,76 28,80
1,87 2 3,4 6,8 11,56 23,12
80 12 142,80
L1
. _ X - -
Si z = ——BTBE—- alors x 0,05 z + 1,7
Par suite x = 0,05 z + 1,7 = 0,05 x 0,15 + 1,7 = 1,708

et V (x)

d'ot 0 (x)

1]

0,02 v (z)
0,33 .

1072

0,11 . 107%






4. Analyse combinatoire

L'analyse combinatoire comprend un ensemble de méthodes
qui permettent de déterminer le nombre de tous les résultats
possibles d'une expérience particuliére. La connaissance de
ces méthodes de dénombrement est indispensable au calcul des

probabilités qui constitue le fondement de la statistique.

Principe général

Si une expérience complexe résulte de la réalisation
dans un certain ordre, d'une premiére expérience simple pou-
vant conduire & n, résultats différents, suivie d'une deuxiéme
expérience simple pouvant conduire a n, résultats différents,
puis d'une troisiéme expérience et ainsi de suite, le nombre
de résultats distincts possibles de l'expérience globale est

égal 3

n=on; Xn, X mgX ... (4.1)

Un moyen pratique pour illustrer cette formule et dénom-
brer les résultats possibles d'une suite d'expé&riences con-

siste 3 utiliser un diagramme en arbre.

. Exez@ le

On réalise dans 1l'ordre, les 3 expériences suivantes :
- on lance un dé (résultats possibles : nombre pair, nombre
impair)
- on tire au hasard une couleur d'un jeu de cartes (résultats
possibles : tréfle, carreau, coeur, pique)

- on lance une piéce (résultats possibles : pile, face).

Dénombrer tous les résultats distincts de l'expérience globale.
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1ére exp. 2éme exp. 3éme exp.

T
[
{ o
i
{
[;
f
[}

[N o B W o T o W o B W o

Ce diagramme montre que

n, = 2, n, = 4, ny = 2 et

1
par conséquent

n=2%x14x?2

G L e s e T

16

. Autre exemple

Un systéme d'immatriculation comprend 4 chiffres dont le
ler est différent de 0, suivis de 2 lettres distinctes et dif-
férentes de I et O. Déterminer le nombre de plaques d'imma-
triculation possibles. )

En assignant une case a chaque chiffre ou lettre, on
voit qu'on peut attribuer 9 chiffres différents a la lére
case, 10 aux 3 cases suivantes, 24 lettres différentes a la
S5éme case et 23 seulement 3 la derniére case, puisque les deux
lettres doivent &tre distinctes. Le nombre de plaques diffé-
rentes est donc :

n=9x 10 x 10 x 10 x 24 x 23 = 4 968 000



A.  ARRANGEMENTS

I. DEFINITION

On appelle arrangement de n éléments p 3 p (p € n), tout

ensemble ordonné de p de ces é&léments, tous distincts. Un
arrangement est donc caractérisé par la nature des éléments

ou par leur ordre.

. Exemple

Ensemble de 4 lettres a, b, c, d.
Les groupements abc, abd, bac, ... constituent des ar-
rangements de ces 4 lettres 3 a 3, les groupements ab, ad,

ba, ... constituent des arrangements de ces 4 lettres 2 a 2.
* Calcul de Aﬁ

On désigne par Aﬁ le nombre total d'arrangements dis-—
tincts de n €léments p 3 p.

Tout arrangement de p objets peut @&tre construit de la
maniére suivante : on considére p cases, numérotées de 1 i p

(p &)

SR 2K

Dans la lére case, on place un objet, ce qui donne n
choix possibles.

Dans la 2éme case, on place un autre objet choisi parmi
les (n-1) objets restants, cela donne (n-1) choix possibles.

De la méme maniére, on obtient (n-2) choix possibles
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s

pour la 3éme case, et ainsi de suite, jusqu'd la piéme case
pour laquelle il ne reste plus que (n-p+1) choix possibles.
En appliquant le principe général (4.1), on a

Ag =n (n-1)(n=2) ... (n-p+2) (n-p+1) (4.2)

. Exemple

Nombre de tiercés dans 1'ordre dans une course de 10 che-
vaux.

3 2 -
Ajp =10 . 9.8 =720

. Notation factorielle

n!=1.2.3 ... (n=2)(n-1) n (4.3)
En particulier It =1 2 =2
3! =6 41 = 24, etc.

~

En appliquant cette notation factorielle & 1'expression (4.2)

de Aﬁ, on trouve

Pp_n (n-1)(n-2) ... (n=p+1) X (n-p)! _ _ n!
Ay (n-p)! (n-p)! (4.4)
. Exemple
3 _ 10! _ -
A]0 =7 = 10. 9. 8=1720

Si n = p, la formule (4.4) ne peut s'appliquer, car on
n'a pas défini 0!. Cependant, si n = p, il est clair que
A: = n! d'aprés le principe général de 1'analyse combinatoire.
On pose donc, comme axiome de définition O! = | afin que la

relation (4.4) reste valable dans le cas oi n = p.

II. ARRANGEMENTS AVEC REPETITION

Un arrangement de n objets p 4 p avec répétition est un

arrangement ol chaque objet peut &tre répété jusqu'a p fois.

Le raisonnement précédent montre que pour chaque case, on
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dispose alors de n choix possibles. Le nombre total de tels

arrangements est donc

P__P
o) =n (4.5)

. Exemples

1. Arrangements d'ordre 2 des 3 lettres a, b, c



B. PERMUTATIONS

I. DEFINITION

Une permutation de n objets est un ensemble ordonné de

ces n objets. Les permutations de n objets constituent un

cas particulier des arrangements : c'est le cas ol n = p.

Deux permutations distinctes ne différent donc que par 1l'or-

dre des objets.

. Exemple

Les permutations possibles des 3 lettres a, b, ¢ sont

abc, bca, cab, bac, acb, cba.

* Calcul de P
—

Le nombre total de permutations Pn se déduit de 1l'ex-—

pression du nombre total.d'arrangements AE, en faisant p =
et en utilisant la convention O! = 1, soit
n
= T = nf
P, =A =n! (4.
L'exemple précédent des 3 lettres a, b, c donne
3
= AT = ! =
P3 3 3 6

. Autre exemple

Nombre des configurations possibles a 1'arrivée d'une
course de 8 chevaux

P8 = 8! = 40 320

6)
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II. PERMUTATIONS AVEC REPETITION

I1 arrive que, parmi les n objets dont on cherche le
nombre de permutations, certains d'entre eux, au nombre de r
par exemple, soient tous semblables. Auquel cas, rien ne
distingue les permutations de ces r objets entre eux.

Pour calculer le nombre de permutations possibles, il
faut donc diviser le nombre de permutations des n objets sans
répétition, par le nombre de permutations des r objets entre

eux, soit

ae]

P_ (avec répétition r) = n._nl
n P P_ 7 x!

* Généralisation 4 plusieurs répétitiomns

On considére n objets, parmi lesquels r, sont semblables
entre eux, r, sont semblables entre eux, ..., r, sont sem-

blables entre eux, avec I, tr,+ ...+ =D On appelle

permutation de n objets avec répétitions (r]l_£2, cees rk)
toute partition de ces n objets en k parties telles que 1la
jéme partie ait r. éléments (1 <€ 1 < k).

Le nombre de ces permutations des n objets avec répéti-
tions (r], Loy vves rk) est :
n!

[} !
1’]. r2. eee T

Pn (r], Tos eees rk) =

, (4.7)

. Exemple

Nombre de permutations possibles avec les lettres du mot
ETRENNE

1
P (r, =3, r,=2)= 33'2, = 420

III. PERMUTATION CIRCULAIRE

Le rangement de 4 objets sur une rangée fourmit 4! = 24
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permutations différentes, mais celui de 4 objets sur un cercle

fournit seulement 3! = 6 permutations différentes.

Généralisation

n objets peuvent @tre disposés sur un cercle de (n-1)!
fagons différentes, soit le nombre de permutations P divisé

par le nombre de maniéres différentes n de choisir la lére

place.



C. COMBINAISONS

I. DEFINITION

On appelle combinaison de p é€léments pris parmi n (n > p),

tout ensemble que l'on peut former en choisissant p de ces
éléments, sans considération d'ordre. Deux combinaisons dis-

‘tinctes différent donc par la nature d'au moins un élément.

. Exemple

Les combinaisons possibles des 4 lettres a, b, c, d 3 &
3 sont

abc, abd, bed, acd.
* Calcul de Cg

On désigne par Cg le nombre total de combinaisons de n
objets p & p.

En remarquant que le nombre d'arrangements de n objets
pPap n'est autre que le produit du nombre de combinaisons
des n objets p a p, par le nombre de permutations des p élé-

ments de chaque combinaison, soit

p= P 1
An Cn x p! (4.8)
on en déduit
Ap
cP-_n_n (n-1)(n-2) ... (n-p+1)
n p! p!

4.9)
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Remargues
I. On note aussi CP = (™)
n P

2. En utilisant 1l'expression (4.9), on peut démontrer les

relations suivantes (cf. exercice 4 C I.)

cP = 2P
n n

cP =cP 4+ P! (4.10)
n n- n

1 =1

. Exemples
1. Nombre de tiercés dans le désordre dans une course de
10 chevaux

3 _10.9.38
10°1.2.3

2. Nombre de mains différentes de 8 cartes dans un jeu

C = 120

de 32 cartes

8 _ 32.31.30.29.28.27.26.25

32 1. 2. 3. 4. 5.6. 7.8 '0°18300

C

II. PERMUTATIONS AVEC REPETITIONS ET COMBINAISONS

Une permutation de n objets avec répétition r, =pet
r, = np (ol p € n) est une partition de ces n objets en deux
ensembles, 1'un de p éléments, 1'autre de n-p élémenﬁs. Se
donner une telle permutation revient donc au méme que se
donner une partie de p éléments parmi n, c'est 3 dire une

combinaison de n &léments pris p & p. On a donc :
p= -
Cn Pn (p, n-p) (4.11)

Remargues

. Comme Pn (p, n-p) = Pn (n-p, p) par définition, on en
déduit que cP = ¢"7P,
n n

. Une permutation de n objets 3 répétition (rl, Thseees rk)
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s'appelle aussi une combinaison généralisée. De méme que l'on a
P _ n - n
Cn ( p ), on note Pn (r], Tpsenes rk) (rl’ Tyreees rk).

III. BINOME DE NEWTON

Le binOme de Newton est le produit de n facteurs égaux

a (at+b), soit (a+b)n. Le développement de ce bindme est :

n
(a+p)™ = > cP a"P pP (4.12)
p=0
(cf. exercice 4 C VI.)
La relation (4.10)

1

CP - CP + cP”
n n- n-1

1
permet une détermination pratique de proche en proche des

différents coefficients Cg au moyen du triangle de Pascal

(fig. 4.1).

diagonale O

diagonale p

Figure 4.1 : Triangle de Pascal

Cette disposition symétrique du triangle de Pascal permet
non seulement de calculer les coefficients du binOme, mais
aussi de démontrer concrétement par récurrence des formules

relatives a ces coefficients (cf. exercices 4 C V.).
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Ces rappels trcuveront leur utilisation ultérieurement,

3 1'occasion de la loi de probabilité dite loi bindmiale.

IV. COMBINAISONS AVEC REPETITION

Supposons que l'on &tudie la répartition de n objets en
fonction de r critéres, et que 1'on cherche le nombre de

telles répartitions possibles.

Une telle répartition est appelée combinaison avec ré-

pétition d'ordre r.

Le nombre de ces combinaisons avec répétition est

[‘r‘] =ct (4.13)

n+r-|]
En effet soit Xps X5 ooy X les objets. Une répartition de
ces objets suivant les critéres peut étre représentée ainsi :
x) %, %3/ %, [ %5 %] [ % /"'/xn-l % /
Le nombre de combinaisons avec répétition est donc égal
au nombre de maniéres de séparer les X; par r frontiéres.
C'est donc le nombre de maniéres de choisir r objets parmi

n+r-1 sans tenir compte de 1'ordre.

. Exemple

Lors d'un sondage dans une université&, on pose 3 une
centaine d'étudiants une question comportant 3 réponses pos—
sibles. Quel est le nombre de configurations différentes
qu'on peut obtenir ?

Chaqué configuration représente une combinaison de 100
réponses avec ‘répétition d'ordre 3. Le nombre de ces combi-

naisons est donc, d'aprés (4.13)

[] - [9] - clop - 2221002198 - 11 70




EXERCICES CHAPITRE 4 A. ARRANGEMENTS

I. De combien de maniéres peut-on placer 3 dossiers diffé-
rents dans 15 casiers vides, & raison d'un dossier par

casier ?

SOLUTION

D'aprés le principe général (4.1), il y a 15 fagons de
placer le premier dossier. Celui-ci &tant placé, il ne reste
‘plus que 14 casiers vides ; il y a 14 fagons de placer le
deuxiéme dossier et enfin 13 fagons de placer le troisiéme.

D'od N = 3

A]S = 15 X 14 X 13 = 2730 maniéres différentes =

II. 1°) Ecrire tous les arrangements avec répétition d'ordre
2 des trois nombres 1, 2 et 3.
2°) Ecrire tous les arrangements avec répétition d'ordre

3 des deux nombres 4 eﬁ 5.

SOLUTION
oy 2 _ 22 _
1°%) o3 = 3 9
] ——— 1] 1 21 ] —— 3
162 12 2<2 22 3<2 —_— 32
3 13 3 23 3 33
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444
445
454

455
544
545
554

555

III. On considére un jeu forain ol 4 souris, numérotées de |
3 4, se dirigent vers 5 cases A, B, C, D et E, plusieurs
souris pouvant choisir la méme case. Sur chaque billet, le
jdueur inscrit une répartition des souris dans les cases et
il gagne lorsque son pronostic se réalise.

Combien de billets le joueur doit—il acheter pour étre

assuré de gagner ?

SOLUTION

I1 s'agit d'un arrangement avec répétition de 5 objets
pris 4 par 4. Il y a 5 possibilités qui s'offrent & la souris
n° 1, de méme pour les 3 autres.

Au total il y a ag = 54 = 625 séquences possibles.

Le joueur doit donc acheter 625 billets. m
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I. A propos d'une course de chevaux, les rumeurs publiques
accordent 3 4 chevaux particuliers une chance égale de gagner.
Quel est le nombre de quartés différents que l'on peut éta-

~

blir 3 partir de ces 4 chevaux.

“SOLUTION

Le nombre de quartés distincts possibles est le nombre
de permutations des 4 chevaux favoris

P4=4><3><2><1=4,!=24 =

II. Afin de tester son sens chromatique, on présente 3 une
personne une série de 5 plaques dont 2 d'une certaine couleur
et 3 d'une couleur voisine. Combien de séries différentes

peut-on lui présenter ?

SOLUTION

Il s'agit de déterminer le nombre de permutations des 5
plaques avec répétition des 2 plaques de la méme couleur et

des 3 plaques de la couleur voisine, soit

= 10 séries. L
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III. Pour réaliser un débat, on réunit trois personnes que
1'on installe autour d'une table ronde. De combien de fagons

différentes pourra-t-on les placer les unes par rapport aux

autres ?

SOLUTION

Dans ce cas, il ne convient pas de répondre que le nombre

de fagons différentes est P3 = 3! = 6.
En effet, en désignant par C, T, R les invités du débat,

on peut illustrer toutes les possibilités a 1'aide des schémas

suivants:

On peut alors remarquer que les cas | 4 et 5 ou T
est a droite de C, et R 3 gauche de C, sont identiques. De
méme, les cas 2 3 et 6 , ouR est 3 droite de C, et T
a gauche de C, sont identiques.

On retrouve l'expression du nombre de permutations cir-
culaires de 3 objets

(n-1)! = 2! = 2 cas distincts
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I. Démontrer les relations suivantes ; en utilisant 1'éga-
n!
p! (n-p)!

* * -1
(1) ¥neN,¥peN, p<n, cﬁ = cg_l + cﬁ_

rité : cP =
n
1
n
(2) ¥n € N, Cn =]
(3) ¥neN, ¥peN, pgn, cﬁ =C
(4) Déduire de (2) et (3) que ¥n € N Cz =]

*
(5) Déduire de (1) et (3) que ¥n e N , Cnn =2¢C =2C

SOLUTION

(1) Soient n € N*, p € N*, p < n. Comme p < n, on a p < n-1

cP s Cp_] et cP ont donc un sens.
n-1 n-1 n
p-l , P _ (n=1)! (n-1) ¢
Cn—l * Cn—] (p-1! (n-p)! * p! (n—i-p)!
|2 (n-1)! + (n-p) « (n-1)!
"l (e-D! (n-p)! (n-p) =~ p!(n-1-p)!
P (@N!  (np)n-1)! _ (n=1)![n=p+p]
p! (n-p)! p! (n-p)! p! (n-p)!
=Cp
n
(2) Soit n€N. Ona: Cp = nT!O! =1 car 0! = 1 (cf. p. 58)

(3) Soient n € N, p €N, p £ n:

cP = _.n! _ cP - __n!
n p! (n-p)! n (n-p)! p!

l
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(4) Soit n € N. D'aprés la question précédente CE = CE_n=C§.
D'aprés (2) on conclut que Cro1 = 1.
* - <
(5) Soit n €N . D'aprés (1) an = Crzln]_] + Ctzln__l .D'aprés (3)
ch L - cézn’j‘)'(“") =) _, d'od le résultat :
n _ n _ n-1 -
C2n =2 CZn-I 2 C2n—1

II. Démontrer les relations suivantes

cP*!

(1) ¥neN, ¥p €N, p <n, — = =P
P p+1
n
cP

(2) ¥neN,¥peEN, psn, — - noptl
Cp n+]
n+l
cP*!

(3) ¥ne N, ¥peN, pgn, —obontl
cP ptl
n

SOLUTION

On vérifie tout d'abord que, sous les hypothéses faites,

les termes des égalités ont bien un sens.

(1) Soient n€ N, p € N, p < n.

cP*!
n_. n! L Pip)! _ _p! | (a-p)!
CP (p+1) ! (n=-p-1)! n! (p+1)! (n-p-1) !
" = 0P

p+1

(2) Soient n€ N, p €N, p € n.

P
Cn - n! p!(n+1-p)! - n! >((n--p+1)!=n-p+l
p!(n-p)! (n+1)! (n+1)!  (n-p)! n+l

P
Cn+ 1
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(3) Soient ne€ N, pe N, p<n

Cp+] Cp+l CP

n+l _ n+l n+] _ n-p+l n+l v N
n = > X v =1 p— d'aprés (1) et (2)
n n+] n
= o+l .
p+l

III. Une entreprise veut engager 4 ingénieurs dans 4 spécia-
lités différentes. Six ingénieurs se présentent.

Combien de choix s'offrent au responsable de 1'embauche
dans les 3 cas suivants :

1°) Les 6 ingénieurs sont polyvalents (pouvant occuper

- tous un des 4 postes)

2°) Un seul est polyvalent pour les 4 branches, les 5
autres le sont seulement dans trois branches, les mémes pour
tous les 5.

3°) Parmi les 6 ingénieurs, se trouvent 3 hommes et 3
femmes, tous pclyvalents. L'équipe recherchze doit comprendre

2 hommes et 2 femmes.

SOLUTION

N 1
1°) n = cg = 4?'2! = 15 choix

2°) Puisque celui qui est spécialisé dans les 4 branches

doit étre obligatoirement pris dans le poste qu'il est le
1
seul 3 pouvoir assurer, on an = | X Cg = 3?'2' = 10 choix.

2 . .
3°) Il y a C3 facons de former 1'&quipe masculine et

Cg facons de former 1'équipe féminine, donc au total :

n= C§ X Cg = 9 choix. »
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IV. Le traitement d'un malade nécessite la prise de 2 sirops
différents et de 3 sortes de cachets. Le médecin dispose de
3 sortes de sirops et de 4 sortes de cachets qui auraient des
effets analogues.

De combien de fagons différentes pourra-t-il rédiger son
ordonnance, sachant toutefois, qu'un sirop précis ne doit pas

étre pris en méme temps qu'une sorte de cachet précis ?

SOLUTION

Soient X et Y le sirop et le cachet qui ne peuvent &tre
pris ensemble. Calculons le nombre de fois ol le sirop X
est pris avec le cachet Y. Une fois X et Y utilisés, il reste
au médecin 3 choisir un sirop parmi les 2 autres et 2 sortes
de cachets parmi les 3 autres, d'oi
1 2

Nl=1><1><C2><C3=6

Le nombre total d'ordonnances que le médecin peut rédiger,
sans prendre garde au choix des divers médicaments, est
2 3

N, = C3 X C, = 12

D'ol, par différence, le nombre d'ordonnances ou le sirop X
ne sera pas avec le cachet Y

N =N, =N =12~ 6 = 6. .

V. LE TRIANGLE DE PASCAL

La construction du triangle de Pascal (cf. p. 65) résulte

. * * -
de la relation (1) ¥ne N', ¥pe N, p <n, c® =P+ cP_.

On se propose, dans cet exercice, de retrouver quelques
propriétés du triangle de Pascal i partir de la relation (1).

Les raisonnements n'utiliseront donc pas 1'écriture explicite

p___n!
Cn p! (n-p)!
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(Les relations qui suivent furent démontrées par B. Pascal
dans son Traité du triangle arithmétique, Paris 1665).
A ¥n e, ¥p e, p<n, ®= 3 Pk
(Al n € , ¥p € s P n, n Z n-(k+1)
k=0
n-p
* * P_ p-1
(A2) ¥ne N, ¥p €N, p < n, C = :g Cp—l+k
k=0
p-1 n-k
* *
(A3) ¥ne N, ¥pe N, p < n, CP -1 = S ck
n n-%
k=0 Q=p-k+l
SOLUTION
. * * P Pk <
(A1) Soient n e N, pe N, O < p < n. C, et Cn—(k+1)’ ou
. p-k &=
0 < k < p, existent alors. Les Cn—(k+1)’ 0 < k < p, sont repré

sentés en gris sur le triangle :

D'aprés la relation (1), on a :

cP =cP_ + P!
n n—1 n-1

2

p-1 _ ~p~1 p-
Cn-l Cn—2 ¥ Cn—2

p-2 _ P2 p-3
Cn-2 Cn—3 * Cn—3
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On en déduit que :

-1 -2 p—k

P _ P P P
Cn Cn-l + Cn—2 + Cn—3 + ...+ Cn—(k+l) + ..
2 + Cl + O
n-p+l n-p n-p
or ¢°_ =¢c° 1

n-p n-(p+1)
On en déduit donc que :
P

P _ p-k
Ca égg - (k+1)

(A2) Soient n ¢ N*, P ¢ N*, 0 < p < n. On vérifie que CE

et Cg::+k’ 0 <k § p-1, existent alors. Les Cg::+k’ 0 £ k < n-p,
sont représentés en gris sur le triangle :
p-
OIS
02020080208
LCGRHK
oo °0sece:
N
D'aprés la question (3) de 1'exercice 4 C 1., Cﬁ = Cz—p

D'aprés la question précédente :
p P
c = >

k=0

$ D= |y campel

Pk = c
n-(k+1) o n-(k+1) o n-k-1

On a donc : Vm ¢ N*, Vq € N*, 0<q<m, cd = 2 c -q-!
mo 2o m-k-1

En posant m = n et ¢ = n—p, on a :

p_ 0P _ ST p-l
Cn = Cn = 220 Cn—k—l
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En faisant le changement de variables & = n-p-k, il vient :

p_ ST bl
“n gég “pint
(Une démonstration directe est évidemment possible ; elle

serait sensiblement identique A celle de la question précé-

dente).

*
(A3) Soient n € N, p ¢ N*, 0 < < n. On vérifie que sous
P q

ces hypothéses CE et Ck

=g’ 0 < k < p-1 et p~k-1 < 2 < n-k,

existent.
Les CE-Q’ 0 € k € p-1 et p~k-1 £ £ € n-k sont représentés

en gris sur le triangle.

n-k n-p-|

k k
<= 3 ek
gepkr1 PE Oy K

en faisant le changement de variable j = n-k-2%.

D'aprés (A2) on a :

P “’i—" p-1 p-1
Cl = C + C
n =0 p-1+% n-1
n-p-I
p-1 _ p-2 p-2
¢ -1 25 Cp—2+2+ n-2
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cp_z_n-i-l p-3
n-2 b p-3+2
p-3
+ Cn-3

on en déduit que :

n-p-1 n-p-1 n-p-1
o p-l p-2 p-3
c_ = fi Cltpo® 2 C D o+ > Cl oot
n =0 P 1+2 &y P 2+% 0o P 3+2

trggl o o
+ c, +C
= 2 n-p+1
p-1 n-k

Or Cz_ 1 - 1, on a donc : CE - 1= E: CE—Q . L

P k=0 f=p-k+1
VI. LE BINOME DE NEWTON

Soient a et b deux nombres.
(1) Démontrer que :

ok .ok
¥neN: (atb)" = Y ¢ a" T p"
n
k=0
2 k n
(2) En déduire que : ¥n €N, ) C_ =2
k=0

*
(3) A partir du calcul de (l—l)n pour n € N et de (2)
calculer

Ck . et Z Ck

Osksn 1<k€n
k pair ' k impair
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SOLUTION

(1) Il est possible de démontrer la formule du bindme de deux

maniéres : par récurrence, en dénombrant le nombre de facteurs.

Démonstration par récurrence

a) Il est clair que (a+b)O

(a+b) !

n
b) Supposons que (a+b)n = :Z CE an_k bk et montrons que
k=0

n+1 ol k n+l-k .k
(a+b) = Z Cn+l a b
k=0

(a+b)n+l

n
(a+b)"  (a+b) = {Z clr‘l a7k bk} (a+b)
k=0

Or il existe des coefficients Ak tels que :

I +1-k .k
(.a+b)n = Z Ak a” b
k=0
et on a : = Ck“l + Ck = Ck 1 <k < (cf i I
: Ak n n ne] POUr 1 < k < n (cf. exercice )
- Mtl
An+1 - (§+l !
o
Ao = Cn+l =1

d'ol le résultat.

Démonstration directe

. * . . . ..
Soit n € N . On sait qu'il existe des coefficients Ak’

n
0 < k € n, tels que : (a+b)n = zz Ak an_k bk
k=0

pour k € N, 0 £ k € n, le nombre de produits an-k bk dans

n g . o . . .
(a+b) est égal au nombre de maniéres de choisir k fois b

parmi n termes, sans tenir compte de l'ordre. On a donc :
=Ck
A n°

< . _ *
(2) D'aprés la question précédente, on a : ¥n € N ,
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n
n _ ,n k n-k .k _
a+n=2%= 3 ¢’ 1< =
k=0
c k k k
3 a-D"=o0= Y 1™ -1
n
k=0
k . .
(=1) =1 si k est pair

(-l)k = ~] si k est impair.
On en déduit donc que :

> ke 3

o<ksn © 1<ksn

k pair k impair
n
D'autre part : 25 Ck = zz Ck +
n n
k=0 Ogkgn
k pair
On a donc : 25 Ck = 2: Ck = 2n_l
n n
Ogksn 1gk<n
k pair k impair

VII. Soit E un ensemble fini de n éléments.

Quel est le nombre de parties de E ?

SOLUTION

I1 est clair qu'il y a | seule partie vide, et qu'il y

~

a n parties a un seul élément.

Soit k € N, 0 € k € n. Une partie de k éléments est par

définition une combinaison de n &léments pris k a k. I1 y a

donc Cﬁ telles parties. Le nombre de parties de E est donc :

n
Card . HE) = :S Cﬁ =" (cf. exercice VI).
k=0



5. Calcul des probabilités

A.  LOGIQUE DES EVE

I. INTRODUCTION

La notion de probabilité est tout d'abord d'ordre psy-
chologique. Par exemple, on parle de la probabilité d'obtenir
une paire au poker. De méme, certains observateurs de la vie
politique qualifient de probable telle rencontre internatio-
nale "au sommet'.

Cependant, ces deux exemples différent dans la mesure
ol dans le premier cas il s'agit d'une expérience qui peut
étre répétée plusieurs fois dans les mémes conditions, alors
que dans le second, on ne peut parler d'expérience : une
réunion "au sommet' n'est pas régie par des régles précises,
sa probabilité s'appuie sur une appréciation subjective de
la situation politique.

Une théorie quantitative de la notion de probabilité ne
doit considérer nécessairement que des cas ol il existe une
"probabilité objective', c'est 3 dire qui ne dépend pas des

convictions personnelles.
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II. NOTIONS DE BASE

Evénement

On peut dire que tout ce qui peut se réaliser ou ne pas
se réaliser, 3 la suite d'une expérience spontanée ou pro-

voquée parfaitement définie, est un Eévénement.

. Exemples

En jetant un dé :

- "obtenir un six'" est un événement (que 1l'on peut dési-
gner par exemple par E) ;

- "ne pas obtenir de six" ou "obtenir un non-six'" est
1'événement contraire du précédent, noté E 3

- "obtenir un nombre entier compris entre | et 6" est un

événement certain ;

- "obtenir un sept' est un événement impossible.

On voit que la notion d'é&vénement est lide a la notion

intuitive d'expérience aléatoire.

Expérience aléatoire

Une expérience aléatoire ou épreuve est un ensemble de

conditions précises caractérisant un processus 3 la suite
duquel 1'Bvénement est réalisé ou non. On se limite aux cas
ol l'expérience peut &tre répétée plusieurs fois, dans les
mémes conditions (cf. 5 B IL.).

Dans les exemples précédents, l'expérience aléatoire

consiste simplement 3 jeter le dé.

Evénement élémentaire

Il s'agit d'un &vénement qui ne sera réalisé que par un

seul résultat de l'expérience aléatoire.
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. Exemples

~ "obtenir un six'" en jetant un dé, est un é&vénement

élémentaire ;
" : . " e = 1

- "obtenir un nombre pair' en jetant un dé, n'est pas
un événement élémentaire, car il peut €tre réalisé par plu-
sieurs résultats de 1'expérience aléatoire qui sont :

"obtenir deux"

"obtenir quatre"

"obtenir six".

Ensemble fondamental associé & une expérience aléatoire

L'ensemble fondamental (ou univers) associé 3 une expé-

rience aléatoire est l'ensemble des résultats de 1l'expérience

‘considérée.

. Exemples

Expérience aléatoire &7 : on jette un dé. Les résultats
possibles de &/ sont :

r, : 'on obtient le chiffre i" pour i entier compris
entre | et 6. L'ensemble fondamental est donc :

S = {rl, Ty, Ty, T, To, r6}

A 1'événement é&lémentaire "on obtient le chiffre 1", on
peut associer le singleton

R, = {r}}
L'événement "on obtient un nombre pair' peut &tre représenté
par le sous—ensemble

Rpair = {r2’ Ty r6}
qui est la réunion des événements RZ’ R4 et R6'

L'événement R7 "on obtient le chiffre 7" ne sera jamais
réalisé (événement impossible). On pose donc

R, = ¢
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De méme, 1'événement "on obtient un chiffre compris entre |
et 6" sera toujours réalisé (événement certain). On pose
R, . =
15156
Ainsi, tout événement, &lémentaire ou non, peut étre
considéré comme une partie (sous-ensemble) de 1l'ensemble fon-

damental S. Lorsque S est fini ou dénombrable, l'ensemble

des événements est 1'ensemble des parties de S, soit .Z7(S).

I1I. LOGIQUE DES EVENEMENTS

A une expérience aléatoire &, on peut donc associer un
ensemble fondamental S. Un &vénement peut €tre considéré
comme une partie de S.

¢ est l'événement qui n'est jamais réalisé ou &événement
impossible. S est 1'&vénement qui est toujours réalisé ou
événement certain.

Soient A et B deux événements (AC S et BCS). On peut

alors établir les correspondances suivantes :

AUB : (union de A et B) désigne un événement qui est réalisé

si au moins un des événements A et B est réalisé.

ANB : (intersection de A et B) désigne un événement qui est

réalisé si A et B sont réalisés.

Co A : (complémentaire de A dans S) est 1'@vénement qui est
réalisé si et seulement si A n'est pas réalisé. On
note aussi CS A = A qui désigne 1'événement contraire

de A. On a en particulier b =SetS=4¢

ANB =¢ (A et B sont disjoints, leur intersection est 1l'en-
semble vide). Il s'agit de deux &vénements qui ne
peuvent se réaliser simultanément. On dit qu'ils s'ex-

cluent mutuellement ou qu'ils sont incompatibles.
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. Exemple

Expérience aléatoire : tirer une carte d'un jeu dz 32

cartes. L'ensemble fondamental de tous les résultats possibles
est constitué de 32 éléments. On désigne par :
A : 1'événement 'tirer un as' auquel on fait correspondre
le sous—ensemble des as
R : 1'événement "tirer un roi" auquel on fait correspondre

le sous—ensemble des rois

(]
.o

1'événement ''tirer un coeur" auquel on fait corres-—
pondre le sous-ensemble des couleurs "coeur'.

On peut alors faire les correspondances suivantes :
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AvuC

ANC
ANR

: &vénement "tirer un as ou un coeur' (y compris 1l'as
de coeur)

: "tirer 1l'as de coeur"

: "tirer une carte qui soit & la fois un as et un roi"

.
.

ANR = ¢, événement impossible.

"tirer une carte autre que as'.



B. - PROBABILITE

Deux démarches différentes peuvent conduire a la défini-

tion axiomatique d'une probabilité.

I. PROBABILITE UNIFORME

Considérons 1'expérience aléatoire -5 : 'on jette un dé&".
L'ensemble fondamental est
= {r .
§ = {rys my, 14, xy, rgs 1)
les événements élémentaires sont

Ri={ri} avec i €N, 1 €1 g6

On désigne par p (Ri) la probabilité que Ri se réalise.
On peut écrire que

P(S) = PR +p(R)+ PR+ p(R) +P(Ry) +p(R) = I
puisque l'@vénement S est certain.

Si 1'on suppose que le dé est symétrique et homogéne
(on dit aussi parfait), chaque face a autant de chances d'ap-
paraitre que n'importe quelle autre face. Toutes les proba-
bilités élémentaires p (Ri) sont donc é€gales entre elles.

On en déduit

]
p(Ri)=p=-5

La probabilité est dite uniforme, les événements élémen-

taires sont dits &quiprobables.

D'une maniére générale, si on considére une expérience

aléatoire % et un ensemble fondamental S associé i &, si
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on définit une probabilité uniforme sur S et si E est un
événement réunion de n événements élémentaires distincts,
on a

_ Card E
P (E) = Card S (5-1)

On exprime cette relation en disant que, dans le cas d'une

probabilité uniforme, la probabilité d'un &vénement est égale
au nombre de cas favorables 3 la réalisation de cet &vénement
(Card E) divisé par le nombre de résultats possibles de 1l'ex-

périence (Card S).

II. PROBABILITE ET FREQUENCE

On a vu au paragraphe précédent comment construire une
probabilité lorsqu'il est raisonnable de penser que les é&vé-
nements &lémentaires sont équiprobables. Considérons mainte-
nant une expérience aléatoire . quelconque. Soit A un évé-
nement , Fn (A) et fn (A) ses fréquences absolue et relative
de réalisation lors d'une succession de n épreuves. On a.
(cf. Chap. 1) :

F, (&)

fn A) = - (5.2)

Il est clair que fn (A) dépend de la série des n épreu-
ves : deux séries différentes peuvent conduire 3 des résultats
différents. Il est cependant raisonnable de penser que fn (A)
tend vers une limite lorsque le nombre d'épreuves n tend
vers 1'infini. On dit que la probabilité P (A) de 1'é@véne-
ment A est cette limite.

Cette approche étend considérablement le champ des
expériences probabilisables, mais ne permet pas de parler
de probabilité dans le cas d'une &preuve qui ne peut &tre
répétée, pas plus que dans des situations ou le probable est

subjectif.
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Cette limitation se justifie essentiellement par la
théorie : la loi des grands nombres (cf. 6 A IV), &tablie
par J. Bernouilli en 1689 est conforme avec cette "hypothése
raisonnable'.

Cependant dans de nombreux domaines d'application des
probabilités (notamment en économie), ce choix "fréquentiste"
est trop limitatif. (Sur ce sujet, le lecteur pourra consul-
ter 1'article de Benjamin Matalon, "Epistémologie des Proba-
bilités" dans le volume 'Logique et connaissance scientifique"

de l'encyclopédie de la Pléiade, Paris 1967).

III. DEFINITION D'UNE PROBABILITE

Nous allons maintenant donner une définition axiomatique
A'une probabilité (Axiomatique de Kolmogoroff).

Soit S un ensemble fondamental fini ou dénombrable
associé 3 une expérience aléatoire .

Une probabilité P sur S est une application

P: Z°(S) — [0, 1] telle que :

1°) P (S) =1letP (¢p) =0 (5.3)
2°) WA e€.Z%S), ¥vBe.2%(S), tels que ANB = ¢

P (AUB) =P (A) + P (B) (5.4)
3°  si Ags Ay oooy A, ... est une suite d'événements in-

compatibles deux & deux (i.e. ¥n, ¥m, A N Am = ¢) alors :

P (U &)= 2 P (A) (5.5)
n=0 n=0

cette propriété s'appelle la o-additivité.
Remarque
Par récurrence, on déduit du second axiome que si
As Ay oees A est une suite finie d'événements incompatibles
deux 3 deux, alors

n n
P(U 4) =2 P (@4) (5.6)
. &

1=]
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Si S est fini, le troisiéme axiome est donc redondant.
Conséquences :
1°) vA€.2%S), ¥BE Z(S), ACB =P (A) < P (B) 5.7)

(On dit qu'une probabilité est une application croissante

sur Z4(S) ).

En effet : ACB = B = (BNA)UA et on a : (BNAYNA = ¢.
D'aprés 1l'axiome 2°), P (B) =P (A) + P (BNA) et comme
P (Bm:\-) > 0, on a bien : P (A) < P (B).

[
B N

Lo _ I BNA

2°) Condition de normalisation :

YA€ Z(S), P (A) = 1 - P (&) (5.8)
En effet : S = AUA et ANA = ¢. D'aprés 1'axiome 2)
P (S) =P (A) + P (A). Comme P (S) = 1 (axiome 1) on a
P (A) =1 -P (A).

3°) Cas particulier d’'une probabilité uniforme

Remarquons tout d'abord que si la probabilité est uni-
forme, alors S est nécessairement fini. On a :

vAe 94s), P (A) = %2——‘; (5.9)

En effet si S = {rl, Tys vens rn} et A = {rl,"‘..., rk}
(k < n) alors P (A) P ({rl}) + ...+ P ({rk})

L}

]
m """ " nm n Card S
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La définition axiomatique est donc cohérente avec 1'hypothése

du § I.

4°) Si S est fini ou dénombrable, une probabilité P sur S
est entiérement déterminée par la donnée d'une famille p; ot

~ S g0, - .eme _
P; 20, 2 p; = 1, et ou p,; est la probabilité du 1™ svéne-

ment élémentaire.

. Exemples

1°) Expérience aléatoire : tirer une carte d'un jeu de 32
cartes.
On considére les &vénements suivants
A : "tirer un as"
~R : "tirer un roi"
C : '"tirer un coeur"
AUC : "tirer un as ou un coeur"
ANC : "tirer 1'as de coeur"
ANR : "tirer une carte qui soit 3 la fois un as et un roi"
A : '"tirer une carte autre que as'.
I1 s'agit ici de probabilité& uniforme. En appliquant

(5.9) on obtient successivement

- =4 1 8.1
P () =P R =55=35 p(C) =33=73
_ Card (AucC) _ 11 1
POV =cias " : P (ANC) = 33
_ 0 _ o _ 28 _ 7
p (ANR) =35 = 0 p () = 2 28

2°) Expérience aléatoire : tirer 2 cartes 3 la fois d'un jeu

de 32 cartes. Probabilité pour que ces 2 cartes soient 2 rois.
L3 encore, il s'agit d'une probabilité uniforme. Le

nombre de cas favorables n est &gal au nombre de maniéres

de combiner 4 rois 2 3 2, soit Cz = 6.

Le nombre de cas possibles N est égal au nombre de
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maniéres de combiner 32 cartes 2 3 2, soit C§2 = 496. On en
déduit

-6 .
p (E) = 796 ° 0,012

3°) Considérons une suite infinie de jeux de pile ou face.
Soit S un ensemble fondamental associé 3 cette expérience

e 1 D = U X.). . = R 1
aléatoire : S = {( 1)1 e N * X =Poux; F}. Soit
A l'événement : "on obtient toujours Pile'". On a :

A= {(xp) } oi¥ie N x; =P.

ieN
Si la piéce est bien équilibrée, la probabilité de n'obtenir
que des "Pile", lors des n premiers jets est —L-en vertu du
principe général de 1'analyse combinatoire 2(cf. Chap. 4).
On en déduit que P (A) = 0 car-JH + 0 quand n =+ +», De méme
la probabilité d'obtenir Pile a% premier jet, puis Face, puis
Pile, etc. est nulle.

Ces événements ne sont pourtant pas & proprement parler

impossibles, on dit qu'ils sont presque impossibles. L'&vé-

nement B : "on obtient au moins une fois Face' est 1'événe-
ment contraire de A. Donc P (B) = 1. On dit que B est un

événement presque certain.

A premiére vue, il peut sembler paradoxal qu'on ait
p (A) = 0 oup (B) = 1. En fait, cela résulte du choix "fré—
quentiste'" qui exprime la probabilité comme une limite de

fréquence (cf. 5 B II).



Le second axiome de définition d'une probabilité donne

la probabilité de la réunion de deux &vénements lorsqu'ils

sont incompatibles. Le théoréme des probabilités totales

donne une expression de cette probabilité dans le cas général.

Exemple

On tire une carte au hasard d'un jeu de 32 cartes. Quelle
est la probabilité@ pour que cette carte soit un as ou un
coeur ?

Soient E, A et B les événements

E : "la carte est un as ou un coeur"
A : '"la carte est un as'"
B :  "la carte est un coeur".
"
(6] . = R = — = —
ma: E=AUB et : p (4) 375 P (B) 37°
_ Card (AUB) _ 11
P ®) = =32

Les ensembles A et B n'étant pas disjoints, pour ne pas
compter deux fois l'as de coeur, il convient de remarquer que :

Card (AUB) = Card A + Card B - Card (ANB)

Oﬁ en déduit que : ) ;

P (AUB) =P (A) + P (B) - P (ANB) (5.10)
L'expression (5.10) constitue 1'énoncé du théoréme des proba-
bilités totales. Lorsque ANB = ¢, on retrouve le second
axiome de définition d'une probabilité

P (AUB) =P (AJ + P (B) ' (5.11)
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I. THEOREME DES PROBABILITES TOTALES

(¥A e Z4(S)) (¥Be . Z49S))
P (AUB) =P (A) + P (B) - P (ANnB) (5.12)

Démonstration :

AUB = AU(BNA) et AN(BNA) = ¢
B = (BNA) U(ANB) et (BNA) N (ANB) = ¢

; &

I BNA

D'aprés la propriété (5.4) on a :
P (AUB) = P [AU(BNA)] =P (A) + P (BnA)
P (B) =P (BNA) + P (ANB)

et par conséquent

P (AUB) =P (A) +P (B) - P (ANnB).

II. GENERALISATION

(VA€ ZX(S)) (¥Be ZXS)) (¥Ce . 9XS))
P (AUBUC) =P (A) +P (B) +P (C) -P (AnB)
- P (BNC) - P (ANnC) + P (ANBNC) (5.13)

En effet, en utilisant deux fois le théoréme des probabilités
totales (5.12) on a

P (AUBUC) = (AUB) + P (C) - P[(AUB) n (]
(A) + P (B) +P (C) -P (ANB)-P[(AUB)NC
P [(AnC) U (BNC)]
P (ANC) + P (BNC) - P (ANBNC)

d'old le résultat (5.13).

o~ B,

or, P[(AuUB)NC]
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D'une maniére générale, si P est une probabilité sur un ensem-

A A_ sont n &léments de S, on a :

ble S et si Al’ g3 e AL

n -
> P (4 - S > (A0 A

i=1 i

lav]
—
b
nCo
>
P
1

YD D DD . (A0 ANAY) - ..
1 A KA
. k#j
' n
+ (- p [n Ai]
i=1

Remarque

Si n =2, on vérifie que 1l'on retrouve le théoréme

(5.12) (cf. exercice II).




I. DEFINITION D'UNE PROBABILITE COMPOSEE

Soit P une probabilité sur un ensemble S, et B un &vé-
nement tel que P (B) # 0. On appelle probabilité d'un événe-

ment "A si B" ou A/B (probabilité composée ou conditionnelle)

le rapport :

P (A/B) = P—P—(‘;‘—I;-")B—) (5.14)

On en déduit
P (ANB) =P (B) . P (A/B) (5.15)
De la méme maniére, si P (A) # 0, on peut &crire

P (AnB) =P (A) . P (B/A).

Généralisation

Si A ceey An sont n événements, alors

n
P [ n Ai] =P (Al).P (A2/A1).P (A3/Aln A2)
i=1
n-1]

P/ N A (5.16)
i=]

(Cette relation est démontrée dans 1'exercice 5 D IIT)

. Exemple

Probabilité de tirer un as, puis un roi d'un jeu de 32
cartes, sans remettre la lére carte en jeu (tirage exhaustif)
A : la lére carte tirée est un as
B : la 2éme carte tirée est un roi
B/A: la 2éme carte tirée est un roi, sachant que la lére (non

remise) est un as
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- L L e §
p (AnB) =p (A).p (B/A 37 X371 " 62

p (B/A) = g% puisqu'il ne reste plus que 31 carteé.

II. EVENEMENTS INDEPENDANTS

Considérons une expérience aléatoire consistant 3 jeter
un dé deux fois successives.
Soient A et B les &vénements
"on obtient 6 lors du premier jet"
B : "on obtient 6 lors du second jet"
I1 est clair que P (B/A) = P (B). On dit que les événe-
ments A et B sont indépendants.
’ D'une maniére générale, on peut remarquer que :
1°) Si P (A) #0et P (B) #0
_ P (B/A) =P (B) < P (A/B) =P (A)
2°) Si P (A) #0
P (B/A) =P (B) « P (ANnB) =P (A) P (B)

Définition

Deux événements A et B sont indépendants si

P (AnB) =P (A).P (B).

. Exemple

On reprend 1l'exemple précédent, mais en remettant la

lére carte dans le jeu (tirage non exhaustif).

Dans ce cas, P (B/A) =P (B) = é%
4
P (ANB) = P (A).P (13)=§5.3“—2=6—'4

III. THEOREME DE BAYES

Ce théoréme permet de déterminer la probabilité pour

qu'un événement qui est supposé déja réalisé, soit d@ i une
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certaine cause plutdt qu'd une autre (d'od le nom de théo-

réme des probabilités des causes que lui a donné Bayes).

1. Exemple
Le tableau suivant donne, pour les deux classes termi-
nales d'un lycée, le nombre d'éléves ayant été regus au

baccalauréat et l'effectif de chaque classe

Classe A Classe B
Effectif 26 32
Nombre de
recus 18 14

Quelle est la probabilité pour qu'un éléve regu, pris au ha-
. sard, provienne de la classe A ? .
Le probabilité pour qu'un éléve de terminale provienne
d'une classe plutdt que d'une autre est p (A) = p (B) = %.
Partant de la classe A, la probabilité pour qu'un éléve soit
regu est p (R/A) = %%. En raisonnant de la méme maniére

pour la classe B, on peut construire le diagramme suivant.

La probabilité totale pour qu'un &léve de terminale soit

regu est, d'aprés ce diagramme
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p (ANR) + p (BNR) =p (A).p (R/A) + p (B).p (R/B)
La probabilité pour qu'un &léve de A soit regu est
p (ANR) =p (A).p (R/A)
Par conséquent, la probabilit& pour qu'un éléve regu provienne

de A est donnée par

p (R/A).p (&)

P (A/R) = TTRTAY P ) * p R/B) p (B) (5-17)
18 1
=2 X =
26 2 B
"1 1, w1 e
26 2 32 2

2. Théoréme

Soient S un ensemble fondamental et E, A], AZ’ ceey A
n+] événements tels que :-
1) les A, sont deux a deux. disjoints
2) ¥i =1, ..., n P (Ai) #0
n
3) U A =E
i=1
Alore : ¥k =1, ..., n

P (A).P (E/A)
P (A /E) = — k k (5.18)

2. P (4)) P (E/A)

i=1

Démonstration

Remarquons tout d'abord que

n

P (E) = D P (E/A)).P (4))

i=]
n n
En effet, comme U A, =Eona:E-= U [ErﬁAi]
i=1 i=
Comme les A; sont deux 3@ deux disjoints : ¥i = 1, ...
Vi=1,...,n, sii# 3jona:

(EnAQ n(EnAﬁ = ¢
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On a donc :

n
P (E) = > P (E/A;).P (A;) [cf. (5.6)]
i=1

P (Akr\E) P (Ak).P (E/Ak)

P (Ak/E) = n
P (E) z P (E/A;).P (A
i=1

d'aprés ce qui précéde.



I. LOI BINOMIALE

Une urne contient 100 boules dont 10 blanches. On réa-
lise une série de 5 tirages successifs non exhaustifs d'une
boule (c'est d dire que 1l'on remet la boule aprés chaque ti-
rage, de maniére que la probabilité ne change pas d'un tirage
d l'autre). Quelle est la probabilité pour que 3 boules de la

_série de 5 soient blanches ?

A : tirer une boule blanche P (A) = To0 = 0,1

A : tirer une boule non blanche P (&) = 1 - 0,1 = 0,9.

10
0

La probabilité de tirer 5 boules dont 3 blanches dans un
ordre déterminé tel que A A A A A, est donnée par 1'axiome

des probabilités composées (5.15)

P (AAARA) = (0,1)° (0,9)2
Mais 1'ordre étant indifférent; il existe Cg maniéres de réa-
liser 1'événement précédent. Le théoréme des probabilités
totales (5.12) fournit donc la probabilité cherchée

3

20,07 0,92

P (E) =¢C

Généralisation

La probabilité de réaliser k fois l'événement A en une
série de n épreuves non exhaustives est

P (k) =k p* 7k (5.19)

o 1'on a posé P (A) = p et P (A) = g = 1-p. On reconnalt le

terme général du développement du binSme de Newton (p+q)n et
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1'équ. (4.12), d'ol le nom de loi binomiale donnée i 1'ex-
pression (5.19). C'est une loi 3 2 paramétres n et p, notée

¢ (n,p).

Application au jeu de 'pile ou face"

La probabilité de tirer k faces avec une piéce lancée n

fois successivement, ou avec n piéces lancées simultanément

est
k k -k
P () =C p qa"
avec p = q = %u Par exemple, la probabilité d'obtenir 3 'face"

en 5 lancers est :

3 103 02 _5.4.3 5
PO)=C QY QP =T 16

=

1
g -

.
w

II. LOI HYPERGEOMETRIQUE

Quelle est la probabilité pour que, au jeu de la belote
(32 cartes), un joueur ait une main (de 8 cartes) comportant
5 "pique" et 3 '"non-pique" ?

Le probléme est différent de 1'exemple précédent dans la
mesure oU le tirage des 8 cartes est ici exhaustif (sans re-
mise).

Le nombre de cas possibles est le nombre de maniéres de
combiner 32 cartes 8 i 8, soit d'aprés le § 4 C

8
N = C32

Le nombre de cas favorables peut &tre obtenu en appli-
quant le principe fondamental de 1'analyse combinatoire (4.1).
Les 5 "pique" peuvent &tre choisis parmi les 8 "pique"'exi;;
tant dans le jeu, de Cg maniéres différentes. Les 3 cartes
qui manquent pour constituer une main sont nécessairement

des '"mon-pique'", elles peuvent donc étre groupées de C;A
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facons différentes. Le nombre de cas favorables d'aprés

(4.1) est donc :

Par conséquent, la probabilité cherchée est :

53
_% Cu

8
3

P (E) =

z|3

Généralisation de 1l'expression précédente

A partir d'un référentiel comptant N &léments dont r
d'entre eux ont une caractéristique a, la probabilité d'avoir
k fois la caractéristique a, dans une série de n épreuves

exhaustives (sans remise) est
Cr Chey

P (k) = - (5.20)
CN

La loi (5.20), appelée loi hypergéométrique est une loi a 3

paramétres N, n, r. Elle est notée J¥€ (N,n,r).



I. On considére l'expérience aléatoire suivante :

on jette un dé, si on obtient un chiffre pair, alors on
tire une carte d'un jeu de 32 cartes, si on obtient un chif-

fre impair, on préléve une carte d'un jeu de 52 cartes.

1°) Préciser un ensemble fondamental S associé i cette ex~
périence.
2°) Soient A, B, C, D et E les &vénements suivants :

A : '"on a tiré l'as de tréfle"

: "on a obtenu un nombre pair"

“"on a tiré un as"

"on a tiré un 2 de coeur et le dé marque 4"

: '"on a tiré une carte 2, 3, 4 ou 5",

m o O w

Préciser en fonction de S la forme ensembliste de ces

événements.

SOLUTION

1°) S est 1l'ensemble des résultats possibles de 1'expérience
aléatoire. En distinguant les différents résultats possibles

du jet du dé, on a :
s= {2,4,6}xF u {1, 3,5} x6

ol F désigne l'ensemble des cartes d'un jeu de 32 cartes et
G désigne l'ensemble des cartes d'un jeu de 52 cartes car un
résultat possible de l'expérience aléatoire est un couple
(a,b) ol a est un nombre entier compris entre 1 et 6 et b
une carte d'un jeu de 32 cartes si a est pair, d'un jeu de

52 cartes si a est impair.
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2°) On a alors

A={2,4,6}) xH u{1, 3,5} xH=1{1,2,3, 4,56} xH
ol H désigne l'ensemble réduit a 1'as de tréfle.

B ={2, 4, 6} xF

c=1{2, 4,6 x10{1,3,5}xT=1{1,2,3,4,5,6}x1

oli I désigne 1l'ensemble des as.

]

D = ¢ car il est impossible de tirer une carte d'un jeu
de 52 cartes qui n'est pas dans un jeu de 32 cartes, lorsqu'on
a obtenu un nombre pair.

E={1,3,5}xJ
ot J est 1'ensemble des cartes 2, 3, 4 ou 5, car on ne peut

tirer une telle carte que si on a obtenu un nombre impair. ®

II. Si on ne s'intéresse qu'aux &vénements A, B, C ou E de
1l'exercice précédent, est—il possible de considérer un autre

ensemble fondamental associé 3 cette expérience aléatoire ?

SOLUTION

Si 1'on ne s'intéresse qu'aux &vénements A, B, C ou E,
on ne distingue que la parité du nombre obtenu aprés le jet
du dé et non sa valeur numérique.

On peut donc considérer S, défini par :

1

8, = ({P} x F] u [{1} x G]

avec P pour pair, et I pour impair.

III. Soit S un ensemble fondamental, et A, B, C trois é&véne-

ments. Exprimer & partir de A, B ou C et des notations en-

semblistes les événements suivants :
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E, : seul A est réalisé

E, : un événement au moins est réalisé
E3 : un événement au plus est réalisé
E, : les trois événements sont réalisés

ES : deux événements au plus sont réalisés.

A S
SOLUTION / B \-

) B, = AUBUC @
C
Do E, = [ANBNC] U [ANBNC] U
[ANBNC) U [ANBNC) (
B
C

= E, = ANBNC

| E5 =ANBNC
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IV. LE JEU DE PASSE-DIX

Le jeu de passe-dix consiste A jeter un dé trois fois
successives. On gagne si la somme des points obtenus dépasse
10.
1°) Préciser un ensemble fondamental S qui tient compte de
1'ordre ol les points sont apparus.
2°) Calculer le nombre de résultats possibles qui totalisent

11, puis 12.

SOLUTION

1°) Si 1'on tient compte de 1'ordre, le résultat (1, 3, 4)
est différent de (3, 1, 4). On a donc :
S=1{1,2,3,4,5,61

2°) Notonms G l'ensemble des résultats qui totalisent i points.

G11 est formé des résultats :
(6,4,1) (6,3,2) (5,4,2) (5,5,1) (5,3,3)
(6,1,4) (6,2,3) (5,2,4) (5,1,5) (3,5,3)
(1,6,4) (3,2,6) (452,5) (1,5,5) (3,3,5)
(1,4,6) (3,6,2) (4,5,2) (4,4,3)
(4,6,1) (2,3,6) (2,5,4) (4,3,4)
(451,6) (2,6,3) (2,4,5) (3,4,4)
Le nombre de maniéres de gagner avec ]1 points est donc

Card Gll = 27

Gl2 est formé des résultats :
(6,5,1) (6,4,2) (5,4,3) (5,5,2) (4,4,4)
(6,1,5) (6,2,4) (5,3,4) (5,2,5)
(5,6,1) (4,6,2) (4,5,3) (2,5,5)
(5,1,6) (4,2,6) (4,3,5) (6,3,3)
(1,6,5) (2,4,6) (3,4,5) (3,6,3)

(1,5,6) (2,6,4) (3,5,4) (3,3,6)



108 Chapitre 5

Le nombre de maniéres de marquer 12 points est donc

Card G12 = 25. a

V. Soit S un ensemble fondamental.

Si A et B sont deux événements, AUB est réalisé lorsque
A seul est réa.lisé, B seul est réalisé, ou encore lorsque A
et B sont simultanément réalisés (cf. 5 A III).

On appellera AAB 1l'événement qui n'est réalisé que

lorsque A seul est réalisé ou bien B seul est réalisé.

[ANB] U [BNA]
[AUB] N [ANB]

1°) Montrer que AAB

2°) Montrer que AAB

SOLUTION

1°) ANB est 1'&vénement "A est réalisé et B n'est pas réa-
1isé". ANB est 1'événement "B est réalisé et A n'est pas
réalisé".

On a donc AAB = [AOEJ V] [BOX]

2°) [AUB] N[ANB] est 1'événement : "A ou B sont réa-
lisés, mais A et B ne sont pas simultanément réalisés". C'est
donc A AB.

KS—Y

- EEDAAB -




I. On considére un lot de 35 boules identiques, numérotées

de 1 & 35. Quelle est la probabilité de tirer :

1°) une boule portant un numéro pair ?

2°) une boule portant un numéro impair ?

3°) wune boule portant un numéro strictement supérieur a 5 ?

SOLUTION

S est l'ensemble des 17 numéros pairs et des 18 numéros

impairs. Si on considére les événements

P : 'on a tiré un numéro pair"
I : "on a tiré un numéro impair"
o _17
1°) P (P) = 35
- _ 18
2°) P (1) = 35
. 17 _ 18
On a aussi P (I) = 1 35 = 35
3°) En appelant x le numéro sorti, on a
35
P(x>5) =Y P (i)
i=6
=1-P (x £5)

Les boules étant

35
P (x >5) =

1 =[P (1) +P (2) +P (3) +P (4) +P (5]

identiques, les P (i) sont toutes égales a

—Ln Par conséquent

L6
=5 x35 =73
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II. Dans une méme clinique, trois femmes sont sur le point
d'accoucher. Deux médecins sont attachés 3 cette clinique.
1°) Quelle est la probabilité pour que les trois femmes
demandent au hasard le méme médecin, en méme temps ?

2°) Quelle est la probabilité pour que les deux médecins

soient appelés ?

SOLUTION

Soient M, et M, les 2 médecins, chaque femme ayant deux

1
choix possibles, le nombre de cas total est ag = 23'= 8

M M : lére femme
y N ///// 2\\\\\ f
M M M M 2éme femme
/N /N /N /N
Ml MZ MI M2 M] M2 Ml M2 3éme femme

cas 1 2 3 4 5 6 7 8

Soient les événements :
1 : le méme médecin est demandé
2 : les 2 médecins sont demandés.
1°) Le nombre de cas favorables A 1'appel du méme médecin est
2 (cas | et cas 8) d'oi P (1) = % = %.
2°) Deux fagons de raisonner
P (@ =1-P() =3
b) ie nombre de cas favorables 3 1'appel des 2 médecins

est 6, d'ou P (2) =

|
~w

III. Lors des soldes de fin de série, un fabricant de chemises
met en vrac sur une table 200 chemises pratiquement identiques.
Il y a; dans ce lot, des chemises avec 1 ou 2 défauts,

ainsi que 100 chemises parfaites. Ces défauts, mineurs, ne

sont pas visibles 3 la présentation.
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1°) Quels doivent étre les nombres de chemises de chaque caté-
gorie si l'on veut que le premiér client, qui prend au hasard
une de ces chemises, ait 20 7Z de chance d'avoir une chemise
avec 1 défaut ?

2°) Le client s'apergoit du défaut. I1 remet la chemise dans
le tas, sans prendre soin de l'écarter ; quelle est la pro-

babilité qu'il a de prendre une chemise avec 2 défauts ?

SOLUTION

On appelle x 1'événement ''chemise avec x défauts'.
1°) si N N] et N2 sont respectivement les nombres de che-
mises &4 0, 1 et 2 défauts, on doit avoir

No + N] + N2 = 200 avec NO = 100

Les chemises étant apparemment identiques, la probabilité

d'avoir une chemise avec | défaut est

Nl
P (x=1)= 700

0,20

On en déduit :

N1 = 0,20 x 200 = 40 chemises a 1 défaut

Le nombre de chemises avec 2 défauts est donc :

N, = 200 - (No + Nl) = 200 - (100 + 40) = 60 chemises.

2°) La probabilité de tirer une chemise avec 2 défauts, sa-
chant que le client ne sait plus ou se trouve la chemise

qu'il avait prise puis remise dans le tas, est :
N
P (x =2) = 5= =22 = 0,30

On vérifie que P (x = 0) + P (x = 1) + P (x =2) =1 L
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IV. LE "PARADOXE" DU CHEVALIER DE MERE

~

Le jeu de passe-dix consiste 3 jeter trois dés, on gagne
si la somme des points obtenus dépasse dix (cf. exercice
5 A 1IV).

Le chevalier de Méré constatait qu'en pratique on ga-
gnait plus souvent avec 11 qu'avec 12. Cela lui semblait pa-
radoxal, car son raisonnement infirmait sa constatation.

Voici son raisonnement :

- il y a 6 possibilités de marquer 11 points

{6,4,1} ; {6,3,2} ;5 {5,5,1} ; {5,4,2} ; {5,3,3} ; {4,4,3}

- il y a 6 possibilités de marquer 12 points

{6,5,1} ; {6,4,2} ; {6,3,3} ; {5,5,2} ; {5,4,3} ; {4,4,4}
Les probabilités de marquer 11 ou 12 points sont donc é&gales.

Que penser de ce raisonnement ?

SOLUTION

. L'erreur du chevalier de Méré est de ne pas distinguer
les dés. Il y a en effet une seule maniére d'obtenir {4,4,4},
mais six maniéres d'obtenir 5, 4 et 3 : (5,4,3) ; (5,3,4) ;
(3,4,5) ; (3,5,4) ; (4,5,3) et (4,3,5).
On en déduit qu'il y a au total 25 maniéres de marquer
12 points et 27 maniéres de marquer 11 points (cf. exercice
5 A IV).

Soit x le nombre de points marqués. On a :

P (x =12) == == =0,1157
az 63

Px=1D) =2 =2 -0,1250>P (x = 12)
Qe 6

Ce raisonnement juste fut trouvé par B. Pascal a qui Méré

avait présenté son soi-disant paradoxe. .
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V. Considérons 1l'épreuve suivante :
- on choisit au hasard un nombre n compris entre 1 et 3;
- on choisit ensuite au hasard, n nombres compris entre
0 et 9, mais si le premier de ces nombres est 0, on ne choisit
pas d'autre nombre.
1°) Décrire 1l'ensemble S des résultats possibles. Si N est
un nombre, formé de 1, 2 ou 3 chiffres, soit AN 1'événement :
"on a obtenu le nombre N".
2°) Calculer les probabilités des &vénements suivants
a) Ao ;5 b) A12 ; ¢) A]] ;3 d) le nombre obtenu est formé

d'un seul chiffre ou de chiffres tous différents.

SOLUTION

1°) On peut former tous les nombres de 1, 2 ou 3 chiffres.
Donc S = {0, 1, 2, 3, ..., 999}.
2°) Remarquons que la probabilité sur S n'est pas uniforme.

a) I1 y a en effet 3 maniéres de former le nombre O :

- tirer n = | puis tirer O parmi {0,1,...,9} : A
- tirer n = 2 puis tirer 0 parmi {0,1,...,9} : B
- tirer n = 3 puis tirer 0 parmi {0,1,...,9} : C

I1 est clair que A, B et C sont deux 3 deux disjoints. Donc :
P (AO) =P (AUBUC) =P (A) + P (B) + P (C)

et P (A) =P (B) =P (C) = X donc P (Ao) =

L 1
3 10° 10

b) Par contre il n'y a qu'une maniére de former un nom-
bre N tel que 1 < N £ 9 :

- tirer n = 1 puis choisir N dans {1,...,9}

N SV .
Donc P (AN) =3 x 5" 36 -

Pour former un nombre de 2 chiffres, il faut tirer n = 2

puis choisir un premier chiffre dans {1,...,9}, et un second

dans {0,1,...,9}. Donc :
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N R RV B
P (A) =P (A =375

1 <
0 o = 300° d'ol b) et ¢).

w

d) Considérons les événements
E : '"le nombre obtenu est formé d'un seul chiffre ou de

plusieurs chiffres tous différents"

A : "le nombre obtenu est formé d'un seul chiffre"
B : '"le nombre obtenu est formé de 2 chiffres différents'
C : '"le nombre obtenu est formé de 3 chiffres différents'.

Il est clair que : ANB = ANC = ¢ et que (AUB)NC = ¢
E =AUBUC
D'aprés le second axiome de définition d'une probabilité :
P (E) =P (A) + P (B) + P (C)
car P (E) =P [(AuB)uUC] P (AuUB) + P (C) car (AUB)nC=9
P (A) +P (B) + P (C) car ANB
P (A) = P (0) +P (1) +P (2) + ... +P (9)

=¢

=1
3
P(B)=%x.]%.xl_90_=%
O A L E
Done P (E) =%+{%7o+?—£5:0,819 .

vVI. PROBABILITES GEOMETRIQUES : LE PROBLEME DE BUFFON

Supposons que 1'ensemble des résultats possibles d'une
épreuve %/ soit une partie P du plan de surface finie S. Un
événement E associé a 1'épreuvd ./ sera une partie de P. Si
1'on suppose que la probabilité de E est proportionnelle 3 sa
surface, on dira qu'on a une probabilité géométrique.

Supposons que le plan est recouvert de droites parallé-
les &quidistantes, deux droites successives étant 3 une dis-
tance d (d > 0). On jette au hasard sur ce plan une aiguille

de longueur £ (& > 0), avec £ < d.

s
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Quelle est la probabilité que l'aiguille rencontre une

des droites paralléles ?

SOLUTION

La position de 1'aiguille est entiérement déterminée par
deux nombres

- la distance § du centre de l'aiguille a la paralléle
la plus proche ;

- 1'angle t que fait l'aiguille avec cette paralléle,

et te[0, T} .

et ona: S§€[0, %]

///

t

L'ensemble des couples §€[0, %1 , te[0, m] est le
rectangle de la figure ci-dessous. L'aiguille rencontre une
des droites lorsque § < z sin t. L'ensemble des couples (§, t)

2

qui réalisent 1'événement '1l'aiguille rencontre une paralléle'

est la partie blanche de la figure ci-dessous.

La probabilité cherchée p est donc :

P = f L sin t dt
o 2

N N]Cs.
= 3

soit p

=
[aW
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[Le calcul de la probabilité a &té possible parce que la
fonction sinus est intégrable sur le segment {0, 7], ou ce
qui revient au méme parce que la partie blanche de la figure
ci-dessus est intégrable.
D'une maniére générale, si 1'ensemble fondamental S est
continu, il sera nécessaire de restreindre la probabilité i
une partie de/2%(S) (cf. B. Vauquois, Probabilités, Hermann,

Paris 1978) 1. ' -
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I. Soit P une probabilité sur un ensemble S fini ou dénom-

brable. Montrer les propriétés suivantes :

1°) W¥AE€.2%(S), ¥Be Z(S) P (ANB) =P (A) - P (ANB)
2°) ¥AE€ ZA(S), ¥Be Z4(S) P (AUB) =1 -P (ANB)
3°) WAe 24(S), ¥Be Z(S) P (AAB) =P (AUB) -P (ANB)

(AAB est défini dans 1l'exercice 5 A V)
4°) WAE€ 24(S), ¥Be Z(S), ¥Ce ZX(S)
ANB = ANnC = Bﬂ(._'l =¢ =P (AUBUC) =P (A)+P (B) +P )

SOLUTION

1°) Montrons que :

[ANB] y [ANB] = A -
_ CJANB

[ANB] n [ANB] = ¢

[ANBl U [ANB)] = AN[BUB] = A

[AnE]n[AﬁB] =ANBNB = ¢ car BNB = ¢

D'aprés le second axiome de définition d'une probabilité
P (A) =P (AnB) + P (AnB), d'ol le résultat.
2°) Ona:AUB=ANB

On en déduit que :
P (AUB) =1 - P (ANB)
(cf£. 5 B IIL, Conditionms

de normalisation)
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3°%)

D'aprés l'exercice 5 AV, AAB = [AuUB] n [ANB]

On en déduit que :

AUB = [AAB] U [ANBE]

et [AAB] n [AnB] = ¢

D'aprés le second axiome de définition d'une probabilité,
on a :

P (AUB) =P (AAB) + P (ANB), d'oll le résultat.
4°) D'aprés 5 C II) on a :

P (AUBUC) =P (A) + P (B) +P (C) - P (ANnB)

- P (AnC) - P (BNC) + P (ANnBNC)

Si ANB =ANC =BNC = ¢ alors ANBNC = ¢ et

P (ANB) =P (ANnC) =P (BNC) =P (AnBNC) =0
d'oli le résultat. ®
II. GENERALISATION DU THEOREME DES PROBABILITES TOTALES

Soit P une probabilité sur un ensemble S fini et dénom-

brable. Soient A1 s A2, eee An n événements.

Démontrer par récurrence sur n que :

[5
i=1] i

M=

P (A;) - > > p (Air\Aj)

= 1 jFi
202 D P (ANANA) + ..
1 j#i KF J
k#j

+

n+1l n
-1 Pl N Ay
i=]

SOLUTION

. Pour n = 2, on aP (AIUAZ) =P (Al)+P (Az)-P (A]ﬂAz)

ce qui n'est rien d'autre que le théoréme des probabilités

totales.
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Supposons la relation vraie pour n = p et montrons

qu'elle est vraie pour n = p+l

p+1 P
P 'U A; PoIC Ai)UAPH
1=] 1=]

p p
) I:igl Ai]+ P lhpyy) 7P [(191 Ai)mAP*‘]

d'aprés le théoréme des probabilités totales.

p p
Or on a : &igl Ai)rmAp+]] = U (AirﬁAP+1)

i=1

D'aprés 1l'hypothése de récurrence :

P p :
P [U (AimApH)] = > P (AN APH)

i=1 i=1

- > > P (AnA.NnA_ ) + ...
i ool
ptl
+ P Ai]
i=1

On a donc :

p+l p+l
P 191 Al = > P (4 - Z ;1 P (A;nAY)

i=1 1 ]

III. Soit P une probabilité sur un ensemble S fini ou dénom-
brable.
1°) Montrer que si A€ Z2(S), Be .Z(S), alors

P (AuB) < P (A) + P (B).



120 Chapitre 5

2°) En déduire que si A, Ay, ..., A sont n &léments de
ZP(8), alors :

n n
P [U Ai] < Z P (Ai)
i=1 i=1

SOLUTION

1°) résulte du théoréme des probabilités totales. On a :
P (ANB) 30 et P (AUB) =P (A) + P (B) - P (ANB)
Donc P (AUB) < P (A) + P (B)

2°) se déduit de 1°) par récurrence sur n. On a vu a la
question précédente que la propriété est vraie pour n = 2.
Supposons qu'elle est vraie pour n=p, et montrons qu'elle
est alors vraie pour n=p+l.

D'aprés la question 1°)

LA P
PIU &l <P [‘U Ai] + P (APH)
L 1=]1 1=]
Or par hypothése :
- P h P
P L'U Al € 2P (A
1=1 B 1=]
On a donc :
rptl ptl
Pl U 4l < Z P (A)).
Li=1 i=1 u

IV. Dans une entreprise de construction, parmi un effectif
de 80 ouvriers (ensemble 0), 15 sont magons-carreleurs, 23
sont magons seulement, 7 sont carreleurs et non magons, 5
sont plombiers seulement. Quelle est la probabilité& pour
qu'un ouvrier de cette entreprise soit :

1°) magon ou plombier ?

2°) magon ou carreleur ?
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SOLUT ION

On considére les événements

"l'ouvrier est macon'
"1'ouvrier est carreleur"

"1'ouvrier est plombier"

Card (MNC) = 15 Card (C) =7 + 15 = 22
Card M = 23 + 15 = 38 Card (P) =5

1°) Puisque MNP = ¢ on a :

-

- =38, 5 _43
P (MUP) =P (M) + P (B) = 55 * 55 = 55
P (MUP) = 0,537
T e _ _ _38 22 _ 15 _ 45
2°) P (MUC) =P (M) + P (C) =P (MNC) = 35 + g5 - g2 = 25
P (MuC) = 0,562. .
V.

1°) Soient A et B deux sous—ensembles d'un ensemble fini E
avec a = Card A, b = Card B et ¢ = Card ANB. Quel est le
Cardinal de AUB ?
2°) On se servira de ce résultat pour résoudre le probléme
suivant : 3 toute personne achetant un de ses produits, un
vendeur donne & choisir une enveloppe renfermant un ticket
numéroté.
. Si ce ticket est bleu ou s'il porte un numéro pair, 1'a-
cheteur se voit attribuer un cadeau.

Le vendeur veut que le premier client ait une chance
sur deux de gagner. Il fait numéroter, en nombre égal, de |1
a5, 1 000 tickets dont 10 bleus portent un numéro pair.

Combien y aura-t-il d'enveloppes contenant un ticket bleu ?
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SOLUTION

1°) Le résultat est mis en évidence dans un diagramme de

Venn

A \E]

CIANB
=3 ANB

Card (AuUB) = Card A + Card B - Card (ANB)
Card (AUB) = a + b - ¢

2°) Soient A 1'ensemble des nombres pairs et B l'ensemble
des tickets bleus ; Card (AUB) représente le nombre de
tickets bleus ou pairs. C'est donc le nombre de cas favora-
bles.

Par conséquent, la probabilité P de gagner, pour le
premier client est :

_ Card (AUB) _
=~ 79000 -9

P
d'ou

Card (A UB) = 500.

Les numéros étant répartis uniformément, il y a 200 ti-
ckets de chaque numéro. Or, entre | et 5, il y a 2 nombres
pairs (2 et 4), donc Card (A) = a = 400.

Puisque Card (ANB) = ¢ = 10 et que Card (AUB) = 500
=a+ b - c, soit 500 = 400 + b - 10, on en déduit
b = 500 - 400 + 10 = 110.

I1 y a donc 110 enveloppes contenant un ticket bleu. L




Exercices C. Probabilités totales 123

VI. Dans un échantillon de 1 000 patients, on reldve 300 per-
sonnes malades des poumons (événement P), 600 personnes mala-
des du coeur (événement C) et 200 individus souffrant d'hyper-
tension (é&vénement H).

1°) Calculer Card (HNC), sachant que 76 % des patients
souffrent d'hypertension ou de maladies cardiaques.

2°) Sachant que Card (PNC) = 60 et que Card (PNCNH) = 0,
calculer Card (PNH).

3°) Quelle est la probabilité de trouver un patient souffrant

d'hypertension ou d'une maladie pulmonaire ?

SOLUTION

1°) P (HuC) =P () + P (C) - P (HNC) = 0,76

- 200 _
P (H) = Too00 - 9-2
600
P (© =170 - 06

On en déduit

P (HNnC) = 0,8 - 0,76 = 0,04
et comme
P (HNC) = Card (ENC)

1 000
Card (HNC) = 40.
Il y a donc 40 personnes atteintes d'hypertention et maladies

du coeur.

2°)




124 Chapitre 5

Card (E) = Card (P) + Card (C) + Card (H)
- Card (PNC) - Card (PNnH) - Card (HNC)
1 000 = 300 + 600 + 200 - 60 - Card (PNnH) - 40
On en déduit
Card (PNnH) = 0.
3°) P (PUH) =P (P) +P (H) - P (PNH) = 5= +
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EXERCICES D. PROBABILITES COMPOSEES ET THEOREME DE BAYES

I. Soient A et B deux événements indépendants.

Montrer que A et B sont indépendants.

SOLUTION

~

On a 3 montrer que P (Arwg) =P (A) P (B)
Oor A=[AnB]luU[ANB]
[Anﬁ]‘n [ANB] = ¢

ANB

D'aprés le second axiome de définition d'une probabilité
P (A) =P (ANB) + P (ANB)
donc P (ANB) =P (A) - P (AnB) =P (A) - P (A) P (B)
car A et B sont indépendants, d'oil :
P (AnB) =P (A) [1 -P (B)] =P (A) P (B)

(condition de normalisation).

II. Considérons une urne contenant M] boules noires et M2

boules blanches. On tire n boules, avec remise, au hasard.
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1°) Préciser un ensemble fondamental S associé 3 cette ex-
périence, ainsi que la probabilité& P sur cet ensemble.

2°) Soit T, 1l'événement : "la premiére boule noire apparait
au iéme tirage'. Calculer P (Ti) : pour 1 £ i € n.

3°) Soit E; 1'événement : "on obtient i boules blanches
lors des n tirages'. Calculer P (Ei) pour 1 £ 1 < n.

4°) Déterminer la probabilité d'obtenir au moins une boule

noire.
SOLUTION
1°) s = {N, B} (N pour noire, B pour blanche)
M) M,
P(N)=-M—,P(B)=? OuM=M]+M2

(-] . o . -
2°) Les tirages se faisant avec remise, les &vénements
L . .&me . .
"tirer une boule noire au i tirage'" et '"tirer une boule

. .éme . A e e
noire au j tirage' sont indépendants si i # j. On a donc :

- M, i-1 M
P(Ti)=[P(B)]l xP(N)=[—M—] X =
. M i M n-i
3°) de méme : P (Ei)= [P (B)]l = 1% X T%

4°) Soit F 1'événement : "on obtient au moins une boule

noire". Alors F = E et d'aprélea condition de normalisation
2 |n
P(F)—I—P(En)-] [7 -

III. Soit P une probabilité sur un ensemble S fini ou dénom-
brable. Si A], e An sont n événements, montrer par récur-

rence sur n que :

n n-1
P [igl Ai] =P (A]) P (AZ/AI) P (A3/AlﬂA2)... P (An/i(=]1 A)
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SOLUTION

Si n=2 on a, par définition d'une probabilité composée :
P (A NAY)) =P (A) P (Ay/A)

Supposons la relation vraie pour n=p. Alors par définition

d'une probabilité composée

p+l p P p
P(CN Ai)=P [(n Ai)ﬂAP+l]=P(ﬂAi)P(Ap+I/ﬂ A.)
i=1 i i

i=1 i=1 i=1

d'ol le résultat. =

IV. Quelle est la probabilité de sortir 421 en langant 3 dés

simultanément ? (jeu du 421)

SOLUTION
lére méthode : Probabilité composée

3
p (4 et 2 et 1 dans 1l'ordre) = p (4) Xp (2) xp (1) = (%)

Les 3 dés étant jetés simultanément, l'ordre n'intervient pas,

et il y a 3! facons équiprobables d'avoir 4,2,1, d'ou :

3
p (4 et 2 et | sans ordre) =3! (%) = 3% = 0,029.
2éme méthode : Dénombrement
Le nombre de cas possibles est az = 63
Le nombre de cas favorables est P3 = 3!
L R
d'ol p = ;3 =3¢ " 0,029 -

V. Trois dés sont truqués de sorte que, pour chaque dé, la
probabilité de sortir 1 as est 2 fois plus grande que celle
de sortir n'importe quel autre numéro. Quelle est la proba-

bilité de sortir, sur un lancer des 3 dés, 421 ?
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SOLUTION

P (As) =2P (2) =2P (3) =2P (4) =2P (5) =27P (6)
avec la condition :

P (As) + P (2) + P (3) +P (4) +P (5) + P (6) =1
ce qui entraine

P (As)+5P—L2A—S—)—=|=%P(As) d'od P (As)=-§—

La probabilité de sortir 421 (probabilités indépendantes)

3! P (4) xP (2) xP (1)
31 x 1 X R 2

77777
0,035. =

P (4 et 2 et 1 sans oxdre)

P(4,2,1) = 55 -

VI. Parmi ! 000 moteurs d'une certaine fabrication, 725 mo-
teurs ont fonctionné sans probléme pendant les 3 premiéres
années et 375 les 5 premiéres années.

Quelle est la probabilité pour qu'un moteur, n'ayant
pas eu de probléme pendant les 3 premiéres années, fonctionne

encore pendant 2 ans ?

SOLUTION

lére méthode : calcul direct

; @

B

Soit E 1'ensemble des moteurs et considérons les évé-

nements :
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A : '"moteurs ayant fonctionné& 3 ans sans probléme"
B : '"moteurs ayant fonctionné 5 ans sans probléme".
Card (E) = 1 000 ; Card (A) = 725 ; Card (B) = 375
= Card (ANB)
Nombre de cas favorables : 375
Nombre de cas possibles : 725
D'ot

o o 375

775 = 0,517.
2éme méthode :
La probabilité pour qu'un moteur fonctionne 3 ans sans
probléme est :

725
1 000

La probabilité pour qu'un moteur fonctionne 5 ans est :

375
1 000

P (&) = = 0,725

P (ANB) =

= 0,375

Par conséquent, la probabilité pour qu'un moteur n'ayant
pas eu de probléme pendant les 3 premiéres années, fonctionne
encore 2 ans est

P (ANB) _ 0,375

P (B/A) =5 Ay 0,725

= 0,517.

VII. On estime a2 15 7 le nombre de vacanciers frangais qui
choisissent de sortir de France. Parmi ceux-ci, 35 7 vont en
Espagne et 25 7 vont en Italie.

Quelle est la probabilité pour qu'un Frangais prenne ses
vacances :
1°) en Italie ?

2°) en Espagne ?
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SOLUTION

1°) La probabilité p pour qu'un Frangais passe ses vacances

en Italie est :

_ 15 25 _
P = o0 * 700 - 0-0375
soit 3,75 7 de vacanciers frangais vont en Italie.

2°) La probabilité q pour qu'un Francais passe ses vacances

en Espagne est :

=5 35 .
4= 750 * oo - 0:05%
soit 5,25 % de vacanciers frangais vont en Espagne. =

VIII. Un révolver 3 6 coups contient une balle dans le baril-
let. On fait tourner le barillet 3 chaque fois avant de tirer
sur une cible qu'on ne peut manquer (Principe du jeu de la
roulette russe).

1°) Quelle est la probabilité de toucher la cible au premier
essai ?

2°) Quelle est la probabilité de ne pas toucher la cible au
bout de N essais ?

3°) Quelle est la probabilité de toucher la cible au Neme

essai ?
SOLUTION
° _E=—]—
1) p-N 6

2°) La probabilité de ne pas toucher la cible aprés | essai

est :

s
a=1r=1"%=3

d'ol la probabilité cherchée

N N
P =gq =(-2—)
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. . ~ ~ éme
3°) Les N-1| premiers essais ayant échou&, le N devant
y

réussir,

1
6

IX. Trois usines A, B et C produisent respectivement 50 7%,
30 Z et 20 7 des moteurs de voitures. Parmi la production de
chacune de ces usines, 5 72, 3 7 et 2 % des moteurs fabriqués
sont défectueux. Calculer la probabilité pour qu'un moteur

défectueux provienne de 1l'usine A.

. SOLUTION

On considére les &vénements :

A : le moteur vient de l'usine A (idem pour B et C)
D : le moteur fabriqué est défectueux
D : le moteur fabriqué n'est pas défectueux.

lére méthode : Théoréme de Bayes

P (A/D) = P_(A) x P (D/A)

P (A) xP (D/A) +P (B) xP (D/B) +P (C) xP (D/C)

avec

P (A) = 0,50 s P (B) = 0,30 ; P (C) = 0,20

P (D/A) = 0,05 ; P (D/B) = 0,03 ; P (D/C) = 0,02
d'ol

P (D/8) = o,soxo,os%gggé?gyo,zxo,02=g:8§§=§’:'58‘ 0,658
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2éme méthode :

2,5 sont défectueux : D
50 viennent
de A 47,5 ne le sont pas : D
0,9 D
sur 100 moteurs 30 de B
29,1 D
0,4
20 de C
19,6 D

P (A/D) = Nbre de moteurs défectueux venant de A
Nbre total de moteurs défectueux

2,5 _ 2,5
2,5+ 0,9 + 0,4 3,8

= 0,658

X. Une partie des accidents scolaires est due 3 des acci-
dents de laboratoires. 25 7% des &tudiants ne lisent pas les
notices de mise en garde qui accompagnent les produits qu'ils
manipulent. Parmi ceux qui lisent, 10 % ont tout de méme des
accidents, par manque de précaution.

Quelle est, pour un étudiant qui ne lit pas la notice,
la probabilité d'avoir un accident si la probabilité pour

qu'un accidenté n'ait pas lu la notice est de 0,7273 ?

SOLUTION

On considére les &vénements :
: "1'étudiant a un accident”
"1'étudiant n'a pas d'accident"

: "1'étudiant a lu la notice"

|l I - -

:. "l1'étudiant n'a pas lu la notice'".

jére méthode : Théoréme de Bayes
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P (L) x P (A/L)
P () xP (A/T) + P (L) x P (A/L)

On doit calculer P (A/i) : probabilité d'avoir un acci-

P (L/A) =

dent pour un étudiant qui n'a pas lu la notice
0,25 x P (A/L)
0,25 x P (A/L) + 0,75 x 0,10

On en déduit :

0,7273 =

0,75 x 0,10 x 0,7273 _
0,25 - 0,25 x 0,7273

2éme méthode :

P (A/L) =

0,80.

7,5 ont un accident (A/L)
75 lisent la notice
(L) 67,5 n'ont pas d'acci-
dent (A/L)

sur 100 étudiants

X ont un accident (A/L)
25 ne la lisent
pas (L) 25-x n'ont pas d'acci-
dent (A/L)
X

" B ee— e —— - 1 a2
0,7273 . qui domnne x 20

La probabilité cherchée est :

XI. Une enquéte portant sur un plan d'urbanisme donne la ré-
partition suivante des avis des habitants d'une ville com-

prenant 4 arrondissements. (voir tableau page suivante).

Calculer les probabilités
1°) pour qu'une personne plutdt favorable provienne du
quartier 3
2°) pour qu'une personne provenant du quartier 2 soit plutdt

défavorable.
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Arrondissements 1 2 3 4
msiense [ e [ x| mr | oo
?i:gi:ble 22 | 31z | 122 55 7
géﬁzszrable 60 % 45 % > % 31 %
Ne se pro- 87 | 262 | 237 14 7
noncent pas

SOLUTION

On considére les événements
F : "plutdt favorable" D : '"plutdt défavorable"

N : '"ne se prononce pas" Q. : "habite le quartier i"

i
1°) D'aprés le théoréme de Bayes, on a

P (Q4)XP(F/Qy)
P(Q,)xP (F/Q,)+P(Q,) P(¥/q,)*P(Q,) P(F/Qy)+P(Q,) P(F/Q,)

P(Q3/F)=

Oou encore :

237%%727%

P(Q3/F) = T57xT27] [ 322x317] +[ 232x727] +[ 307%557)
) 23 % 72
PQ3/F) = 51y v (323D + (23572) * (30%55)

1656
P(Q,/F) = 4535 = 0,34

20) P (D/QZ) =45 %. n
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I. On suppose que la probabilité pour qu'un nouveau-né soit
un garcon est de 0,55. Cet événement étant indépendant des
individus, quelle est la probabilité pour que, sur -5 nouveaux-

nés d'une clinique, il y ait 2 gargons ?

SOLUTION

La probabilité élémentaire pour qu'un nouveau-né soit
un gargon est :

p = 0,55
Par suite la probabilité élémentaire pour qu'un nouveau-né

soit une fille est :

q = 1-p = 0,45.
D'ol la probabilité pour que, sur 5 nouveaux-nés, il y ait
2 gargons
2 2 -
P2 =Cp 0
5! 2 3
P (2) = 5757 (0,55)7 (0,45)
P (2) = 0,28. .

II. Parmi huit équipes de foot-ball dont 6 de premiére divi-
sion et 2 de deuxiéme division, seulement quatre d'entre
elles doivent jouer un certain jour. On dispose d'une urne
contenant huit tubes 3 1'intérieur desquels se trouvent les
noms des équipes. Un officiel tire 4 tubes au hasard. Quelle

est la probabilité d'avoir, parmi les 4 équipes
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1°) 2 équipes de 2éme division P (2) ?
2°) 1 équipe de 2&me division P (1) ?
3°) 0 équipe de 2&me division P (0) ?
4°) Quelle est la relation qui existe entre les 3 probabi-

lités calculées ?

SOLUTION

1°) Ily a Cg maniéres possibles de prélever 4 tubes parmi
les 8. Le nombre de fagons de choisir 2 &quipes de 2&me divi-
sion est Cg, de méme que le nogbre de fagons de choisir 2
équipes de lére division est Cé. Le nombre de cas favorables

2
est donc C2 X Cz. Par conséquent,

2% 2
¢z xc
L %2%C% 1xas 3
P ) =2— =122 -2 0,21
Cg

2°) Dans ce cas, on doit avoir une &quipe de 2&me division

parmi 2, et 3 équipes de lé&re division parmi 6, soit

] 3
C, xC
_ 2 6 _2x20_ 8
P (1) = C4 = 70 =1 = 0,572
8
3°) Il faut que les 4 &quipes soient de lé&re division, d'ol :
[ 4
CcC, xC
_C2 Y6 _ 1 x 15 _ 3 _
P (0) = 3 == 15 ° 0,214
C8~

4°) On remarque que
P (0) +P (1) +P (2) =1
ce qui est normal puisque les trois cas considérés correspon-

dent aux seuls trois cas possibles. Co=

III. Lors d'un test, on pose d& 4 personnes | question en leur
donnant 3 réponses. Les 4 personnes interrogées n'ont aucune
connaissance sur le sujet posé, elles devront donc répondre

au hasard.
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En distinguant les 3 réponses, quelle est la probabilité
pour que
1°) la méme réponse soit donnée par les 4 candidats ?
2°) deux réponses seulement, parmi les 3, soient données ?
3°) en déduire la probabilité pour que les 3 réponses soient

énoncées.

SOLUTION

Soient R], R2 et R3 les 3 réponses. Le nombre de confi-

gurations possibles est :

1°) Le nombre de fagons d'avoir la méme réponse (soit R],

soit R2, soit R3) est :

TG Tgrqrt 3
d'ol
=3 -1,
Py = g1 ~ 37~ 0,07

2°) Pour que deux des trois réponses soient données, deux
possibilités sont 3 envisager
a) Deux candidats donnent la méme réponse, les 2 autres
candidats donnant une autre réponse
( ex : le ler et le 2éme donnent la réponse R] )

le 3éme et le 4éme donnent la réponse RZ

Le nombre de cas favorables 3 cette &ventualité est

2 4
[ :
ny =C3 377

2 . .
C3 correspond au nombre de fagons de choisir les couples de
! .
réponses et le terme'féﬁzy est égal au nombre de permutations
distinctes avec 2 répétitions d'ordre 2, d'ol

2 4
ny = C3 X 37757

2 =18
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b) 3 candidats donnent la méme réponse, le 4éme candidat
donnant une autre réponse
< ex : le ler, le 2éme et le 3éme répondent Rl >

et le 4éme répond R2

Le nombre favorable 3 cette éventualité est :

2 4!
nll = C3 X §T
2

C3 : nombre de fagons de choisir 2 réponses parmi les 3 pro-

X 2 avec

posées
1
%% : nombre de permutations avec répétition d'ordre 3
Le facteur 2 exprime le fait que pour un couple de réponses
choisi (Rl’ R2) il y a 2 possibilités suivant que c'est R1 ou
R, qui est donné 3 fois. D'ol :

2 4!

"o —
n C3 X 37

2 x 2 = 24

Par conséquent, le nombre de cas favorables correspondant

a deux réponses énoncées seulement, est :

n, = né + n; = 18 + 24 = 42
d'ou
_ 42 _ 14
Py =31 - 77 = 0319

3°) On en déduit que la probabilité pour que les 3 réponses
figurent est :

-1 - _ 12 _
Py = 1 (p] + p2) =57 = 0, 444,

On retrouve, naturellement, le méme résultat en remarquant que
dans ce cas, une méme réponse devra étre donnée par 2 candidats

Il1y a C] fagons de choisir cette réponse. Il restera alors &

3
permuter les 4 réponses dont deux sont identiques, d'oi
NIV _36 _ 12
ny =C3 X377 =36 et Py =gy =37 .
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IV. Une bolte A contient 12 articles dont 3 sont défectueux ;
une autre bolte identique B contient 16 articles dont 5 sont

défectueux. On tire d'une boite choisie au hasard, un article
au hasard. Quelle est la probabilité P (E) pour que l'article

soit défectueux ?

SOLUTION

Diagramme en arbre

Soient les événements suivants

I : "on tire un objet de la bolte I" (I peut &tre soit A,
soit B)

D/I:"1'objet tiré de I est défectueux"

N/I: "1'objet tiré de I n'est pas défectueux"

P(A)=P(B)=-;—

P (D/A) % -7 P (N/A)
5

|= Rl

P (D/B)

6 P (N/B)

[e)}

N/A
D/B

N/B

Par définition des probabilités composées on a :

P (Ar\D)=%x2]:=%
P (ANN) =%X%=—§-
P(BnD)=%X%=§%
P(NnD)=%X%=%

Un article défectueux peut €tre obtenu soit suivant le pro-
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cessus AND, soit suivant le processus BND. On obtient, les

gvénements étant indépendants

P[(AND) U (BND)=p (ANnD) + p (BND)

1,5
IV

P (E)

2
32 °




6. Les lois de probabilité

I. INTRODUCT ION

Il est fréquent que l'on associe une valeur numérique i
tout résultat d'une expérience aléatoire. La notion de varia-
ble aléatoire est la formalisation mathématique de cette

situation.
Exemvole 1

Considérons une expérience aldatoire % consistant i
jeter n piéces. Un résultat de cette épreuve peut &tre repré-
senté par une suite de n termes, les uns égaux a F (pour
"face"), les autres &gaux & P (pour ''pile'").

L'ensemble fondamental S associé 3 1'épreuve -% est donc :

n .
s = {P, F} = {(xl,xz,...,xn)/xi= P ou x; = F pour i = 1,...,n}

i
Supposons que le joueur marque un point chaque fois qu'il
obtient "pile". A chaque résultat de 1'épreuve .%, on peut
donc associer le nombre de points marqués. On définit ainsi
une application X de S dans l'ensemble des entiers naturels
N. L'ensemble des valeurs prises par X est

X (s) = {0,1,2,...,n}
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Exemple 2

Considérons une cible circulaire de rayon R0 > 0, et sup-
posons que tous les tirs atteignent la cible et que la proba-
bilité d'atteindre une partie de la cible est proportionnelle
3 la surface de cette partie. A chaque tir, on associe la
distance du point d'impact au centre de la cible. Comme dans
1'exemple précédent, 3 chaque résultat de l'épreuve on associe
un nombre, ce qui détermine une application X. L'ensemble des

valeurs prises par X est 1'intervalle [O,RO].
Définition

-~

Soit S un ensemble fondamental associé a une épreuve A .

On appelle variable aléatoire toute application X définie sur

S 3 valeurs numériques.
Notation

Si X est une variable aléatoire définie sur un ensemble
fondamental S relatif & une épreuve u%/, et si a est un
nombre réel, on pose :

(X = a) = {res/X (r) = a} 6.1)
C'est a dire que (X = a) est l'ensemble des résultats de
1'épreuve .o auxquels 1'application X associe la valeur a.

. De méme :

(X € a) = {res/x (r) < a} (6.2)

On définirait de méme (a < X € b), (X < a), etc.

Si E est une partie de R, on pose :

(X€E) = {res/X (xr)EE} (6.3)
Exemple 3

Considérons la variable aléatoire X du premier exemple.
On a vu que l'ensemble des valeurs prises par X est
X (s) = {0,1,2,...,n}

L'événement (X = 0) est 1l'ensemble des résultats de 1'épreuve
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tels que le joueur ne marque aucun point. On a donc :

(X=0)={(F, F, F, ..., F)}
De méme :

X =1) = {(®,F,...,F), (F,P,F,...,F),..., (F,...,F,P)}
etc.

(X =n) = {(,pP,P,...,P)}

Si la probabilitéd p d'obtenir "pile'" est la méme pour toutes
les piéces, on aura (cf. 5.19)

P (x=1i)=clp’ ™ pour i=0,1,2,...,n (6.4)
oli ¢ = I-p est la probabilité d'obtenir ''face'" avec une piéce
quelconque.

On a donc conmstruit un nouvel ensemble - l'ensemble X (S)
des points que le joueur peut marquer — et transporté la pro-

babilité définie sur S d ce nouvel ensemble.
Exemple 4

Considérons la variable aléatoire X du second exemple.
Soit r un nombre tel que 0 £ r RO. (X = r) est 1'ensemble
des poiats ce la cible doat la distance au cenire esc r. La
surface de cet ensemble est nulle, et par suite P (X = r) = 0.

Par contre :p (y oy =Er_=_r_§'
o

s

ITI. LOI DE PROBABILITE, FONCTION DE REPARTITION, DENSITE
DE PROBABILITE

Définition

On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire X

définie sur un ensemble fondamental S, la donnée des proba-
bilités P (I €E) pour tout intervalle E de R.
Plusieurs cas se présentent, suivant que 1'ensemble X (S)

des valeurs prises par la variable aléatoire X est fini, dé-

nombrable ou continu.
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1. Variable aléatoire finie

X (8) = {Xl, Xgs wens xn}
La loi de probabilité de X est entiérement déterminée par la

donnée des p; =P (X = xi) pour i =1, ..., n. On a :

¥i=1, ..., n, p; 2 0

n
2. p; =1 (6.5)

2. Variable aléatoire dénombrable

X (S) = {x], Koy voes X .
Comme précédemment la loi de probabilité de X est entiérement
. P . *
déterminée par la donnée des P; = P (X = Xi) pour i € N . On a:

*
VieN,pizo
[oe]
Z p; =1
i=1

Remarque : si X (S) est finie ou dénombrable, X est dite

discréte.

3. Variable aléatoire continue

X est dite continue si X (S) est une réunion d'intervalles
de R. (c'est le cas du second exemple, oi X (S) =[O0,R]).

Pour tout nombre x, on a P (X = x) = 0.

On détermine la loi de probabilité de X par la donnée des

probabilités P (X € x), pour tout x € R.
Définition

Si X est une variable aléatoire définie sur un ensemble

fondamental S, on appelle fonction de répartition de X 1l'ap-

plication F définie sur R par :

¥x€ R, F (x) =P (X € x)
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Définition
Si la fonction de répartition F d'une variable aléatoire
continue X est dérivable en tout point x € R, de dérivée f (x),

sauf peut-etre en un nombre fini de points, et si :

X
¥x €ER, P (X< x) =F (x) = [ £ (t) dt (6.6)

—00

on dit que X est une variable aléatoire absolument continue.

f est appelée la densité de probabilité (ou encore fonction

de distribution) de X.

Exemple &

La variable aléatoire X des exemples 2 et 4 est absolu-

ment continue. Sa fonction de répartition est :
0 six<O

%

A

X <R
[¢)

F (x) = si O

o N

R
1 si x > R0
F est dérivable en tout point x € R sauf en x = Ro.

La densité de probabilité de X est :

0 si x <0
2x
f (x) = ;—2‘8105){5[{0
o 3
0 si x > R0

Remargues :

1) Si X est une variable aléatoire absolument continue

de densité de probabilité f, on a :

a

.¥a€R, ¥bE R, a<b, P(asXSb)=J £(t)dt =F (b) - F (a)
b

(6.7)

co

O£ (v) de =1 et ¥teR, f (t) 30

-Q0

2) Si X est une variable aléatoire finie ou dénombrable
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(X (S) = {xl, Xy ...}) la fonction de répartition F de X
détermine encore la loi de probabilité de X et on a :

B8
P(a<X<b)=‘ZP(X=xi),
i=q
si Xy Cag€x et x <b g Xg

1 o B-1

Dans ce cas :

k
F (x) = '2% P (X = Xi)’ si X € X < Xt
l:

et T est une fonction en escalier :

=

T1II. ESPERANCE MATHEMATIQUE ET MOMENTS

La notion de variable aléatoire est la transposition
probabiliste de la notion statistique de caractére. Au lieu
de distribution de fréquences, on parle de loi de probabi-
1ité d'une variable aléatoire.

Les lois de variables aléatoires se représentent comme
les distributions de fréquences (cf. chap. 2). Elles s'ana-
lysent de la méme maniére, au moyen de paramétres de position

ou de dispersion, ou de moments.

1. Variable aléatoire finie

Définition

Soit X une variable alédatoire finie sur un ensemble fon-
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damental S. Si X (S) = {Xl’ Kogs eees xn} on appelle espérance

mathématique, ou moyenne, de X le nombre

n
E (X = D %, P (X=x)) (6.8)
i=1

2. Variable aléatoire dénombrable

Définition

Soit X une variable al&atoire dénombrable sur un ensem-—
ble fondamental S. X (S) = {x], Xgy weey Xps ...}. On appelle

espérance mathématique de X la somme de la série

Xx. P (X = x. . *
(x; P ( ;) )1 cN
si cette série est absolument convergente, c'est i dire si
©
. =x.) < +
z |xl| P (X = x) ©
1=1]

Dans ce cas

<

E (X) = 2, x; P (X = x;)

i=1
Cela assure que la valeur de E (X) ne dépend pas de 1l'ordre

dans lequel on a numéroté les éléments de S (X). Si 1l'on avait

(o]

seulement ZE X P (X = xi) < +© on montre que l'on pourrait
i=1

donner n'importe quelle valeur 3 E (X) en changeant la numé-

rotation des é&léments de S (X).

3. Variable aléatoire absolument continue

Définition
Si X est une variable aléatoire absolument continue de

densité de probabilité f, on appelle espérance mathématique

de X le nombre :
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40
E(X) =) xf£ (x)dx (6.9)

=00

lorsque l'intégrale est convergente.

4. Moments d'une variable aléatoire

On appelle moment d'ordre k, k € N, d'une variable alé-

atoire X, le nombre m, défini par :
k
mk=E(x).

On appelle moment centré d'ordre k de X, k € N, le nombre

My défini par :
w = E[(x-E ©)) (6.10)
Le moment centré d'ordre 2 est la variance de X :
V(X)=u2=E[(X-E(X))2] (6.11)
On montre que : (cf. exercice 6 A IV)

V@ =E &) - [E (X1 (6.12)

La racine carrée de la variance est l'écart-type :

o=vV (X)

IV. INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEFF ET LOI DES GRANDS
NOMBRES

L'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff permet de calculer
g K

la probabilité de 1'événement : (|X - E (X)| > a), a€ Y.
Soit. X une variable aléatoire absolument continue de densité
de probabilité f. Soient m 1'espérance mathématique de X et
0 son écart-type.

Si teR, on a :

P(X-m >to) =P (X<m-to) +P (X 2m+ to)

or
m—-to
P((X<m-to) = f f (x) dx
-0
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+o00
P (Xzm+ to) = f‘ f (x) dx
m+to .

+oo ) m-to 9

o=/ x-m" f (x) dx = / (x - m) £ (x) dx
-0 -0
m+to 2 + 2

+ j (x - m)” £ (x) dx + f (x = m)” f(x) dx
m—-to m+to
donc

m-to 2 +co 2

o? 3 f (x-m)” £ (x)dx + f (x-m)" £ (x)dx
—00 m+to

or

m-to 2 2 m-to

f (x-m)” f(x)dx > t o? f f (x) dx

— -0

+00 5 9 +00
f (x-m)° £ (x)dx 2 t° o | £ (x) dx.
m+to m+to

On a donc : 0% 3 ¢ 02 x P (|X - m| > to)

I1 en résulte 1l'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff :

1 .
=5 (6.13)

P (|X - m|] > to) g
t

Considérons maintenant une suite infinie d'expériences
aléatoires -&7?,.;72, ..., .4, ... identiques et indépendantes
les unes des autres. A la ieme épreuve-ifg, associons une
variable aléatoire Xi' Ces variables aléatoires ont méme es-—
pérance mathématique m et mdme variance o?.

Soit Yn la variable aléatoire définie pour tout ne€ N
par :

Y =
n

n
2 %

1=1

8-

On vérifie que E (Yn)

:,|QN =]

VoY)

D'aprés 1l'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff appliquée 2 Y s
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P([Yn—m)|>-t—9)<l

/o e2
en posant :
e =19
vn
on a 02
P (ly, - m| >€) <= (6.14)

ne
On en déduit la loi (faible) des grands nombres :

lim P (|]Y -m|>e) =0 (6.15)
n > +o

Exemple

. . - .éme .
Soit Xi le nombre de points marqués lors du 1 jet

d'un dé. Pour tout

ie N*, m=E (Xi) = % [ 1+2+43+4+45+6] = 3,5

2 2
02 =V (%) = E (X)) - [E (]

- % [ 1+4+9+16+25+36 ] - 12,25

~ 2,916
Déterminons le nombre n de jets nécessaires pour que l'on
1 n
ait au moins 8 chances. sur 10 que la moyenne Yn =z iél Xi des

points marqués lors des n jets s'écarte de m de moins de 1o

On a d'aprés la loi des grands nombres

2
1 10° o?
- < — > - =
P (|Yn m| 10 2 1 n
2 2
On souhaite : 1 - 10" oo 2 2
n 10
2
c'est a dire : lngg— S %% . Compte tenu de ce que 62 = 2,916

on en déduit n > 1458. L



B. LOI BINOMIALE

1. DEFINITION

Une variable aléatoire dénombrable X & valeurs dans X,
suit une loi binOmiale de paramétres n et p si

k _k n-k
Cn P 4

¥k € N P (X =k) = (6.16)

oliq = 1-p. Cette loi est notée .4(n,p). On reconnalt dans
1'expression (6.16) le terme général du developpement du
bindme de Newton (cf. 4.12), d'ol le nom de loi bindmiale

donné a cette loi de probabilité (on dit aussi loi de Bernouilli).

On rencontre cette.loi a chaque fois ol il s'agit de dé-
terminer la probabilité de réaliser k fois un événement A dans
une série de n expériences aléatoires ./ caractérisées chacune
par deux modalités complémentaires de probabilités p et q,

telles que p+q = 1 (cf. 5.19).

Lxerple
Probabilité d'obtenir k fois as avec un dé lancé n fois
. _ ~ . _ 1
successives, ou avec n dés lancés simultanément. On a p = o
5 - .
q =73 d'ol d'aprées (6.16)

Px=k) =ck f OV
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II. DIAGRAMME ET PARAMETRES CARACTERISTIQUES

Le diagramme en batons de la loi #(n,p) dépend des
valeurs de n et p. Au fur et 3 mesure que p augmente, le
diagramme passe progressivement d'une forme décroissante
dite en L, 3 une courbe avec un maximum d'abord dissymétrique
gauche, puis symétrique pour p = %, et ensuite dissymétrique

droite.

Exemple

12345678 012345678 012345678 012345678 k
27 (8;0,1) /£ (8;0,2) ‘#(8;0,5) ‘#(8;0,8)

On peut montrer (cf. exercice 6 B I) que dans le cas

d'une loi bindmiale, on a :

E (X) = np
V (X)

Espérance mathématique m (6.17)

[}
i

Variance v npq

I1 existe des tables de la loi bindmiale. La table I en
fournit un extrait trés limité. En pratique, on n'utilise
cette loi que pour n réduit 3 quelques unités. Dans certaines
conditions - précisées ci-dessous - ol elle est d'un manie-
ment difficile, on préfére la remplacer par la loi de Poisson

ou la loi normale qui en sont des formes asymptotiques.
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III. APPROXIMATIONS DE LA LOI BINOMIALE

a) par la loi de Poisson

Lorsque n -~ +® et p +~ 0, et que l'espérance mathéma-

tique reste constante E (X) = np = A\, on peut montrer que

G(n,p) —> FA(N\) (cf. exercice 6 B VIII)
ot 2P\ désigne la loi‘'de Poisson (cf. 6 C)
-A
P (X =1k =" S (6.18)

En pratique, on considére que 9%)) constitue une trés
bonne approximation de -@%(n,p) lorsque n est assez grand
(n > 50), p assez petit (p < 0,1) et np compris entre 0 et
10. Elle est encore valable pour 10 < np € 20, a3 condition
. d'avoir n = 200. Pour np > 20, la loi normale fournit une
meilleure approximation.

b) par la loi normale

Lorsque n - ® et que (x - np)/vnpq > t, ol t est fini et
ptq = 1

Vopq - H (n,x)—— p (t)
ol p (t) désigne la densité de probabilité de la loi normale
(cf. 6.26)

_.2
1 ot /2
V2 m

p () =

(6.19)



C. LOI DE POISSON

I. DEFINITION

Une variable aléatoire dénombrable X a valeurs dans X,

suit une loi de Poisson de parametre X si

¥k € X P (X=k) =+ e (6.20)

oi A > 0. Cette loi est notée -/(}), elle ne dépend que du
seul parametre 2.

La loi de Poisson intervient généralement lorsque 1'évé-
nement est trés rare sur un grand nombre d'observations, comme
par exemple dans le décompte de la fréquence d'apparition d'un
événement rare dans un intervalle de temps ou d'espace déter-
miné (décompte de bactéries pendant un certain temps ou des
erreurs typographiques dans un livre, etc.).

Rappelons que la loi de Poisson constitue une approxima-
tion de la loi bindmiale (cf. 6.18) lorsque dans cette der-
niére n est assez grand et p est faible de sorte que O <np <10.

Dans ce cas A n'est autre que la moyenne m = np.

II. DIAGRAMME ET PARAMETRES CARACTERISTIQUES

Lorsque A € 1, le diagramme en b3tons de la loi .Z(\)

"

est en forme de L. Pour A > |, il présente une forme '"en

cloche" d'autant plus symétrique que A est grand.



C. Loi de poisson 155

0123456 01234567 01234567890123456789Kk
7 (0,6) 2 (1) 27 (2) (4

On peut montrer que, dans le cas d'une loi de Poisson,

U

E (X) = A
V(X)) = A

Espérance mathématique  m
(6.21)

i

Variance = o v

Il existe des tables donnant les valeurs de P (X = k)
pour des valeurs de ) variant eatre 0 et 20, domaine d'utili-
sation courante de la loi de Poisson. La table 2 en fournit un
extrait trés limité.

D'une maniére générale, le calcul des différentes valeurs
de P (X = k) est grandement facilité par la relation de récur-
rence simple qui suit. D'aprés l'expression (6.20) de la loi

de Poisson, on a

k
P(x=k =2
k+1
A -A
P (X =ktD) = ToyT @
soit en divisant membre 3 membre :
a _ _ by
P (X = k+[) =P (X = k). Ty (6.22)

I1 suffit donc de connaltre la probabilité
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P (X=0) = e

pour en déduire toutes les autres, de proche en proche, en

utilisant la relation (6.22).

Exemple 1

4 7 des articles d'une certaine fabrication présentent
des défauts. Quelle est la probabilité pour que dans une li-
vraison de 75 de ces articles, il y ait 2 articles défectueux ?
La probabilité élémentaire pour qu'un article pris au
hasard dans cette fabrication soit défectueux est p = 0,04.
En toute rigueur, la probabilité d'avoir 2 articles défec-
tueux dans un lot de 75 est donnée par # (75 ; 0,04) soit :

2

2 73
75 (0,04)" (0,96)

P(X=2)=cC

La loi binOmiale peut paraitre ici d'un maniement difficile.
Cependant comme n = 75, p = 0,04 et m = np = 3 < 10, on peut
recourir i 1'approximation de #(75 ; 0,04) par Z%3). La
probabilité cherchée est donc

2

= %T e 3 = 0,224

P (X =2)
en utilisant la table 2, avec A = 3 et k = 2.

Exemple 2

A partir des tables 1| et 2, étudier 1'approximation de
HO0 ; 0,1) par ‘Z%1).

Les tables 1 et 2 permettent de dresser le tableau suivant :

P (X = k) | Loi binOmiale Loi de Poisson
P (X =0) 0,3487 0,3679
P (X=1) 0,3874 0,3679
P (X =2) 0,1937 0,1839
P (X =3) 0,0574 0,0613
P (X = 4) 0,0112 0,0153
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On voit que les écarts sont relativement importants. La
table | est ici limitée 32 n = 10, ce qui n'est pas suffisant
pour justifier 1'approximation. Cependant le calcul montre
que ces écarts diminuent au fur et 3 mesure que n augmente et
qu'on s'approche des conditions d'application de 1'approxima-

tion.



D. LOI NORMALE

I. DEFINITION

Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue.

On dit que X suit une loi normale (ou de Laplace—Gauss) si la

densité de probabilité est :
A

— e

ova2m

ol e =2, 718 ... est la base des logarithmes népériens, et

¥x € R, f (x) = (6.23)

m et 0 sont deux constantes avec 0 > 0. C'est une loi a deux
paramétres m et O, notéecﬂr(m,o).

Remarque : f est bien une densité de probabilité. En
effet :
a) ¥x € R f (x) 20 car o >0

400 .
b) s = f f (x) dx =1 (cf. exercice 6 D I)
. )
I e % (Egll)
S = —— e dx
o/ 1 -
ou encore :
| +o0 -t2/2
s=—— [ e dt = 1 (6.24)
V2 —00 |
en effectuant le changement de variable t = Eéﬂ.

Loi normale centrée réduite :
. X—m P
En effectuant le changement de variable t = > on déefi-

nit une nouvelle densité de probabilité

-t2/2

L. (6.25)

¥te R, p (t) =

5
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Ce changement de variable correspond 3 un changement d'échelle
et 4 une translation sur 1'axe des abscisses. On obtient une
densité p indépendante de m et 0, ce qui permet d'utiliser la
méme courbe pour des variables aléatoires suivant des lois

normales de différents paramétres.

II. DENSITE DE PROBABILITE

Soit T une variable aléatoire absolument continue et
suivant‘ﬂ% (0,1). Sa densité de probabilité est donnée par
-t2/2
e (6.26)

1
V2

Cette fonction est trés simple 3 représenter. Elle est paire,

p (t) =

" sa dérivée premiére s'annule pour t = 0 et sa dérivée seconde
pour t * 1 (points d'inflexion). On obtient la courbe de la

figure 6.1, dite courbe de Gauss (ou gaussienne).

t 0 1 2 oo
0,4Ap(t)
2
Q*E - 0 + 3 %;
dt >
0,2t 1}
\
dp _ 0,0} 1°
de 0 - A ’ i \%x%
PR 1 | 1 erncag
2 o 1 2 %
figure 6.1.
o) g

D'aprés la linéarité de l'espérance (cf. exercice 6 A III),
on montre que E (T) = 0 et V (T) = |, et que d'une maniére géné-
rale les paramétres m et 0 de la loi normale aWo(m,O) définie
par (6.23), ne sont autres que 1l'espérance mathématique et

1'écart-type de la variable aléatoire X.
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III. FONCTION DE REPARTITION

Soit F la fonction de répartition d'une variable aléatoire

X de densité de probabilité f donnée par (6.23), et soit T la

variable aléatoire réduite correspondante T = zém, de densité
de probabilité p donnée par (6.26).
D'aprés (6.7), on a :
x
F(x) =P (X<x)=[ f (x)dx . (6.27)
-0
soit en effectuant le changement de variable
F(x) =P X<x)= [ p (t) dt (6.28)
—00
Par conséquent la fonction de répartition
t
%y(t) =] p () dt (6.29)
—co

pourra étre tabulée et servir au calcul des probabilités at-
tachées a n'importe quelle variable aléatoire X distribuée
normalement.

Sur le graphe de la figure 6.2., la probabilité P(X < a)
est représentée par la surface de l'aire foncée a) et la pro-

babilité P (a < X < b) par celle de 1'aire grise b).

a) lb)

p(t)

>
0 a-m t

t = —

1 [¢)

figure 6.2.

On peut remarquer que, d'aprés (6.29)
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I t
2;(!:)=f p (t) dt + [ p (t) dt = 0,5 + G (t)
oo 5

t

G (t) = [ p(v)adt (6.30)
[o]

Il existe des tables de valeurs numériques de ces deux

fonctions. La table 3 en fournit un exemple pour G (t).
Remarque :

Soit X une variable aléatoire distribuée normalement
dans une certaine population, avec une moyenne m et un &cart-
type 0. L'étude de la concentration de la population autour
de la valeur moyenne, permet de mettre en évidence les pro-
priétés suivantes de la loi normale :

A partir de la table 3, on peut remarquer que
P(m-0 < X <mtd)=P (-1 <T<1) =26 (1) ~ 0,683
P (m~20<X<m+20F P (-2<T<2) 2 G (2) 0,954
P (m—2,60 <X<m+2,60)=P (-2,6 <T<2,6) 2 G (2,6) =~ 0,99

On peut donc dire que dans une distribution normale,

]
R

i

[ 1 X
m+|20' m+(2,6)c

m-(2,6)0 m-20
|

I

|

|

-
. | L/

Figure 6.3 g 9 % >

v___
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68,3 % de la population sont concentrés sur un écart-type de
part et d'autre de la moyenne, 95,4 % sur deux écarts—type
et 99 % sur 2,6 écarts-type, ce qui est illustré sur la

figure 6.3 qui préceéde.

IV. EXEMPLE D'APPLICATION DE LA LOI NORMALE

La loi normale occupe une place de choix parmi les diffé-
rentes lois de probabilité. En effet, un grand nombre de lois
de distributions courantes se rapprochent de la loi normale.
On montre que, lorsqu'une variable aléatoire peut étre consi-
dérée comme la somme d'un nombre suffisamment grand de varia-
bles aléatoires indépendantes, sa loi de distribution tend
vers une loi normale. C'est le cas des erreurs de mesure ou
des erreurs de tirs par exemple.

Rappelons que la loi normale constitue une approximation

de la loi bindmiale (cf. 6.19) lorsque dans cette derniére n

est assez grand et p n'est pas trés faible, de sorte que np > 10.

Exemple 1 : Expérience de Galton

On considére une planche inclinée sur laquelle sont
fixées n rangées horizontales de clous disposés en quinconce
(voir figure 6.4); un entonnoir placé au milieu du bord su-
périeur de la planche déverse des billes qui, aprés avoir
traversé les n rangées de clous, viennent se loger dans des
casiers situés a la partie inférieure de la planche.

On peﬁt montrer que la répartition des billes dans les
différents casiers suit une loi bindmiale qui se rapproche
d'une loi normale lorsque le nombre n de rangées de clous
est grand. L'expérience permet donc de visualiser une distri-

bution gaussienne.
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Figure 6.4.

En effet, la probabilité élémentaire pour qu'une telle
bille ayant heurté un clou aille 3 droite ou A gauche est de

%u En considérant par exemple les clous désignés par a, (lére

1
rangée), bl’ b2 (2éme rangée), Cls Cys Cg (3éme rangée) etc.
on peut calculer les probabilités suivantes, selon le trajet

de la bille.

arrivée en b, trajet alb], P, = %
ligne b 1 |
" " _ 1
en by, 31525 Py, = 2
2
" " - l
en ¢, a;bc,, pC] (2)
" en c " abc = (l)z
. 2° 1°12> P 2 1.2
ligne ¢ ‘ 12 pc2=2>< (7)
alb2c2’ P = ('2‘)
" - enc " ab,c,, p. = (l)z
3 17273 Fe 2

3
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De la méme maniére, on aura pour la ligne d

_ 3
1,3
pdy = 3 )
ligne d et ainsi de suite.
-3 3
P4, 2
1,3
Py = ()
d4 2

Si 1'on considére comme variable aléatoire X le numéro du
casier dans lequel va tomber la bille, on trouve que la proba-
bilité pour qu'une bille tombe dans le casier k, aprés avoir
franchi les n rangées de clous est donnée par une loi bindmiale

Hn, %), soit

k 1.k

P (X=k =C (3)

1 n-k k ,1\n
DD =

7 cn 7
La répartition des billes dans les casiers visualise le dia-
gramme en batons de la distribution du caractére X. On obtient
une courbe "en cloche" symétrique dont la moyenne correspond
au casier central et dont l'écart-type est 0 = /npq = %?.
En désignant par Y le rang d'un casier par rapport au
casier central, et en considérant la variable aléatoire ré-
duite t = % , on voit d'aprés (6.19) que pour n élevé, la
répartition des billes dans les casiers tend vers la courbe

de Gauss

. —t2/2
p (t) =— e
. vam
Exemple 2

La taille des E&léves d'une école suit une distribution
normale avec m = 150 cm et 0 = 20 cm. Quel est le nombre d'é-
léves ayant une taille comprise entre 140 et 170 cm, si
1'effectif total de 1'&cole est de 1 000 &léves ?

En passant de la variable aléatoire X qui est la taille
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de 1'éléve, a la variable réduite T = X-m

cessivement

P (140 < X < 170)

en utilisant la table 3.
0,533 x 1 000 = 533

Exemple 3

Dans 1l'exemple précédent, quelle est la taille maximum

=P (

140 - 150
20 S

P(-0,5<Txg1)
G (0,5) + G (1)
0,3413 + 0,1915 = 0,533

170 - 150

T < 55 )

m .
, on obtient suc-

Le nombre d'éléves cherché est donc :

éléves

X des 800 éléves les plus petits ?

Ces 800 éléves représentent 80 7 de 1'effectif total. On

a donc :

P (X < xm) =P (T
Oun en déduit

G (tm) = 0,3

tm)

0,5 + G (tm) = 0,8

La table 3 fournit t, = 0,85, soit en revenant a la variable

aléatoire initiale X

m

X, =otm+m=20><0,85+150=l67 cm.



EXERCICES CHAPITRE 6 A. VARIABLES ALEATOIRES

I. VARIABLE DE BERNOUILLI

Soit X une variable aléatoire finie prenant 2 valeurs :
O et 1. On suppose que P (X =1) =p, oi peR, 0 < p <.l (on
dit que X est une variable de Bernouilli.

1°) Calculer E (X) et V (X).

*
2°) Calculer les moments centrés d'ordre k (k€ N .) de X.

SOLUTION
1°) E (X) = 0.(l-p) + l.p =p
V (X) =E| (X—E(x))2] =(-p)2- (1-p) + (l-p)z-p=p (1-p)

E (Xk) =p
E X - E GN51= El (x=-p)1= -p)X(1-p)+(1-p)*p

2°) siken,

II. Soit X une variable aléatoire finle prenant les n valeurs
X|> X5, ..., X avec les probabilités respectives Pys Pps v
Py (pi =P (X = xi)).

Soient a et b deux nombres réels, et Y = aX + b une va-
riable aléatoire fonction de X.

Montrer que
1°) E(Y) =aE (X) +b

2°) v (Y) = 2l V (X).
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SOLUT ION

L'ensemble des valeurs de la variable aléatoire Y est

{a X, +b,ax,+b, ..., ax + b}
et P (Y =a x; + b) = p;-
n

Z (axi+b) Py

i=1

n n
=i§1‘“‘ipi+ 2. bp;

1°) On a donc E (Y)

n n

n n
or Z P; = I, Z b P; = b Z P; et Z axi p; = a ) X5 pi
1=1 1=] 1=] 1=1 i=1

on a donc E (Y) = aE (X) + b.

2°) V(Y =E[(Y-E (V)= i (ax; + b - aB(X) - 0% p,
. 1=1
- E] & - E )7 py
on a donc V (Y) = a2 V (X). .

III. Soit X une variable aléatoire dénombrable prenant les

valeurs X|s Xp5 «-v5 X5 ... aVeC les probabilités Pys Pps ++e»

n
Pps -c- Soient a et b deux réels, Y = a X + b. On suppose que

E (X) existe.
aE (X) +b

a2 vV (X)

1°) Montrer que E (Y)
v (Y)

2°) Supposons maintenant que X est une variable aléatoire

réelle absolument continue de densité de probabilité f.
Si a, b sont deux réels, Y = a X + b montrer que :
E (Y)
vV (Y)

aE (X) +b (on dit que 1l'espérance est linéaire)

a2 vV (X).
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SOLUTION

1°) Les calculs sont semblables 3 ceux de 1l'exercice II, car

si E (X) existe, toutes les séries considérées sont absolument

convergentes.
+00
2°) Par définition E (X) = f x £ (x) dx
. —00
+00
E (Y) existe car f (a x +b) £ (x) dx est absolument
—00
4+
convergente comme f x £ (x) dx. Par linéarité de l'intégrale
-~00
on a :
+c0 +oo +0o
E (Y) = [ (ax+b)f(x)dx=a [ xf(x)dx+b [ £ (x)dx
-0 -0 . =00

+00
or f f (x) dx = 1 car f est une densité de probabilité.
—00

On en déduit que E (Y) = a E (X) + b.

On a :
400 2
vV (X) =J' (x -m)” f (x) dx ol m=E (X)
_:ooo 2 +00 2 2
v (Y) =f (ax+b=-am-b) f (x) dx = f a” (x-m)” f (x)dx
+c0 2 2
a2 x-w?f @ dx = at v (D). .

=00

IV. Soit X une variable aléatoire absolument continue de den-
sité de probabilité f. On suppose que E (X) et V (X) existent.
2 2

Montrer que V (X) = E (X7) - [E (X)]
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SOLUTION
Sim=E (X)
+00 2 +00 5 +00
V (X) = J' (x-m)“ £(x) dx=J' x“f (x)dx-2m f x £ (x) dx
-~ -0 —c0
2 +oc0
+ m f f (x) dx
-0

or £ étant une densité de probabilité, on a :
+o0

] £ (x)dx =1

o
il vient donc :

v =@ -20 +n’ =E &) - [E ®]° .
(Ce résultat se montre aussi directement, lorsque X est dis-—

créte).

V. LOI CONTINUE UNIFORME

Soit [a,b] (a < b) un intervalle de R.On dit que la

variable aléatoire X absolument continue est uniformément ré-

partie sur [a,b] si sa densité de probabilité f est constante
sur cet intervalle et nulle ailleurs.

1°) Déterminer f en fonction de a et de b.

2°) Calculer E (X) et V (X).

3°) Déterminer la fonction de répartition F de X.

SOLUTION

1°) Soit k la valeur constante de f sur [a,b). f &tant une
densité de probabilité :

+0

[ f (x) dax =1

-0
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+o a b
or f £ (x) dx = [ £ (x) dx + f (f (x) dx
- - a
+0o b
+ [ f x)dx =] f (x)dx
b a
car f est nulle sur ]~-o, al et sur |b, +«f
. b b
f f(x)dx=kf dx = k (b-a) car ¥xe[a,b], f (x)= k.
a a

0 si x<a

On a donc k =

et par suite £ (x) =

si ag<xg<b
b-a b -a s
0six>b
+00

2°) E (X) = f x £ (x) dx si cette intégrale est absolument

+00 b d
convergente. Or [ x| £ (x) dx = | |x| = jca < 4
o a
+co b d b +
E (X) = f x £ (x) dx = f X503 5
o a
E (X2) _ jb x2 dx _ b3 - a3
a b - a 3 (b-a)
donc comme
V (X) = E (Xz) - [E (X)]2 (cf. exercice 1IV)
on a :
v o(X) = a2 + ab + b2 _ (a + b)2 _ (a - b)2
3 4 a 12
X
3°) Soit xe R, F (x) = [ £ (t)dt
donc si x < a, F (x) =0
si x >b, F (x) =1 <
siagx<g<b F (x) = f f (t) dt = ﬁ
a
0 si x < a
on a donc F (x) = X - 8 sia<x<b
b - a
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VI. LA LOI DE CAUCHY

Soit f la fonction numérique d'une variable réelle définie
par

¥x € R, f&)=—£—7,oﬁcek
1 + x

1°) Déterminer c pour que f soit une densité de probabilité.
2°) Soit X une variable aléatoire absolument continue de
densité de probabilité f (on dit alors que X suit une loi de

Cauchy). Montrer que X n'admet pas d'espérance mathématique.

SOLUTION

1°) Pour que f soit une densité de probabilité, il est néces-
saire et suffisant que :

.¥x€R, £ (x) 20
+00

Jof (x) dx =1

-00

La premiére condition entraine que ¢ > 0.

Comme f est paire (£ (x) = £(-x) ) on a :

+o0 400
f £f (x) dx =2 f f (x) dx
o o
+ a
et f f (x) dx = 1lim f f (x) dx
0 a > +o© 0o
a a 3
Or f f (x) dx = ¢ f ———§—§-= c Arctg a (si a 2 0)
o o 1 +x
On en déduit que :
+00 -
J] £ dx=2c lim Arctga=2cy=cm
—~00 a > +oo
On en déduit que ¢ = %
+00 d
2°) Si E (X) existait, 1'intégrale | — X %X serait dé-

finie. w1+ x)
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. X
Or s1 x > +® | ————F— ~

(1 + xz)

M=

400 4
et f X ntest pas
ht X

définie. E (X) n'existe donc pas. L]
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N

1. La distribution d'une variable aléatoire X associé a un
événement A est une loi bindmiale .Zf(n,p). Calculer l'espé-

rance mathématique et la variance de X.

SOLUTION

Aprés n épreuves, la probabilité pour que X prenne la
valeur k (0, 1, ..., n) est :
P (X = k) = CE pk qn_k

(k est le nombre de fois ol 1'événement A s'est rdalisé)

p = probabilité de réalisation de 1'é&vénement A pour | Eépreuve,
q = 1-p.
n n
k k -k n
M 2P =2 cop ad" = (prt =1
k=0 k=0

- Calcul de 1l'espérance mathématique

La définition de l'espérance mathématique est

Ck k qn—k

_ n
m =k = k p
kgo n

_ - . n . ..
On s'intéresse a l'expression (p+q) . Si l'on dérive cette

expression par rapport d& p on obtient

I
-

£} n =1
-B-E(P*‘q) =n(p+q" =n, carp+gq
On a donc d'aprés 1l'équation (1)

n
9 k k n-k, _
5 [kgo cap a1l =n
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~

La dérivée d'une somme de fonctions étant &gale 3 la somme

des dérivées, on a :

n n
9 k k ~ k k- -
2 a5 €y e kC.p I gnk
k=0 °P k=0
En multipliant les 2 derniers termes de 1'&galité par p, on a:
n n
k k-1 -k k k -k
np=pz kCnp qn =Z kCnp qn =nm.
k=0 k=0

Par suite :

m = np

- Calcul de la variance

D'aprés l'exercice 6 A IV, on a :

V(R =E &) - [E <x>]2 k2 -2
—_— n
k2 _ Z k2 CE pk qn—k

k=0

On a toujours (p+q)rl = l. On dérive par rapport & p

n
0 n ~1 k k-1 -k
= e+ =n e+ = > clkp "
P — n

k=0
On dérive une deuxiéme fois par rapport a p :

O (n (p+q)™ ) =n (a-1) (p+rq)*?

9 3 n
p (3_p (p+q) )

3
n

. k=2 -
Sk en oM
K=0

La derniére &galité s'écrit, en multipliant les deux termes

2
par p

k T =k -k

n

2 k k -

n (n-1) p~ = Z C Kk -1) p° q"
k=0

Par suite

k2 -k = n2 p2 - np2 qui entraine k2 - n2 p2 =_k-np2

Or np =k, on a donc k2 —Ez =np (l-p) soit
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k2—E2=V(X)=npq

En résumé, pour une loi binbmiale Zf(n,p), on a :

E (X) =np et V(X) =np (I-p). =

II. Exprimer Pn en fonction de Pn =C

+1

SOLUTION
_ n+l n+l N-(n+l)
Pr1+l ; CN P 4
n+1 N! (N-n) n (N-n)
C = =
or N n! x (n+l1) x (N-n)! CN * (n+1)
n+1 n
P =pXp
N-(n+1 N- i
q (n+1) _ ql n 1
q
d'ol
_ o n N-n N -n P
Pn+1 cN P X n+ 1 x q
d'ot

III. Une enquéte a permis de constater que sur 200 flacons
d'un méme produit pharmaceutique, 50 ne pouvaient &tre utili-
sés au-delid de 4 mois aprés leur livraison. Ces 200 flacons
sont rangés de facon aléatoire sur une étagére. Trois per-
sonnes aché&tent chacune un flacon dés le ler jour de livrai-
son. Quelle est la probabilité pour que :

1°) deux de ces 3 personnes aient un flacon ne pouvant &tre

utilisé 4 mois aprés
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2°) aucune de ces personmnes n'ait un flacon ne pouvant &tre
utilisé 4 mois aprés.

N.B. On supposera que les 200 flacons sont disposés de telle
sorte qu'ils puissent €tre pris au hasard de fagon équipro-

bable.

SOLUTION

La variable aléatoire X : '"nombre de flacons ne pouvant
pas €tre utilisé 4 mois apré&s la livraison' suit une loi

bindminale (n,p) de paramétres :

n=3 1'étude se fait sur 3 flacons (3 personnes)
et p = é%% = %v= 0,25 en supposant que chaque flacon puisse

€tre choisi de fagon équiprobable.
1°) La probabilité pour que deux des 3 personnes ne puissent

encore utiliser le produit 4 mois aprés est

_ o112 1. .32 _ 27
P X=1)=C,p q =3x z X (ZJ =% - 0,42

2°) La probabilité pour qu'aucune des 3 personnes ne puisse

utiliser le produit 4 mois aprés est :

3
P(X=3)=C3pq=l><(-z]T)Xl=— 0,016 .

IV. Une étude statistique a montré que sur | 800 demandeurs
d'emploi, en moyenne 600 recherchent du travail pour la pre-
miére fois, alors que les 1 200 autres ont &té mis au chdmage.
Quelle est la probabilité& pour que sur 6 personnes recher-
chant un emploi, il n'y ait pas plus de 2 personnes qui aient

déja travaillé ?
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SOLUTION

La probabilité pour qu'un demandeur d'emploi n'ait jamais
travaillé est

_ 600 _ 1
9% 73800 "3

La probabilité pour que la personne ait déja travaillé est :

=] - =g
p q 3

La variable aléatoire X est : 'nombre de demandeurs d'emploi
ayant déja travaillé'. Sur 6 personnes, la probabilité pour
qu'il y ait X = k est :

P (X =k) = CE pk q6 k

I1 faut que k € 2, d'ol

P(X = 2) =P (X=0)+P X=1) +P (X=2)
avec P(X = 0) = Cg 0 q6 (%)6 = 7%5
px=n=cp  =6.5 P -5
pax=2=cip g =15 B D -2
Par conséquent
P (X=kg2) =252 0,10 v
V.  On considére une macromolécule formée de N molécules élé-

mentaires de longueur a, supposées indépendantes. L'ensemble
constitue une chalne articulée. On prend comme origine 1'une
des extrémités de la chalne. Celle-ci &étant linéaire, chaque
élément reste paralléle a 1'axe 0x et est libre de s'orienter
dans un sens ou dans 1l'autre.

On posera :

p = probabilité pour que la molécule élémentaire soit orien-

tée vers x > 0.
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q = 1-p = probabilité pour que la molécule élémentaire soit
orientée vers x < O.
n, = nombre de molécules élémentaires orientées vers x > 0

1
n, = N-n1 = nombre de molécules élémentaires orientées vers

x < 0.

m=mn - Dy, de sorte que la longueur totale de la chailne

|
est égale 3 m.a.

dans le cas de la figure :

N =9 ; n, S5 n, =4

L = (n1 - n2) a =0 a

0 A

1°) A quelle loi statistique satisfait la variable alcatoire
2

X : "nombre de molécules élémentaires orientdées vers x - 0"
2

°) En déduire la longueur moyenne de la chalne.

SOLUTION

1°) On considére la configuration dans laquelle les n, pre-

|
mieres molécules élémentaires sont orientées ver la droite

et les n, = N—nl molécules élémentaires qui restent, vers la
gauche. La probabilité de cet état est

n n n N-n
L] 2 1 |
P q =p (1 - p) avec P=9q=3
n

Or il y a CNl configurations ol l'on a toujours n, molécules

|
élémentaires orientées d droite. Par suite la probabilitdé
totale sera

n; 0 N—nl
Ny P (-p) '
La loi de probabilité est donc une loi bindmiale -ﬁf(N,E

2°) On a n +mn, =N

n, -~ n, =m
2

P (X = nl) =C
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On en déduit n, = N ; 0 et par conséquent
m =2mn -N
—_— N
Or la valeur moyenne de n, est n o= Np = 3

Donc m = 0, la longueur moyenne (distance entre 1l'origine et

1'extrémité) de la chalne est nulle. L

VI. Au cours d'un jeu de '"pile" ou '"face", sﬁr 100 jets con-
sécutifs de 6 piéces identiques, on obtient la distribution
suivante ol on a représenté en ordonnées les fréquences cor-
respondant au nombre de fois '"pile" obtenu sur les 100 jets
(ce nombre correspond & la variable aléatoire X de 1'expé-
rience).

1°) Quelle est la moyenne

du nombre de 'pile" obtenu n4|

par jet ?

2°) En supposant que X
suit une loi de distribu-
tion bindmiale, déduire 304
la probabilité élémentaire

p d'obtenir '"pile" sur le

jet d'une piéce. 20
3°) Que peut-on en conclure ?

[ -
4°) Comparer les résultats 10
exprérimentaux 1°

a) avec les résultats

théoriques déduits de la loi

bindmiale caractérisée 3 la
2éme question
b) avec ceux que l'on obtiendrait si les piéces étaient

normales.
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SOLUTION

1°) Calcul de la valeur moyenne du nabre de "pile'" obtenu
par jet de 6 piéces

_ Ox9+1x26+2x33+3%22+4x8+5x2+6°0

100 =2

2°) Si la loi est une distribution bindmiale, alors les pa-

ramétres N et p sont tels que : m = N» avec N = 6 et p est

1"

la probabilité élémentaire d'avoir 'pile'" sur le jet d'une

piéce, d'ol :

3°) Si les piéces étaient normales, .a probabilité d'avoir

. . . 1
"pile" (ou "face") sur le jet d'une p.éce serait p = 5 (= q).
Or ici, on trouve p = %. On peut donc conclure que ces

piéces ne sont pas normales. A -
—expérience

4°) a) les résultats théo- —bindmiale . (6,

riques obtenus a partir de 30t

A --bindmiale.# (6,
la loi binOmiale de para-

1
|
|
]
1
1
|
métres N = 6 et p = 3 sont | {
—0) = 2,6 _ 64 Lol
P (X=0) = C ( ) (3) = 59 : :
ol 1|25=192 | 1 .
P(X—l)—~C6( ) (3) 729 20l ! | :
v a2 182 204 240 A B
P(x=2) =C 30 ) = 733 N
o333 243 160 A
P(X=3) =C, ()7 (7= 775 Lo
4 1,4 2,2 _ 60 I | |
P (X=4) = 6(3) 3= 539 i E :‘
P (X=5) = C, (')5(2> - wop
I
2,0 _ I ol [ : |
P (X=6) = () (3" = 335 i | E | E
|
D'ol les effectifs théoriques, ! } ! i |
! [
sur 10C jets i i i ! } '
| 1 |
N (0) = 100P (X=0) = 8,78 [ 1 I : ; h tl
0 1 2 3 4

N (1) =100P (X=1) = 26,34
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N (2) = 100 P (X=2) = 32,92 N (5) = 100P (X=5) = 1,65
N (3) = 100P (X=3) = 21,95 N (6) = 100P (X=6) = 0,14
N (4) = 100P (X=4) = 8,23

b) Avec des piéces normales, on aurait obtenu :

B 0,1,0 1.6 _ _
N (0) = 100 06(2) (2) = 1,56 = N (6).

N (1)=100C¢ () ()7 =9,38 =N (5)

~ 2 1.2,1.4 _ _
N (2) =100 C; ()7 (3) " = 23,44 =N (4)

_ 3 ,1,3,1\3_
N (3)=100C, (7 ()7 = 31,25
Conclusion :
Les résultats expérimentaux sont en trés bon accord avec

une loi bindmiale ol p = %, ce qui implique que les 6 piéces

sont identiquement anormales. n

VII. Deux espéces organiques sont caractérisées chacune par
deux états génétiques A et a. Pour qu'une malformation appa-
raisse sur une espéce créée, il faut que, lors du croisement,
deux états a fusionnent. On suppose que lorsqu'un type de
génotype a &té choisi, il &limine alors toute autre combi-
naison. '

1°) Quelle est la probabilité pour que 1'espéce générée soit
atteinte de la malformation ?

2°) Quelle est la probabilité pour que sur 3 organismes créés
lors d'un croisement, il y en ait au moins | qui présente 1'a-
nomalie ?

3°) Dans un lot de 4 croisements, donnant lieu chacun i la
création de 3 organismes, quelle est la probabilité d'avoir

1 croisement ol les 3 organismes sont anormaux ? Déterminer

la valeur moyenne et l'&cart-type du nombre de croisements 2a

3 malformations par lot.
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SOLUTION

1°) Parmi les 4 combinaisons AA, Aa, aA et aa, une seule
(a,a) est favorable a la malformation, d'ou

P =%= 0,25.
2°) Si l'on appelle X la variable aléatoire correspondant au
nombre d'organismes malformés, alors la probabilité d'obtenir
k organismes malformés sur 3 créés est :

P (x=k) =c5p a-pk

On en déduit

_ o biv_n__ 0 O 3 33 37
P (X=k21) =1-P(X=0)=1 C3p(1 p) 1 (4) =i

3°) On s'intéresse maintenant 3 la statistique portant sur
les lots de N = 4 croisements donnant chacun 3 organismes, et
1'on considére comme nouvelle variable aléatoire le nombre Y
de croisements donnant lieu a 3 malformations (0 € Y < 4).

La probabilité élémentaire est donc la probabilité
d'avoir 3 organismes anormaux créés lors d'un croisement,
soit d'aprés la 2éme question :

- -3y =3 1.3 30 1
P (X 3) C (Z) (Z) - &

P

La probabilité de trouver, dans un lot de 4 croisements,

un croisement ol les 3 organismes sont anormaux est donc :

3

P(Y=1)=Cip'1(l-P')

L ! 63,3 _
P(Y—l)—axgzx(a)—o,06

Le nombre moyen de croisements a 3 malformations par lot de

4 croisements est donc :

= 1
x =Np' = 4 (g) =17

et l'écart-type

= ' - ' = _l éé~
0—\/Np (1 p") \/4 X %% X & =~ 0,248 .
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VIII. Soit X une variable aléatoire suivant une loi -#(n,p).

-A
Montrer que P (X = k) —— Ak ek_! lorsque n » +o , p > 0,
np > A
n ~np
(on rappelle que [1 - p] —~ e lorsque n -+ +x )
SOLUTION

OnaP(X=k)=CiPk(1‘P)n-k

k
= r-p Ry @D ke D) gy
Kk ' n

1

>

k
or[]—p]n(n—i)‘————>e>\ lorsque n > +o, p >~ 0 et np -~ A

=

n (n-1)...(n-k+1)

k
n

-k
(1-p)  ———=1 puisque n > + ®, p *> 0,

On a donc
)\k e—)\
P (X=k)—>——k'——— lorsque n » +o, p > 0 et np > A ®
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emmren o

C. LOI DE POISSON

I. Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson
X -
_ _ -m m
P (X = k) = e Tt—!
<«

1°) Vérifier que Z P (X =Lk) = 1.

k=0
2°) Calculer 1'espérance mathématique E (X).
3°) Calculer la variance V (X).
SOLUTION
(oo}
1°) Nous devons vérifier que :Z P X=k) =1
k=0
ki * k * k.
D P(X=k) = 2 em%=emz o
k=0 k=0 ’ k=0
o k 0
Or Z %— =" ; on vérifie donc bien que Z P (X=k) = 1.
k=0 k=0
* k bt k
2°) E (X)) = Z kL ¢ s Z L™ (le terme k=0 est nul)
Uy ~ =1) !
k=0 k=1
Si 1'on fait le changement d'indice k' = k-1 alors
e k'+] @ k'
E(X)=ZmT;—em=mZE—,'—em=m (Cf. lo))
k'=o < k'=0 < °
3°) L'équation (6.12) donne V (X) = E (XZ) - [E (X)]2
® k ® k-1 _
E(X2)=Zk2-l-n—em=m2k~m——em
S 2 ¢ et

(le terme k

k
0 est nul).
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Posons k — 1 = k'
oo 1 oo kl
- -m
BOD =mx (D EoeTenm 2ok fpe” v
k|=0 . k'=0 .
D'aprés 2°)
oo 1
Zk'%—,—,em—m
k'=0 ’
Par conséquent :
2 2
E (X)) =m +m
On en déduit :
vV (X) = m2 + m - m2 = m. =

Résumé : pour une variable al&atoire qui suit une loi de

Poisson de paramétre m, on a E (X) = V (X) = m.

II. L'observation microscopique de plaquettes contenant des
quantités égales d'une solution a permis de dresser le tableau

suivant

0 74
1 22
2 4

~

Comparer cette distribution expérimentale 3 celle déduite
de la loi de Poisson de méme valeur moyenne, applicable dans

le cas d'une solution homogéne. (On donne e-o’3 =~ 0,74)
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SOLUTION

La valeur moyenne du nombre de bactéries par plaquette

est :
_0x 74+ 1x22+2x4_ 30

100 = Jo0 - 03

A

Si 1'on suppose que la variable aléatoire X ="nombre de
bactéries par plaquette" suit une loi de Poisson de paramétre

m = A alors
mk -m
P(X=k)=:£—!-e

d'ol les effectifs théoriques

n (0) = 100 x P (X=0) = 100 x e_o’3 = 74 plaquettes

n (1) = 100 x P (X=1) = 100 x O,3e_o’3= 22,2 plaquettes
0 32e_0’3

n(2) = 100 x P (X=2) = 100 2 77 = 3,3 plaquettes

On remarque que les deux distributions sont trés proches. =

III. A partir de la vente de 100 postes de télévision, ayant
fonctionné le méme nombre d'heures pendant une année, on a
pu établir le tableau suivant reliant le nombre n; de postes

vendus au nombre k. d'interventions du réparateur.

Nbre d'interventions ki 0 ] 2 3 l 4

Nbre de postes n; 61 |30 7 |2 0

1°) Calculer le nombre moyen d'interventions.
2°) Comparer les valeurs observées de n, avec celles déduites

d'une loi de Poisson ayant méme valeur moyenne.
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SOLUTION

1°) A = Z g ky = (61x0)+(30x1)+(7x2)+(2x3)+(0x4) _ 50 _ . 5
z n; 100 100 ?

k
2°) Si P (X=k) = ET e représente la probabilité pour que le

réparateur intervienne k fois (m = A) la fréquence correspon-
ng -
dante sera obtenue en remarquant que P (X=k) = - D'ol les

résultats théoriques, d'aprés la table 3 :

n, = 100 P (X=0) = 100x 0,606 = 60,6 au lieu de 61

n, = 100 P (X=1) = 100x0,304 = 30,4 " 30

n, = 100 P (X=2) = 100x 0,076 = 7,6 " 7

ng = 100 P (X=3) = 100x0,013 = 1,3 "

n, = 100 P (X=4) = 100x 0,001 = O,!1 " 0 =

-

IV. L'observation de 200 personnes hospitalisées 3 montré

que les résultats d'une série de tests sont tous négatifs

pour 10 d'entre elles, et partiellement positifs pour les

190 autres.

1°) Quelle est la probabilité pour que tous les tests d'une
personne soient négatifs ?

2°) Quelle est la valeur moyenne du nombre de tests positifs
par individu sachant que ce nombre obéit & une loi de Poisson?

3°) Construire 1'histogramme de la distribution.

SOLUTION

1°) La probabilité pour qu'une personne ait tous ses tests
négatifs est :

10

P =500

= 0,05

2°) Si X est la variable aléatoire correspondant au nombre
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de tests positifs par individu, alors la probablité pour
que X = k est :

mk e-m
P (X:k) = _T<—l——

ol m est l'espérance mathématique de X.

Appliquons la relation 3 X = 0

m0 e -m

P (X=O)=0,OS=T=e

d'ol
- Too - > . e

- m = Log 0,05 = Log T00 Log 50
solt

m = Log 20 =~ 2,996 = 3.

k

) m -
3°) P (X=k) = 7 e ™

U
k+1

et P (X=k+l) = P (X=k), d'ol

efactif
0; 0,05 10 10
1] 0,15 30 40
2| 0,225 45 85
3( 0,225 45 130
41 0,169 N34 164
51 0,101 20 184
6| 0,05 10 - 194
7| 0,02 4 198
81 0,0075 N2 ~ 200

O1345¢€789
nombre 2 tests positifs
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v. A la fin d'une chalne de fabrication de montres, on
s'apergoit au cours d'un dernier contrdle, que certaines
montres présentent un défaut relativement mineur. On décide
de supprimer ce contrdle systématique et de procéder d 1'ob-
servation d'une série de boites contenant chacune 100 montres.
Dans un lot de 200 boltes, on en trouve 72 qui contiennent
une montre défectueuse et 29 qui en contiennent 2.
1°) Quelle est la probabilité pour qu'une boite ne contienne
a) qu'une seule montre défectueuse ?
b) que deux montres défectueuses ?
2°) En déduire la probabilité élémentaire pour qu'une montre
de cette fabrication soit défectueuse, ainsi que le nombre
moyen de montres défectueuses par bolte.
‘3°) Par quelle loi approchée peut—-on calculer P (X) ol X est
le nombre de montres défectueuses par boite ?

A.N. Calculer P (X=k) pour k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

SOLUTION

1°)  Sur 200 boites, il y en a 72 qui contiennent 1 montre

défectueuse et 29 qui en contiennent 2. On a donc :

=72 - -
a) P] =300 = 0,36 =P (X=1)
5 629—- - -
b) P, = 555 = 0,145 = P (X=2)

2°) Si p = probabilité élémentaire pour qu'une montre soit
défectueuse, q = 1-p est la probabilité pour qu'une montre
soit parfaite.

Dans une boite de 100 montres, on a donc

_ _ Al 1 99 _
P(X=1) = C]00 P q = 0,36

. _ .2 2 98
P (X=2)=Clyyp a =0,145
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100 p q99 = 0,36

4950 p> q°% = 0,145

-~

soit en divisant membre 3 membre

100g _ 2 (-p) _ 0,36
4950 p 99 p 0,145

On en déduit p =~ 0,008 et q = 0,992, et le nombre moyen de
montres défectueuses par boite est :

m = Np = 100 x 0,008 = 0,8
3°) p étant trés faible, et q voisin de l'unité, on a :

02 =Npqg =Np =m = 0,8

On peut donc approximer P (X) par une loi de Poisson de para-

métre m = 0,8. On trouve alors

P (x=0) = e 08 = 0,449

P (X=1) = gﬁg-P (X=0) = 0,36 comparé a 0,36 expérimen-
0.8 talement

P (X=2) = —%— P (X=1) = 0,144 comparé a 0,145

P (x=3) = 9§§ P (X=2) = 0,038

P (X=4) = Qiﬁ P (X=3) = 0,008

P (X=5) = 9§§ P (X=4) = 0,001 .

VI. On applique la loi de Poisson au nombre de personnes
entrant dans un service de radiologie (variable aléatoire X).

En moyenne il entre n personnes en une heure.

1°) Quelle est 1'ex§ression de la loi donnant la probabilité
pour que k personnes se présentent dans un intervalle de temps
T.

2°) Calculer la probabilité pour qu'il y ait 1 seule personne
qui entre au bout du temps T = -.

n
3°) Calculer la probabilité pour qu'il y ait moins de quatre

—

entrées dans un intervalle de temps T = =.

=3
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4°) Ce service ne peut recevoir plus de 3 personnes par heure

~

sans arriver A la saturation. Quel est le pourcentage de clients
qui devront revenir si le nombre moyen d'entrants par heure est
27

On donne e-2 = 0,135 e-l = 0,368.

SOLUTION

1°) Pendant le temps T, il entre, en moyenne m = nT personnes

-nT
e

k!
—(n x 2) ,

2 Px=D) = (a x ! x & =277 = 0,270

donc P(X=k) = (nT)k

3°) P(X=k < 4) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) avec =m 1I.

Par récurrence :

P(X=0) = e | = 0,368 i P(X=1) = 1 P(X=0) = 0,368
P(X=2) = 5 P(X=1) = 0,184 ;  B(X=3) = 1 P(X=2) = 0,061
D'ol
P(X=k < 4) = 0,981.
K -2
4°) P(X=k) = (2) %Zr-. Le pourcentage cherché correspond a
P(X=k > 3)
P(X=k > 3) = 1 - P(X=k < 3)

1 - [P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3)]
1 - (0,135 + 0,270 + 0,270 + 0,180) = 0,145

I1 y aura donc 14,5 % de clients qui devront revenir.



I. En utilisant le changement de variables x = p cos 0 et

y = p sin 6, ce qui entraine dx dy = p dp dB, calculer

+00 2
1°) 1, =] e X2 4y
-0
4o = %.(EZE)
2°) Montrer que I, = ! e o dx = 1
ovV2m -
SOLUTION
+0o0 —x2/2 +00 —y2/2
1°) On calcule I, x I] = (] e dx) ( f e dy)
—c0 —
it
soi ) x2 +y2)
I? =[] e 2 dx dy

1'intégrale double étant &tendue 3 tout le plan.

En effectuant le changement de variable proposé, on

obtient :
2 2m o =-p2/2
Il = doé e p dp
o] o
d'ot
2
2 am 02 o
I = [6]O x[=-e ]o =2m

par conséquent :

I] = y2m
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. 2
i 400 - % (Z(_’E)
2°) Pour calculer I, = / e 9 dx, on fait le
ov2m -
changement de variable t = Eé& qui entraine dt = % dx, d'ol
I o -e?)2 1
I2 = — f e .0.dt = — I]
ov2m -= /27
On obtient donc
I, =1. u

II. En 1961, le professeur Lampman a étudié la pauvreté dans
les sociétés industrialisées. Il aboutit 3 la conclusion que
19 % de la population américaine peut &tre considérée comme
pauvre si le seuil de pauvreté&, pour le revenu annuel d'une
famille citadine de quatre personnes, est fixé 3 2 500 dollars.
1°) En supposant que la répartition des revenus annuels suit
une loi normale de valeur moyenne 9 540 dollars, quel est
1'écart-type de cette "distribution ?

2°) Si seulement 10 % de la population peut &tre considérée
comme riche, entre quelles limites doit se situer le revenu
annuel d'une famille citadine pour qu'elle puisse &tre consi-

dérée comme ayant un revenu x moyen tel que x, < x < x,, X

1 2 1
et x, étant définis par P (x ¢ xl) = 0,19 et P (x 2 x2—) = 0,107
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SOLUTION

1%) On peut écrire

P(x < 2500) = 0,19

L p(x%) soit, si 1'on pose

_ X = 9 540
n t——————cj

P (t<t1) = 0,19
avec '

¢ = 2500 - 9 540
9540 - x 1 o
- Ap(E)

Comme
P (t<t]) =P (<t<0)
- P (t, < t<0)

on déduit

P (t1 <t<0)=0,50-0,19=0,31

(0} t
En Jﬁilisant la fonction G (t) définie par (6.30), on a
G (- tl) = 0,31
La table 3 donne alors - tl= 0,88 ou ty = - 0,88. Par suite,
la relation (1) permet d'écrire

9 540 - 2 500 _ 0

,88
g
d'ot
_ 9 540 - 2 500 _
o = 0,88 = 8 000 dollars -
2°) i G (tz) = 0,50 - 0,10 = 0,40
"ol
t, = 1,28
et comme
. Xy = 9 540
2 8 000 ?

on déduit :

Xy = 8 000 x 1,28 + 9 540
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soit
Xy = 19 780 dollars
Les limites sont donc

2 500 et 19 780 dollars. .

III. En 1965, dans la région parisienne, 11 7 des revenus in-
dividuels étaient supérieurs & 20 000 F et 3 7 des revenus
inférieurs 3 3 000 F (Enquéte de 1'I.N.S.E.E.). En supposant
que la loi de répartition des revenus suit une loi normale,
1°) Quel est le revenu individuel moyen ?

2°) Quel est le pourcentage d'individus dont le salaire est

compris entre 5 000 F et 10 000 F ?

SOLUTION

1°) D'aprés l'enquéte, on a
P (x > 20000) = 0,11
P (x < 3 000) 0,03

En utilisant la loi centrée

et réduite obtenue par le

changement de variable
f =X X
o
on a
P (t > tz) = 0,11
et P (t < tl) = 0,03

On remarque d'une part que
P (t > tz) =0,5-P (0< t< t2)
et d'autre part

P (t < tl) =0,5-P (t] <t <0)
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En utilisant la fonction G (t) définie par (6.30) on a :

G (tz) =0,5- 0,11 = 0,39

et

d'old, d'aprés la table 3

G (-t)) =0,5-0,03 = 0,47

, - 1,88

t, = 1,23 et -t
On a donc
20 000 - x
Y - 1,23
et _
3 000 - x = - 1,88
[e)
La résolution de ce systéme donne :
X = 13 277 F
et o=~ 5 466 F

Le
2°)

Donc
P (5 000<x< 10 000)

revenu individuel moyen est donc égal & 13 277 F.

On doit calculer

P (5000<x<10000) = P(t]< t<t2)

avec
_5000-13277 _ _ .,
Yy = Ts5466 P51
et
_10000-13277 __
ty = 5 466 =- 0,60

Par symétrie on a :
P (-1,51<t<-0,60) =P (0,60<t<1,51)
=P (0<t<1,5() - P (0<t<0,6)

G (1,51) - G (0,6)
0,4345 - 0,2257 = 0,2088

Il y a donc 20,88 7 d'individus qui ont un salaire compris

entre 5 000 F et 10 000 F.
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IV. Une usine est chargée de la fabrication de miroirs pour
des appareils optiques de trés haute qualité. Pour cela, elle
traite des supports de verre de forme parallélépipédique dont

les dimensions doivent étre :

x = 80,000 + 0,010 cm
y = 50,000 * 0,010 ecm
z = 6,000 £ 0,005 cm

On contrdle une série de ces supports et on trouve

X = 80,005 o, = 0,005
y = 50,000 o, = 0,005
z = 6,001 g, = 0,002

En supposant les distributions de x, y et z normales et

indépendantes, déterminer le pourcentage de supports rejetés.

-SOLUTION

Le pourcentage de supports
acceptés est égal 3 la probabi-
1ité d'avoir 3 la fois

79,99 <.x £ 80,01

49,99 < y < 50,01

5,995 < z £ 6,005

N

N

a) Eu posant
x - x _ x - 80,005

t =

o, 0,005
X
la lére inégalité devient
-3 <tgl

La probabilité recherchée sur x est donc
P(-35tg1)=P(-35tg0)+P (0sgtsgl)
=G (3) + G (1) = 0,4987 + 0,3413
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soit
Px = 0,84
b) En posant
¢ =¥ -y _y =50

o 0,005
y

la 2&me inégalité devient
-2<tg+2

P(-25tg2)=06(2)+G ()

Py = 0,9544.

c) De la méme maniére, par rapport i z, on aura
-3 tg2
P,=G (3) + G (2) = 0,4987 + 0,4772 = 0,9759

Le pourcentage de supports acceptés est donc :
P, = 100 (P x Py x P) = 78,24 %
D'ol le pourcentage de supports rejetés :

Pr = 100 - Pa = 21,76 7. =

V. L'I.N.S.E.E. a réalisé une enquéte portant sur le nombre
d'enfants par ménage depuis 1945. Le résultat est, qu'aprés
onze ans de mariage, sur 10 000 couples :

2 200 sont sans enfant

2 100 ont un enfant

2 400 ont deux enfants

1 600 ont trois enfants

1 700 en ont au moins quatre, la moitié d'entre eux

ayant exactement quatre enfants.

1°) Quelle est la probabilité, pour un couple, d'avoir
a) 1 enfant
b) au moins deux enfants

c) au plus quatre enfants ?
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2°) On considére & couples. On appelle P (n) la probabilité
d'avoir, parmi ces 4 couples, n couples sans enfant, aprés
onze ans de mariage.

Donner 1'expression de P (n)

Calculer P (0), P (1), P (2), P (3) et P (4).
3°) On effectue plusieurs enquétes portant chacune sur 1 000
couples, onze ans aprés leur mariage, et 1'on considére comme
variable aléatoire, le nombre n de couples sans enfant obser-
vé par enquéte.

a) Quelle loi de probabilité suit n ? Déterminer le nom—
bre n moyen observé par enquéte ainsi que 1l'écart-type.

b) Par quelle loi de probabilité peut-on approximer
cette distribution ?

c) Déterminer ng tel que la probabilité d'avoir n > n

o
soit de 10 7.

SOLUT ION

1°) On aP (n) = %; avec n = 2 100 et N = 10 000, d'od

2 100
a) P (1) =m=0,2]

2 200 2 100

B) P (nz2)=1-P(0)-P)=1-"757%5 " 70 000
P (n32) = 1 - 0,22 - 0,21

P (n32) = 0,57
) P(0)+P (1) +P (2) +P (3) +P (4)=0,22+0,21+0,24+0,16+0,085

P (4) = 0,085 puisqu'il y a 1700

7 = 850 couples qui ont

exactement 4 enfants
P (n <4) = 0,915.

On aurait aussi bien pu écrire

P(Mm<g€4) =1-P (n>4)
_ 850 _
avec P (n > 4) —ITO—O-O-—O,085

d'oi P (n g 4) =1 - 0,085 = 0,915.
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2°) La probabilité, pour un couple, de ne pas avoir d'enfant
aprés onze ans de mariage est p = 0,22, donc q = 1-p = 0,78
représente la probabilité d'avoir au moins 1 enfant.

Les événements étant indépendants et équiprobables, on

en déduit :

P (n) = C; p" qN_n avec N =4
d'ol
p (0) = CZ . 0,22°.0,78% = 0,370
P (1) = ci . 0,22'.0,78% = 0,418
P (2) = ci . 0,22%.0,78% = 0,177
P (3) = cz . 0,22°.0,78" = 0,033
P (4) = CZ . 0,22%.0,78° = 0,002
4
On vérifie que E: P (n) =1
n=0
3°) a) Sur | 000 couples on aura
P (n) =c" 0,22)™ . (0,78)' 990 (155 bindmiale)
1 000
Par suite
n=NXxXp=1000x 0,22 =220
et 0 =,/Nxpxq = V/220X0’78 ~ 13

b) La probabilité élémentaire étant faible, la population
trés grande et n > 20, on peut remplacer la loi hindmiale par
une loi normale.

c) P (n 2.n)= 0,10
ou P (t 2 to) = 0,10

n,-n n, - 220
avec t_ = =
o g 13

P (t2 to) =0,50-P (0<t< to) =0,10

P (0<t<t))=G (t )
=0,50-0,10=0,40
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La table 3 donne :

ty = 1,28

ng - 220
13

et n, = 13 x1,28 +220 = 236 couples

d'otl = 1,28

| ]
V. Une enquéte portant sur la taille de 200 individus a
donné les résultats suivants :
= effectif"

[ 155 = 160[ 157,5 14

[ 160 = 165[ 162,5 24

[165 = 170[ 167,5 37

[170 = 175] 172,5 42

[175 - 180[ 177,5 35

[ 180 - 185] 182,5 23

[185 = 190[ 187,5 13

[ 190 = 195] 192,5 5

1°) Déterminer la valeur moyenne et 1'écart-type de cette
distribution.
2°) Calculer les densités de probabilité p (xi) déduites

d'une loi normale de méme valeur moyenne et de méme écart-type.

3°) Représenter sur un méme diagramme, en choisissant cor-
rectement les échelles des ordonnées, la distribution expéri-

mentale n; (xi) et la distribution théorique 0; (xi).
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4°) Quel est le pourcentage théorique des tailles comprises
entre 152,5 et 167,5 ? Comparer avec le pourcentage expéri-
mental déduit de 1'enquéte en supposant une répartition liné-
aire dans les classes.

5°) D'aprés la formule de Lorents, le poids idéal en kg,
pour une taille x en cm est :

M= (x - 100) - (210

Calculer, pour un échantillon de 500 individus dont la
distribution des tailles a pour moyenne 170 cm et pour &cart-
type 10 cm, le poids moyen et 1l'&cart-type de la distribution
des poids.
6°) Voulant constituer une équipe de rugby i 15 joueurs, on
convient de ne garder que les 15 plus lourds. Quelle sera la
taille du plus petit joueur ?

On supposera, dans cette question, que les 500 individus

ont, par rapport a leur taille, le poids idéal.

SOLUTION

1°) Le changement de variable
K- 172,5
et 10

permet de dresser le tableau de la page suivante.

On en déduit :

_ z ni ti
t = ~a - 0,0375
1
— Zag
et t = "—E—E— = 0,869
1
Donc —
g, = tz - t2 = 0,931
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X; n, t n, t. n, tg
152,5 7 -2 - 14 28
157,5 14 - 1,5 - 21 31,5
162,5 24 -1 - 24 24
167,5 37 - 0,5 - 18,5 9,25
172,5 42 0 0 0
177,5 35 0,5 17,5 8,75
182,5 23 1 23 23
187,5 13 1,5 19,5 29,25
192,5 5 2 10 20
et comme
X; = 10 t, + 172,5
X =10¢t + 172,5 et o 10 0,
soit
x = 172,125 cm
o= 9,31 cm
2°) La densité de probabilité est donnée par la fcormule :

0 (Xi) =

1

X

o, V2w

[

- (xi = —)2

2 o2

o]

X
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x; b%'(fia;:jf)zvv o (x;) en 1073 n;
152,5 2,22 5 7
157,5 1,23 12 14
162,5 0,53 25 24
167,5 0,12 38 37
172,5 0,0008 43 42
177,5 0,17 36 35
182,5 0,62 23 23
187,5 1,36 11 13
192,5 2,39 4 5

3°) La figure montre le diagramme en batons de la distribu-

tion expérimentale n; (-—--) et de la distribution théorique

pi ( ).

On voit que la loi normale constitue une trés bonne

approximation de la distribution observée.

n.Ap. en 10—3
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4°) Le pourcentage théorique correspond a la probabilité

P (152,5<x5167,5) ~P (-2,11<t<-0,54)
ot 1l'on pose

¢ o X = 172,125
9,31 :

P (-2,11<t<-0,54)

P (-2,11€t<0) - P (-0,54€t<0)
G (2,11) - G (0,54)

0,4826 - 0,2054

0,2772

P (152,5<x<167,5)

Il y a donc 27,72 % d'individus qui ont une taille comprise
entre 152,5 et 167,5 cm.
Calcul du pourcentage expérimental :

Entre 150 et 155, l'effectif est 7. En supposant une
distribution linéaire dans chaque classe, on aura entre 152,5

et 155 un effectif de :

7 x52,5 = 3,5.
Pour la méme raison, on aura entre 165 et 167,5 un effectif
M x2S ygs,

Par conséquent, l'effectif entre 152,5 et 167,5 est :
3,5 + 14 + 24 + 18,5 = 60

D'ol le pourcentage cherché

-2%% = 0,30 soit 30 7 (théoriquement, on a trouvé 27,72 %)
59 M=x-2-100+222 20,75 x - 62,5
d'ot

M=0,75 X - 62,5 = 66,59 kg
Oy = 0,75 Oy = 6,98 kg

6°) Si 1'on ne garde que 15 joueurs sur 500, cela représente
un pourcentage de 3 %. Il s'agit donc de déterminer d'abord

Mp i, Pour que P W 2 Mmin) = 0,03
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soit pour la loi centrée et réduite

P (t2t) =0,03

ae]

~
[nd

N\
T

~
|

=0,5 -G (tm)

Par conséquent

¢ (t) =0,5-0,03 = 0,47
La table 3 donne
Ao(M) =
to 1,88
Or
M. -M
min
tm = 5
M

— = 1 ~ . . A
M M . M d'ou le poids du joueur l2 plus
min ~

léger :

Moin™ 1,88 x6,98 +66,59=79,7 kg

On en déduit la taille du plus petit joueur :

M. + 62,5
min

X = ——'(77‘5""—"‘ = 189,6 cm.



7. Les tests statistiques

INTRODUCTION

Statistique descriptive et statistique inductive

Rappelons que la statistique descriptive est un ensemble

de méthodes qui permettent d'ordonner et de classer les don-
nées, de les réduire ensuite a un nombre limité de paramétres
caractéristiques (moyenne, variance, etc.) susceptible de dé-
crire la distribution du caractére étudié dans une population
donnée. Les principes de la représentation et de la réduction
des données ont été exposés dans les chapitres 2 et 3.

La statistique inductive est plus ambitieuse dans la me-

sure ou elle recherche les principes permettant de déduire
des résultats obtenus sur un échantillon limité&, une généra-
lisation & l'ensemble de la population d'ol est extrait cet

~

échantillon et qui est généralement inaccessible a 1'enquéte
ou & la mesure. On est alors amené 3 formuler des hypothéses
dont on vérifie la validité 3 1'aide de certaines épreuves
ou tests statistiques. Cela permet de prendre une décision
dépendant nécessairement du risque d'erreur adopté di au fait
que les données sont seulement partielles.

L'objet de ce chapitre est de présenter quelques tests

statistiques. Nous nous limiterons essentiellement a la

résolution de quelques problémes des types suivants :



208 chapitre 7

. Estimation : estimer les paramé@tres (moyenne, écart-
type) qui caractérisent une population, connaissant les para-
métres d'un échantillon extrait de cette population.

. Conformité : déterminer si un &chantillon peut &tre
considéré comme représentatif d'une population.

. Homogénéité : déterminer si les différences observées
entre deux échantillons sont dues au hasard ou si elles sont
significatives (non dues au hasard).

. Ajustement : vérifier si une distribution expérimen-

tale peut etre ajustée a une distribution théorique.



A.  ECHANTILLONNAGE

La théorie de l'échantillonnage a pour objet 1l'étude des
relations qui existent entre la distribucion d'un caractére
dans une population dite population-mére, et les distributions
de ce caractére dans tous les différents échantillons prélevés
dans cette population.

Pour que ces relations soient valables, il faut que 1'é-
chantillon soit prélevé d'une maniére aléatoire, c'est 3 dire
- que tous les individus de la population aient la méme chance
d'étre prélevés. On y arrive au moyen d'un tirage au sort
par exemple, ou encore en utilisant des listes de nombres
aléatoires. i

L'échantillonnage est dit exhaustif si 1'individu n'est
pas remis dans la populatiorn apr3s avoir &té prélevé. Il est’
dit non—exhaustif dans le cas contraire. Lorsque la popula-
tion est trés grande, on peut considérer que les deux notions
sont équivalentes puisqu'un prélévement exhaustif ne modifie

pratiquement pas l'effectif de la population.

I. DISTRIBUTION DES MOYENNES

Soit X un caractére quantitatif &tudié dans une popula-
tion d'effectif N. La distribution de X dans cette population
sera notée (N, M, 0) oi M = E (X) est la moyenne, et 0 =0 (X)
1'écart-type, du caractére X.

Soit X; le méme caractére étudié dans un échantillon i
de taille n. La distribution de X; dans cet échantillon sera
notée (n, m,, ci), ol m; = E (Xi) et 0, =0 (Xi). On suppose

que les échantillons ont tous la méme taille n.
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1) Echantillonnage non-exhaustif

Considérons l'ensemble de tous les échantillons possibles
de taille n pouvant étre prélevés dans la population-mére,
d'une maniére non-exhaustive, et soit k le nombre de ces &-
chantillons.

On appelle distribution d'échantillonnage des moyennes

1'ensemble des moyennes des différents &chantillons, soit

i . mk} (7.1)

{m], My, My, «.. Wy
On introduit ainsi un nouveau caractére m qui associe la va-
leur my d 1'échantillon i. La distribution de m est caracté-
risée par [k, E (m), o (m)].

On peut montrer que :

E (m) =E (X) = M (7.2)

v (m) =V—r(ll<l (7.3)

d'od ¢ (m) = o X _ 0o (7.4)
e Vo

Considérons en effet un échantillon aléatoire (Il’ 12,”.,In)
tiré au hasard de maniére non-exhaustive. Si a et B sont deux

individus de la population-mére, on a :

On en déduit que :
EXI))=FE M3 E X 1)) =5 ()
E (X (1) X ()] = E[X (1)) E[X()]

Par suite :

n n
E (@ =E[1 2 X (I)]=—%ZE(X(12))=E(X)=M
2=1 g=1
2 1 - 2
Vi -E @) - =E —52 (1£)+22x(12)xu)1m
2=1 n 2%b
=lped) (28D gy -y
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2) Echantillonnage exhaustif

En suivant un raisonnement analogue, mais en écrivant
cette fois-ci

_ _ 1
P (I'Q = o et Ib = R)

ERGED)
on montre que les expressions de E (m) et ¢ (m) deviennent :
E (m) =M (7.5)
0(m)=—/0: Lot (7.6)
n

oli N est 1'effectif total de la population-mére. On voit que
lorsque N est trés grand comparé 3 n, l'expression (7.6) est

équivalente a (7.4).

AII. DISTRIBUTION DES FREQUENCES

Supposons que dans une population composée de N éléments,
le caractére étudié X ne puisse prendre que les deux valeurs
1 et 0. On désigne par p la proportion d'éléments de carac-
tére 1 et par q la proportion des éléments de caractére 0.(0n
a0<p<1letq=1=p). La distribution d'un tel caractére
dans cette population est caractérisée par une moyenne et un
écart-type donnés par :

E (X) =M=p (7.7)

0 (X) =0 = Vpq (7.8)
de sorte qu'elle peut &tre notée (N, p, Vpq).

On préléve dans cette population tous les échantillons
de taille n et on détermine pour chaque échantillon i la pro-
portion d'éléments dont le caractére a la valeur 1. On définit
ainsi un nouveau caractére f qui associe 3 chaque échantillon

i la fréquence fi'

On appelle distribution d'&chantillonnage des fréquences

1'ensemble des fréquences f; des différents échantillons

{f], f2, f3 e fi v fk} (7.9)
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Cette distribution de f peut étre notée [k, E (f), o (£f)] ot
k est le nombre total d'échantillons, E (f) et o (f) sont

respectivement la moyenne et 1'écart-type de f.
1) Echantillonnage non-exhaustif

Les expressions (7.2) et (7.4), en tenant compte de
M=p et 0 = /pq donnés par (7.7) et (7.8) permettent d'é-
crire :

E (f)

P (7.10)

/Pnj_ (7.11)

2) Echantillonnage exhaustif

o (f)

Les expressions (7.5) et (7.6) fournissent

E (£) = p (7.12)
o) =\ /B /T2 (7.13)

ol N est 1'effectif de la population-mére.

III. AUTRES DISTRIBUTIONS D'ECHANTILLONNAGE

On peut définir d'autres distributions d'échantillonnage
que les distributions de m et f. Le caractére peut €tre la
médiane, le mode, 1'&cart-type, etc. ou tout autre paramétre
susceptible de varier d'un échantillon & l'autre. Les deux
distributions qui suivent - celle de t et celle de X2 - sont
utilisées par exemple, l'une lorsque les échantillons sont
petits (n < 30, cf. 7 B III), l'autre dans des problémes d'a-

justement d'une distribution expérimentale 3 une distribution

théorique (cf. 7 D).

1. Distribution de t

Soit une distribution (N, M, 0) d'un caractére X dans

une population, qui suit une loi normaleaﬂo(M, 0). On consi-
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dére tous les échantillons de taille n pouvant etre prélevés
dans cette population, et caractérisés par (n, m,, oi).

On introduit un nouveau caractére t donné par 1l'écart
réduit
m- M
o /Vn

qui associe & chaque &chantillon i 1'écart réduit t;. On dé-

t = (7.14)

finit ainsi une nouvelle distribution d'échantillonnage, dite
distribution de t

{tl, tyy tg eon ty

OIREETIRN, (7.15)

oli k est le nombre d'échantillons.

2. Distribution de x2

On considére encore une population normale (N, M, 0) et
tous ses échantillons (n, m., Oi)' On calcule pour chaque

échantillon i, le paramétre

n . )
jZ% (x; - m)

2
Xy = 5 (7.16)
g
ol x% est la valeur du caractére du jleme individu de 1'échan-

tillon i. On définit ainsi une nouvelle distribution d'é&chan-

tillonnage dite de XZ
2 2 3 2 2
{X]s X5 X3oeee Xioeer X} (7.17)



B. ESTIMATION

Si 1'échantillonnage étudie les relations qui existent
entre une population et tous ses échantillons de méme taille
n, l'estimation se préoccupe de la représentativité de la
population par un échantillon. Il s'agit essentiellement
d'attribuer une valeur a un paramétre inconnu de la popula-
tion-mére & partir de la connaissance d'un échantillon
extrait de cette population.

On peut chercher & attribuer a ce paramétre une valeur

unique (estimation ponctuelle) ou un intervalle susceptible

de recouvrir sa valeur inconnue (estimation par un intervalle

de confiance).

I. ESTIMATION PONCTUELLE

Considérons une distribution dans une population-mére
(N, M, 0) et la distribution du méme caractére dans un échan-
tillon 1 (nm, m; Oi) extrait de cette population. On suppose
que m; et 0, sont connus, et on cherche M et o.

Il est évident qu'en général, l'estimation d'un para-
métre inconnu & partir de sa valeur observée sur 1'échantil-
lon ne peut constituer qu'une approximation. On considére
que certaines conditions sont requises pour qu'un paramétre
de 1'échantillon puisse servir d'estimateur :

1) lorsque la taille de 1'échantillon grandit, il con-
vient que l'estimateur tende vers la vraie valeur du para-

métre inconnu. C'est la cas de m; qui est la moyenne du
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caractére dans 1'échantillon i. Lorsque le caractdre ne peut
prendre que les valeurs | et 0, c'est aussi le cas de fi qui
est la fréquence d'apparition de X = | dans 1'échantillon i ;
2) il convient de plus que, sur la série (théorique) de
tous les échantillons de taille n, la moyenne des estimateurs
soit égale au paramétre de la population-mére (estimation
sans biais). Cela est encore vrai pour m et f mais ne 1l'est
pas pour la distribution des 0?. En effet, si on prend pour

. 2 o
estimateur de o~ la quantité

ol la sommation porte sur les valeurs de X observées dans
1'échantillon i dont la moyenne est m,, on montre que
2 n- |
E (S7) =
n 2
n'est pas un estimateur sans biais de ¢, et il faudra plu-

.. 2
02 et non 02. D'aprés la 2éme condition, Si

tot prendre
*2 n 2
Si = oo 5 (7.19)
qui satisfait aux deux conditions précédentes.
. . . 2 .
En pratique, pour estimer la variance ¢ de la population-—

mére, on calculera

n
*2 i 2
i .Z("j"mi)
3=l
| S i2 2
- 2. x:“-nm (7.20)
n - 1 =1 j i

3 partir des valeurs du caractére observées sur l'échantillon

i. Le dénominateur (n - 1) est appelé nombre de degrés de
liberté de l'estimation : c'est le nombre de déviations (x% -mi)
indépendantes observées par échantillon, soit (n - 1), puisque

d'aprés (3.8) il existe une relation entre ces déviations :

n .
2 (xi-m) =0
= d

i
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Remarque

*
Pour n élevé, 1'équ. (7.19) montre que Si est équivalent

a Si qui devient alors un bon estimateur.

II. ESTIMATION PAR UN INTERVALLE DE CONFIANCE

Soit une distribution (N, M, 0) d'un caractére X dans
une population. On suppose que cette distribution suit une
loi normale J/ (M, 0), ce qui correspond 3 un cas relativement
fréquent et de plus, est trés pratique pour les calculs.
D'aprés les propriétés de la loi normale (cf. 6 D III),
on peut dire que 68,3 7 de la population sont concentrés sur
un intervalle de X recouvrant un écart—-type de part et d'autre
de la moyenne, 95,4 7 sur un intervalle recouvrant deux écarts-

type de part et d'autre de la moyenne, etc. (voir fig. 7.1).

—_— he- ! X i 3 P 5 + I X
m-(2,6)0 m-20 m-o m m+o nrﬁZU m+(2,6)0
H f i | ;
! ! 68,3 % | :
o i !
< 95,4 % > !
1
' 99 %
- | o
Figure 7.1

En s'intéressant en particulier aux cas des pourcentages

de 95 7Z et 99 Z, on a :
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P (M- (1,96) 0 < X <M+ (1,96) 0)
P M- (2,58) 0 ¢ X<M+ (2,58) 0)

0,95
0,99

e ier c exemple n pe a
Dans 1 remier cas, par exemple, o ut s'attendre 3 ce

qu'une valeur observée du caractére appartienne 3 l'intervalle
[M- (1,96) 0 ; M+ (1,96) 0] avec un seuil de confiance de
95 % - on dit aussi avec un risque d'erreur de 5 7 -. L'in-
tervalle précédent est appelé intervalle de confiance a 95 7
pour la loi normale. De méme 1'intervalle [M - (2,58) o ;
M+ (2,58) 0] constitue l'intervalle de confiance a 99 7, etc.

Dans ce qui suit, nous désignerons le risque d'erreur

par &, le seuil de confiance par (1 - o) et la valeur absolue
X-M

de la variable réduite T = limitant 1l'intervalle de

confiance par ta' D'une maniére générale, on peut donc écrire

- < < = - < < =1 - .
P[M tao.\x\ M + %xo] P ta*T‘ta] -0 (7.21)

Le tableau suivant donne les valeurs de t, pour quelques ris-

ques d'erreur usuels, dans le cas de la loi normale.

risque o 0,5 7 1 Z 5 7% 10 Z
seuil de 99,5 2 | 99 % 95 % 90 7
confiance 1-o
tq 2,81 2,58 1,96 1,645
Tableau 7.1

III. NORMALITE DES FLUCTUATIONS D'ECHANTILLONNAGE

Nous nous limiterons ici 3@ l'estimation d'une moyenne et
d'une fréquence dans une population i partir des résultats

obtenus sur un échantillon extrait de cette population.
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1. Fluctuations d'échantillonnage d'une moyenne

Soit une distribution (N, M, 0) d'un caractére X dans
une population. On considére tous les échantillons de taille
n pouvant étre prélevés dans cette population et caractérisés
par (n, mi’ Oi)-

On introduit le caractére t donné par

m - M
t = — (7.22)
o/ Vn
qui associe a chaque échantillon i, 1'écart réduit t;. On dé-
finit ainsi la distribution

{t], €y g5 wevs Egy

oo tyd (7.23)
des fluctuations de m par rapport 4 M (fluctuations réduites
en divisant par 1'écart-type o/v/n de la distribution de m, équ.
(7.4)).Cette distribution n'est autre que la distribution de
t introduite en (7.15).

Pour déterminer un intervalle de confiance pour la mo-
yenne, il convient d'examiner d'abord la normalité de cette

distribution. Deux cas peuvent se présenter suivant que la

population-mére est normale ou non.

1) Cas d'une population normale

La distribution de m est elle-méme normale, mais la nor-
malité de la distribution de t dépend, comme nous allons le
préciser, de la taille n des échantillons.

La théorie montre que, lorsque la population-mére est
distribuée normalement, le caractére ti suit une loi dite

"loi de Student'", de densité de probabilité définie par

A
£(t)= =7 (7.26)

2

2
t
4+ =
a+3)
ol v est le nombre de degrés de liberté et A une constante

dépendant uniquement de v, c'est 3 dire que :
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b
P (ag t, £b) = J f (x) dx
a

A chaque valeur de v correspond une distribution théo-
rique. La figure 7.2 représente la distribution de Student

correspondant a vy = 2 par exemple, comparée 3 la distribution

normale centrée et réduite.

Af(e)

Figure 7.2

La théorie montre également que lorsque V ou n est élevé
(n 2 30) la distribution de Student peut &tre assimilée 3 une
distribution normale (voir fig. 7.2).

D'une maniére générale, si 1'on suppose que la population-
mére est distribuée normalement, deux cas sont 3 considérer
suivant que n > 30 ou n < 30.

a) n 2 30, c'est le cas dit des "grands échantillons"
les fluctuations d'échantillonnage sont distribués normale-—
ment, les intervalles de confiance sont déterminés par la
loi normale (cf. 7 B II).

b) n < 30, cas des '"petits &chantillons" : les fluctua-
tions d'échantillonnage suivent une loi de Student et les

intervalles de confiance doivent €tre déterminés par cette

loi. Il existe des tables qui, pour un nombre de degrés de
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liberté Vv et un risque o donnés, fournissent les limites de

1'intervalle de confiance +* tsa’ telles que

P[-tsastStsa]=l—0L (7.25)

La table 4 en fournit un exemple, pour quelques valeurs usu-

elles de v et a.
Remarque

La table 4 donne directement la valeur de tsa correspon-
dant au risque o, i l'encontre de la table 3 de la loi normale

qui donne t, Pour un seuil de confiance de (1 - a)/2.

2) Cas d'une population non normale

Si la population n'est pas distribude normalement, le
théoréme dit '"de la convergence vers la loi normale' montre
que, plus 1'échantillon est grand (n % 30) et plus la distri-
bution de m se rapproche de la loi normale. C'est sans doute
une des raisons qui expliquent 1'importance de la loi normale.

Suivant la taille de 1'échantillon, on pourra encore dis-
tinguer 2 cas :

a) n > 30

La distribution de m peut €tre considérée comme normale
et la distribution des fluctuations d'échantillonnage aussi.
D'une maniére générale, pour n > 30, que la population soit
normale ou non, les intervalles de confiance seront détermi-
nés par la loi normale.

b) n < 30

La distribution de m n'est pas normale. On ne pourra
traiter par la loi de Student que les seuls cas ou la popula-
tion peut &tre supposée normale, ce qui entralne la normalité

de la distribution de m.
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2. Fluctuations d'échantillonnage d'une fréquence

Soit une population ol le caractédre X ne peut prendre
que les valeurs | ou 0, et soient p la proportion des élé-
ments vérifiant X = | et q celle des éléments vérifiant X = 0
(p+q=1.

On considére que la distribution d'échantillonnage de £
définie par (7.9) est pratiquement normale si les produits
np et nq sont supérieurs & 10, ou 3 la rigueur 3 5. Auquel
cas, la normalité de la distribution des fluctuations d'échan-
tillonnage de f est assurée et on peut appliquer la loi nor-

male pour déterminer les intervalles de confiance.

iV. INTERVALLE DE CONFIANCE D'UNE MOYENNE

On dispose d'un échantillon (n, m, 01). Déterminer un
intervalle de confiance centré sur m et susceptible de conte-
nir la moyenne M (inconnue) de la population, avec la proba-
bilité (1 - o).

La moyenne m; est un élément de la distribution d'échan-
tillonnage des moyennes dont nous avons désigné la moyenne et

1'écart-type par E (m) et ¢ (m).

1. Cas d'un échantillonnage non-exhaustif

Les paramétres E (m) et o (m) sont donnés par (7.2) et
(7.4), soit

E (m) =M (7.26)
o m =< (7.27)
Vn

a) Cas ol n » 30 (grands échantillons)
La distribution d'échantillonnage de m est normale. En
adoptant un risque o, on peut écrire d'aprés (7.21)

P(E (m) - t, (m) <m, <E (m) + t, O (m)] =1-a (7.28)

1
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ou tout simplement

E(m)-tao(m)smISE(m)+tao(m) -

avec un risque d'erreur a.
En tenant compte de (7.26) et (7.27), on a
M-t Zsm M+ T ' (7.29)
v/n vn
Cet encadrement délimite un intervalle dit '"du pari" permet-—

tant le cas échéant d'estimer m, connaissant M et O.
On en déduit
m]—ca—o—<Msm]+ta—q— (7.30)
/n /n
L'encadrement (7.30) délimite l'intervalle de confiance de M
et répond au probléme de l'estimation de M posé précédemment.
Généralement, O qui est l'écart-type de la population-
mére, est inconnu. On le remplace dans l'encadrement par son

*
estimateur Si donné par (7.20). Qn obtient alors

* *
S. S.
1 1
m]—ta-—__sMSml+ta — (7.31)
v v n

. . . . * ..
S1 en particulier n est trés proche de N, Si est voisin de o,

qui est 1l'écart-type de 1l'échantillon. On peut alors écrire
% o1

% /a

b) Cas ou n < 30 (petits échantillons)

(7.32)

Les encadrements précédents ne sont plus valables. Il
faut d'abord supposer que la population-mére est distribuée
normalement, et remplacer ensuite la variable t de la loi
normale par la variable tg de Student. L'intervalle de con-

fiance (7.30) devient alors

s*
mo-t, — SMsm o+t — (7.33)
v n v
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tsa étant donné par la table 4 en fonction du risque a choisi

et du nombre de degrés de librrté v = n - 1.

2. Cas d'un échantillonnage exhaustif

I1 faut remplacer dans 1l'encadrement (7.30) 1'écart-

type 52 de la distribution des moyennes, par 9 g : T

n vn
donné par (7.6). On trouve

m -t < g—:—TsMSm s+ 2L /R-n

1 /a 1 /a N -1

ol comme précédemment, t = ta (loi normale) pour n > 30, ou

(7.34)

t = tsa (loi de Student) pour n < 30.
.. Exemple 1

Dans une fabrication portant sur 50 000 articles, un son-
dage sur 400 articles a donné un poids moyen par article de
200 g avec un écart-type de 50 g. Estimer le poids moyen dans
la fabrication, au seuil de confiance de 95 7Z.

Four n = 400, en adoptant 1'estimateur S* =0,, on obtient

a partir de la relation (7.32)

200 - 1,96 x ing 200 + 1,96 x ﬂ_
v 400 V400
195,1 < M < 204,9
. Exemple 2

Un dosage de sucre dans une solution effectué sur 8 pré-
lévements provenant d'une méme fabrication, a donné les ré-
sultats suivants, exprimés en g/ :

19,5 - 19,7 - 19,8 - 20,2 - 20,2 - 20,3 - 20,4 - 20,8.
Entre quelles limites varie la concentration moyenne de la
fabrication, au risque de 5 % ?

L'échantillon étant petit (n = 8), il faut utiliser 1l'es-

. * s . . .
timateur S pour O et recourir 3 la distribution de Student.
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L'intervalle de confiance est alors donné par 1'encadrement

(7.33)
* *
m] - tsa §: 1 s E_
/n %/

<~

en supposant un échantillonage non-exhaustif ou ce qui revient

au méme un prélévement exhaustif dans une solution pratique-

ment inépuisable.

D'aprés (7.20)

x2 2

S = ! [ 25 X, = nng
n - 1 =1 ]

on a successivement

X, = 160,9 d'oll m = légzg = 20,112
Sx% = 3237,35
$*2 = 0,178 et s* = 0,422
La table 4, pour o = 0,05 et v =8 - 1 =7, donne
tsa = 2,365. On a donc
20,11 - 2,36;’;22,422 <M< 20,11 + 2,362’;22,422

19,75 ¢ M £ 20,46

V.  INTERVALLE DE CONFIANCE D'UNE FREQUENCE

On dispose d'un échantillon de taille n ol le caractére
X étudié ne peut prendre que les valeurs | et 0, et ol la
fréquence d'apparition du caractére X = ] est fl. Déterminer
un intervalle de confiance centré sur fl et susceptible de
recouvrir la fréquence p d'apparition du caractére X = 1
dans la population d'ol est extrait 1'échantillon, avec la
probabilité (1 - a).

La fréquence fl est un &lément de la distribution d'é-
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chantillonnage des fréquences (7.9) dont nous avons désigné

la moyenne par E (f) et 1l'écart-type par o (f).

1. Cas d'un échantillonnage non-exhaustif

Les paramétres E (f) et o (f) sont donnés par (7.10) et
(7.11) soit
E(f) =p (7.35)

o (f) = 2{% (7.36)

ot q =1 - p.
En supposant que les conditions de validité de 1'appro-
ximation normale sont remplies, c'est & dire que np, ng > 5

(cf. 7 B II1), on peut écrire
p-t —<f, <p+t — (7.37)
oli le coefficient ta est déterminé par la loi normale.

Cet encadrement délimite un intervalle de pari pour fl’
permettant le cas éché&ant d'estimer fl connaissant p. On en

déauit :

Pq pPq
fl ta \/(;; £p¢g f] + ta - (7.38)

ce qui délimite 1'intervalle de confiance de p et répond au
probléme poseé.

Généralement la valeur de p est inconnue. Une méthode
approximative consiste 3 remplacer p sous le radical par la

fréquence f1 observée sur l'échantillon. Cela revient &

prendre pour 1l'écart-type ¢ (f) = %% 1'estimateur
S (7.39)
(en tenant compte du fait que q = 1 - p).

Une autre méthode consiste a remplacer le produit pq sous
1

le radical par sa valeur maximum, qui correspond 3 p = q = 7

On a alors
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S =/ — . (7.40)
Dans les deux cas, l'intervalle de confiance s'écrit :
fl—taSsp5f1+tas (7.41)

2. Cas d'un échantillonnage exhaustif

I1 faut remplacer dans l'encadrement (7.37) et.,les sui-

vants, l'écart-type ¢ (f) =\ /%? par o (f) =, /%;-,/ g : ?

donné par (7.13).

. Exemple

Dans une école de 1| 000 éléves, un sondage sur une classe
de 35 éléves a permis de constater que 7 d'entre eux avaient
une légére inﬁection contagieuse. Estimer la proportion d'en-
fants atteints dans 1'école, au risque de 5 Z%.

Le caractére étudié ici ne peut prendre que deux valeurs

X = 1 pour les éléves atteints, et X = O pour les éléves non

atteints. La fréquence d'apparition de X = 1| pour l'échantil-
-1 _
lon est f] 35 = 0,2.

L'effectif atteint et 1'effectif non atteint dans 1'é-
chantillon &tant supérieurs a 5, on peut appliquer 1'appro-

ximation normale. En utilisant 1l'estimateur

f1 (1 - fl)
— = 0,067
dans 1l'intervalle de confiance (7.41), on obtient
0,2 -[1,96 x 0,067]< p £ 0,2 +[1,96 x 0,067}
soit 0,068 £ p £ 0,332 au seuil de 5 7.



C.  TESTS DE SIGNIFICATION

Jusqu'ici, nous avons &tudié la représentativité d'une
population par tous ses échantillons (échantillonnage) et par
un &chantillon (estimation). Les tests de signification ont
pour objet d'examiner si les différences observées entre un
échantillon et la population-mére ou entre deux échantillons
sont dues aux fluctuations d'échantillonnage (c'est-a-dire
au hasard) ou si elles sont significatives. En d'autres termes,

ces tests permettent de résoudre des problémes

a) de conformité d'un échantillon 3 la population

b) d'homogénéité de deux échantillons entre eux.

I. PRINCIPE DES TESTS D'HYPOTHESE

Considérons le probléme suivant : étant donné un échan-
tillon de taille n, dont la moyenne des valeurs d'un certain
caractére X est m, issu d'une population P caractérisée par
(N, M, 0), peut-on considérer que la différence entre m, et
M est significative ?

Pour répondre 4 cette question, 1l est nécessalre de
disposer d'une méthode permettant de dire par exemple, 3
partir de quelle différence entre m et M, 1'écart entre
1'échantillon et la population est trop grand pour &tre at-
tribué aux fluctuations d'échantillonnage.

On est amené généralement 3 formuler une hypothése qui
consiste & supposer que la différence observée est simplement
due aux fluctuations d'échantillonnage, et qui est appelée

hypothése nulle, désignée par HO. On recherche ensuite un
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critére de test qui permette de rejeter ou ne pas rejeter

1'hypothése H_, en tenant compte du risque d'erreur ou seuil

O’
de signification choisi.

Le critére de test est tout naturellement la déviation

réduite
m - M
t, = _ETEIT (7.42)
c'est-a-dire
m - M
ty = _:;7/? . (7.43)

Sous 1'hypothé&se H , ce critére présente des fluctua-
tions d'échantillonnageoqui, pour n = 30, sont distribuées
normalement. En considérant par exemple un seuil de 5 %, on
est conduit i adopter la régle de décision suivante

1) Si t, est extérieur 3 1l'intervalle [- 1,96 ; 1,96] ,
la probabilité de cette situation étant seulement de 5 % sous
1'hypothése nulle, on rejette H. On dit que la différence
m - M est significative (non due au hasard) au seuil de
signification de 5 %, ou encore que l'échantillon n'est pas
représentatif de la population, au méme seuil.

Dans ce cas, une erreur peut étre commise, qui consiste
a3 rejeter 1l'hypothése H0 alors que celle-ci est exacte. On
dit qu'il s'agit d'un risque d'erreur de l&re espéce. Il est
égal au seuil de signification choisi, et par conséquent
adopter un faible seuil revient a limiter la probabilité de
rejeter 3 tort 1l'hypothése nulle.

2) Si t, est intérieur & l'intervalle [~ 1,96 ; 1,96] ,
on n'a pas de raison de rejeter H). La différence m; - M est
dite non significative, au seuil de 5 %. On peut accepter H
et attribuer cette différence au hasard, ou bien on peut ne
prendre aucune décision. L'échantillon &tudié n'a pas permis
de constater une différence significative.

Dans ce cas, le risque d'erreur est dit de 2éme espéce :
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il consiste 3 ne pas rejeter Ho alors que celle-ci est fausse.
A l'inverse du risque de lére espéce, le risque de 2&me espé-

ce augmente quand on diminue le seuil de signification.

I1. PREMIERE APPLICATION : LES TESTS DE CONFORMITE

I. Comparaison d'une moyenne observée i une moyenne théo-

rique

Etant donné un échantillon de taille n, dont les valeurs
observées du caractére ont pour moyenne m, peut—-il étre
considéré comme représentatif de la population P (N, M, o) ?

D'une maniére pratique, deux possibilités peuvent se
présenter suivant que l'écart-type 0 de la population est
connu ou non.

1) Si 0 est connu, le critére du test H_ est 1'écart
réduit donné par (7.43)

m1 - M
£, = —— (7.44)
o/ vVn
*
2) Si 0 n'est pas connu, on utilise son estimateur S
donné par (7.20). L'écart réduit devient

m1 - M
t = — (7.45)
*
° s //m
Rappelons que dans les deux cas, il faut tester t, a
1l'aide de l'intervalle de confiance déterminé par
a) la loi normale lorsque n > 30

b) la loi de Student lorsque n < 30.

Exemple 1

40 moteurs représentant un échantillon d'une certaine
fabrication ont fonctionné en moyenne pendant 260 jours sans
probléme. Peut-on considérer cet &chantillon comme apparte-

nant 4 la fabrication habituelle, si dans celle-ci, le carac-

tére (c'est 3 dire le nombre de jours pendant lesquels un
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moteur a fonctionné sans probléme) suit une loi normale de
moyenne 240 jours et d'écart-type 50 jours ?
Hypothése nulle H ¢ 1'échantillon appartient 3 la fa-
brication habituelle.
_ 260 - 240
50 / /40

L'intervalle de confiance est déterminéd par la loi nor-

Ecart réduit : t

= 2,53
o

male, puisque n > 30.

Intervalle de confiance a 5 % : 15 =[-1,96 ; 1,96]
Intervalle de confiance a | 7 : I1 =[-2,58 ; 2,58]
On a :

ts ¢ Iy et t & II

On est donc conduit 3 rejeter H au seuil de 5 Z, et & ne pas

rejeter H, au seuil de 1 Z.

. Exemple 2

Dans l'exemple 2 du § 7 B IV, le dosage de sucre sur les
8 prélévements a donné une moyenne de 20,11 g/f. L'échantillon
est-il représentatif de la production au seuil de 5 %, si 1'on
admet que la concentration en sucre habituelle suit une loi
normale de moyenne 19,6 g/ ?

Hypothése nulle Ho @ 1'échantillon est représentatif.

L'écart-type 0 de la population-mére étant inconnu, on
le remplace par son estimateur S* = 0,422. L'échantillon étant
petit (n < 30), il faut recourir a la distribution de Student
pour trouver l'intervalle de confiance.

Le critére du test H0 est :
20,11 - 19,6

t, = —————— = 3,43
0,422/ V8
Pour ¢ = 5% et v=mn-1=7, la table 4 fournit
tsa = 2,365. L'intervalle de confiance est donc I5 =[-2,363;

2,365]. Par conséquent toei I., 1'échantillon n'est pas re-

S!
présentatif de la production.
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2. Comparaison d'une fréquence observée et d'une fréquence

théorique

Le probléme est le suivant : étant donné un échantillon
de taille n, ol la fréquence d'apparition d'un certain carac-
tére est f], est~il représentatif de la population-mére ol la
fréquence d'observation de ce caractére est p ?

La distribution d'échantillonnage est ici la distribution
de f définie en (7.9). D'aprés (7.11) son écart-type est

donné par

o (f) = Pi‘l (7.46)

Hypothése nulle : 1'échantillon est représentatif. Le
critére de test est 1'écart £, -, d'ol 1l'écart réduit

f] -p
t = —— (7.47)

o
NS
n
qui doit étre testé A 1'aide de 1'intervalle de confiance

approprié, comme précédemment.

. Exemple

Le taux d'é@coute d'un certain programme de télévision
est supposé constant et &gal 3 15 Z. A la suite d'une nouvelle
présentation, un sondage limité 3 80 téléspectateurs a révéleé
que 18 d'entre eux ont suivi ce programme. Peut-on dire que
la nouvelle présentation ait influencé le public, au seuil de
S Z?

Hypothése HO : la nouvelle présentation n'a pas influ-
encé le public.

On a ici : p = 0,15 q = 0,85 n = 80

i8 . 0,225

fI 80

D'aprés (7.47) 1l'écart réduit est
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_ 0,225 - 0,15 _

v0,15 x 0,85
80

Les effectifs np et nq étant supérieurs 3 5, on peut

t

o 1,87.

appliquer l'approximation de la loi normale. Au seuil de 5 %,
on a Ia =[-1,9 ; 1,96] , t, € Ia , et par conséquent, on

ne peut rejeter HO.

3. Test bilatéral et test unilatéral

1) Test bilatéral

Soit m, la moyenne des valeurs d'un caractére observées
sur un échantillon et soit M/ 15 valeur théorique de la mo-
yenne de ce méme caractére dans une population Po.

On peut toujours considérer que m, est un élément d'une

1
distribution d'échantillonnage des moyennes définie sur une
population P égale ou différente de PO. Auquel cas, la mo-
yenne E (m) d'une telle distribution a une certaine valeur M.
Dans un test de conformité, comparer m, a MO revient en
fait a comparer M a M. L'hypothése nulle d'une différence
m; - M_ non significative peut aussi bien s'exprimer par
M =M. Le rejet de l'hypothése nulle correspond a M # M.
On dit que l'on teste 1'hypothése H : M=M_ contre 1'hypo-
thése alternative Hy @ M # M.
Dans ce cas, il convient de limiter 1'intervalle de
confiance Ia aux deux extrémités de la distribution de t,
comme nous l'avons fait jusqu'ici (voir fig. 7.3). Le test

est dit bilatéral.
Ao(t) o
Figure 7.3

P(_ta <T<st)=1-aqa
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2) Test unilatéral
Test de Ho : Mg Mo contre H] : M>M
Exemple

Le caractére X étudié est le total des points obtenus par

o'

chaque étudiant 3 un examen. On a des raisons de croire qu'une

certaine promotion est particuliérement douée. Peut-on affir-

mer cela, au vu des résultats obtenus par cette promotion ?
Soit M, la moyenme théorique a laquelle on s'attend, au

vu des résultats des années précédentes, et soit m, la mo-

yenne de cette promotion. m, est un élément de la distribu-

tion d'échantillonnage de m, de moyenne E(m) = M.
Le test est alors le suivant :

hypothése nulle Hj : M £ M (promotion normale)

o
hypothése alternative Hy s M > Mo (promotion douée)

Le jugement est différent de celui du paragraphe précédent
dans la mesure ol l'on ne doit pas rejeter H_ lorsque M < M_.
Il est évident que lorsque la valeur observée m, < MO,

il est inutile de recourir a H la conclusion est immédiate,

I b
on accepte Ho : la promotion n'est pas particuliérement douée.
Si m > MO, plus 1'écart réduit donné par (7.43)
T Mo
M — (7.48)
o/ vn

est grand, et plus on aura tendance & rejeter HO et accepter

H,. On est donc conduit a limiter l'intervalle de confiance

.
Ia 3 la seule extrémité droite de la distribution de 1'écart

t (voir fig. 7.4). On dit que le test est unilatéral.

p(t)
o

Figure 7.4

P(T < ta) =1 -
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La régle de décision du test devient :
sit € IOL : ne pas rejeter Ho
sitg ¢ Ia : rejeter HO et accepter H].
3) Test unilatéral

Test de H : M > MO contre H1 : M <M

[¢] [¢]

. Exemple

En reprenant 1l'exemple précédent, peut-on conclure qu'une
promotion est particuliérement faible au vu des résultats ob-
tenus par cette promotion ?

I1 est évident que le probléme ne peut se poser que si
m, < Mo’ Le test est alors le suivant
hypothése nulle Ho t M2 M (promotion normale)

o
hypothése alternative H s M <M (promotion faible)

Pour les mémes raisons que précédemment, on est amené i
limiter l'intervalle de confiance 34 la seule extrémité gauche

de la distribution de t. (voir fig. 7.5).

Figure 7.5

P(TZ—tOL)=I—OL

Remarque

Les limites de Ia ne sont pas les mémes évidemment, sui-
vant que le test est bilatéral ou unilatéral. Le tableau 7.2
donne quelques valeurs de t, Ppour une distribution normale

de 1'écart t.
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rlzque 0.5 2 g - o2
ta

bilatéral | 28! 2,58 1,96 1,645
o

unilatéral| 2228 2,33 1,645 1,28

Tableau 7.2

III. DEUXIEME APPLICATION : LES TESTS D'HOMOGENEITE

1. Comparaison de deux moyennes observées

Soient m, et m, les moyennes des valeurs d'un caractére
observées sur deux échantillons 1 et 2. m, est un élément de
lz distributicn d'échantillonnage de my définie sur une po-
pulation Py. De méme, m, est un élément de la distribution
de mg définie sur Pp. 11 s'agit de déterminer si ces deux
échantillons proviennent de 2 populations P, et PB de méme
moyenne (on dit alors qu'ils sont homogénes).

Supposons que les deux échantillons sont caractérisés
par (nl, m, ol) et (n2, my, 02) et les deux populations par
(MA, OA) et (MB, OB).

Hypothése nulle Ho : MA = MB
Hypothése H] : MA # MB
C'est un test bilatéral, dont le critére est (m2 - ml).
a) Cas des grands échantillons (nI et n, > 30)
Les distributions de m

A
rées comme normales, respectivement de moyennes E (mA) = MA

et de mp peuvent tre considé-
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et E (mp) = my, et d'écart-type OA//E] et OB//H2 ol n, et n,
sont les tailles des 2 échantillons (cf. § 7 A I).

Sous 1'hypothése H

o

, (m2 - ml) est distribué normalement

avec une moyenne Mj - = 0, une variance

A
an - = Vm * Vm
2™ ! 2
2 2
o o]
A B
=5 ‘T (7.49)
] 2
et un écart-type
02 02
o —m /2 (7.50)
2 1 1 2

~

L'écart réduit a tester est donc

(7.51)
7 2
% 9B
—_— —
n

1 n

N

Si les écarts—type O, et Op sont inconnus, on les remplace

A
. * * B .
par leurs estimateurs SA et SB donnés par l'expression (7.20)
1
En particulier, si les échantil{ons sont trés grands, on peut
* *
prendre SA =0, et SB =0,

1 2
On poursuit alors le test, en utilisant l'intervalle de

confiance Ia correspondant au risque o et & une distribution
normale, et on applique la régle de décision habituelle.

b) Cas ol l'un des échantillons, ou les deux sont petits
(n < 30)

On suppose pour simplifier que les populations-méres

~ . 2 2 2
sont normales et qu'elles ont la méme variance Op =0 =0 .
. *2 2
L'estimateur S ~ de G~ est obtenu en prenant la moyenne de

* *

SA2 et SB2 pondérés par le nombre de degrés de liberté cor-
1 2

respondant, soit

2 2
(n, = 1) S, + (n, - 1) S
- 1 A 2 B (7.52)

g*2
(n] - 1) + (n2 - 1)
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Dans ce cas, l'@cart réduit (7.51) s'écrit
m, - m
2 1
to = (7.53)
* *
S 2 S 2
—_— —
n n

On poursuit le test en utilisant 1l'intervalle de confiance Iav

correspondant au risque o et au nombre de degrés de liberté

Vo= n] + n

décision habituelle.

5 2 dans la loi de Student, suivi de la régle de

. Exemple
Deux lycées différents ont obtenu au cours d'une épreuve
du baccalauréat les résultats suivants
Lycée | Nombre d'éléves | Note moyenne | Ecart-type
A 65 13,2 1,8
B 85 12,5 1,6

Ces résultats ont-ils une différence significative au risque

de 1 7 ?

Hypothése nulle : les performances moyennes sont les

mémes, la différence apparente est due au hasard.

' . . *2 2 * 7 2
En adoptant 1l'approximation S =0, et S = 0,, On a
Al | B2 2
successivement
m - m, =
o_ = = 0,283
MM
- 9,7 _
t = 0,283 - 247

Les échantillons sont grands (n > 30). La table 3 de la

loi normale donne pour un intervalle de confiance de 99 7
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ta = 2,58. On a donc Ia =[-2,58 ; 2,58] , t, € Ia , et on

ne peut rejeter l'hypothése nulle.

2. Comparaison de deux fréquences observées

Soient f1 et f2 les fréquences d'apparition d'un certain
caractére dans deux échantillons | et 2. fI est un élément de
la distribution d'échantillonnage de la fréquence fA définie
sur une population Py De méme, f2 est un élément de la dis-
tribution de fB définie sur une population Pp. I1 s'agit de
déterminer si ces deux échantillons proviennent de 2 popula-
tions P, et PB ayant la méme proportion d'éléments possédant
ce caractére.

Supposons que les 2 &chantillons sont caractérisés par
(n], fl) et (n2, f2) et les 2 populations par (pA, OA) et
(pg> Op)-

Hypothése nulle Ho Py =Pg =P

Hypothése H, Py * Py
C'est un test bilatéral, dont le critére est (f2 - fl)'

Lorsque les effectifs np, nq sont supérieurs a 5, les
distributions de fA et fB peuvent étre considérées comme

normales, respectivement de moyennes E (fA) = py et E (fB)==pB,

Py 9y pB qB
ta - = =
et d'écarts—-type Oy \V a et op V a (cf. §7 4 11)

1 2

Sous 1'hypothese H_, f, - f, est distribué normalement

avec une moyenne pp ~ P, = 0, une variance

\Y% =V + V
L5 5 G
-M M (7.54)
n n
1 2
puisque Py, = Pg ~ P- Par conséquent, 1'écart réduit est
£, - £
2
£ = ’ (7.55)

° / ] 1
pq (— + —)
oM
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~

Une méthode approximative consiste & prendre pour p, qui est
généralement inconnu, le pourcentage moyen entre les 2 é&chan-
tillons soit

n, f] + n

2
n, + o,

On peut alors tester t, comme précédemment, 3 1l'aide de Ia

f2

P = (7.56)

déterminé par la loi normale et décider de la validité de HO.
. Exemple

Au cours de deux livraisons différentes, on a relevé 48
articles défectueux parmi les 800 constituant la premiére
livraison, et 32 articles défectueux parmi les 400 constituant
la deuxiéme livraison. Les deux pourcentages d'articles défec-
tueux observés différent-ils d'une maniére significative, au
seuil de 5 7 ?

Hypothése nulle Ho : les 2 pourcentages sont les mémes,
la différence apparente est due au hasard.

On a successivement :

48 Y,
0,06 £, = 755

f =

1 m'—' 0,08 f - f = 0,02

2 1
D'aprés 1l'approximation (7.56), p = 0,067. L'écart réduit est
donc :

¢ = 0,02 - 1,31
1 1
V/O’067 x 0,933 (556 + 255)

Tous les produits np, nq sont supérieurs & 5, on peut donc

appliquer 1l'approximation normale.

Au seuil de 5 %, on obtient pour la loi normale

o
observée n'est pas significative.

I =[-1,96 ; 1,96] . Par conséquent, t, € Ia’ la différence



D. TEST DU x°

I. DISTRIBUTION DU XZ

Considérons une population normale d'écart-type 0, et
tous les échantillons de taille n pouvant étre extraits de
cette population et caractérisés par (n, mi) ot ﬁi est la
moyenne du caractére X dans 1'échantillon i. Pour chaque

échantillon i, on calcule le paramétre

n .
> g - m)’
2 =

Xi ~ 2
ag

(7.57)

ou x} est la valeur du caractére du jéme individu de 1'échan-
tillon i. On définit ainsi la distribution d'échantillonnage
de xz, introduite en (7.17).

La théorie montre que, lorsque la population—-mére est
distribuée normalement, le caractére x? suit une loi dite
"loi du Xz", de densité de probabilité définie par

2
2yv/2=1 = X7/2 (7.58)

£ GO = A (K
ol v est le nombre de degrés de liberté introduit en 7 B I et
utilisé déja dans la distribution de Student (cf. 7 B III).
Ce nombre est égal 4 (n - 1) et provient de ce que X? est la
somme de (n - 1) termes indépendants. A est une constante dé-
pendant uniquement de v.

A chaque valeur de v correspond une distribution théc-
rique. La figure 7.6 montre 1'allure des courbes pour v = 2,
5 et 10. Comme pour la loi normale et la loi de Student, on

peut définir des intervalles de confiance. Il existe des
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Figure 7.6

tables donnant la valeur de Xé ayant la probabilité a d'Etre
égalée ou dépassée, en fonction du nombre de degrés de liberté

V. La table 5 en fournit un exemple.

Remargue

La table 5 est limitée & v = 30. Au-dessus de cette va-
leur, on utilise le fait que le paramétre ‘/2 XZ est distri-
bué approximativement suivant une loi normale, de moyenne

2 v-1 et d'écart-type égal 3 I.

II. CRITERE DE PEARSON

Soit une population ou le caractére X ne peut prendre
que les valeurs | et 0, et soient p et q respectivement les
fréquences de X = 1 et de X = 0 dans cette population (p+q=1)
On considére un échantillon ol la fréquence observée du
caractére X = ] est P, et celle de X = 0 est q, (pl +ql =1).
Nous avons vu que la comparaison de P, 4 p pouvait se faire
au moyen de l'écart réduit (cf. (7.47))

P, =P

(7.59)

Pq
n
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ol n est la taille de 1'échantillon. Comme on ne s'intéresse
finalement qu'd la valeur absolue de t,» on peut utiliser

aussi bien comme critére de test, le carré de tyo soit

2 (- p)? (np, - np)”
t, = Pq = = (7.60)
n

Par comparaison avec (7.57), t02 apparalt comme un X2
de 1'échantillon ol le caractére est l'effectif vérifiant X= 1.
Le produit np, représente l'effectif observé sur 1'échantil-
lon, np est la valeur moyenne théorique de cet effectif, et
npq sa variance théorique.

On peut expliciter les rGles symétriques de p (correspon-

dant 3 X = 1) et q (correspondant 3 X = 0) en écrivant :

2 2
5 o (opy — mp) (nq; - nq)
t.=x = +
o np nq

ce qui se vérifie aisément.

(7.61)

Le paramétre X2 constitue le critére de Pearson. On mon-
tre que lorsque n augmente indéfiniment, la distribution
d'échantillonnage correspondante tend vers 1'expression théo-—
rique f (xz) donnée par (7.58), avec un nombre de degrés de
liberté v = 1.

Il convient de remarquer qu'ici le nombre de degrés de
liberté n'est pas donné par v = n-1, mais par v = |. En effet,
d'aprés la définition des caractéres dans (7.61), le nombre
d'observations par échantillon est de 2 (c'est a dire np, et
nql) et comme n (p] + ql) = n, le nombre d'observations in-
dépendantes est bien v = 1.

Le critére x2 peut étre généralisé au cas ol l'observa-
tion porterait sur plusieurs caractéres indépendants - on dit
aussi des classes ~. Si ces classes sont au nombre de r, et
si 1l'on désigne par k = 1, 2, 3 ... r le reme caractére,

par ny 1'effectif ayant ce caractére dans 1'échantillon i,
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par np la valeur théorique de cet effectif, on montre que

lorsque la taille n des échantillons tend vers 1l'infini, la

distribution
2
r (n, - np,)
2 k k
D N — (7.62)
k=1 Py

tend vers la distribution théorique £ (XZ) donnée par (7.58)
avec v = r -1 (le nombre d'observations par échantillon est
égal au nombre de classes r). (Pour une démonstration de ce
théoréme, cf. par exemple M. Fisz - Probability Theory and
Mathematical Statistics, 1967, chez John Wiley and Sons).

En fait, 11 suffit que n soit assez grand pour que
1'on puisse utiliser 1'approximation de la loi f (XZ). Dans
la pratique, on considére qu'une condition essentielle est
que les effectifs correspondant aux différentes classes soient

supérieurs 3 10, 3 la rigueur 3 5. Il est possible toutefois

~

de regrouper des classes pour satisfaire & cette condition.

Le test dit "du X2" consiste généralement 3 tester le
2 . ~ . N . .
X~ calculé 3 partir de 1'échantillon, & 1'aide d'un intervalle
de confiance déterminé sur la loi f (xz). I1 permet de résou-

dre entre autres, les problémes typiques qui suivent.

III. TEST DE CONFORMITE

Il s'agit de comparer une distribution d'un caractére
observé sur un échantillon donné et une distribution théori-
que basée sur un modéle susceptible de décrire la probabili-
té d'observer une valeur du caractére. On dit parfois que
1'on cherche 3 "ajuster" une distribution expérimentale a
une distribution théorique.

L'hypothése nulle consiste 3 supposer que l'on a concor-—
dance des deux distributions. Le critére du test est

(n, - mp)°

r

2

=D B —— (7.62)
k=1 Py
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ol n, est 1'effectif (observé) ayant le caractére k, P, est
la probabilité d'observer ce caractére et np, la valeur théo-
rique de cet effectif. Sous 1l'hypothése nulle, le X2 ainsi
calculé devrait @étre nul. Il sera d'autant plus grand que
les deux distributions divergent.

Pour déterminer un intervalle de confiance sur la loi
f (Xz), il est nécessaire de connaltre le nombre de degrés
de liberté v. D'une maniére générale, vV est égal au nombre
de comparaisons possibles, diminué du nombre de relations
entre les effectifs théoriques, soit ici

v=r- 1 (7.63)
puisqu'il existe une seule relation : celle qui exprime que
la somme des effectifs est égale a la taille de 1'échan-
tillon.

Le seuil de signification o étant connu, on utilise la
table 5 pour déterminer la valeur de Xi ayant la probabilité
o d'étre dépassée et on applique la régle de décision sui-

vante
1) x? < X;» 1'hypoyhése H  est valable
2) x% > X;, 1'hypothése H est a rejeter.
. Exemple 1
On a lancé 200 fois 2 pi&ces l'une aprés l'autre et on

a observé les résultats suivants

PP FF PF FP

Nombre de fois | 64 | 35 47 54

Peut-on dire que ces piéces sont normales (bien équilibrées)
au seuil de 5 Z ? au seuil de 1 7 ?

Deux piéces lancées successivement peuvent tomber de &4
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fagons différentes : PP, FF, PF, FP. La probabilité d'avoir
une configuration particuliére est donc %. Pour 200 lancers,
~ . 200 _ . . .
on peut espérer avoir < = 50 fois chaque configuration.
Le X2 calculé est donc
2 _ (eu-50)% | (35-50)% , (47-50)2 | (54-50)%
X 50 50 50 50

Le nombre de classes est r = 4, et d'aprés (7.63) le nombre

8,92

de degrés de liberté est v =1r - | = 3.

Pour un seuil de 5 %Z et v = 3, la table 5 donne
X8,05 = 7,81. On a donc x? > XS,OS' On ne peut retenir 1'hy-
pothése nulle et admettre que les piéces sont normales.

Pour un seuil de 1 Z et v = 3, on obtient Xé,Ol =11,34.
On a donc ¥? < XS,OI’ ce qui ne permet plus de rejeter l'hy-

pothése Ho.

. Exemple 2

Les résultats des épreuves d'un examen & 1'échelle na-
tionale son: : 60 % de regus, 25 % admissibles (admis &
passer les épreuves orales) et 15 Z €liminés.

Un établissement présente 160 éléves et obtient 75 regus,
53 admissib.es et 32 éliminés. Y a-t-il conformité entre ces |

résultats e: ceux valables a 1'échelle nationale ?

Pour le calcul de x?, on peut utiliser le tableau sui-

vant : | =
2
) 5 (o = np)
B | P | PRy T mRy) npy
I
Recus 75 0,6 96 441 4,593
Admissibles| 53 0,25 40 169 4,225
Eliminés 32 0,15 24 64 2,666

n=160 X% =11,484
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Ici, r = 3 et v = 2. Les tables donnent :

2 =
9,21 X5,001 = 13,82

2 =
X0,01 ~
D'oG
2 2 2
X0,01 = X° < Xo,001
11 y a donc conformité au seuil de 1°/,,, mais il convient de

rejeter HO au seuil de 1 7.

IV. TEST D'HOMOGENEITE

I1 s'agit de comparer entre elles des distributions re-
latives a plusieurs échantillons afin de déterminer si les
différences observées sont significatives, ou si elles sont
dues a des fluctuations d'échantillonnage.

Dans ce cas, les données figurent en général sur un ta-
bleau 3 double entrée, ol par exemple, les échantillons sont
portés en lignes désignées par i = 1, 2, 3 ... &, et les
classes en colonnes désignées par k = 1, 2, 3 ... r.

Pour chaque case ik du tableau, l'effectif théorique
est estimé a 1'aide du produit du total des effectifs de la

ligne i par le total des effectifs de la colonne k, divisé

par l'effectif total, soit

L r
D2 n, > o
TR = B

tik = - (7.64)

~

Le x? relatif i l'ensemble des données est :

2
Xt = 2 5235;——f351— (7.65)
i, k ik
et dans ce cas, % étant le nombre d'échantillons et r le nom-
bre de classes, le nombre de degrés de liberté est donné par
v=(2-1)(r=-1) (7.66)

Comme précédemment, on peut alors tester 1l'hypothése nulle
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qui consiste ici, a supposer que les échantillons sont homo-

génes.
Exemple

Dans le cadre de l'exemple 2 précédent, deux établisse-
ments A et B ont obtenu les résultats qui suivent. Tester aux
seuils de 10 % et de 5 % l'hypothése qu'il n'y a pas de diffé-

rence significative entre les résultats obtenus par les deux

établissements.
Regus Aqmis— Eliminés Bffeccif
sibles total
Etabl. A 75 53 32 160
Etabl. B 140 62 38 240
T =215 T =115 T =70 T = 400

Le tableau a double entrée des noys ou k désigne la

classe (1 € k € 3) et 1 désigne 1'échantillon (I

i € 2) est

donné dans 1l'énoncé. L'expression (7.64) permet de dresser

le tableau des tik' On a par exemple

Z“ilz
K

1

tll = n
_ 215 x 160 _
- 400 86
115 x 160

tlz = 4—00 = 46, etc.
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classes
|
k =1 k =2 k=3
Regus 2?212; Eliminés
i=]| Etabl. A 86 46 28
Echantillons
i=2| Etabl. B 129 69 42
On en déduit, d'aprés (7.65)
: _ 05 - 86)% , (53 - 40)® | (32 - 28)°
X 86 46 78
2 2 2
+ (140 - 129) . (62 - 69) " (38 - 42) = 5.07
129 69 42 ’
Le nombre de degrés de liberté est d'aprés (7.66)
v=(R-1)(xr-1)=1x2=2

auquel cas la table 5 donne

Xé,lo = 4,605 et Xé,os = 5,99.
On a :
2 2 2
X0,10 < X° < Xo,o05
et par conséquent, il y a lieu de rejeter 1'hypothése d'homo-

généité au seuil de 10 7, mais on peut la retenir au seuil de

5 7.



E. AJUSTEMENT LINEAIRE - CORRELATION

I. INTRODUCTION

Considérons une population de taille n, et supposons que
sur chaque élément de cette population, on effectue deux ob-
servations portant sur deux caractéres différents associés
aux deux variables aléatoires X et Y. Le probléme de la cor-
rélation est celui qui consiste 3 rechercher s'il existe une
relation entre les variables X et Y.

A chaque élément i de l'échantillon, on peut associer un

- couple de valeurs (Xi’ Yi) qui peut étre représenté& en coor-
données cartésiennes par un point du plan ayant pour abscisse
x = X; et pour ordonnée y = Y;. On obtient ainsi un nuage de
n points constituant un diagramme de dispersion.

Ce diagramme peut &tre par exemple du type a) sur la fi-
gure 7.7, auquel cas il es*t difficile d'imaginer que les
variables X et Y puissent &tre reliées, on dit qu'elles ne sont

pas corrélées. Les points peuvent avoir tendance & se rap-

Figure 7.7

X X X
a) variables b) corrélation c¢) corrélation
non corrélées positive négative
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procher d'une méme droite, on dit que la corrélation est
linéaire. Si Y croit en méme temps que X, la corrélation est
dite positive (cas de la figure b), si Y décroit lorsque X

crolt, la corrélation est dite négative (cas de la figure c).

Cependant, les points du diagramme peuvent se rapprocher d'une
courbe autre qu'une droite, auquel cas la corrélation est non-
linéaire.

D'une maniére générale, l'ajustement consiste a recher-
cher une fonction f (x) dont le graphe se rapproche le plus
possible des points du diagramme. Etant donnée une valeur Xi
de X, 1l est évident que f (Xi) ne peut expliquer que par-
tiellement la valeur expérimentale de Yi' I1 existe donc
entre Xi et Yi une relation de la forme

Yi = f (Xi) +oes (7.67)

ol € apparalt comme un écart résiduel qui ne peut étre expli-
qué par le modéle théorique traduit par f (x).
La méthode d'ajustement consiste a déterminer les para-
métres de f (x) qui minimisent ces écarts. Celd revient i
<

minimiser la somme des valeurs absolues de ces écarts £ |€i|,

ou encore

n

s= > (v - £ () (7.68)
i=1

C'est la méthode dite '"des moindres carrés'.

Nous nous limiteroms ici au cas de l'ajustement linéaire,
ol l'on cherche & déterminer les paramétres a et b de la
droite f (x) = ax + b, correspondant au minimum de la somme

des carrés des écarts (7.68). Cette droite est appelée droite

de régression.
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II. DROITE DE REGRESSION

Il s'agit donc de déterminer a et b pour que la somme

n
2
S(a,b) = 2. (¥; - aX, - b) (7.69)
i=1
soit minimum. Il suffit d'annuler les dérivées partielles de
S par rapport a a et 3 b ; on obtient un systéme de 2 équa-

tions & 2 inconnues conduisant aux expressions suivantes de

aetb
zz X. Y, ~-nXY
. i1
1=]
a=—
S X -n¥
i=]
_ _ (7.70)
b=Y-aX

o X = E (X) et Y = E (Y). On voit que la droite de régression
passe par le point (X, Y). En fait, quel que soit le diagramme
de dispersion (méme dans le cas de la fig. 7.7 a), on peut
toujours trouver une droite minimisant S. Il convient donc
d'étudier la signification de cet ajustement, ou encore sa

précision.

I1II. COEFFICIENT DE CORRELATION

11 est nécessaire de pouvoir disposer d'un nombre qui
mesure la linéarité de la relation entre X et Y. Ce nombre,
1lié a la précision de 1'ajustement, devra étre d'autant plus
grand que les &carts résiduels €; sont faibles.

D'aprés (7.69) la somme S des carrés des écarts rési-

duels est donnée par

n
S = Z (Yi—aXi-b)z (7.71)
i=]

On peut montrer que S peut encore s'écrire
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- 2
s=2 (@, -9 -a -9 (7.72)
i=1
n n 9
=Y @, -9 -4 Y & -D (7.73)
i=1 i=1

c'est 4 dire comme la somme de 2 termes

a) le ler caractérisant la dispersion des données en
1'absence de relation entre X et Y,

b) le 2&éme conduisant & une diminution de cette disper-—
sion lorsqu'on tient compte de la relation entre X et Y.

On définit le coefficient de corrélation (mesurant la

précision de 1'ajustement) par r (X, Y) tel que r2 (X, Y)

soit le rapport du 2éme terme au ler terme, soit

Y x -®°
2 I
2 x, o - — (7.74)
> ;-9

i

Il est clair que le coefficient r est toujours compris entre
-1 et +1. La valeur -1 correspond 3 une relation linéaire
parfaite Y = aX+b avec a < 0. De méme, la valeur +! indique
une relation parfaite Y = aX+ b avec a > 0. Une valeur nulle
ou voisine de 0 signifie qu'il n'existe aucune relation liné-'
aire entre X et Y. Ainsi, dans le cas de la figure 7.7 a,

méme si le systéme d'équations (7.70) donne des valeurs pour

a et b, on obtiendra un coefficient de corrélation r = 0, ce
qui permettra de conclure & l'absence de toute relation liné-

aire entre X et Y.

Remarque

Le coefficient de corrélation r ne mesure aucunement une
relation de causalité entre X et Y. Un coefficient voisin de

1'unité n'implique pas qu'une variable entraine 1'autre, il
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exprime simplement que les deux variables varient dans le méme
sens et que les écarts 2 la droite de régression sont faibles.
Le coefficient de corrélation r s'exprime également de
la maniére suivante :
2 (X: - X .- Y
) X -%) (¢ -7

r= = = (7.75)
ViE & -0 v -D?]

ou encore

ZX. 2.
P v, -1
r = (7.76)
, @xpt o eyp?
(Zxf-— [y - —2
1 n 1 n

qui constitue une formule pratique pour les calculs.

Remarque
En introduisant la covariance de (X, Y) donnée par

cov. (X, Y) =

™=

1 — —
o (Xi - X) (Yi -Y)

1=]

et en remarquant que le dénominateur de (7.75) n'est autre que
oy Oy/n, on a aussi
cov (X, Y)

9 Oy

r (X, v) =

Exemple

Au cours des epreuves d'un examen, douze candidats ont

obtenu les notes suivantes (sur 10) 3 deux matiéres diffé-

rentes A et B.

Candidat 11213141516 718191110]11]12

Matiére A| 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9

Matiére B| 3 | 3 | 5 415 |5 6 1 5|6 6| 8 7
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1) Diagramme de dispersion

AY
10
' d
* /’
7o -
’
_________ il Figure 7.8
5 ° }/ P
LY
s |
4
el
- |
v
0 5 1 10 X

2) Coefficient de corrélation
Afin d'utiliser 1l'expression (7.76) pour le calcul de r,

on dresse le tableau suivant :

X1 Y, Xi Yi X, Yl
3 3 9 9 9
4 3 16 9 12
4 5 16 25 20
5 4 25 16 20
5 5 25 25 25
6 5 36 25 30
6 6 36 36 36
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X Y. xz Y? X,

i i 1 > 5

7 5 49 25 35

7 6 49 36 42

8 6 64 36 48

8 8 64 64 64
- 63 a0 | s 404

On a donc :

404 - 72 1X7 63
r = < = 0,856
\/ 2 2
72 63
(470 TE_) (355 SV

Ce coefficient est relativement proche de 1l'unité. Il existe

dorc une relation de corrZlation (fortement pronoacée) emtre

les deux séries de notes, ce que l'allure du diagramme pouvait

laisser prévoir.
3) Droite de régression

On a d'abord

X=— =2 =5

=<
I

= 5,25

d'ol, en appliquant (7.70)

_ 404 -[12 x 6 x 5,25]
470 -(12 x 6° )

5,25 -[0,684 x 6]= 1,146

= 0,684

b

La droite de régression est donc donnée par

y = 0,684 x + 1,146

Elle passe bien par le point moyen M (6 ; 5,25) (voir fig. 7.8)
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IV. TESTS D'HYPOTHESE

Considérons une population ou les deux caractéres X et
Y sont distribués normalement et tous les.échantillons de
taille n susceptibles d'€tre extraits de cette population.
On introduit un nouveau caractére r qui a 1'échantillon i
associe le coefficient de corrélation r. déterminé sur cet
échantillon. On définit ainsi une distribution d'échantil-
lonnage de r

{rl, Tyy Tgy wens rl} (7.77)

ol { désigne le nombre total d'échantillons.

On peut se demander si le coefficient r, peut servir a
1'estimation par intervalle de confiance du coefficient de
corrélation p de la population-mére. Le caractére r n'étant
pas nécessairement distribué normalement, on est amené &
distinguer deux cas suivant que l'on a 3 tester 1l'hypothése

p = 0 ou 1l'hypothése p # O.

1. Test de 1'hypothése p = 0

Le probléme posé est le suivant : on se demande si le
coefficient de corrélation r, observé au niveau de 1'échan-
tillon, est compatible avec l'hypothése d'absence de corré-
lation dans la population.

Hypothése nulle Ho :p=0

Hypothése alternative H :p #0

On peut procéder de deux maniéres différentes mais fina-
lement équivalentes :

a) sous 1l'hypothése Ho, la distribution de r est symé-
trique. On montre que la variable
rv/v

ol v =n-2 est le nombre de degrés de liberté, suit une dis—

t = (7.78)

tribution de Student.
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Le critére de test est to =
2

I - r
o
A partir de la table 4 de la loi de Student on peut déterminer
1'intervalle de confiance Iav correspondant au seuil o et au
nombre de degrés de liberté v, et appliquer la régle de déci-
sion suivante :
. : ' s =
1) Si ty ¢ Iav’ on reqette 1'hypothése p 0

2) Si t, € Iuv’ on ne peut rejeter cette hypothése.

b) Le critére de test est ro. Sous 1l'hypothése p = 0, la
distribution de r est symétrique, de moyenne 0. La table 6
donne directement les valeurs du coefficient de corrélation
déduit de la table 4 de la loi de Student, en utilisant
“1'8qu. (7.78) :

t

f=—t (7.79)

t2 + Vv

Cette table permet de déterminer l'intervalle de confiance
I&v pour r , sous l'hypothése p = 0.
. . .
1) Si r, ¢ Iav’ on rejette H_.

Si ! j .
2) Si r, € I ,» on ne peut rejeter Hj

. Exemple

Pour un échantillon de taille 22, on a calculé un coef-
ficient de corrélation de 0,30, Peut-on en déduire que le
coefficient de corrélation de la population n'est pas nul,
au seuil de 5 % ?

Hypothése HO : p = 0, hypothése HI =p > 0.

I1 s'agit visiblement d'un test unilatéral.

Méthode a :
_ 0,30 v 22 - 2

° A - 0,30

La table 4 donne, pour Vv = 20 et un test unilatéral 3

t = 1,41
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5 %, une valeur‘ta = 1,725. Par conséquent ty < ta , on ne

peut pas rejeter Ho au seuil de 5 Z.
Méthode b :

Le critére de test est r, = 0,30.
La table 6, pour V = 20 et un test unilatéral a 5 7,

donne une valeur r, < 0,36. Par conséquent, r, < r, ., et

o
on arrive 3 la méme conclusion que par la méthode précé-

dente.
Remarque

Le test de l'hypothése p = O constitue un test de signi-—
fication : il s'agit de déterminer si la corrélation observée
peut étre expliquée par les fluctuations d'é&chantillonnage
ou si elle est significative. Dans le 2éme cas, se pose
alors le probléme de l'interprétation de la relation entre
X et Y, dont la solution n'est plus du domaine de la statis—

tique.

2. Test de 1'hypothése p = p

o

Lorsque le test précédent conduit & rejeter 1l'hypothése
p = 0, le probléme reste de savoir si on peut rejeter 1'hypo-
thése que p a une valeur donnée Py # 0.

Dans ce cas, la distribution d'échantillonnage r est
dissymétrique. OnAutilise alors la transformation dite 'de

Fisher" qui transforme r en une autre variable aléatoire

1 1 +r
YA —Z-vLoge [T—:—;]

1,151 log,, [—‘——f—l] (7.80)

I -
qui .suit approximativement une loi normale de moyenne

1 1 + po
uz = 5 Loge ——-—I — po (7.81)
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et d'écart—-type
R — (7.82)
2 Van-3

La table 7 donne les valeurs de la variable de Fisher Z
pour des valeurs de r comprises entre 0 et 1. Elle fournit
de méme, la valeur de u, correspondant a 0y

La démarche du test est alors la suivante :

- formuler 1'hypothése nulle H et 1'hypoth&se alterna-
tive H]

- ayant calculé le coefficient r, de 1'échantillon, au
moyen de (7.76) par exemple, déterminer la variable Z° cor—
respondante, soit 3 l'aide de la table 7, soit 3 partir de
1'expression (7.80)

- - opérer de la méme mani@re pour trouver la moyenne W,
correspondant a N

- le critére de test est alors
R L
Oz [ 1
. \/n -3

- déterminer l'intervalle de confiance Ia sur la table

z

(7.83)

3 de la loi normale

- appliquer la régle de décision habituelle.

Remarque

La transformation de Fisher est générale, elle peut

s'appliquer au test de 1'hypothése p = O (test précédent).

Exemple 1

Reprendre 1l'exemple du paragraphe précédent (&chantil-
lon de taille 22, ayant un coefficient r, de 0,30). Retrouver
le résultat en appliquant la transformation de Fisher au test
de 1'hypothése p = 0.

Hypothése Ho : p =0 ; hypothése Hl : p > 0.
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On a successivement :

_ 1 1+ 0,3]_
Z0 5 Loge [7“3”673] 0,309 (table 7)
u, =0
Y
o, = TS 0,23
_ 0,309 _
Z =0,23 - 13
La table 3 donne, pour un test unilatéral 3 5 7, une valeur
ta = 1,645. On a donc z < ta , on retrouve le résultat selon

lequel on ne peut rejeter H  au seuil de 5 7.

. Exemple 2

Dans 1'exemple du paragraphe 7 E III portant sur la re-
cherche d'une corrélation linéaire entre les notes obtenues
a4 deux matiéres différentes par un échantillon de 12 étudiants
(diagramme de dispersion, fig. 7.8) on a calculé une valeur de
T, = 0,856.

Peut-on rejeter 1l'hypothése que le coefficient de corré-
lation de la population soit aussi élevé que p = 0,90, au
seuil de 5 7 ?

Hypothése Ho : p =0,9 ; hypothése HI : p < 0,9.

La valeur r, = 0,856 ne figure pas explicitement sur la table

7 de la variable Z de Fisher. On peut interpoler entre 0,85

On trouve
_ 1 + 0,856]_
Z=1,151 1og]0|:-——————] — 0,856]- 1,278
Pour p = 0,9, la table 7 donne U, = 1,472

=y /L -
—— =\/g = 0,333

Do _ 1,278 - 1,472 _
d'od z = 0,333 = 0,582

La table 3 de la loi normale donne, pour un test unilatéral

Par ailleurs, o,
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a 5 7%, une valeur de toc = 1,645. On a donc z < ta’ on ne peut

rejeter HO.

. Exemple 3

Dans 1'exemple précédent, déterminer les limites de
confiance 3 95 7 du coefficient de corrélation de la popula-
tion.

On a toujours

Z = 1,278 et g, = 0,333
L'intervalle de confiance 3 95 % de u, est donc

1,278 -(1,96 x 0,333] < u, < 1,278 +{1,96 x 0,333]

0,625 < u_ < 1,930
On en déduit, soit par interpolation sur la table 7, soit 2
partir de 1l'expression (7.80)

0,554 < p < 0,958
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I. Dans une population de 5 objets, on étudie le caractére
X associé au poids de chacun de ces objets. Les poids mesurés
sont

2,5 kg ; 2,53 kg ; 2,6 kg ; 2,62 kg ; 2,7 kg.
1°) Déterminer la valeur moyenne E (X) = M et l'écart-type
0(X) de cette distribution de poids.
2°) Quel est le nombre k3 d'échantillons (tirage exhaustif)
de taille n = 3 que l'on peut obtenir a partir de la popula-
tion de ces 5 objets ?
3°) Calculer la moyenne E (m) et 1'écart-type 0 (m) de la
distribution d'échantillonnage des moyennes des différents

échantillons.

4°) Vérifier que E (m) = M et que 0 (m) = g Tae—
est l'effectif total. /n

(Cas d'une population finie et d'un échantillon exhaustif).

SOLUTION

1°) La distribution des poids a pour valeur moyenne

M= E (x) = 22123NT000,0002, _ 59 kg

L'écart-type est égal a

o X =0 =[(x-M)2] y
2
o (2,5—2,59)2+(2,53-2,59)2«2,6—2,59)2+(2,62-2,59)2+(2,7—2,59)2]

5
0 =4/0,005 = 0,0704

1/2
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2°) Le nombre k, est le nombre de fagons de choisir 3 objets

3
parmi les 5, d'od
_ A3 5! _
K3 =C =377 = 10

Les échantillons de poids sont :
(2,5;2,53;2,6) (2,5;2,53;2,62) (2,532,53;2,7) (2,5;2,6;2,62)
(2,5;2,63;2,7) (2,5;2,62;2,7) (2,53:;2,6;2,62) (2,53;2,632,7)
(2,53;2,62;2,7) (2,6;2,62;2,7).
3°) La distribution d'échantillonnage de la moyenne est :
(2,543;2,550;2,57732,573;2,600;2,607;2,58332,610;2,617;2,640}
On en déduit successivement :

Zm,

E (m)= —E—i = 2,590
3

V@m) = (m - E(m))>

(=0,047) %4 (=0,040) 2+ (=0,013) 2 +(=0,017) >+(0,01) >

\) =
(m) 10
2
L €0,017) +(—o,007)2+§8,02)2+(0,027)2+(o,05)2
vV (m) = 0,0008
o (m) = 0,0289
4°) On voit que
E (m) = M
On peut vérifier que
o (m) = S : : ?
Vn
avec N = 5 et n = 3.
En effet :
o (m) = /0,005 _léé_= 0,0289
I .
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II. Reprendre les données du probléme I en supposant & pré-
sent des échantillons de taille 2 non exhaustifs, c'est a
dire que le poids du méme objet peut intervenir plusieurs

fois.

1°) Quel sera le nombre k2 d'échantillons de taille 2 ?
Caractériser ces &chantillons en faisant figurer les poids

des objets.

2°) Dresser la distribution des valeurs moyennes. En calcu-
ler la valeur moyenne E (m) et 1'écart-type ¢ (m).

o (X)

/n

3°) Vérifier que E (m) = M et que 0 (m) =

SOLUTION

1°) Il y a 5 choix possibles pour le premier poids et 5 choix

possibles pour le deuxiéme, d'ou k2 =5 x5 =25, C'est aussi

le nombre d'arrangements avec répétitions de 5 objets pris 2

i 2, soit Ag = 52 = 25.

(2,53;2,5) (2,532,53) (2,5;2,6) (2,5;2,62) (2,5;2,7)
(2,53;2,5)(2,53;2,53)(2,53;2,6) (2,53;2,62) (2,53;2,7)

(2,632,5) (2,632,53) (2,63;2,6) (2,632,62) (2,632,7)
(2,62;2,5)(2,62;2,53)(2,62;2,6) (2,62;2,62)(2,62;2,7)

(2,7;2,5) (2,7;2,53) (2,7;2,6) (2,7;2,62) (2,7;2,7)

2°) La distribution des valeurs moyennes est :
{2,5;2,515;2,55;2,56;2,6;2,515;2,53;2,565;2,575;2,615;2,5532,565;
2,632,6132,65;2,5632,575;2,6132,62;2,6632,632,61532,6532,6632,7 }
On en dé&duit la valeur moyenne E (m) = 2,59 kg et la variance

—_— _ 2 _ 2 _ 2
V (m) = (m-E On))z _(2,5-2,59)"+(2,515 §§59) +...+(2,7-2,59)

=0,00248
d'ot o (m) = 0,0498.
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3°) On vérifie que 1'on a encore E (m) = E (X) = M, mais

o (X) avec n = 2.

/o u

cette fois ¢ (m) =

III. Sur 10 personnes vaccinées, 8 réagissent positivement.
On considére tous les échantillons de taille 9 pris dans cette
population de 10 personnes.
1°) Quel est le nombre k d'échantillons en considérant les
tirages exhaustifs ?
2°) Quelle est la distribution F des fréquences d'apparition
de 1'événement : 'réaction positive' ?

Trouver sa valeur moyenne My et sa variance Vg = Oi
3°) En supposant que la distribution mére suit une loi bind-

miale, vérifier que

E(f) =p
et que
v (f) - P (I‘P) (N_n)

n (N=-1)
p étant la probabilité élémentaire pour qu'une personne réa-
gisse positivement au vaccin.
4°) Quelles seraient la moyenne et la variance de la distri-
bution des fréquences si on avait considéré tous les échan-

tillons non exhaustifs de taille 9 ?

SOLUTION

1°) Le tirage est exhaustif. On peut facilement calculer le
nombre d'échantillons possibles. C'est le nombre de fagons de
choisir 9 personnes parmi 10, d'oi

9
k = C]0 = 10
Si on associe l'indice P aux personnes qui réagissent positi-

vement et 1l'indice N aux personnes qui réagissent négativement,
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les 10 échantillons seront constitués par :

2 fois (8 P, 1 N) car il y a CI

, = 2 fagons de choisir

1 N parmi 2 N
et 8 fois (7 P, 2 N) car il y a C; = 8 fagons de choisir
7 P parmi 8 P.

2°) La distribution des fréquences est :

P8 8, 1,171 7.1 7 7 14
9> 9> 9> 9> 9> 9> 9> 9> 9> 9
La valeur moyenne est
2 X %—+ 8 x %
E (f) = — 1 = 0,8
La variance est
10 9
2. (£, - E(D)
v o) = = = = 0,001975
3°) La probabilité p est égale i
P = %% = 0,8
On vérifie bien que E (f) = p et que
p (1-p) xN-n_0,8x0,2 10-9 _ 0,001975 = V (£)

n N - 1 9 10 - 1
4°) Pour un échantillonnage non exhaustif, il est fastidieux
de calculer E (f) et o (f) a2 1'aide des fréquences des diffé-
rents échantillons.
Toutefois, en appliquant les équations (7.10) et (7.11)
on a :

E(f) = p = 0,8

v (f) =2 (;'P) = 0.8 . 9.2 _ 0,01778

{
1
\

IV. Soit une variable aléatoire X représentant le nombre de
globules rouges par mm3 de sang d'individus pris au hasard

dans une population donnée. On suppose que X suit une loi



Exercices A. Echantillonnage 267

normale. La valeur moyenne E (X) et l'écart-type 0 (X) sont :
chez 1'homme : X, =5 000 000/mm° ; o, = 255100/mm’

|
= 4 500 000/mm> ; o, = 255100/ mm>

chez la femme : X

1°) Déterminer, successivement, pour les hommes et pour les
femmes, 1'encadrement du nombre de globules rouges, en se
limitant 3 un risque d'erreur de 5 7.

2°) On choisit, au hasard, un homme et une femme dans cette
population. Quelle est la probabilité pour que le nombre de
globules rouges chez 1'homme soit intérieur 3 celui de la

femme ?

SOLUT ION

o A p(x)
1°)  Pour 1'homme

2,5 %
x1 X1 X
X, est tel que
P (x_1 < x € x) =0,50 - 0,025 = 0,475
soit —
17X
G (—— ) = 0,475

9

qui donne, d'aprés la table 3 :

X, - X

i S 1,9
ag
1
par conséquent
x, =11,96 x 255 100} 5000000 = 5 500 000/mm>

L'encadrement du nombre de globules rouges, chez 1'homme, au
risque de 5 Z est donc :

4 500 000/mm> € x € 5 500 000/mm>
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Pour la femme, un raisonnement analogue conduit a la relation

X, = X,
e B
2
d'ol

x, =[1,96 x 2551001+ 4500000 = 5 000 000/mm’
L'encadrement du nombre de globules rouges, chez la femme, au
risque de 5 7 est :

4 000 000/mm> € x € 5 000 000/mm>

2°) Si 1'on prend comme nouvelle variable aléatoire y la dif-
férence des nombres de globules rouges chez l'homme et la femme,

on doit alors calculer la probabilité pour que y soit négatif.

Les deux échantillons (hommes et femmes) correspondent i
des statistiques indépendantes, la moyenne et l'écart-type de

la nouvelle variable aléatoire sont

_ 3
| ) = 500 000 /mm

X
o, = \/ o% + 03 = 255160 V2 = 360 700/mm3

On cherche la probabilité pour que y < 0 soit

0 - 500000
360 700

P (t < -1,39) = 0,50 - G(1,39)

La probabilité pour que le nombre de globules rouges

yeE -5

P (y <0) =P (t< ) =P (£t < - 1,39)

0,50 - 0,4177 = 0,0823.

soit plus petit chez un homme que chez une femme est de 0,0823.

A o(t)

apr(t<- 1,39

i/

0
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I. On reléve dans 1'analyse du sang de 100 malades, un poids
moyen de calcium m, = 120 mg avec un écart-type o, = 10 mg.
Ces 100 malades représentent un échantillon pris au hasard
dans une population N de gens hospitalisés pour des anomalies
sanguines (N > 100).

1°) En supposant que la distribution de poids de calcium est
normale, quel est l'encadrement du poids de calcium pour un
malade pris dans cet é&chantillon, si 1'on accepte un risque

de 5 72 ?

2°) Donner 1'intervalle de confiance a 95 % relatif au poids

moyen de calcium pour 1'ensemble des malades.

SOLUT TON

1°) On appelle X la variable aléatoire qui représente le
poids de calcium pour un malade. Cette variable X suit ume loi
normale. Puisque l'on est dans le cas d'un 'grand &chantillon"
(n = 1U0), on peut considérer que la distribution est aussi
normale dans 1'échantillon. On a alors, d'aprés (7.21)

120 = 1,96 x 10]s X g 120 +[1,96 x 10]

100,4 mg & X € 139,6 mg

2°) D'aprés la relation (7.19), on peut estimer 1'écart-type

par Sz = 0. En appliquant (7.32) on a

9 9
mo-t, —<¢Msm +r —
Yn .
avec m = 120mg ; o0, = 10mg 3 t_ = 1,96 (risque de 5 %)
car n = 100 > 30
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L'intervalle de confiance du poids moyen de calcium dans

la population-mére est :

120 - 1,96 x 10 < Mg 120 + 1,96 x 10
v 100 v 100
118,04 mg < M £ 121,96 mg L]

II. La mesure de la puissance de 5 machines & laver, issues
d'une méme chafne de fabrication a donné les résultats sui-
vants (en watts)

3550 - 3560 - 3580 - 3600 - 3620

Entre quelles limites varie la puissance moyenne de 1l'en—

semble des machines & laver de la série, au risque de 5 7 ?

SOLUTION

On appelle E(X) = M la valeur moyenne, sur l'ensemble des
machines 3 laver, du caractére X qui est la puissance de ces
machines.

L'échantillon est petit (n=5), on applique la relation

(7.33)

avec

_ 3550 + 3560 + 3580 + 3600 + 3620

1 = 3582 w.

5
Z X? -n m% 1/2
- = /820 = 28,636

D'aprés (7.20) : S, = [J

et tsa donné par la table 4 pour & = 0,05 et un nombre de degrés

[\

de liberté v = 5 -1 = 4, est égal
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oo = 2,776

Par conséquent les limites pour la puissance moyenne sont :

jas
3582 - 2,776 x Y820 < ¥ < 3582 + 2,776 x 820
V5 Y5

soit

3546 < M < 3618

ITII. Une étude sur les salaires mensuels de 50 ouvriers d'une
usine a donné une moyenne de 3000 F et un écart-type de 500F.
Quel risque prend-on en estimant la moyenne des salaires des

300 ouvriers employés dans 1'usine a 3000 F + 100 F ?

SOLUTION

Le caractére X &tudié représente le salaire des ouvriers
dans 1'usine. Dans 1'échantillon des 50 ouvriers, ce caractére
a pour moyenne m; = 3000 F et pour écart-type ¢, = 500 F. Pour

1
1'ensemble des 300 ouvriers de 1l'usine on aura, si E(X) =

(1) 3000 - 100 < M < 3000 + 100
On est dans le cas d'une population finie et d'un échantil-

lonnage exhaustif, on utilise donc la relation (7.34)

m+t~9;~ Nn
1 (’./E Nl

En comparant (1) et (2) ; on en déduit

(2)

:ﬁlc‘

Ct

100 = t g-? avec N = 300 et n = 50.
' apre R Y £
D'aprés (7.19) ona : 0 = -7 94 49 * 500

par suite :
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La table 3 de la loi normale donne
G(1,53) = 0,4370

Le degré de confiance correspond a
0,4370 x 2 = 0,8740

D'ol le risque cherché :
1 - 0,8740 = 0,1260

- 1,53 0 + 1,53 ¢t

IV. Les demi-pensionnaires d'une cantine scolaire ont été in-
toxiqués. On suppose que la maladie s'est déclarée, chez les
éléves,.de maniére aléatoire.

Un examen, sur 100 enfants ayant mangé & la cantine ce
jour-13, a révélé que 20 d'entre eux sont affectés de troubles
digestifs. Quelle est la proportion d'individus intoxiqués
parmi les 2000 éléves présents ce jour-l1l3 3 la cantine, au

risque de 3 % ?

SOLUTION

On dispose d'un échantillon de 100 éléves ol le caractére
X étudié ne peut prendre que deux valeurs : X = | pour les

éléves affectés de troubles digestifs et X = O pour ceux qui

ne le sont pas. La fréquence d'apparition de X = 1 est
20
fl = Joo ~ 0,2.

On applique la relation (7.37) ol l'on remplace

£ (1-f) F (I-£,)
o (£) =\/—’-n—'- par o (f) =\/-’——n—‘— =,
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On a donc :

Y Ay =S G =
1 ta n N-1 - P15 a n N-1

avec N = 2000, n = 100 et ta correspondant au risque de 3 7%,

dans la loi normale.

0,03

G(g}) = 0,50 - —5 = 0,485

ce qui entraine t, = 2,17

d'ol

0,2 0,8 /2000 - 100 _ _ o, .
0’2'2"7\/ 60\ 00 -1 < P* 02
0,2x0,8 _ /2000-100
¥ 2’17\/ 100 \/ 2000-1

0,1154 < p < 0,2846.

Sur les 2000 é&léves il y aura donc entre 231 et 569 éléves

intoxiqués. n

V. 1) La teneur en glucose dans le sang ou glycémie des sujets
d'une population donnée est supposée distribue suivant une loi
normale de valeur moyenne U = 1 g et d'écart-type 0,2 g. Quelle
est pour un individu, la probabilité d'avoir une glycémie com-
prise entre 0,70 g et 1,2 g ? Pour 1000 personnes examinées,
combien en moyenne auront une glycémie comprisé entre les valeurs
précédentes (0,70 g et 1,2 g).

2) La détermination de l'intervalle de confiance (IC) & par-
tir des glycémies obtenues pour un échantillon d'effectif
n(n > 30), a donné pour les sujets d'une deuxiéme population les
valeurs suivantes pour les bornes de cet intervalle : 1,14 g et
1,26 g. Quelle est la valeur moyenne observée X des glycémies
des sujets composant 1'échantillon étudié ?

Au risque d'erreur 5 %, quel est 1l'effectif de 1'échan-
tillon &tudié ? On prendra pour valeur de l'estimation de la
variance de la distribution des glycémies de cette deuxiéme
population : 0,09 gz. ou /éf = 0,3 g.

EXTRAIT D'EXAMEN PARIS-OUEST - 1976.
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SOLUTION
0,70-1 1,2-1
1°) P(0,70 g < x < 1,2 g) = P(—G,T <t < ) ) =P-1,55¢t<1)
A o(t)
D'aprés la propriété de a loi nor-
male centrée réduite on « :
P(-1,5<t<1) = G(1) + G(15) =
0,3413 + 04332
> P(0,70 g =< x < 1,2 g) =),7745. |
- 1,5 1 t

Pour 1000 personnes examinées, il y aura en moyeme
0,7745 x 1000 ~ 775 personnes qui auront une glycémie :omprise
entre 0,70 g et 1,2 g.

2°) L'intervalle de confiance (1,14 g, 1,26 g) est cenré sur X.
1,26 g + 1,14 g

On aura donc X = = 1,20 g. Par suite o1 a

2
1,14 < X < 1,26 qui, comparé & (7.30) donne
a g
m]+ta———=],26etm]-ta—~=l,l4
a0 o
qui entralne
G tOL.O'
2ta-7 = 1,26 - 1,14 = 0,12, soit n = 6:66
n
t correspondant au risque de 5 7%, donc t ; 1,96 et € est estimé
par 0,3 g. Par conséquent : n = 142%_%60,3) >~ 96 sujets.

VI. Lorsque le dépouillement d'une élection présidentielle
sera terminé, on saura que sur N votants, il y aura N, voix
pour le candidat A et NB =N - NA pour le candidat B. Mais les
stations de radio veulent donner les résultats '"dé&s 2( heures"
en se basant sur les résultats de n votants (dont n, ‘oix pour
A et ng =0 -0, voix pour B), cet échantillonnage prcvenant
de divers bureaux de votes représentatifs ou des résultats

partiels sont déji connus.
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1°) Quel est le nom de la loi de probabilité suivie par 0,
(on considére que 1'échantillonnage correspond & un tirage au
hasard).

2°) Sachant que pour cette loi la variance de n, est npq avec:

NA NB A 2
P = et que q = T calculer la variance 0~ de la fré-
quence mesurée : QO = 7?.

3°) En fait, p et q sont des valeurs théoriques que 1'on ne
peut qu'estimer d'apré&s les résultats de 1'échantillonnage.
Estimer la variance de O.

4°) Quel est 1'intervalle de confiance de & au seuil de 5 Z
(c'est-3-dire qu'il y a 95 chances sur 100 que la vraie valeur

NA/N soit dans cet intervalle).

5°) Application numérique : & = 49 %, quelle valeur de n per-
mettra d'annoncer le nom de 1'élu avec 95 chances sur 100 de
ne pas se tromper, discuter.

EXTRAIT D'EXAMEN LARIBOISIERE - 1975

SOLUTION

1°)  L'événement considéré est : sur n votants, il y a n, voix

pour A et naturellement n, = n - n, voix pour B. Si p est la

B A
probabilité Eélémentaire (sur ! vote) pour que A soit choisi

alors q = 1 - p est la probabilité &lémentaire pour que B soit
choisi.
Par suite
A Da n-ny . L
P(nA) = Cn p (1-p) . La loi de probabilité est une

loi binomiale.
L'échantillon étant représentatif de la population, les
probabilités élémentaires d'un vote en faveur de A et en faveur

de B sont respectivement égales 3
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N N
B
2°) V(nA) = npq = n A2 .
N
Puisque & = = X n,, on a V(&) = —L-V(n ). Par suite
N,N A n2 A
G2 __AB
= =5
nN

n n
. B
3°) Si 1'on estime p et q par . et e alors

n,n
_"A"B
V(nA) =n 5 et
n
n,n
2 1 _ "a"s
V@) =0° = = V(ny) = =5
n n

4°) Si 1'on suppose que 1'échantillon vérifie n > 30 alors

1'équation (7.38) donne :
v

n n,n n n,n
A _ A"Bl. . A A"B
n t [ 3 ] P n vt [ 3

n n

avec t correspondant au risque de 5 %, c'est-da-dire t = 1,96.

V;

oA g .
5°) AN : @ === =0,49 d'od — = 1 = 0,49 = 0,51.

D'aprés 1'échantillon tiré au hasard, c'est le candidat B
qui est &lu. A 1'échelon national, si l'on veut que B soit élu
il faut que le pourcentage p de voix en faveur de A soit infé-
rieur a 50 %. Il suffit donc

Vv
n n n b
A A'B
o + td. [ n3]< 0,50.

Dol 0,49 + 1,96y /M:—O’Sl < 0,50 soit
2

n > ((')’g?) (0,49 x 0,51) soit n > 9600 voix.

A condition de prendre un échantillon dont la taille est
au minimum de 9 600 voix, on pourra conclure que le candidat

B a 95 chances sur 100 d'é@tre &lu. Il est bien &vident que,
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si 1'on veut diminuer le risque d'erreur (ta augmente) alors n
doit 8tre plus grand. Par exemple avec un risque de 1 % (ta =

2,58), n devra étre plus grand que 16634,

EXERCICES . CHAPITRE 7 C. TESTS DE SIGNIFICATION

I. Le gouvernement d'un pays a décidé de fixer, & 1'échelon
national, le prix d'un produit. Il tolére une distribution
des prix suivant une loi normale de moyenne M = 100 F avec un
écart-type de 10 F.

Ne pouvant vérifier les nombreux points de vente, il con-

- sidére un échantillon de 36 points de vente ol la moyenne des

prix du produit est de 105 F. Doit-il considérer que ces prix
sont en dehors de l'intervalle toléré, avec un seuil de signi-

fication de 5 7 ?

SOLUTION

On a un échantillon de taille n = 36 dont la moyeunne des

valeur du caractére X (prix du produit) est m, = 105 F, alors

que dans la population-mére E(X) = M = 100 F ;t o =10 F.
- hypothése nulle HO

Les prix pratiqués dans 1'échantillon appartiennent &
1'intervalle toléré.
- Le critére de test est 1'écart réduit déterminé par 1'équa-
tion (7.44)

m, - M{
¢ o _ l1os - 1oo] _

o 9] 10

/o /36

- L'intervalle Ia correspond 3 un seuil de signification de

5 7.
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Pour une loi normale, Ia est donné par la table 3
I =10-1,96 ; 1,961.
[¢3
Par conséquent
t0e IO.
On rejette 1'hypothése nulle, on peut considérer que les

prix sont en dehors de 1'intervalle toléré.

II. Désirant juger le travail d'un ouvrier ajusteur, un chef
d'atelier préléve un échantillon de 50 piéces métalliques dans
sa production . On associe le caractére X a l'épaisseur de ses
piéces. On doit avoir E(X) = 5 mm. Les résultats de la vérifica-

tion sont portés dans le tableau suivant :

n, X en mm
5 4,8
15 4,9
20 5,0
10 5,1

n = 50

Cette fabrication est-elle conforme aux exigences, au

seuil de 1 7.

SOLUTION

- Hypothése nulle Ho : La série est conforme aux normes

exigées.



Exercices C. Tests de signification 279

- Le critédre de test sera l'écart réduit donné par (7.44)

¥ défini par (7.20).

ol O sera estimé par Sl

Lo dm o
o *
S
yn
avee m, _I5 x 4,8]+015 x 4,9];({)20 x 5,01+(10 x 5,1 _ ;g oo
50
P (Xj—ml)z 2 1/2
g* ==l -~ = | 2405 = 0,091
1 n-1 a 49 ’
¢ 216,97 =51, 4
o 0,091
/50

- L'intervalle Iu pour un seuil de signification de 1 %
est

I, = F-2,6, + 2,67,

Par suite :

t e I.
° o

On n'a donc aucune raison de considérer cet échantillon

comme non conforme aux exigences de fabrication.

ITI. 20 % des ampoules provenant d'une certaine fabrication
peuvent fonctionner plus de 200 heures. A la suite d'un nouveau
traitement appliqué au filament, on constate, sur un échatil-
lon de lbO ampoules, que 30 d'entre elles fonctionnent plus de
200 heures.

L'amélioration apparente est-elle significative au seuil
de 5 72
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SOLUTION

- Hypothése HO : Le nouveau traitement n'a pas amélioré
la durée de vie des lampes.
- Le critére de test est 1'écart {fl - p| exprimé en

écart-type o(f), défini par (7.47)

t = ————— avec f, = —< =0,30 ; p = 0,20 ;

q=1-p=0,80 ; n=100

0,30 - 0,20 _

0,20 x 0,80
100

- Pour conclure & une amélioration, il convient d'appliquer

soit t = 2,5.

un test unilatéral. La variable ty 1ié au risque de 5 7 est
telle que G(ta) = 0,50 - 0,05 = 0,45 d'ol ty = 1,645.

On a alors t, > tys on doit rejeter 1'hypothése HO et
considérer que le nouveau traitement correspond probablement

a une amélioration, au seuil de 5 7.

IV. Selon les lois de 1'hérédité mendélienne on doit s'at-
tendre a trouver une proportion théorique p = 0,25 de sourds
muets de naissance lorsque les parents sont des consanguins
porteurs d'un certain géne récessif.

On considére une population de nouveaux nés issus de tels
mariages. Pour &valuer la proportion p' de sourds muets de nais-—
sance dans cette population on y préléve par tirage au sort des
échantillons d'effectif n = 300.
1°) En se placant dans le cas de 1'hypoth@se nulle, p' = p,
peut-on admettre que pour de tels &chantillons la proportion P,

de sourds muets qu'on y observe suit une loi normale ?
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Si tel est le cas préciser la valeur des deux paramétres,
moyenne et écart type de cette loi.
2°) a) Déterminer pour p, un intervalle de pari au risque
o = 0,05.

Peut-on accepter 1l'hypothése nulle si pour n = 300 on
observe :

b) 72 sourds muets

c) 96 sourds muets ; dans ce dernier cas préciser et in-
terpréter le degré de signification P.

EXTRAIT D'EXAMEN PARIS OUEST - 1976

SOLUTION

1°) A 1'intérieur d'un échantillon, la variable aléatoire
(nombre de sourds muets) suit une loi binomiale d'effectif

n = 300, avec une probabilité de réalisation égale, dans le
cas de l'hypothése nulle, 3 p = 0,25. Pour un effectif aussi
grand, la valeur moyenne m = np = 300 x 0,25 = 75 de sourds
muets montre que l'on peut approcher la loi binomiale par la

loi normale de paramétres

m=175et g = ynpq = /mq = /75 x (1-0,25) = /75 x 0,75 = /7,5 x 7,5

soit g = 7,5
2°) a) D'aprés (7,37) on a :

- /P4 \/Be .
P ta a < po <pt ta o avec :

P=0,25354q=1-p=0,75;0n=300;¢t =1,9

. B /0,25 x 0,75 0,25 x 0,75
d'ot 0,25 1,96 05— < P, < 0,25 + 1,96 ~300

0,201 < P, < 0,299.

L'intervalle de pari au risque de 5 ¥ est
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SOLUTION

- Hypothése Ho : Le nouveau traitement n'a pas amélioré
la durée de vie des lampes.
- Le critére de test est 1'écart [fl - pl exprimé en
écart-type o(f), défini par (7.47)
_ 15 -l T
o 1 100
Pg
n

q=1-p=0,8 ; n=100

t

_ 0,30 - 0,20

0,20 x 0,80
100

- Pour conclure 3 une amélioration, il convient d'appliquer

soit t = 2,5.

un test unilatéral. La variable ty 1ié au risque de 5 7 est
telle que G(ta) = 0,50 - 0,05 = 0,45 d'ol ty = 1,645,

On a alors ty, > ty» on doit rejeter 1'hypothése H et
considérer que le nouveau traitement correspond probablement

3 une amélioration, au seuil de 5 Z.

IV. Selon les lois de 1'hérédité mendélienne on doit s'at-—
tendre d trouver une proportion théorique p = 0,25 de sourds
muets de naissance lorsque les parents sont des consanguins
porteurs d'un certain géne récessif.

On considére une population de nouveaux nés issus de tels
mariages. Pour &valuer la proportion p' de sourds muets de nais-
sance dans cette population on y préléve par tirage au sort des
échantillons d'effectif n = 300.
1°) En se plagant dans le cas de 1'hypothése nulle, p' = p,
peut-on admettre que pour de tels &échantillons la proportion P,

de sourds muets qu'on y observe suit une loi normale ?
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Si tel est le cas préciser la valeur des deux paramétres,
moyenne et écart type de cette loi.
2°) a) Déterminer pour p, un intervalle de pari au risque
a = 0,05.

Peut-on accepter 1'hypothé&se nulle si pour n = 300 on
observe :

b) 72 sourds muets

c) 96 sourds muets ; dans ce dernier cas préciser et in-
terpréter le degré de signification P.

EXTRAIT D'EXAMEN PARIS OUEST - 1976

SOLUTION

1°) A 1'intérieur d'un échantillon, la variable aléatoire
(nombre de sourds muets) suit une loi binomiale d'effectif

n = 300, avec une probabilité de réalisation égale, dans le
cas de l'hypothése nulle, 3 p = 0,25. Pour un effectif aussi
grand, la valeur moyenne m = np = 300 x 0,25 = 75 de sourds
muets montre que l'on peut approcher la loi binomiale par la

loi normale de paramétres

m=75et g =ynpq = /mq = V75 x (1-0,25) = /75 x 0,75 = /7,5 x 7,5

soit g = 7,5
2°) a) D'aprés (7.37) on a

¢ [pe +t /P4
P tOL n<p0<p tOL navec

p=0,25;qg=1=-p=0,75 ; n = 300 ; ta = 1,96

'~ _ /0,25 x 0,75 < 0,25 x 0,75
d'ot 0,25 1,96 555 < P, 0,25 + 1,96 3050

0,201 < P, < 0,299.

L'intervalle de pari au risque de 5 % est
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1, = [0,201 ; 0,299].

b) Si, pour n = 300 nouveaux-nés, il y a 72 sourds muets

alors
v 72
P1 = 350 0,24,
on a alors p; € Ia on ne doit pas rejeter HO.
¢) Pour 96 sourds muets on a pé = %gﬁ = 0,32.

Cette fois pé ¢ I,, on doit rejeter H au risque de 5 7% de
se tromper.

On peut chercher le degré de signification P pour que pé € Iy-

On a
. _ 0,25 x 0,75
Py =0,32=0,25+ ¢t 36
soit t = _(LZ__—OLZ_E = 2,8.
0,25 x 0,75
300

A cette valeur de to, correspond un degré de signification
P =0,99. On a au plus une chance sur cent de se tromper en

rejetant H_ .
o

V. Deux filiales fabriquent des piles &lectriques de 4,5 volts.

Un échantillon n, = 160 piles de la filiale A a donné une durée

de vie moyenne m = 84 heures avec un écart-type 01 = 8 heures.

Un échantillon n, = 150 piles prélevées dans la filiale B a
donné une durée de vie moyenne m, = 80 heures avec un écart-type

0, = 5 heures. La différence des moyennes des durées de vie ob-

2
servées dans les deux échantillons, est-elle imputable & une supé
riorité de fabrication ou tout simplement 3 des fluctuations

d'échantillonnage, au risque de 5 % .
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SOLUTION

Hypothése Ho : Les deux fabrications sont comparables.
n, etn, étant supérieurs 30, sous 1'hypothése HO, la variable
m, = m, est distribuée normalement, avec une valeur moyenne

nulle et un écart-type donné par 1'équation (7.49)

2 2\1/2
[s) a
a6 ()
2~ M 2 1 R
Pour O et GB on peut utiliser les estimateurs suivants
n
Si =0 é1 B O?
A
n
2 2 B . 2
BT % a7

La variable réduite du test est donc

¢ - Imy - m1'= 84 - 80 445
o g 2 2 1/2 T
m, - m ( 8 + 5 )
100 © 150

Devant décider d'une supériorité de fabrication, on uti-
lise un test unilatéral.

Au seuil de 5 % : ta = 1,645,

Par suite t, > 1,645, i1 faut donc rejeter 1'hypothése
nulle et attribuer la différence des durées de vie 3 une autre

cause que le hasard, probablement 3 une meilleure fabrication

dans la filiale A.

VI. On a mesuré sur 6 champions cyclistes et 7 champions de
natation une variable physiologique, la consommation maximum
d'oxygéne par minute rapportée au poids corporel (le nombre

maximun au cours d'un effort de plus en plus intense, de mil-
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lilitres d'oxygéne absorbés par kilogramme de poids de corps
et par minute). Voici les résultats :

Cyclistes : 73, 71, 69, 72, 74, 70.

Nageurs : 64, 69, 73, 68, 69, 67, 66.

L'estimation de la variance de la population des cyclistes
est égale & 3,5, celle de la population des nageurs égale 3 8.
(On donne les valeurs de la quantité Z(X] - i)z respectivement
égales a 17,5 pour les cyclistes et 48 pour les nageurs).

On se demande si la consommation maximum d'oxygéne dif-
fére dans les deux populations de référence.
1°) On postulera les conditions d'application du test choisi.
2°) On estimera la variance commune dans le cas de 1'hypothése
nulle Ho. )
3°) Pour un risque o = 0,05 (risque de premidre espéce) que
peut-on conclure ?

EXTRAIT D'EXAMEN PARIS OUEST - 1976

SOLUTION

1°) Les effectifs n, = 6 et n, = 7 des 2 échantillons sont
petits (>30), on choisit donc le test de Student avec pour
hypothése nulle H : La consommation maxium est la méme
pour les 2 populations de référence. HI : La consommation maxi-
mum des cyclistes est plus grande que celle des nageurs (test
unilatéral).

Pour simplifier le probléme, on suppose que les deux
populations sont normales et qu'elles ont la méme variance

02 = 52 donnée par (7.31).

2 2
20 32 i (n]-l)sA + (nz—l)sB vee
(nl—l) + (n2~1)

2 2 2
(nl-l)sA = nlcl et (nz—l)sB = n202.



Exercices C. Tests de signification 285

2 2 2 2 _ .2 22
Calcul de 01 =X - X, et 02 = x, X,
Xl=73+71+69-6+72+74+70___71’5ml/ ot
kg.mn
64 + 69 + 73 + 68 + 69 + 67 + 66
X, = = 68
2 7 ml/
kg.mn
de méme on aura :
x? = 5115,167 xg = 4630,857
d'ol
2 en 2 2 2
01 = 5115,67 - (71,5)7 = 2,917 et 02 = :4630,857 - 68~ = 6,857
2 2
(nl—l)sA = 2,917 x 6 = 17,5 (nz—l)sB = 6,857 x 7 = 48
2 _ 17,5 + 48 _
On a donc s = —?—;—6— = 5,95.

3°) D'aprés (7.51) 1'écart réduit est donné par

Iz, - %]
¢ = 2' _ 71,5 - 68 - 2,58,
° 2 2

S_ 45 /395, 5,95

n] n2 6 7

Pour un test unilatéral, a8 5 7 et v = n, + 0, - 2 =6+
7-2=11, onat =1,796, d'ol t, > t, on doit rejeter H

et garder H, . .

VII. Une agence de publicité affirme qu'un produit d'entretien
est efficace a plus de 98 % pour déboucher éviers et lavabos
en 2 heures, quelle que soit la nature de l'obstruction.

Une association pour la défense du consommateur fait une
enquéte qui révéle que sur 100 lavabos bouchés seulement 90
sont débouchés en 2 heures. Doit-on faire un procés & 1'agence

de publicité, au risque de 2 % ?
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SOLUTION

- Hypothése Ho : La probabilité d'efficacité du produit
est supérieure a 0,98,

On appelle X la variable aléatoire représentant le nombre
de lavabos ou éviers débouchés en 2 heures. Sous 1'hypothése

HO, on suppose que X suit une loi normale de paramétres
E(X) =m = 0,98 x 100 = 98 et 0(X) =,/98 x 0,02 = 1,4.

I1 s'agit donc de savoir si 90 est dans l'intervalle de
27

90 - 98| _
tO —r;—[—— ~ 5,7.

confiance i

Par ailleurs Ia =1-2,33 ; 2,337
v~
d'ou to ¢ Ia

On doit rejeter 1l'hypothé&se nulle, la publicité est proba-

blement mensongére.

VIII.On a étudié la consommation d'essence, sur 100 km, de voi-
tures de méme marque et de méme cylindrée, choisies au hasard
parmi deux chalnes de fabrication. Ces voitures sont conduites

par le méme conducteur sur le méme circuit. Les résultats sont :

Nbs de voitures | Consommation | Nbs de voitures | Consommation
de la chaine A | en litres de la chafne B | en litres
pour 100 km | : pour 100 km
N x N, ' %2
1 8 0] 8
3 9 4 9
4 10 6 10
5 11 4 11
3 12 2 12
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On suppose que la consommation, pour les deux chaines de
fabrication, suit une loi normale de méme écart-type C.
L'écart dans les 2 échantillons est—-il di a des fluctua-

tions d'échantillonnage, au risque de 1 % ?

SOLUTION

- Hypothése H @ L'&cart est di & des fluctuations d'échan-
tillonnage.

Calcul de E(XI) =m , E(xz) =m, , 0 et g,.

N % Nox, No%y
L.
0 8 0 0
3 9 27 243 5 9 45 405
4 10 40 400 6 10 60 600
5 11 55 605 3 11 33 363
3 12 36 432 2 i2 24 288
a6 166 | 1744 16 162 1656
E(x)) = m = 10,375 E(xz) =m, = 10,125
of = 1,359 0‘3 = 0,984
On estime o par s* défini par (7.52) soit
2 2
(n,-1)s,| + (n.,-1)s n
*2 _ A 2 o1 2
s = (nl_]) " (nz_]) avec s, = nl_l O] 1,450 et
n
62 =2 62 - 1,050 d'od s*2 = 1,250.
B n,-1 2

2
La variable réduite est, d'aprés (7.53)

m, — m

1 2 _ 0,250 x 4
25*2 V2,5

!

t =
(o]

= 0,632
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Cette valeur doit @tre comparée & t, = 2,75 (risque 1 % ,
v="_16 x 2] - 2 = 30), déduit de la distribution de Student

On trouve que to < ta' On ne peut pas rejeter 1'hypothése
nulle. L'écart observé est probablement di aux fluctuations

d'échantillonnage.

IX. On compare les effets d'un méme traitement dans deux
hdpitaux différents. Dans un premier hdpital, sur 100 malades
traités, 70 montrent des signes de guérison alors que dans le
deuxiéme hdpital, sur 150 malages traités, 100 sont sur le

point de guérir. Quelle conclusion peut-on tirer, au risque
de 5 7% ?

SOLUTION

- L'hypothése nulle est 1l'hypothé&se qui consiste 3 dire que
les 2 pourcentages sont les mémes, la différence n'étant due
qu'au hasard. Dans ce cas, les deux hdpitaux présentent, pour les

malades traités, la méme probabilité p de guérison.

- On doit comparer t, qui est égal d'aprés (7.55) a
f - f

t = ! 2 avec le coefficient t_ = 1,645 correspon-
o 1 1 1/2 a
PaGry)
1 2
dant au risque de 5 %, pour un test unilatéral, et une loi normale
_ 70 _ . _ 100 _ .
£, =755 = 070 5 £, = 755 = 0,67 ;
n,f, + n, f
p est estimé par l'équation (7.56) p = lnl e n2 2. 702;0‘00 =0,
1 2
0,70 - 0,67 _
t, 173 0,498.

- 1 1
(0,68 x 0,32\T66 + 736))

On a donc t, ¥ tys par conséquent la différence n'est pas

significative. Elle doit &tre imputée au hasard.
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I. On veut savoir si deux dés sont bien équilibrés. On
jette 108 fois les deux dés et 1'on obtient, en additionnant
les 2 chiffres sortants, 12 fois un 6, 15 fois un 9 et 8 fois
un 11. Que peut-on conclure sur la nature des dés, au seuil

de 5 7 ?

SOLUTION
Hypothése Ho : Les deux dés sont bien équilibrés.

. . 2
La relation (7.61) donne 1'expression de Xe
2 (ni-npi)-2

X = ——
c np,

avec Zni =n = 108 et p; = probabilité

théorique d'avoir 1'événement i sous 1'hypothése Ho .
Les événements a considérer sont, sur un jet de 2 dés,
L'obtention d'un 6, d'un 9 ou d'un 11. Il est facile de voir

u'il a successivement 5 facons d'avoir un 6 avec 2 dés,
q y

4 fagons d'avoir un 9 et 2 fagons d'avoir un 11. Par suite
- Tl _ 5. - 1,14 -
P(6) =5 x 6 X % = Tg * P(g) =4 x 6 x 6 36 et P(”)

2 x é x é = é%. Par suite

, 5.2 4,2 _ 25?2
Xz ) (12 - 108 36 ) (15 108 x 36) s (8 108 x 36)
c 5 4 2

108 * = 108 * ¢ 108 * ==

2
2 (12 -15)° (15 - 1% (8 - 6)2
X = E * 2 * g - 202
La table du XZ donne pour® = 0,05 etV=3 -1 =2
W = 5,99.

Par conséquent Xi < Xz, 1'hypothése HO reste valable. Les

deux dés ne sont probablement pas truqués.
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IT. Appliquer le test du Xz, au seuil de 1 7 a 1'exercice

IT du chapitre 6C.

Doit-on conclure que la solution est homogéne ?

SOLUTION

On a obtenu :

k:nombre de | n,=nombre expérimen- n2=nombre théorique
bactéries tal de plaquettes de plaquettes
0 74 74
1 22 22,2
26 25,5
2 4 3,3

Hypothése HO : la solution est homogéne.

Calcul de xi : Pour obtenir des valeurs de np. supé-

rieures 3 5, on groupe les deux derniéres classes

2 2
2 (74 - 76)° | (26 - 25,5)°
Xo = 75 * 75.5 = 0,0098.

La valeur de X2 est donnée poura = 0,0l etv=2 -1 =1
(aprés regroupement) par X2 = 6,63.

On a donc Xz < X2.

On garde 1'hypothése Ho, la solution est probablement

homogéne.

III. On pose 50 questions 3 un candidat qui ne doit répondre
que par oui ou par non. A partir de combien de réponses exactes
pourra-t-on considérer que ce candidat n'a pas répondu au

hasard, au seuil de 2,5 7 ?
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SOLUTION .

Hypothése Ho : Le candidat répond au hasard.
Avec 1'hypothése H, il donnera alors

50 x % = 25 bonnes réponses.

Si n est le nombre de réponses exactes données réellement

par le candidat alors

2 _ (- 29" [s0-m) - 2517 _ (0 - 25)°
¢ 25 25 25

I1 faut comparer Xi a )(2 déterminé par le risque 0 = 0,025

et le nombre de degrés de libertéVvV=%k -1 =2 -1 =1,

La table 5 donne XZ = 5,02. Il faut donc que
X~ 2 5,02 si 1'on veut rejeter l'hypothése H , soit
, (- 25" 5,02
25
avec naturellement la condition
n > 25 soit

(n - 25)% > é;ﬁ!é,%;&é - 62,75

n-2527,92=28

Par suite n > 25 + 8 = 33,

A partir de 33 réponses exactes, au seuil de 2,5 %, on

pourra dire que le candidat ne répond pas au hasard.

IV. Un référendum, 3 1'échelon national, a donné 55 % de oui,
40 7 de non et 5 % de bulletins blancs ou nuls.

On recherche une ville test pour les élections & venir.
On en trouve une qui, sur 10 000 votants, a donné les résultats

suivants :



294

chapitre 7

On en déduit, d'aprés (7,33)

2
2 _ (45 - 42,9% (5 -7,5%, (40 - 42,5° | (10 - 7,9° _
Xe 52,5 7,5 37,5 7.5
X2 = (0,147 +0,833) x 2 = 1,9.
Le nombre de degrés de liberté est
Vo= (k-1)(f-1) =1 x =1 d'ou X2 = 3,84
2 0,05
X, < X » on peut donc accepter 1'hypothése HO au seuil de 5 7.
-
VI. Des promoteurs veulent implanter un grand centre commer-
cial, Ils hésitent entre trois localités A, BetC qui ont
respectivement 50000, 20000, 30000 habitants. Ils décident de
procéder a un sondage sur 10 7 de la population de chaque
localité., A la fin de leur enquéte, ils dressent le tableau
suivant :
1 2 3
réponse Total des
Favorable |Défavorable|sans opinion gens
{localitd intérrogés
o A 3000 1000 1000 5000
v
n,. =
=
2 B 1000 700 300 2000
2
3 C 2000 800 200 3000
gnil gniz §“13 r
= 6000 = 2500 = 1500 10 000




Exercices

2
D. Test du X

Les trois localités ont-elles répondu me manieére équi-

valente ?

SOLUTION

Hypothése Ho :

Les trois localités ont répondu de maniére

équivalente. La relation (7.64) donne le tableau suivant

1 L2 3

5000 x 6000 _ | 5000 x 2500 _ | 5000 x 1500 _
T0000 16000 10000
3000 1250 750

2000 x 6000 _ | 2000 x 2500 _ | 2000 x 1500 _
T0000 10000 10000
1200 500 300

3000 x 6000 _ | 3000 x 2500 _ | 3000 x 1500 _
10000 10000 10000
1800 750 450

D'ol le calcul de

x? - (3000 - 3000) 2
=

xi déduit de la relation (7,65)

(1000 - 1250)2

(1000 - 750)°

3000

+

1250

750

(1000 - 1200)2 + (700 - 500)2 + (300 - 300)2 .

1200

(2000 - 1800)° , (800 - 750)* , (200 - 450)*

500

300

> 50

1800

750

450

Le nombre de degrés de liberté est

v (k=1) (2-1) = (3-1)(3-1) = 4 ce qui entraine Xi > XZ quel

que soit le risque pris. Les trois localités n'apprécient pas

de maniére identique 1'installation d'un centre commercial.
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VII. On observe, chez les cobayes, le nombre de réactions al-
lergiques & une teinture de goudron administrée par injection
intradermique. Cette teinture est administrée 4 fois 3 des
intervalles de temps suffisamment espac&s pour que les 4 admi-
nistrations soient considérées sans effet les unes sur les
autres.

Aprés chaque administration, la réaction de 1l'animal peut
étre positive ou non (on suppose que la probabilité d'une
réaction positive est la méme pour tous les cobayes). Pour
chaque cobaye, on compte le nombre de réactions positives. On

obtient les résultats suivants :

Nombre de réactions Nombre de
positives par cobayes
cobaye : _ observés

X, ~ n,

J 1

0 52

1 84

2 42

3 16

4 6

Total 200

A) Etude du caractére dichotomique : réaction positive,

réaction négative.

1°) Calculer le nombre total d'injections, le nombre total et
la fréquence expérimentale des réactions positives.

2°) Estimer ponctuellement la probabilité d'observer une réac-
tion positive 3 la suite d'une seule administration d'une
teinture.

3°) Construire 1'intervalle de confiance de cette probabilité

caractérisé par le niveau de probabilité P = 0,90.
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B) Etude chez les cobayes.
1°) On veut ajuster un modéle bindmial aux données expérimen-
tales. Quels sont ses paramétres ?
2°) Calculer les probabilités P; d'observer les différentes
valeurs Xj (j=0,1,2,3,4). En déduire les effectifs théoriques
de la distribution bindmiale.
3°) L'ajustement bindmial est-il valable ?
4°) Au début du probléme, on a supposé que les 4 administra-
tions successives de la teinture &taient sans effet les unes
sur les autres au cours du temps. Que peut-on dire de cette

hypothése compte-tenu du résultat de la 3éme question ?

Coxe bon. P Effectifs théoriques
3 J J (distribution
_ bindmiale)
0 52
1 84 | 0,4116 82,32
2 42 0,2646 52,92
3 16 0,0756 15,12
4 6
Total | 200 200,00

N.B. : résultats partiels

EXTRAIT D'EXAMEN LYON - 1976

SOLUTION
A) Etude du caractére dichotomique

1°) - Le nombre total d'injections est : n = 200 * 4 = 800

- Le nombre total de réactions positives est :

n, = 1 x 846 4+ 2% 42 + 3 % 16 + & * 6 = 240.
- La fréquence expérimentale des réactions positives est
n4
e D20 o

+ n 800
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2°) On peut estimer ponctuellement la probabilité d'observer
une réaction positive 3 la suite d'une seule injection par la
fréquence f+
p ¥ 0,30.
3°) La relation (7,38) donne :
- /P4 /P9
f+ tan<p<f++ta g
Si 1'on estime, sous le radical, p par f, et q par 1 - f_
on obtient :
f ¢ f+(]-f+) - \/f+(]~f+) . )
. a\lf__TT—_—_ <p<f, +t Y——F——avec t corres
pcndant au risque de 0,10, soit, en supposant que la variable
1,645.

aléatoire suit une loi normale ; ta

Par suite :

_ 0,30 x 0,70 /0,30 x 0,70
0,30 1,645 g5 < P < 0,30 + 1,645 800

0,273 <p < 0,327

B) Etude chez les cobayes :

1°) Les paramétres de la loi bindmiale pour la variable aléa-
toire x (= nombre de réactions positives d'un cobaye) sont :
n=4etp=0,30(cf. A2°))d'oim=np=1,2cet

¢ =/npq = /mq = /1,2 x 0,7 = 0,916.

2°) P(x) = G, i M 0-p ™ on deduit :

P(0) = 0,2401 ; P(1) = 0,4116 ; P(2) = 0,2646 ; P(3) = 0,0756 ;
P(4) = 0,0081; d'ol les effectifs : n, = 200 x P(xi).soit

n = 48,02 ; n, = 82,32 ; n, = 59,92 ; ng = 15,12 ; n, = 1,62.

3°) Hypothése H = 1'ajustement bindmial est valable.

Hypothése H = 1'ajustement bindmial n'est pas valable.
La valeur de xg est donnée par (7,62)

2 4 (ni - npi)2
X, = )} —————— avec la condition np; > 5.
i=0

np
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Or n, = 1,62. On groupe donc les deux derniéres classes.
D'od
2 2 2
2 _ (52 - 48,02) + (84 - 82,32) . (42 - 52,92)" +
Xe 48,02 82,32 52,92
(22 - 16,74)% = 4,27.
- -
16,74

s e . N 2
Si 1'on prend le seuil de signification & 95 % , alors X
P g

doit &tre pris pour & = 0,05 etv=4 -1 =1 (nombre de
classes - 1) - nombre de paramétres estimés.
Ici le paramétre estimé est p =~ f

x2 = &99>xi-

+

On garde donc 1'hypothése Ho.
4°) Puisque 1'ajustement bindmial qui est probablement valable,
nécessite que les 4 administrations successives de la teinture
soient sans effet les unes sur les autres, on peut donc conclure

que cette derniére hypothése est probablement valable.

VIII. D'aprés les résultats au référendum du 27/4/69 les 3
communes suivantes peuvent-elles @tre considérées comme

homogénes,en ce qui concerne leur &lectorat

ouI NON ABSTENTION | TOTAL
Neuilly | 15000 16000 9000 40000
Corbeil 6000 10000 4000 20000
Mazamet 4000 4000 2000 10000

25000 30000 | 15000 70000

EXTRAIT D'EXAMEN KREMLIN-BICETRE - 1975
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SOLUTION

Hypothése Ho : Les 3 communes sont homogénes

Sous l'hypotheése Ho,
25000 _ 5 _

_ (non) = 30000 _
70000 14 P

70000

p(oui) = T% d'od p(ABS) =

On en déduit donc le tableau des np, pour chaque commune.

le

oul NON ABSTENTION TOTAL
ni np(oui)| n. Enp&uno n, 'np(abs)
Neuilly ! 17143 | 9000 i 8571 |40000

14286 16000

4286 | 20000

'
]
‘
|
T
‘
)
1
'
1
]
T
'
'
]

'

i

‘

Corbeil | 6000 | 7143 | 10000 | 8571 | 4000

4286 | 2000 | 2143 | 10000

Mazamet | 4000 : 3571 | 4000 !

i
1
]
'
T
]
]
'
1

25000 i 25000 | 30000 i 30000 | 15000 | 15000 | 70000

2 _ (15000 - 14286)% | (16000 - 17143)% |

On en tire X = 14786 * 17143
2 2 2
, (9000 - 8571)° | (6000 - 7143) (10000 - 8571)° |
8571 7743 8571
2 2 2
(4000 - 4286)° | (4000 - 3571)° | (4000 - 4286)°

%286 * 3571 ' 4786

(2000 -~ 2143)2

2143 = 654

On voit donc que Xi > x2 quel que soit le risque choisi :
on doit donc rejeter 1'hypothése Ho. Les différences observées

sont significatives : 1'é@lectorat des 3 communes est différent.
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I. Désirant savoir si l'accélération que subit un corps est
nulle ou constante, un expérimentateur mesure la distance que

parcourt cet objet en fonction du temps. Il trouve :

t, (s) 1 2 3 4

li(m) 30 110 220 375

1°) Tracer le diagramme de dispersion
2°) Déterminer le coefficient de corrélation dans 1'hypothése
a) d'un mouvement rectiligne uniforme £ = at (accélération nul:
b) d'un mouvement uniformément accéléré { = dtz (accéléra-
tion constante)

3°) Représenter, dans les cas a) et b), la droite de régression.

o
SOLUTION 2°)
a) On suppose 1'accéléra-
o
") tion nulle. Il faut ajuster
Aoo‘kl(m) alors les données & une droite
) ¢ =at +b.
Afin d'utiliser 1'expression
300 ..
(7.76) du coefficient de cor-
rélation soit :
° 4 4
200 -
4 Ie 14
i=1 1=1
Yot -
. SRR n
100 SO |
4 4
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on dresse le tableau suivant :

6 | e tf 2% Eiks
1 30 1 900 30
2 110 4 12100 220
3 220 9 48400 660
4 375 16 140625 1500
10 | 735 30 202025 | 2410

10 x 735

2410 -

r = — = 0,989
" [0 - 997 ozons - 239073

b) Si 1'on suppose l'accélération constante, la relation
qui existe entre la distance parcourue £ et le temps mis pour
la parcourir t, est une relation du type % = at2

Si 1'on pose X = Log t et Y = Log %

on a :

Log % = Log( tz) = Log a + 2 Log t, soit

Y = 2X + b.

On utilise toujours la relation (7.76), mais cette fois on

dresse le tableau par rapport a Xi et Yi

r‘;i £y Xi=Logti Yi=LogQi .Xi Yi XiYi
1 30 0 3,401 0 11,568 0
2 110 0,693 4,700 0,480 22,095 3,258
3 220 1,099 5,394 1,207 29,091 5,926
4 375 1,386 5,927 1,922 35,128 8,216
3,178 19,422 3,609 97,882 17,400
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17,4 - 3178 Z 19,422

. = - = 1,000

b 5 5
[(3,609 - 8178y 97,882 - (19,222) )]2

En comparant les deux coefficients de corrélation, on peut

rejeter 1'hypothése d'un mouvement uniforme (accélération nulle).
3°) I1 faut déterminer dans les deux cas a) et b) la droite de
regression

a) En supposant £ = at + b, on obtient, en utilisant (7.70)

a = i=1 , _ 4 5 4 = 114,5
ot 10
4 Lomi)2 30 - 4(50)
z (t )2 _ 4 1=1 4
. i A
1=1
4 4
P! It
i= ! i=1 ¥ 735 10
b=—g—=-a—7— == 1145 x 5= = - 102,5.
D'od £ = 114,5 t - 102,5

b) Si le mouvement est uniformément accéléré alors la
droite de régression sera obtenue par rapport aux variables

Log 1 et Log t soit d'aprés 2°) Y = aX + b avec

4 4
4 <iznxi)<i=’xyi> 3,178 19,422
izlxiyi-l;—T— 7 17,4 = & x 222 x ==
a = = =1 8]6
A s
2
X
4 1% 2
] xp? - 4(1" > 3,609 - 4(3’278)
i=1 ¥
4 4
iZlYi izlxl 19,422 3,178
b = -adf - 222216 x 2178 L3 413

D'ol Y = 1,816X + 3,413,
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Représentations graphiques
a) Accélération nulle b) Accélération constante
4 2(m
QOO—t )
300—»— ‘r LOg Q, =y
8
7
200+ 6
5
1 4
1004 =
3 r,=1
21
+
11
0 e p e A ————
0,5 1 1,5 logt=X
-1OOJ

IT. On s'intéresse aux variations de la valeur du taux de
cholestérol sanguin avec le poids corporel chez des sujets
sains.
1°) Dans la population des employés d'une administration, on
tire au sort fOO personnes ; pour chacune de ces personnes on
note

son poids corporel,

son taux de cholestérol sanguin.

La corrélation observée entre le poids corporel et le
taux de cholestérol sanguin vaut + 0,30.

Montrez que cette valeur différe significativement de O
au risque d'erreur 5 % ; précisez le degré de signification

de cette différence.
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2°) D'aprés ce résultat, le taux de cholestérol sanguin
moyen des personnes de la population pesant 90 kg est-il
inférieur
égal
supérieur
d celui des personnes de la population pesant 70 kgs ?

Précisez 3 quelle population s'applique ce résultat.
pPpPliq

EXTRAIT D'EXAMEN - COCHIN 1976

SOLUTION

1°) L'échantillon choisi a pour taille n = 100.

Les caractéres étudiés sont : le taux de cholestérol
sanguin et le poids corporel, donc leur nombre est 2.

On en déduit le nombre de degrés de liberté v = 100 - 2 = 98
Parmi les 2 méthodes possibles (cf. exemples du chapitre 7), on ne
peut pas utiliser la table 4 car elle s'arréte a v= 30. On utilisera

le critére de test "ro" et le critére de test "z".

Hypothése H :p=0, hypothé&se H p#0

1
a) Critére de test : r = - (7.79)
t2 + Vv
En interpolant entre les valeurs v = 90 et v = 100,

la table 6 donne pour a = 0,05,

(0,2050 - 0,1946) x 8

r = 0,2050 - o

o

soit T, = 0,1967.

Par conséquent ro = 30 > r,, on rejette donc Ho.

lz - v |
b) Critére de test : z = ——5———3— (7.83).
z
- 1l i+ 1 1+0,3, _
D'aprés (7.80) z = 2Log(] — r) ZLog(] — 0,3) = 0,3095.
Pour 1'hypothése H (p =0) u_ = lLo (I A p) =0
P o z ~ 27984 o '
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D'autre part, d'aprés (7.82) o, = — - 0,1015.

/100 - 3

Le critére de test est alors donné par 1'équation (7.83)

soit IZ -u I
_ z _ 0,309 _
z2="7 0,1015 - 32049
z
La table 3 donne, pour un risque de 5 7 soit pour
G(Qx) = 0,50 - 9%92 = 0,475 une valeur Ex = 1,96.

Ona z > g], on rejette donc Ho.

La valeur observée différe significativement de O au
risque de 5 %.

Le degré de signification s est déterminé par
s = P(|t] > 3,049)
soit s = 2 [ 0,5 - G(3,049)]
avec G(3,049) ~ 0,4989 d'apreés
la table 3

s = 2(0,5 - 0,4989] = 22x10"%

3,05 0 3,05 t

2°) D'aprés le résultat r =+ 0,30 est significatif ; cela
signifie que le taux de cholestérol varie dans le méme sens
que le poids des sujets. Par suite, le taux de cholestérol
sanguin moyen des personnes pesant 90 kg est supérieur a
celui des personnes pesant 70 kg.

I1 faut remarquer que 1l'échantillon a été pris dans
une population des employés d'une administration. C'est donc

3 ce type de population que s'applique ce résultat.

III. On considére un &chantillon de 10 personnes, pris au

hasard dans une population et on mesure, pour chaque individu,
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deux caractéres différents : la longueur des bras et la

taille. On trouve :

individu 1 2.1 3 4 5 6 7 8 9 10

X=longueur

des bras
(cm)

68 | 69 | 70 | 72 |72 | 74 |75 |75 80 | 80

Y =

85 90 (1,75
taille(m) 1,60(1,68(1,70(1,68(1,75|1,80 (1,80 |1, 1,

1°) Que pouvez-vous dire 3 propos du coefficient de corréla-
tion p de la population, au seuil de 5 7 ?
2°) Déterminer l'intervalle de confiance 3 95 % du coefficient

p de la population.

SOLUTION

1°) Les donnés du tableau permettent de calculer facilement
E(X) =X et E(Y) =Y
On trouve X = 73,5 cm et Y = 1,751 m.

On utilise la relation (7.75) pour calculer r soit

10 _ _

izl(xi -0E; -D

10 10 1
<< RIS (Yi-?)z)Y

i=1 i=1

(voir le tableau de la page suivante)

On trouve donc que T = 2,645 = 0,7864.

(156,5 x 0,0723) /2
Effectuons le test de 1'hypothése p = O.

Hypothése nulle Ho : Hypothése alternative H]

p=0 p>0
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¥ G z 5 =2 S\ 2
Xi Yi (Xi-X) (Yi-Y) (Xi-X)(Yi-Y) (Xi—X) (Yi-Y)
68 1,60 | -5,5 -0,151 0,8305 30,25 0,022¢
69 1,68 | -4,5 -0,071 0,3195 20,25 0,005¢
70 | 1,70 | -3,5 | -0,051 0,1785 12,25 | 0,002¢
72 | 1,68 | -1,5 | -0,071 0,1065 2,25 | 0,005C
72 | 1,75 | -1,5 | -0,001 0,0015 2,25 107t
74 1,80 0,5 0,049 0,0245 0,25 0,002¢
75 1,80 1,5 0,049 0,0735 2,25 0,002¢
75 1,85 1,5 0,099 0,1485 2,25 0,009¢
80 | 1,90 6,5 0,149 0,9685 42,25 0,0227
8o | 1,75 | 6,5 | -0,001| -0,0065 42,25 10"
2,645 156,5 0,0723
r N
On utilise comme critére to =2
\/1 -r
avec r_ =T = 0,7864
=10-2=8 (n =10, nombre de caractéres éti-
diés = 2).
On en déduit to = 3,6.
La table 4 donne, pour v = 8 et pour un test unilatéral
a 5 7 une valeur ty = 1,86.

2°) On fait la transformation

Par conséquent to >t

a’

on rejette 1'hypothése H .

de Fisher,soit d'aprés (7.80)

1 +ry 1 1 + 0,7864, _
g —) = 3loeG5i7ges) = 1,0619-
- N S 0,3780
n-3 V7

L'intervalle de confiance 3 95 Z de b, est
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1,0619 - 1,96 x 0,3780 < u_ < 1,0619 + 1,96 x 0,3780

soit 0,3210 <« u, < 1,8028.

Pour trouver 1'intervalle de confiance de p, on utilise

1 1 +p0
la formule (7.81) : M, = ELog(] — p).
ezuz -1
On trouve alors p = —m
ezuz + 1

Par conséquent, 1'intervalle de confiance & 95 7 du coef-
ficient de corrélation p de la population est

0,3104 < p < 0,9471.






Naissance du calcul des probabilités

Le calcul des probabilités est né tardivement, au milieu du
dix-septiéme siécle. Trés vite, ce qui est remarquable, il sera
utilisé pour des études sociales. Ainsi, dé&s que la théorie
semble suffisamment efficace, elle est appliquée 13 méme ol sa

mise en oeuvre est la plus délicate.
I - Genése

Bien que la notion de probabilité apparaisse dés le milieu
du seiziéme siécle, puis chez Galilée (1564-1642) (cf. [4]
p. 279), c'est la résolution par Blaise Pascal (1623-1662) du
"probléme des parties" (juste partage des mises entre deux par-
tenaires interrompant le jeu avant sa fin) qui marque la véri-
table naissance du calcul des probabilités. Durant 1'été 1654,
Pascal correspond avec P. Fermat (1601-1665) et lui soumet ses
raisonnements. S'il ne s'agit 3 proprement parler que de dénom-—
brement, la solution de Pascal dégage les notions fondamentales
de résultat possible et d'é&quiprobabilité. Sans 1'énoncer expli-
citement, Pascal utilise la notion d'espérance mathématique. Il
donnera ensuite une nouvelle démonstration de sa solution,
utilisant ses résultats d'analyse combinatoire - qu'il fonde

par son Traité du triangle arithmétique. A ses débuts, le calcul

des probabilités n'est pas autre chose qu'une application de
1'analyse combinatoire. Un grand pas est cependant franchi : les
notions de combinatoire et de probabilité prennent des sens

nouveaux.



312 Naissance du calcul des probabilités

Malgré quelques propriétés établies auparavant

(2) = ELS%ZLL au troisiéme siécle aprés J.C., et
(;) = n’(g_lg'ii(n-?+l) au troisiéme sidcle (cf. [1] p. 64),

1'analyse combinatoire n'apparait qu'avec le Traité du triangle

arithmétique. Pour les philosophes du dix-septiéme siécle, - les
mathématiques, comme la physique, sont encore, et resteront
longtemps, une branche de la philosophie -, la combinatoire est
essentiellement un mode de reflexion. Suivant Descartes dans ses
tentatives pour introduire la rigueur et la justesse du raison-
nement mathématique aux autres domaines de la connaissance,
Leibniz (1646-1716) cherchera 3 construire une 'combinatoire
algébrique de la pensée'. Cette notion de combinatoire et le

pas qui est franchi par le Traité du triangle arithmétique

s'expliquent par les objectifs des philosophes classiques.

L'Europe du dix—-septiéme siécle est profondément reli-
gieuse, mais il n'y a plus unité de la foi. Les schismes et
les controverses théologiques font que la théologie - ou une
théologie - n'est plus la référence inéluctable de toute con-
naissance. La foi est cependant présente en 1'homme "roi et
prétre", roi pour dominer la nature, prétre pour louer Dieu.
Il s'agit autant de déchiffrer le "langage mathématique que
parle la nature" (Galilée) que de dominer. La croyance en une
harmonie du monde créée par Dieu et accessible 4 1'intelligence
humaine est universelle, bien que sous des formes différentes.
Cette harmonie du monde n'est pas 1l'ordre d'une mécanique bien
réglée. Les révolutions des astres, les cycles de la nature
sont vus comme des chants de louange a Dieu, chants dont la
musique serait perceptible & travers 1'expression mathématique
des régularités de ces cycles. Képler (1571-1630) donne un bon

exemple de cette cosmogonie lorsqu'il pose une harmonie entre

les planétes du systéme solaire et la Trinité, pour défendre le
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systéme de Copernic. L'homme comprend la nature par sa propre
raison : on est loin de la scolastique, et cette liberté n'est
certainement pas étrangére 3 la Réforme. Un des fruits de cette
liberté est que le philosophe se consacre maintenant & des réa-
lisations pratiques utiles, tant par golit que par nécessité de
subvenir 3 ses besoins car, rangon de cette liberté, les grands
philosophes n'enseignent pratiquement jamais. C'est ainsi que
les réflexions sur les jeux du hasard ne sont pas futiles au
temps de Pascal. A travers un probléme tel que celui des parties
ses contemporains cherchent a percer les harmonies naturelles du
hasard. I1 s'agit de découvrir les harmonies du monde et non
d'en construire une représentation. Le dix-septiéme siécle voit
la naissance de la méthode scientifique dont Descartes disait

qu'elle enseigne... 3 dénombrer exactement toutes les circons—

tances de ce que l'on cherche. On trouve chez de nombreux

philosophes 1'idée qu'en s'obstinant 3 combiner les pensées,
fit-ce de maniére anarchique, on est assuré d'obtenir un
résultat intéressant. Le passage d'une telle notion de la
combinatoire au calcul combinatoire représente donc une &norme
restriction des objectifs, mais cela permet la création d'un

outil efficace.

De méme, la genése du calcul des probabilités est mani-
feste par la restriction de la notion de probabilité&. Lorsque
Pascal, Fermat, Roberval et d'autres cherchent 3 résoudre un
probléme posé par un jeu du hasard, ils ne s'attachent pas 3
montrer qu'une opinion est plus ou moins probable, mais 3 cal-
culer la proportion de chances de réalisation d'un événement.

I1 n'est pas sans signification que Pascal se soit opposé& aux
doctrines des casuistes de la Compagnie de Jésus, selon lesquels
une opinion peut se justifier d&s lors qu'elle n'est pas tota-
lement improbable (cf. Les Provinciales).

En 1657 Huyghens (1629-1695) publie un traité de calcul des
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probabilités, Du calcul dans les jeux de hasard, oi les notions

de probabilité et d'espérance mathématique, dans le cas d'une
variable aléatoire finie, sont explicitement définies. Huyghens
n'utilise cependant pas 1'analyse combinatoire dans les résolu-

tions de problémes qu'il expose.

II - Premiéres applications du calcul des probabilités

L'analyse au service du calcul des probabilités.

Durant le dix-huitiéme si&cle, le calcul des probabilités
se développe suivant deux axes : l'application de ce calcul au
domaine social d'une part, 1'introduction de 1'analyse dans ce
calcul d'autre part. Le calcul des probabilités se libé&re des

jeux de hasard et cette libération favorise son extension.

1) Premiéres applications

Les premiéres applications de la théorie des probabilités
furent des prolongements d'études d'arithmétique politique ap-
paraissant 3 la fin du dix-septiéme sié&cle, qui sont de véri-
tables études économiques développant les premiéres méthodes de
statistique descriptive. Par arithmétique politique, on entend

alors celle dont les opérations ont pour but des recherches

-~

utiles 3 1'art de gouverner les peuples : nombre d'habitants

d'un pays, quantité de nourriture qu'ils doivent consommer,
travail qu'ils peuvent accomplir, temps qu'ils ont i vivre,
fertilité des terres, fréquence des naufrages, etc... (cf.

Condorcet, article arithmétique politique de 1'Encyclopédie).

Nicolas Bernouilli (1687-1759) s'appuiera sur de tels recen-
sements pour déterminer au bout de combien de temps on peut
supposer, avec une probabilité fixée, qu'un absent d'un &ge
donné est mort, afin de pouvoir partager son héritage (cf.

1'article Absent de 1'Encyclopé&die). Dans sa Dissertation sur

1'usage de 1'art de la conjecture dans le droit, de 1709,
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N. Bernouilli expose également comment &valuer une rente via-—
gére, quelle part peut réclamer un fils dans la succession de
son pére, lorsque ce dernier laisse une femme enceinte, suivant
les probabilités qu'elle ait un ou plusieurs enfants, ainsi que
la détermination du prix des assurances.

Les tentatives de Condorcet (1743-1794), en vue de la fon-
dation d'une science sociale mathématique, constituent un cas
particulier intéressant d'utilisation du calcul des probabilités.
Au contraire de ses contemporains probabilistes pour qui les
applications ne visent qu'd préciser les méthodes du calcul et a
montrer son intérét, Condorcet voit dans cette théorie 1l'outil
permettant 1'introduction des mathématiques dans 1'Etude de
phénoménes sociaux, tel le choix collectif (cf. [2]). C'est ainsi
qu'il &tend la notion d'arithmétique politique, distinguant trois
aspects : la recherche des données statistiques (les faits) et
la réduction de ces données, leur interprétation, (les consé-
quences) et, finalement, la détermination de la probabilité de

ces faits et de ces conséquences (cf. Condorcet, article

Arithmétique politique de 1'Enclyclopédie).

Le choix du domaine social comme terrain privilégié d'appli-
cation du calcul des probabilités peut s'expliquer par 1'évolu-
tion économique du dix-huitiéme siécle. Le systéme capitaliste
naissant nécessite une connaissance macro—&conomique du marché
du travail, le développement du commerce et 1'apparition de com-
pagnies d'assurances favorisent des &tudes statistiques. Les
travaux d'arithmétique politique se multiplient donc. Les proba-
bilistes trouvent ainsi rassemblées des données susceptibles
d'interprétation. Par ailleurs il ne faut pas négliger 1'intérét
que portent les mathématiciens du dix-huitiéme siécle, comme
les philosophes et les physiciens, aux questions politiques,
économiques ou sociales.

Pour les philosophes des lumidres, qui posent le prin-
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cipe de 1'unité de la nature, il ne suffit pas d'étendre les
domaines de la connaissance, mais il faut construire un

systéme, r8duire 3 un petit nombre de régles ou notions géné-

rales chaque Science ou chaque Art en particulier,... renfermer

en un systéme qui soit un les branches infiniment variées de

la science humaine (cf. d'Alembert, Discours préliminaire 3

1'Encyclopédie). Car, pour d'Alembert comme pour Condorcet et

leurs contemporains, pour peu qu'on ait réfléchi sur la liaison

que les découvertes ont entr'elles, il est facile de s'aper-

cevoir que les Sciences et les Arts se prétent mutuellement des

secours, et qu'il y a par conséquent une chaine qui les unit

(cf. d'Alembert, Dicours préliminaire & 1'Encyclopédie).

Rapprocher divers domaines de la connaissance, appliquer une
science 3 une autre sont donc des éléments de la méthode scien-—

tifique du dix-huitiéme si&cle. Il est de 1'intérét de la

v8rité que [les sciences] se réunissent toutes, parce qu'il

n'en est pas une seule qui ne tienne 3 toutes les autres parties

du systéme scientifique par une dépendance plus ou moins immé-

diate. Il n'en est pas une ol l'on puisse rompre la chalne sans

nuire aux deux portions que l'on aurait séparées (cf. Condorcet,

Fragment sur 1'Atlandide, cité& par Roshdi Rashed [2] p. 15).

Les applications du calcul des probabilités au domaine social
s'inscrivent donc dans cette recherche, ou construction, d'une
continuité entre les divers domaines de la connaissance. Ces
applications furent cependant diversement acceptées. Pour cer-
tains, une connaissance n'est certaine que lorsqu'elle se plie
aux modes de déduction mathématiques. Les mathématiques sont
donc 1'outil par excellence de 1l'organisation des sciences et
de leurs extensions. Chez d'Alembert, ce point de vue n'est
pas exempt d'un rigorisme quelque peu stérile. Pour d'autres,
il existe deux ordres de vérité : mathématique et physique

(cf. le Discours préliminaire 4 1'Histoire naturelle de Buffon).
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Ces derniers limitent les possibilités d'application des
mathématiques. Dans ce contexte, le projet de Condorcet pré-
sente une grande originalité. Il ne se donne pas en effet
pour objectif de montrer les possibilités d'application du
calcul des probabilités, mais se sert de ce calcul comme d'un
outil permettant la constitution d'une science sociale. Il se
préoccupe donc plutdt des fondements philosophiques des
concepts de la théorie que du développement de la théorie elle-
méme .

Le calcul des probabilités fut également appliqué aux

erreurs d'observations. L'estimation d'une grandeur 3 1'aide

d'observations, écrit Gauss (1777-1855) avec une erreur plus

ou moins grande, peut &tre comparée 3 un jeu de hasard od 1'on

ne peut que perdre, et ol 3 chaque erreur correspond une perte

(Gauss, Werke, cité par M. Loéve, [4] p. 285). Legendre (1752-
1833) et Gauss développeront la méthode des moindres carrés,

Laplace (1749-1827) une méthode voisine.

2) L'analyse au service du calcul des probabilités

Ces applications du calcul des probabilités furent pos-—
sibles grdce aux travaux. de Jacques Bernouilli (1654-1705). Il
fut le premier, 3 notre connaissance, & avoir réclamé 1l'appli-
cation de ce calcul au domaine social. Mais c'est surtout son
théoréme, la loi des grands nombres découverte en 1689 et

publiée dans 1'Art de dresser des conjectures en 1713, qui

marque la naissance du calcul des probabilités comme théorie
mathématique. Si §, est le nombre de réalisations d'un événement
E au cours de n épreuves indépendantes et identiques, si p est
la probabilité de réalisation de 1'événement E, alors la loi
des grands nombres de J. Bernouilli é&nonce que, pour tout € > O,
°n
lim  P(|— - p| <€) =1
-+ n

En d'autres termes, lorsque le nombre d'épreuves augmente
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les fréquences %? de réalisation de 1'événement E sont presque
sirement &gales 3 la probabilité p de réalisation de cet évé-
nement. Ce théoréme fut 3 l'origine de travaux et de recherches
qui se sont poursuivis durant le dix-huitiéme et le dix-neuviéme
sidcle. Son importance vient également de ce qu'il fonde le
point de vue fréquentiste en probabilité et se trouve ainsi 3
1l'origine du développement de la statistique. On peut distinguer
entre deux types d'interprétations : d'une part une estimation
subjective du nombre de réalisations d'un événement, d'autre
part une estimation de la probabilité d'un événement par la
limite des fréquences empiriques observées. Cette seconde in-
terprétation s'appuie donc sur la loi des grands nombres.
Condorcet, qui fut 1'un des premiers 3 se pencher sur cette

distinction, présente ainsi ces deux sources de probabilités :

1'une renferme les probabilités tires de la considération de

la nature méme, et du nombre des causes ou des raisons qui

peuvent influer sur la vérité de la proposition dont il s'agit;

1'autre n'est fondée que sur 1'exprérience du passé, qui peut

nous faire tirer avec confiance des conjectures pour 1l'avenir,

lors du moins que nous sommes assurés que les mémes causes qui

-~

ont produit le passé existent encore, et sont prétes 3 produire

1'avenir ([2] p. 123). Le débat entre les types d'interprétations
de la probabilité se poursuivent encore, bien que les mathéma-
ticiens se rallient généralement au point de vue fréquentiste.

A la suite de J. Bernouilli, et en utilisant son théoréme, de
Moivre (1667-1754) trouve la-loi normale. Dans son traité
Doctrine of chances, publié en 1718, fondamental 3 son époque,

il explicite les concepts d'indépendance et de probabilité condi-
tionnelle. I1 démontre également le théoréme de convergence vers

la loi normale dans un cas particulier. Ce théoréme montre que

pour tout réel t
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lim P(S——— <t) = — dx

e+~ A/np(1-p) /21

(pour 0 < p < 1).

s_ - np I It e_){2/2
-00

I1 sera démontré dans le cas général par Laplace. Le
théoréme actuel de convergence vers la loi normale ne sera
correctement démontrée qu'd la fin du dix-neuvidme siécle, 3 la
suite des travaux de Tchebychef (1821-1894), Markov (1856-1922)
et Liapounov (1857-1918). Auparavant, Laplace avait tenté
d'étendre son théoréme de convergence i des sommes de variables
aléatoires indépendantes, et Poisson (1781-1840) 1l'avait
étendu 3 des suites d'événements indépendants.

A la suite de J. Bernouilli et de Moivre, Laplace déve-
loppe les méthodes de l'analyse au service du calcul des

probabilités : La méthode la plus générale et la plus directe

pour résoudre les questions de probabilités consiste 3 les

faire dépendre d'équations aux différences finies. (Théorie

analytique des probabilités). En 1771, Laplace publie ses

Recherches sur le calcul intégral aux différences infiniment

petites et aux différences finies et un Mémoires sur les suites

récurro-réccurentes et leurs usages dans la théorie du hasard,

ol il montre comment ré&soudre un probléme tel que celui des

parties par les équations aux différences finies.

3) Le probléme de Bayes

Un dernier point important des recherches des probabilités
du dix-huitiéme siécle est le probléme de Bayes. Ce probléme a
intéressé tant les théoriciens de 1'introduction de 1'analyse
dans le calcul des probabilités, comme Laplace, que les arti-
sans des applications de la théorie, comme Condorcet. A la fin

du dix-huitidme siécle, Bayes (1702-1761) a cherché 3 calculer

la probabilité des causes : "Donné" le nombre des réalisations

et des non réalisations d'un événement inconnu, ''demandée" la
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chance que la probabilité de réalisation de cet événement dans

une seule épreuve se trouve entre deux degrés de probabilités

que 1'on peut nommer (cf. Bayes, An essay towards solving a

problem in the doctrine of chances, cité par Roshdi Rashed in

[2] p. 55). Il s'agit donc d'approcher la probabilité& d'un &vé-
nement & partir de ses fréquences de réalisation dans une suite
d'épreuves. Ce probléme est symétrique de la loi des grands
nombres de J. Bernouilli, qui permet d'approcher les fréquences
3 partir de la probabilité d'un &vénement. En 1774, Laplace

publie un Mémoire sur la probabilité des causes ol il énonce le

principe de Bayes sous une forme voisine de la formulation
actuelle : si un événement E a été réalisé m fois dans n
épreuves indépendantes et identiques, et si on suppose a
priori la distribution de la probabilité p de 1'événement E
uniforme sur a,b , alors la probabilité conditionnelle est
égale a :

P(a < p < b/E a été réalisé m fois dans n épreuves)

b xm(]—x)n—mdx

1
J xm(]—x)n—mdx
[0}

Pour pouvoir étre utilisé dans des problémes pratiques, ce
résultat suppose la connaissance de probabilité a priori. A la
suite de Bayes, Laplace et Condorcet considérent que l'on peut
regarder ces probabilités comme égales lorsqu'on n'a aucune rai-
son de penser que l'une est plus grande que les autres. Lors-

qu'on ne voit aucune raison qui rende 1'un plus probable que

1'autre, parce que, quand bien méme il y aurait une inégale

possibilité entre eux, comme nous ignorons de quel cGté est la

plus grande, cette incertitude nous fait regarder 1'un comme

aussi probable que 1'autre (cf. Laplace, Mémoire...). C'est le

principe d'indifférence de Laplace.
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Le débat entre subjectivistes et fréquentistes s'est trés tdt
cristallisé autour de l'utilisation de la formule de Bayes et
du principe d'indifférence. Jusqu'd la fin du dix-neuviéme
siécle, les statisticiens ont cherché 3 éviter 1'emploi du
théoréme de Bayes.
A la fin du dix-huitiéme sié&cle, les fondements du calcul
des probabilités sont établis. Certes la théorie n'est pas
encore affranchie du débat philosophique sur 1'interprétation
de la probabilité. Mais les probabilités mathématiques vont se

developper sans égard pour ce débat.
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Table 1 : Loi bindmiale P(X = k) = cﬁ pK gk,
n k
0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
2| o 0,8100 | 0,6400 | 0,4900 | 0,3600 | 0,2500
1 0,1800 | 0,3200 | 0,4200 | 0,4800 | 0,5000
2 0,0100 | 0,0400 | 0,0900 | 0.1600 | 0,2500
3| o 0,7290 | 0,5120 | 0,3430 | 0,2160 | 0,1250
1 0,2430 | 0,3840 | 0,4410 | 0,4320 | 0,3750
2 0,0270 | 0,0960 | 0,1890 | 0,2880 | 0,3750
3 0,0010 | 0,0080 | 0,0270 | 0,0640 | 0,1250
4| o 0,6561 | 0,4096 | 0,2401 | 0,1296 | 0,0625
1 0.2916 | 0,4096 | 0,4116 | 0.3456 | 0,2500
2 0,0486 | 0,1536 | 0.2646 | 0.3456 | 0,3750
3 0,0036 | 0,0256 | 0,0750 | 0,1536 | 0,2500
4 0,000l | 0,0016 | 0,0081 | 0,0256 | 0,0625
s| o 0,5905 | 0,3277 | 0,1681 | 0,0778 | 0,0312
1 0,3280 | 0,4096 | 0.3602 | 0.2592 | 0,1562
2 0,0729 | 0,2048 | 0,3087 | 0.3456 | 0,3125
3 0,0081 | 0,0512 | 0,1323 | 0.2304 | 0.3125
4 0,0004 | 0,0064 | 0,0284 | 0,0768 | 0,1562
5 0,0000 | 0,0003 | 0,0024 | 0,0102 | 0,0312
6| o 0,5314 | 0,2621 | 0,1176 | 0,0467 | 0,0156
i 0,3543 | 0,3932 | 0,3025 | 0.1866 | 0.0938
2 0,0984 | 0,2458 | 0.3241 | 0.3110 | 0,2344
3 0,0146 | 0,0819 | 0,1852 | 0.2765 | 0,3125
4 0,0012 | 0,0154 | 0,0595 | 0.1382 | 0.2344
5 0,0001 | 0,0015 | 0,0102 | 0.0369 | 0,0938
6 0,0000 | 0,0001 | 0,0007 | 0,0041 | 0.0156
71 o 0,4783 | 0,2097 | 0,0824 | 0,0280 | 0,0078
l 0,3720 | 0,3670 | 0,2471 | 0,1306 | 0,0547
2 0,1240 | 0,2753 | 0,3177 | 0.2613 | 0,1641
3 0,0230 | 0,1147 | 0.,2269 | 0.2903 | 0.2734
4 0,0026 | 0,0287 | 0,0972 | 0,1935 | 0,2734
5 0,0002 | 0,0043 | 0,0250 | 0,0774 | 0,1641
6 0,0000 | 0,0004 | 0,0036 | 0,0172 | 0.,0547
7 0,0000 | 0,0000 | 0,0062 | 0,0016 | 0,0078




Table | : Loi bindmiale P(X = k) = cX LIFLES
" T - )
n k = P
0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
8 | o 0,4305 | 0,1678 | 0,0576 | 0,0168 | 0,0039
I 0,3826 | 0,3355 | 0,1977 | 0,0896 | 0,0312
2 0,1488 | 0,2936 | 0,2965 | 0,2090 | 0,1094
3 0,0331 | 0,1468 | 0,2541 | 0,2787 | 0,2188
4 0,0046 | 0,0459 | 0,1361 | 0,2322 | 0,2734
5 0,0004 | 0,0092 | 0,0467 | 0,1239 | 0,2188
6 0,0000 | 0,0011 | 0,0100 | 0,0413 | 0,1094
7 0,0000 | 0,0001 | 0,0012 | 0,0079 | 0,0312
8 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0007 | 0,0039
9 | o 0,3874 | 0,1342 | 0,0404 | 0,0101 | 0,0020
1 0,3874 | 0,3020 | 0,1556 | 0,0605 | 0,0176
2 0,1722 | 0,3020 | 0,2668 | 0,1612 | 0,0703
3 0,0446 | 0,1762 | 0,2668 | 0,2508 | 0,1641
4 0,0074 | 0,0661 | 0,1715 | 0,2508 | 0,2461
5 0,0008 | 0,0165 | 0,0735 | 0,1672 | 0,2461
6 0,0001 | 0,0028 | 0,0210 | 0,0743 | 0,1641
7 0,0000 | 0,0003 | 0,0039 | 0,0212 | 0,0703
8 0,0000 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0035 | 0,0176
9 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0020
10| 0 0,3487 | 0,1074 | 0,0282 | 0,0060 | 0,0010
I 0,3874 | 0,2684 | 0,1211 | 0,0403 | 0,0098
2 0,1937 | 0,3020 | 0,2335 | 0,1209 | 0,0439
3 0,0574 | 0,2013 | 0,2668 | 0,2150 | 0,1172
4 0,0112 | 0,0881 | 0,2001 | 0,2508 | 0,2051
5 0,0015 | 0,0264 | 0,1029 | 0,2007 | 0,2461
6 0,0001 | 0,0055 | 0,0368 | 0,1115 | 0,205
7 0,0000 | 0,0008 | 0,0090 | 0,0425 | 0,1172
8 0,0000 | 0,0001 | 0,0014 | 0,0106 | 0,0439
9 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0016 | 0,0098
10 0,0000 0,0000L 0,0000 I 0,0001 0,0010




Table 2 : Loi de Poisson P(X
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0,2314
0,2237
0,1622

0,0940
0,0455
0,0188
0,0068
0,0022

0,0006

0,0002
0,0000

3,9

F R N )

O W~ oW

10

12
13

14

0,0450
0,1397
0,2165
0,2237
0,1734

0,1075
0,0555
0,0246
0,0095
0,0033

0,0010
0,0003
0,0001
0,0000
0,0000

0,0408
0, 1304
0,2087
0,2226
0,1781

0,1140
0,0608
0,0278
0,0111
0,0040

0,0013
0,0004
0,0001
0,0000
0,0000

0,0369
0,1217
0,2008
0,2209
0,1823

0,1203
0,0662
0,0312
0,0129
0,0047

0,0016
0,0005
0,0001
0,0000
0,0000

0,0334
0,1135
0,1929
0,2186
0,1858

0,1264
0,0716
0,0348
0,0148
0,0056

0,0019
0,0006
0,0002
0,0000
0,0000

0,0302
0,1057
0,1850
0,2158
0,1888

0,1322
0,0771
0,0385
0,0169
0,0066

0,0023
0,0007
0,0002
0,0001
0,0000

0,0273
0,0984
0,1771
0,2125
0,1912

0,1377
0,0826
0,0425
0,0191
0,0076

0,0028
0,0009
0,0003
0,0001
0,0000

0,0247
0,6915
0,1692
0,2087
0,1931

0,1429
0,0881
0,0466
0,025
0,0089

0,0033
0,0011
0,0003
0,0001
0,0000

0,0202
0,0789
0,1539
0,2001
0,1951

0,1522
0,0989
0,0551
0,0269
0,0116

0,0045
0,0016
0,0005
0,0002
0,0000

0,0183
0,0733

!

0,1465 |

0,1954

0,1954 |

0,1561;
0,1042

0,0595
0,0298
0,0132

0,0053
0,0019
0,0006
0,0002
0,0001




Table 3 @ Fonction de répartition de la loi normale
9

P(O T Ly =

La table donne aussi la valeur de t telle
v
que
. 1 - =
PO - T - tj) =y
ot 1 = 3 est le seuil de confiance
. w1~ﬁh R . : N
1 ; | |
v 0o 4 2 3 4 s 6 | 7 $ 9
0,0 0,0000 | 0,0040  0,0080 {0,0120 '0,0160 0,0199 10,0239 10,0279 |0,0319 | 0,0359
0,1 0,0398 10,0438 10,0478 10,0517 10,0557 :0,0596 | 0,0636 | 0,0675 [0,0714 | 0,0753
0,2 0,0793 | 0,0832 (10,0871 {0,0910 | 0,0948 | 0,0987 |0,1026 |0,1064 [0,1103 | 0,114]
0,3 0,1179 ' 0,1217 +0,1255 10,1293 10,1331 ,0,1368 10,1406 | 0,1443 {0,1480 | 0,1517
0,4 0,1554 10,1591 ;10,1628 | 0,1664 0,1700 *0,1736 ,0,1772 | 0,1808 |0,1844 | 0,1879
0,5 0,1915 {0,1950 10,1985 10,2019 {0,2054 |0,2088 {0,2123 | 0,2157 {0,2190 | 0,2224
0,6 0,2257 10,2291 10,2324 {0,2357 |0,2389 | 0,2422 [ 0,2454 | 0,2486 10,2517 | 0,2549
0,7 0,2580 |0,2611 10,2642 0,2673 10,2704 :0,2734 10,2764 10,2794 10,2823 | 0,2852
0,8 0,2881 | 0,2910 | 0,2939 10,2967 10,2995 ;0,3023 10,3051 {0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9 0,3159 10,3186 |0,3212 |0,3238 | 0,3264 | 0,3289 10,3315 10,3340 10,3365 | 0,3389
1,0 0,3413 | 0,3438 | 0,3461 |0,3485 | 0,3508 | 0,3531 10,3554 10,3577 10,3599 | 0,3621
1,1 0,3643 | 0,3665 10,3686 | 0,3708 | 0,3729 10,3749 |0,3770 | 0,3790 |0,3810 | 0,3830
1,2 0,3849 10,3869 ! 0,3888 !o,3907 0,3925 | 0,3944 {0,3962 |0,3980 !0,3997 | 0,4015
1,3 0,4032 | 0,4049 10,4066 | 0,4082 |0,4099 [0,4115 10,4131 10,4147 10,4162 10,4177
1,4 0,4192 10,4207 10,4222 10,4236 10,4251 | 0,4265 10,4279 10,4292 |0,4306 | 0,4319
1,5 0,4332 | 0,4345 [ 0,4357 10,4370 | 0,4382 | 0,4394 | 0,4406 ‘0,4&18 0,4429 | 0,4441
1,6 0,4452 [ 0,4463 10,4474 | 0,4484 10,4495 | 0,4305 10,4515 10,4525 |0,4535 10,4545
1,7 0,4554 10,4564 [ 0,4573 10,4582 10,4591 | 0,4599 [ 0,4h08 ' 0,4616 | 0,4625 | 0,4633
1,8 0,4641 10,4649 [0,4656 {0,4664 [ 0,4671 | 0,4678 |0,4686 {0,4693 | 0,4699 | 0,4706
1,9 0,4713 10,4719 10,4726 10,4732 10,4738 10,4744 10,6750 10,4756 | 0,4761 10,4767
2,0 0,4772 10,4778 { 0,4783 {0,4788 50,4793 10,4798 10,4803 10,4808 |0,4812 {0,4817
2,1 0,4821 | 0,4826 10,4830 [0,4834 ! 0,4838 10,4842 | 0,4846 | 0,4850 | 0,4854 | 0,4857
2,2 10,4861 | 0,4864 | 0,4868 |0,4871 | 0,4875 | 0,4878 [0,4881 |0,4884 |0,4887 10,4890
2,3 10,4893 10,4896 | 0,4998 |0,4901 | 0,4904 | 0,4906 |0,4909 10,4911 {0,4913 - 0,4916
2,4 0,4918 | 0,4920 {0,4922 10,4925 | 0,4927 { 0,4929 10,4931 {0,4932 [ 0,4934% 0,4936
2,5 0,4938 {0,4940 [ 0,4941 (0,4943 | 0,4945 | 0,4946 [ 0,4948 [0,4949 10,4951 | 0,4952
2,6 0,4953 | 0,4955 10,4956 |0,4957 10,4959 | 0,4960 [ 0,4961 10,4962 10,4963 0,4964
2,7 0,4965 | 0,4966 10,4967 | 0,4968 0,4969 10,4970 10,4971 10,4972 |0,4973 [ 0,4974
| 2,8 0,4974 10,4975 10,4976 10,4977 10,4977 | 0,4978 10,4979 10,4979 10,4980 |0,4981
{2,9 | 0,4981 10,&982 ;0‘&983 {0,4983 10,4984 [ 0,4984 [ 0,4985 10,4985 [ 0,4986 [ 0,4986
‘ | ' | | 9
3,0 0,4987 10,4987 10,4987 [0,4988 10,4988 |0,4989 [0,4989 }0,4989 10,4990 10,4990
3,1 0,4990 [0,4991 10,4991 10,4991 10,4992 | 0,4992 10,4992 | 0,4992 10,4993 [0,4993
3,2 0,4993 10,4993 10,4994 10,4994 |0,497% 10,5994 10,4994 | 0,4995 [0,4995 0,4995
3,3 0,4995 10,4995 10,4995 ;0,4996 10,4996 0,4996 {0,4996  0,4996 0,4996 :0,4997
3,4 0,4997 10,4997 10,4997 10,4997 [0,4997 |0,4997 10,4997 10,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998 10,4998 10,4998 |0,4998 10,4998 10,4998 |0,4998 {0,4998 0,4998 | 0,4998
3,6 | 0,4998 10,4998 10,4999 10,4999 10,4999 10,4999 10,4999 10,4999 10,4999 0,4999
3,7 0,4999 10,4999 0,4999 10,4999 [0,4999 10,4999 10,4999 0,4999 :i0,4999 0,4999
3,8 0,4999 10,4999 '0,4999 10,4999 [0,4999 10,4999 0.4999 0.4999 {0.4999 | 0.4999
3,9 10,5000 10,5000 10,5000 10,5000 ' 0,5000 ‘0,5000 10,5000 10,5000 '0,5000 ' 0,5000
| : ! | i | : H i
1 5 0,5000 10,5000 ,5000 10,5000 10,5000 ;0,5000 io,sooo 10,5000 10,5000 | 0,5000
i 1 i i i | L A




Table 4 : Distribution de Student

Table donnant la valeur de tsa telle que

P(-t <t <t )=1-aqa o(e)
so s s @ 1-a

ol & est le risque

0,90 0,50 0,40 0,30 0,20 0,10 | 0,05 0,01 0,001
1| 0,158 | 1,000 | 1,376 | 1,963 | 3,078 | 6,314 |12,706 |63,657 |636,619
2| 0,142 | 0,816 | 1,061 | 1,386 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 9,925 | 31,958
31| 0,137 | 0,765 | 0,978 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 5,841 | 12,929
4] 0,134 | 0,741 | 0,941 | 1,190 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 4,604 8,610
s | 0,132 | 0,727 | 0,920 | 1,156 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 4,032 6,869
6| 0,131 | 0,718 | 0,906 | 1,134 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,707 5,949
7| 0,130 | 0,711 | 0,896 | 1,119 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 3,499 5,408
8| 0,130 | 0,706 | 0,889 | 1,108 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 3,355 5,041
9| 0,129 | 0,703 | 0,883 | 1,100 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 3,250 4,781

10| 0,129 | 0,700 | 0,879 | 1,083 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 3,169 4,587
1| 0,129 | 0,697 | 0,876 | 1,088 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 3,106 4,437
12 | 0,128 | 0,695 | 0,873 | 1,083 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 3,055 4,318
13| 0,128 | 0,694 | 0,870 ; 1,079 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 3,012 4,221
14 | 0,128 | 0,692 | 0,868 | 1,076 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,977 4,140
15 | 0,128 | 0,691 | 0,866 | 1,074 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,947 4,073
16 | 0,128 | 0,690 | 0,865 ! 1,071 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,921 4,015
17 | 0,128 | 0,689 | 0,863 . 1,069 : 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,898 3,965
18 | 0,127 | 0,658 | 0,862 | 1,067 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,878 3,922
19 1 0,127 | 0,688 | 0,861 | 1,066 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,861 3,583
20 ( 0,127 | 0,687 | 0,860 | 1,064 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,845 3,850
|
21 . 0,127 ; 0,686 | 0,859 | 1,063 ! 1,323 | 1,721 : 2,080 | 2,831 3,819
22 | 0,127 l 0,686 | 0,858 | 1,061 ' 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,819 3,792
23 1 0,127 © 0,685 | 0,858 | 1,060 ' 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,807 3,767
24 1 0,127 © 0,685 @ 0,857 . 1,059 | 1,318 | 1,711 . 2,064 | 2,797 3,745
25 i 0,127 | 0,684 | 0,856 | 1,058 ; 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,787 3,725
26 : 0,127 , 0,684 | 0,856 1 1,058 ! 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,779 3,707
27 | 0,127 0,684 | 0,855 ' 1.057 ' 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,771 3,690
28 {0,127 | 0,683 E 0,855 | 1,056 ! 1,313 | 1,701 ; 2,048 @ 2,763 3,674
29 | 0,127 i 0,683 | 0,854 ! 1,055 | 1,311 1,699 . 2,045 | 2,756 3,659
30 ‘ 0,127 i 0,683 | 0,854 | 1,055 ! 1,310 f 1,697 | 2,042} 2,750 3,646
L i i L 1 ] A




Table 5 :

Distribution du v~

Table dounnant la valeur de ¥ lf(\z)
ayant la probabilité o d'étre
dépassée
2 2
P(x" xx) =«
Xi X2
Vv ¢ 0,990 0,975 0,950 0,900! 0,100 0,050 0,025 0,010 0,001
! 0,0002| 0,0010| 0,0039| 0,0158 2,71 3,84 5,02 6,63 10,83
2 | 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21 13,82
310,12 0,22 0,35 0,58 6,25 7,81 9,35 11,34 16,27
4 | 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,49 11,14 13,28 18,47
5 10,55 0,83 1,15 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09 20,52
6 | 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,45 16,81 22,46
7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,47 24,32
8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,53 20,09 26,13
9 2,09 2,70 3,33 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67 27,88
10 | 2,56 3,25 3,94 4,87 15,99 18,31 20,48 | 23,21 29,59
1 3,05 3,82 4,57 5,58 17,27 19,67 21,92 24,72 31,26
12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22 32,91
13 ] 4,1 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69 34,53
14 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,14 36,12
15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 | 27,49 30,58 37,70
16 | 5,81 6,91 7,96 9,31 23,54 26,30 | 28,84 32,00 39,25
H 6,41 7,56 8,67 10,08 24,77 27,59 30,19 33,41 40,79
18 7,01 8,23 9,39 10,86 25,99 28,87 31,53 | 34,80 42,31
19 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,19 43,82
20 | 8,26 9,59 10,85 12,44 28,41 1,41 34,17 37,57 45,32
21 8,90 10,28 11,59 13,24 29,61 32,67 35,48 38,93 46,80
22 9,54 10,98 12,34 14,04 30,81 33,92 36,78 | 40,29 48,27
23 {10,20 11,69 13,09 14,85 32,01 35,17 38,08 | 41,64 49,73
24 110,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,41 39,37 42,98 51,18
25 |11,52 13,12 '14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 | 44,31 52,62
26 [12,20 12,84 15,38 17,29 35,56 38,88 | 41,92 | 45,64 54,05
27 (12,88 13,57 116,15 18,11 36,74 40,11 43,19 | 46,96 55,48
28 (13,57 15,31 116,93 18,94 37,92 41,34 44,46 | 48,28 56,89
29 (14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59 58,30
30 [14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 | 43,77 46,98 50,89 59,70
R X SRV SISOV S |




Table 6 : Coefficient de corrélation
Table donnant la valeur de r telle que
P(—ra <r < ra) =1 o
Q
v 0,10 0,05 0,02 0,01
1 0,9877 0,9969 0,9995 0,9999
2 0, 9000 0,9500 0,9800 0,9900
3 0,8054 0,8783 0,9343 0,9587
4 0,7293 0,8114 0,8822 0,9172
5 0,6694 0,7545 0,8329 0,8745
6 0,6215 0,7067 0,7887 0,8343
7 0,5822 0,6664 0,7498 0,7977
8 0,5494 0,6319 0,7155 0,7646
9 0,5214 0,6021 0,6851 0,7348
10 0,4973 0,5760 0,6581 0,7079
11 0,4762 0,5529 0,6339 0,6835
12 0,4575 0,5324 0,6120 0,6614
13 0,4409 0,5139 0,5923 0,6411
14 0,4259 0,4973 0,5742 0,6226
15 0,4124 0,4821 0,5577 0,6055
16 0,4000 0,4683 0,5425 0,5897
17 0,3887 0,4555 0,5285 0,5751
18 0,3783 0,4438 0,5155 0,5614
19 0,3687 0,4329 0,5034 0,5487
20 0,3598 0,4227 0,4921 0,5368
25 0,3233 0, 3809 0,4451 0,4869
30 0,2960 0,3494 0,4093 0,4487
35 0,2746 0,3246 0,3810 0,4182
40 0,2573 0,3044 0,3578 0,3932
45 0,2428 0,2875 0,3384 0,3721
50 0,2306 0,2732 0,3218 0,3541
60 0,2108 0,2500 0,2948 0,3248
70 0,1954 0,2319 0,2737 0,3017
80 0,1829 0,2172 0,2565 0,2830
90 0,1726 0,2050 0,2422 0,2673
100 0,1638 0,1946 0,2301 0,2540




Table 7 : Valeurs de la variable Z de Fisher

correspondant au coefficient|de corrélation r, Z = % Logeé%—;—é).

r 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04

0 | 0,00000 | 0,01000 | 0,02000 | 0,03001 | 0,04002
1 | 0,10034 | 0,11045 | 0,12058 | 0,13074 | 0,14093
2 | 0,20273 | 0,21317 | 0,22366 | 0,23419 | 0,24477
3 | 0,30952 | 0,32055 | 0,33165 | 0,34283 | 0,35409
4 | 0,42365 | 0,43561 | 0,44769 | 0,45990 | 0,47223

0,5 | 0,54931 | 0,56273 | 0,57634 | 0,59014 | 0,60415
0,6 | 0,69315 | 0,70892 | 0,72500 | 0,74142 | 0,75817
0,7 | 0,86730 | 0,88718 | 0,90764 | 0,92873 | 0,95048
0,8 | 1,09861 | 1,12703 | 1,15682 | 1,18813 | 1,22117
0,9 | 1,47222 | 1,52752 | 1,58902 | 1,65839 | 1,73805

r 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,05004 | 0,06007 | 0,07012 | 0,08017 | 0,09024
0,1 0,15114 | 0,16139 | 0,17167 | 0,18198 | 0,19234
0,2 | 0,25541 | 0,26611 | 0,27686 | 0,28768 | 0,29857
0,3 | 0,36544 | 0,37689 | 0,38842 | 0,40006 | 0,41180
0,4 | 0,48470 | 0,49731 | 0,51007 | 0,52298 | 0,53606

0,5 0,61838 | 0,63283 | 0,64752 | 0,66246 | 0,67767
0,6 0,77530 | 0,79281 0,81074 | 0,82911 0,84795
0,7 0,97295 | 0,99621 1,02033 1,04537 1,07143
0,8 [ 1,25615 1,29334 1,33308 1,37577 1,42192
0,9 1,83178 1,94591 2,09229 | 2,29756 | 2,64665
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