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Grundlagen der Ellis-Formel!

A.M. Kellerer

Institut fir Medizinische Strahlenkunde der Universitit Wiirzburg

Die Ellis-Formel dient in der Strahlentherapie dazu, unterschiedlichen Fraktionierungsserien eine VergleichsgroBe, die
Nominaldosis, zuzuordnen. Im Vergleich zu der die Toleranzschwelle des Normalgewebes charakterisierenden Standard-
Nominaldosis bestimmt die Nominaldosis die Belastung dieses Gewebes. Zunichst wird die Ellis-Formel mit der frither
verwendeten Strandqvist-Formel verglichen, die lediglich die Gesamtdauer der Bestrahlung, nicht dagegen die Hohe der
Einzelfraktionen beriicksichtigte. In der Ellis-Formel ist die Hohe der Einzelfraktion der entscheidende und die Gesamt-
dauer der Serie nur ein sekundirer Faktor. Im zweiten Teil der Arbeit wird dargestellt, wie der sogenannte TDF-Faktor,
eine gewisse Potenz der Nominaldosis, angewandt wird, um die Nominaldosis fur die Kombination zweier unterschied-
licher Partialserien zu erhalten. Auch die Beriicksichtigung eines zeitlichen Intervalls zwischen zwei Partialserien wird er-
lautert. Die uiblichen Verfahren zur Verallgemeinerung der Ellis-Formel sind nur Nédherungen und sind iiberdies nur auf
die Kombination zweier Partialserien anwendbar. Es ist jedoch wiinschenswert, Nominaldosen auch fiir unregelmiBige
Fraktionierungsschemata beliebiger Art ermitteln zu konnen. Aus diesem Grunde wird im letzten Teil der Arbeit ein
numerisches Verfahren angegeben, das dies leistet. Das Verfahren folgt ohne zusitzliche Annahmen aus den der Ellis-
Formel zugrunde liegenden Vorstellungen. Es ist nicht auf kontinuierliche Bestrahlung anwendbar.

Foundation of the Ellis-formula

The Ellis-formula is used in radiation therapy to derive the nominal dose. This nominal dose is an index of effectiveness
applicable to different fractionation schemes. Its critical value, the standard nominal dose, corresponds to the tolerance
of normal tissue. The Ellis-formula is first compared to the earlier equation of Strandqvist. The Strandqvist equation
accounts only for the total duration of the irradiation series. In contrast, the dominant factor in the Ellis-formula is the
dose per fraction; the total duration is of secondary importance. It is then explained how the so-called TDF-factor is
applied to derive the nominal dose for the combination of two partial fractionation series. The usual way to account for
an extended interruption in a fractionation schedule is also considered. The common generalization of the Ellis-formula
rests on approximations; it is also restricted to the combination of two partial series. In order to overcome this limitation
a new numerical method is presented which provides nominal doses for irregular fractionation schedules. The procedure
follows without additional postulates from the basic assumptions underlying the Ellis-formula. It does not apply to con-
tinuous irradiation.

Base de la formule de Ellis

La formule de Ellis est utilisée en radiothérapie & calculer la dose nominale. La dose nominale est une mesure de Peffet
sur le tissu sain, elle est applicable a différents modes de fractionnement. Sa valeur critique, la dose nominale standard,
correspond a la tolérance du tissu sain. On compare la formule de Ellis a I'équation plus ancienne de Strandqvist. Cette
derniére ne tient compte que de la durée totale de la série d’irradiations. Contrairement a la formule de Strandqvist le
facteur décisif dans la formule de Ellis est la dose par fraction; la durée totale est d’importance secondaire. On explique
ensuite comment la quantité, dénommée facteur TDF, sert & calculer la dose nominale dans le cas d’'une combinaison
de deux séries partielles d’irradiations fractionnées. On explique également la méthode utilisée pour tenir compte d’une
interruption dans une irradiation fractionnée. La généralisation, maintenant admise, de la formule de Ellis, ne s’applique
qu’ a la combinaison de deux séries partielles. On donne, pour surmonter cette restriction, une méthode numérique de
calcul des doses nominales pour des irradiations fractionnées et irréguliéres. Elle découle des mémes suppositions sur
lesquelles repose la formule de Ellis et ne nécessite pas d’hypothéses supplémentaires. La méthode ne s’applique pas a
une irradiation continue.

Einleitung

Das Zeit-Dosis-Problem hat eine lange Geschichte in
der Strahlentherapie und steht auch heute im Mittel-
punkt des klinischen und theoretischen Interesses. Die
Griinde sind zweifach. Zum einen ist bei der zunehmen-
den Anwendung neuer Strahlenarten eine Revision der
alten Schemata unvermeidlich. Zum anderen haben
neuere Untersuchungen an Tiertumoren zu der Erwar-
tung gefiihrt, da3 die bessere Kenntnis der zellkineti-
schen Parameter eines Tumors die Wahl ganz bestimm-
ter, optimaler Fraktionierungsarten zulassen sollte [15].
Beide Probleme sind weit von einer Losung entfernt.
Gerade der ungelosten Fragen wegen ist es jedoch wich-
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tig, sich auch immer wieder um die Vertiefung der Er-
kenntnisse zu bemiihen, die sich bereits in der strahlen-
therapeutischen Praxis bestétigt haben. Durch eine pri-
zisere Fassung bewihrter Regeln wird es leichter wer-
den, Abweichungen von diesen Regeln zu erkennen, die
dann zu neuen Losungen fithren. Aus diesem Grunde
befaBt sich der vorliegende Beitrag mit einem der wich-
tigsten formalen Schemata der Strahlentherapie, nédm-
lich der Ellis-Formel. Es soll dabei nicht gepriift wer-
den, wie gut die klinischen und experimentellen Beob-
achtungen sind, auf denen die Formel beruht. Es soll
auch nicht die Frage nach den Grenzen der Anwend-

1 Vortrag auf dem Deutschen RontgenkongreB3, Essen, Mai 1976.
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barkeit dieser Formel gestellt werden, obwohl diese Fra-
ge ganz entscheidend ist fiir das Aufsuchen optimaler
Fraktionierungsmoden. Statt dessen sollen der Formalis-
mus selbst und seine Grundlagen in einer Weise erortert
werden, die es dann erlaubt, auch irregulire Fraktionie-
rungen zu erfassen, wie sie sich in der klinischen Praxis
nie ganz vermeiden lassen.

Beziehung zwischen der Ellis-Formel und der Gleichung
von Strandqyvist

Das Problem des Strahlentherapeuten besteht darin,
eine kurative Strahlendosis zu finden, die die Toleranz
des den Tumor umgebenden Gewebes und insbesondere
die Toleranz der Haut nicht liberschreitet. Es war eine
frithe klinische Erfahrung, daB3 sich diese Bedingungen
im allgemeinen nicht durch eine Einzeldosis, hiufig je-
doch durch fraktionierte Bestrahlung erfiillen 146t [2, 3,
18, 23, 24]. Dabei ist es notig, die Gesamtdosis desto
starker zu erhdhen je ausgedehnter die Fraktionierung
ist [22, 27, 28, 29]. Strandqvist widmete dem Problem
eine grof3e Untersuchung, die ohne Zweifel zu den klas-
sischen Leistungen der Radiologie gehort [26]. Auf-
grund ausgedehnter Beobachtungen im Stockholmer
Radiumhemmet und aufgrund der Resultate anderer
Institutionen kam er zu dem SchluB3, daB3 sowohl die
Toleranzdosis der Haut als auch die kurative Dosis fiir
Haut- und Lippenkarzinome mit zunehmender Dauer T
der Bestrahlung in einer Weise zunimmt, die sich ma-
thematisch durch Proportionalitdt zu einer Potenz T
der Bestrahlungsdauer ausdriickt:

D=CT". (¢))
Diese Relation entspricht einer Geraden in der bekann-
ten Darstellung, in der der Logarithmus der ndtigen
Gesamtdosis gegen den Logarithmus der Gesamtdauer
der Bestrahlung aufgetragen ist. Insbesondere schlof3
Strandqvist, daBB der sogenannte Winkelkoeffizient v,
d. h. die Steigung der Geraden, gleich 0,22 ist. Es ist
allgemeine Konvention, die Gesamtdauer T in Tagen
auszudriicken; bei dieser Wahl der Zeiteinheit ergibt
sich fiir die Konstante C ein Wert, der von Strandqvist
als kumulierte Dosis bezeichnet wurde. Diese kumulier-
te Dosis ist stets kleiner als die tatséchlich applizierte
Gesamtdosis. Strandqvist stellt ausdriicklich fest, daB
man nicht unbedingt erwarten kann, da die von ihm
angegebene Formel auch auflerhalb eines Bereiches der
Gesamtbestrahlungsdauer von etwa 7 bis 20 Tagen Gel-
tung hat.

Eine wesentliche Begrenzung der Formel von Strand-
qvist ist, daf} sie lediglich die Abhzngigkeit der Dosis
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von der Gesamtbestrahlungszeit, nicht jedoch ihre Ab-
héngigkeit von der Anzahl der Einzelfraktionen angibt.
Strandqvist kam aufgrund der zu seiner Zeit wider-
spriichlichen Beobachtungen zu dem SchluB, daB, we-
nigstens innerhalb gewisser Grenzen, die Anzahl der
Einzelfraktionen unberiicksichtigt bleiben konne. An
dieser Vereinfachung kamen jedoch spéter starke Zwei-
fel auf, nicht nur aufgrund klinischer Erfahrungen, son-
dern insbesondere aufgrund der Erkenntnis, daf} zellu-
ldre Inaktivierungskurven sigmoid sind, daB also groBe-
re Einzeldosen iiberproportional erhohte zelluldre Scha-
den hervorrufen. Man muf3te daraus schlieBen, daf3 die-
selbe Gesamtdosis wirksamer ist, wenn sie in wenigen
groBeren Fraktionen tiber eine bestimmte Bestrahlungs-
zeit verteilt wird, als wenn sie in vielen kleineren Frak-
tionen iiber dieselbe Bestrahlungszeit verzettelt ist.

Es war daher selbstverstandlich, daB sich die Frage
nach dem Zeitfaktor in der Strahlentherapie neu stellte.
Die heute weitgehend akzeptierte Antwort stammt von
Ellis [5, 6]; er gab eine numerische Beziehung zwischen
der Anzahl N von Bestrahlungsfraktionen, der Gesamt-
dauer T der Bestrahlungsserie in Tagen und der Tole-
ranzdosis D, fiir normales Gewebe an.

D, = (NSD) N®24 1011, 2)
Die GréBe (NSD), die hier als Faktor auftritt, wurde
von Ellis nominal standard dose, NSD, genannt. In typi-
schen Fillen ist NSD = 1 800 rd, jedoch hingt der tat-
sdchliche Wert von der Art des Gewebes ab [25, 9].
Auch verringert sich die NSD fiir gro3e Bestrahlungs-
felder oder fiir Rontgenstrahlung relativ niedriger Ener-
gie, die etwas dichter ionisiert als hoherenergetische
Strahlung.

Man kann die Ellis-Formel in weiterem Sinne verstehen,
wenn man annimmt, daf3 sie allgemein Isoeffektdosen
fiir die Wirkung auf das Normalgewebe bestimmt, statt
nur fiir die Toleranzschwelle giiltig zu sein. Man wird
sie dann in der folgenden modifizierten Form schreiben:
C = DN-024 T-011, 3
wobei C, so wie in der Formel von Strandqvist, als ku-
mulierte Dosis bezeichnet werden konnte. Jedoch soll
hier das eindeutig als technischer Terminus erkennbare
Wort Nominaldosis verwendet werden.

Jeder Wert von C entspricht einem gewissen Grad der
Gewebsschidigung. Die kritische Grenze der Grofie C
ist dabei, wie in Gl. (2) ausgedriickt, gleich NSD, und
diese letztere GroBe soll hier als Standard-Nominaldosis
bezeichnet werden.
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Gelegentlich wird die GroBe C, ob sie gleich ihrem To-
leranzwert ist oder nicht, als nominal standard dose be-
zeichnet. Dies kann zu Mi3verstdndnissen fiihren. Es ist
daher wichtig, die Bezeichnung nominal standard dose
(Standard-Nominaldosis) nur fiir den kritischen Wert
NSD der GroBe C zu benutzen, und anderenfalls von
nominal dose (Nominaldosis) zu sprechen.

Eine zweite technische Bemerkung ist zur Benennung
der Einheit der Nominaldosis zu machen. Ellis betont
zu Recht den Umstand, da3 die Groe C nicht einer tat-
sdchlichen Strahlendosis entspricht, sondern ein MaR
fiir den Effekt auf das Normalgewebe ist. Dies hat zu
dem Vorschlag gefiihrt, die Einheit dieser GroBe statt
mit dem Symbol rd mit dem speziellen Symbol ret (rad
equivalent therapy) zu bezeichnen. So sinnvoll es an
sich ist, so widerspricht dies doch der Konvention, da3
eine GroBe allein durch ihren Namen bezeichnet wer-
den soll, in diesem Fall durch die Bezeichnung Nomi-
naldosis, nicht dadurch, da man die zugehdrige Einheit
mit einem besonderen Namen versieht. Man sollte daher
versuchen, ohne die Bezeichnung ret auszukommen;
dies gilt besonders angesichts des bevorstehenden Uber-

gangs zum Internationalen System von Einheiten und
Grofen.

Die formale Ahnlichkeit der Ellis-Formel mit der Glei-
chung von Strandqvist ist nicht zu iibersehen. Sie ist be-
sonders deutlich, wenn man bestimmte Sonderfille be-
trachtet. Nimmt man etwa an, man habe es mit tdglicher
Bestrahlung zu tun, so ist die Anzahl N von Fraktionen
numerisch gleich der Bestrahlungsdauer T (in Tagen),
und die Ellis-Formel Gl. (3) reduziert sich dann auf:

C=DT-03%, @)

Nimmt man andererseits an, da3 die Anzahl der Frak-
tionen konstant und unabhiéngig von der Bestrahlungs-
zeit sei, so erhilt man:

C = const D T-%" mit const = N~0:24, (5)

Beide Gleichungen sind von der Art der Strandqvist-
Gleichung, nur liegt in dem ersten Fall der Exponent
iber dem von Strandqvist angegebenen Wert, wihrend
er im zweiten Fall unter diesem Wert liegt. Die formale
Ahnlichkeit sollte jedoch nicht dazu verleiten, die Ellis-
Formel nur als eine Verallgemeinerung des Strandqvist-
Ansatzes anzusehen. Es bestehen zwei wesentliche Un-
terschiede. Der erste Unterschied ist, daB3 sich die Ellis-
Formel im Gegensatz zum Ansatz von Strandqvist nur
auf normales Gewebe und nicht auch auf Tumoren be-
zieht. Der zweite Unterschied, der mit dem ersten eng
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zusammenhangt, ist einer der Interpretation. Strandqvist
versuchte in seinem Ansatz lediglich zeitabhingige Er-
holungsvorgénge zu beriicksichtigen. In der Formel von
Ellis hat man es mit zwei ganz verschiedenen Faktoren
zu tun, von denen nur der eine, und zwar der weniger
wichtige, eine zeitabhingige Erholung darstellt. Es ist
niitzlich, die beiden Faktoren gesondert zu betrachten.

Die Rolle der Grofe N in der Ellis-Formel kann am be-
sten durch Vergleich mit den Erfahrungen an Zellkul-
turen in vitro verstanden werden. Setzt man S#ugetier-
zellen einer gewissen Strahlendosis aus, so wird der
Bruchteil der vermehrungsfahigen Zellen um einen be-
stimmten Faktor herabgesetzt; eine gleichgrofle, kurze
Zeit spiter applizierte Dosis setzt die Anzahl der ver-
mehrungsfahigen Zellen wiederum herab, jedoch um
einen vergroBerten Faktor. Man spricht von einer Auf-
steilung der Dosiswirkungsbeziehung und erklart diese
Aufsteilung dadurch, daB die erste Dosis einen subleta-
len Schaden gesetzt hat, der die Effektivitdt der zweiten
Dosis erhoht. Wie Elkind feststellte, verschwindet der
subletale Schaden innerhalb weniger Stunden. Auch die
geringsten in der Therapie iiblichen Abstdnde zwischen
zwei Fraktionen sind daher ausreichend, um véllige Er-
holung des subletalen Schadens zuzulassen. Es ist daher
vollauf berechtigt anzunehmen, daf3, unabhingig vom
Abstand der Einzelfraktionen, jede Einzelfraktion den
Bruchteil der iiberlebenden Zellen um einen nur von der
Hohe dieser Einzelfraktion abhéangigen Faktor reduziert.
Andererseits fiihrt jedoch die sigmoide Form der Uber-
lebenskurven zu einer iiberproportionalen Abhéngigkeit
der Zellschiddigung von der Hohe der Einzeldosis. Dies
ist der Grund dafiir, daB in der Ellis-Formel eine Ab-
hingigkeit von der Anzahl N der Einzelfraktionen auf-
tritt. Wird eine bestimmte Dosis iiber einen bestimmten
Zeitraum in zahlreichen kleinen Einzelfraktionen gege-
ben, so verringert sich gemaf der Gleichung:

C = const D N~%24 mit const = T-%!! 6)
der Wert der Nominaldosis C. DaB3 dennoch zusétzlich
zu der Abhingigkeit von N auch eine Abhéngigkeit von
der Bestrahlungszeit T auftritt, liegt nach der Interpre-
tation von Ellis an der Repopulation des Normalgewe-
bes nach der Strahlenschadigung. Ellis stellt fest, dafl im
Tumor die homdoostatische Regelung fehlt, die zu einer
solchen Repopulation fiihrt; er postuliert daher, daf3 die
Effektivdosis fiir den Tumor einer Relation geniigt, in
der die Abhédngigkeit von T fehlt:

Crumor = D N-024, @)
Das Wachstum des Tumors bleibt in der Formel unbe-
riicksichtigt; das ist insofern berechtigt, als bei den mei-
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stem menschlichen Tumoren die Verdopplungszeiten
groll gegeniiber den Bestrahlungszeiten sind.

Dalf3 die beiden Gleichungen (3) und (7) nicht von all-
gemeiner Giiltigkeit sein konnen, ist offensichtlich, denn
wire dies so, so ware die Bestrahlung mit der grofiten
Gesiamtdauer stets die beste Bestrahlung. In Wirklich-
keit: kann es nur darum gehen, die Bestrahlung so aus-
zudehnen, daB man noch im ungefahren Giiltigkeitsbe-
reich der hier geschilderten Ansétze bleibt.

Dariiber hinaus ist es selbstverstdndlich, dal eine empi-
rische Regel von der Art der Ellis-Formel nur als Nahe-
rung angesehen werden kann, die sicher ebensowenig
fiir alle Gewebe wie fiir alle Strahlenarten gilt. So lange
man sich dieser Beschrankungen bewuft ist, bildet die
Formel jedoch ein niitzliches Bezugssystem, das es er-
laubt, verschiedene Bestrahlungsschemata und ihre Re-
sultate gegeneinander abzuwégen. Ein solches Bezugs-
system, selbst wenn es zu einem gewissen Grade empi-
risch oder selbst willkiirlich ist, muf3 jedoch wider-
spruchslos definiert sein und eine prazise Anwendung
zulassen. Aus diesem Grunde ist es notwendig, die For-
mel von Ellis so zu verallgemeinern, daB sie nicht nur
auf Bestrahlungsserien anwendbar ist, die aus gleichen
und in gleichen zeitlichen Abstdnden applizierten Ein-
zeldosen bestehen. Dies wird im folgenden behandelt.

Verallgemeinerung der Ellis-Formel

Bestehende Ansitze

Die Ellis-Formel gilt an sich nur fiir gleichformige Frak-
tionierungsschemata und 148t sich nicht ohne weiteres
auf unregelméBige Fraktionierungen verallgemeinern.

Man konnte zundchst glauben, dal sich zumindest die
einfachste UnregelmaBigkeit beriicksichtigen lasse, die
darin besteht, daB3 zu einem bestimmten Zeitpunkt wih-
rend einer Bestrahlungsserie zu einem anderen Bestrah-
lungsmodus iibergegangen wird. Der naheliegende An-
satz wire dann, die beiden Teile der Bestrahlungsserie,
d. h. die beiden Partialserien, getrennt zu betrachten,
fiir jeden Teil nach Gl. (3) die Nominaldosis zu berech-
nen und dann die beiden Nominaldosen zu addieren,
um das Resultat mit der gewiinschten Standard-Nomi-
naldosis zu vergleichen. Dies wiirde jedoch deshalb zu
einem zu hohen Wert der Nominaldosis fiihren, weil man
das Abklingen der ersten Nominaldosis wihrend des
zweiten Teils der Bestrahlungsserie unberiicksichtigt
lieBe. '
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Man kann dies auch leicht mathematisch ableiten, in-
dem man gedanklich etwa eine gleichméfige Bestrah-
lungsserie in zwei Teile zerlegt. Es ist dazu zweckmiBig,
zunichst Gl. (3) in modifizierter Form zu schreiben, in-
dem man statt der GroBen Gesamtdosis D und Gesamt-
bestrahlungszeit T die GroBen Dosis d pro Fraktion und
mittlerer zeitlicher Abstand AT zwischen zwei Fraktio-
nen einfiihrt. Man erhilt dann:

C=dN%65AT-%! mit d=DIN und AT=T/|N. (8)

Diese Schreibweise hat den Vorteil, da3 zwei Variable,
namlich d und AT, unveridndert bleiben, wenn man bei
gegebenem Bestrahlungsmodus die Anzahl der Fraktio-
nen dndert.

Man kann nun anhand dieser Relation die Nominaldosis
C fiir die gesamte, aus N Fraktionen bestehende Be-
strahlungsserie mit der Nominaldosis Cy/, fiir die halbe,
aus N/2 Fraktionen bestehende Serie vergleichen:

C —_ dNO,65 A T—O,ll’ (9)
Cijz = d(NJ2)*S5 AT-911 = 0,64 - C;

wiirde man die Nominaldosen fiir die beiden Hilften
der Bestrahlungsserie einfach addieren, so erhielte man

also eine Nominaldosis, die um den Faktor 1,28 zu
grof} ist.

Man kann jedoch Gl. (8) zur Potenz 1/0,65 = 1,538 er-
heben und erhilt dadurch einen Ausdruck?, der propor-
tional zu N ist:

C1:538 — (J1.538 \J A T-0,169, 10)

Man erkennt daran, daf3 zwar nicht die Nominaldosis C,
jedoch die verwandte GroBe Ct-5%8 additiv, d. h. propor-
tional zur Anzahl der Einzelfraktionen ist. So erhilt
man etwa in dem oben genannten Beispiel:

C};gn = 1538 NJ2 AT-0169 = C1:538)2, an

Wegen dieser Eigenschaft der Additivitdt kann man
C1538 fiir fundamentaler als die GréBe C ansehen. Man
kann diese GroBe direkt mit ihrem kritischen Wert
(NSD)1:338 vergleichen und aus der prozentualen Ab-
weichung der Werte erschlieBen, um welchen Bruchteil
die Anzahl der Fraktionen geéndert werden muf3, um
die Toleranzgrenze zu erreichen; dies ist nicht moglich,
wenn man einfach C mit NSD vergleicht. Da C ohnehin

2 Die Konstanten sind hier auf drei Stellen genau angefiihrt,
um genaue Definitionen zu erhalten, die den numerischen Ver-
gleich verschiedener der Ellis-Formel entsprechender Ansitze
erlauben. Dies sollte jedoch nicht zu der Annahme verfiihren,
die auf klinischer Erfahrung beruhenden Konstanten in der
Ellis-Formel seien mit groBer Genauigkeit bekannt.
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nicht mit einer tatsichlichen Dosis gleichzusetzen ist,
ist nichts dagegen einzuwenden, daf3 man den kumulati-
ven Effekt statt durch die Grofle C durch eine gewisse
Potenz dieser GroBe mifit. Dementsprechend wird die
GroBe C1:538 auch hiufig in der Praxis verwendet [10,
11, 12, 20, 21]; es wird dabei im allgemeinen die Be-
zeichnung TDF (Time, Dose and Fractionation factor)
benutzts,

Die Dimension der Grofle C*538 entspricht einer gebro-
chenen Potenz der Dosis. Da das mitunter als storend
empfunden wurde, und man eine Groe mit der Dimen-
sion einer Dosis vorzog, wurde eine modifizierte Grofe
eingefiihrt und mit dem nicht sehr gliicklichen Namen
partielle Toleranz versehen:

(PT) — Cl.538 (NSD) -0,538 _ d1,538 NA’I‘—O,169 (NSD) —0,538'

Im Grund ist dieser Begrift der partiellen Toleranz je-
doch unnotig; die GroBe ist auch insofern unpraktisch,
als sie nicht eindeutig von den Parametern d, N, AT ei-
ner Bestrahlungsserie abhingt, sondern dariiber hinaus
noch von dem in den einzelnen Bestrahlungssituationen
verschiedenen Wert (NSD). Hall gibt in seiner niitzli-
chen Ubersicht iiber die Frage des Fraktionierungsfak-
tors [12] daher auch tabellarisch die GroBe C!38, d. h.
die sogenannten TDF-Faktoren, und nicht die soge-
nannte partielle Toleranz an.

Da sich die Gro3e C'538 additiv verhdlt, wenn man sich
eine gleichformige Bestrahlungsserie unterteilt denkt,
war es naheliegend anzunehmen, daf} diese Groe auch
dann additiv ist, wenn man es mit der Kombination
zweier unterschiedlicher Partialserien zu tun hat, d. h.
wenn wihrend einer Bestrahlung zu einem neuen Frak-
tionierungsmodus iibergegangen wird. Dies ist jedoch
eine Annahme, die durchaus nicht zwangslaufig aus der
Ellis-Formel folgt. Sie folgt nur dann, wenn man an-
nimmt, daB die durch zwei aufeinanderfolgende Partial-
serien hervorgerufene Nominaldosis eindeutig durch die
Nominaldosen der Partialserien bestimmt ist, da3 die
insgesamt resultierende Nominaldosis also nicht im ein-
zelnen von den Parametern abhingt, die die Partialse-
rien kennzeichnen. Dal} diese Annahme durchaus nicht
selbstverstandlich ist, folgt allein schon daraus, da3 die

3 Als TDF wird der Wert 0,001 - C!,538 bezeichnet, der sich er-
gibt, wenn man in Gl. (10) die Einzeldosis d in rd ausdriickt.
Bei NSD 1800 rd ergibt sich daher der Toleranzwert 0,001 -
1800".33% = 101,5 fir TDF; es wire also irrig anzunehmen,
TDF sei so definiert, daf sich der kritische Wert 100 ergebe.
Das Zeitintervall AT ist in allen hier angegebenen Formeln in
Tagen ausgedriickt. Dabei kénnen Bruchteile auftreten; so setzt
man etwa bei 5 Fraktionen pro Woche AT = 7/5 = 1,4.

388

Wirkung der Kombination zweier unterschiedlicher
Partialserien sich andern konnte, wenn die beiden Par-
tialserien in ihrer Reihenfolge vertauscht werden. Die
einfache Addition der GroBen C'5# fiir die beiden
Partialserien schlie3t aber eine solche Moglichkeit von
vorneherein aus. Trotz der weder theoretisch noch kli-
nisch bewiesenen Annahme, die zu dieser Erweiterung
der Ellis-Formel fiihrt, erhdlt man dadurch eine brauch-
bare Niaherung wenigstens in den Fillen, in denen sich
der Bestrahlungsmodus der beiden Partialserien nicht
allzusehr unterscheidet.

Ahnliches ist zu einer weiteren Annahme zu sagen, die
gemacht wird, um auch zwei durch ein bestrahlungs-
freies Zeitintervall, T,, voneinander getrennte Partial-
seriecn bewerten zu konnen. Es wird zu diesem Zweck
angenommen, dafl wegen des bestrahlungsfreien Inter-
valls der Léange T, die zur ersten Partialserie gehorige
Grofle C338 um den Faktor f = (T./(T: + To))%1t ab-
fallt. Dies ist wieder eine Anndherung, die einfach in
grober Weise dem Charakter der Ellis-Formel Rech-
nung tragt, ohne im einzelnen aus dieser Formel ableit-
bar zu sein. Die Annahme ist im iibrigen auch nicht
iiberzeugend, da es ja im Hinblick auf die Ellis-Formel
eher nahe liegt, dall die GréBe C selbst, d. h. die No-
minaldosis, um den Faktor (T./(T: + To))"!* und daher
die Grofle C'5%8 d. h. der TDF-Faktor, um den Faktor
(T/(T: + T,))'%* absinkt. Der Fehler ist jedoch nicht
allzu grof}, solange das bestrahlungsfreie Intervall nicht
wesentlich langer als die Dauer der Partialserien ist.

Mathematisch driicken sich die beiden hier besproche-
nen Annahmen in folgender Relation zwischen der No-
minaldosis C der Kombination zweier Partialserien und
den Nominaldosen C; und C, der Partialserien aus:

C = (Cll,538f+ C21.538)0.65 (13)

Mit Hilfe von Gl. (1) fiihrt das zu dem expliziten Aus-
druck:

C — ((111,538 Nl AT1—0,169/‘+ d21,538 ]V2 AT2—0.169)0.65‘ (]4)

Dabei sind di, N1, AT, und d., N», AT, die Einzeldosen,
die Anzahl der gegebenen Fraktionen und die mittleren
zeitlichen Abstidnde der Fraktionen fiir die beiden Par-
tialserien.

Der Faktor f tritt nur auf, falls die beiden Partialserien
voneinander durch ein Intervall T, getrennt sind; er
wurde, wie erwihnt, bisher gleich (T./(T, + T,))"!!
gesetzt, sollte aber gleich (T/(T: + Ty)) % sein.
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Da diese Formel etwas kompliziert ist, wird man sie in
praiktischen Fillen mit Hilfe von Tabellen [12, 21] oder
mit: Hilfe von Kleinrechnern [9] auswerten. Die sich er-
gebrende Grofe C ist mit der fiir die jeweilige Bestrah-
lunygssituation giiltigen Standard-Nominaldosis, NSD,
zu wergleichen.

Deir ndchste Abschnitt befa3t sich mit einer strengeren
und allgemeineren Erweiterung der Ellis-Formel; es
hamdelt sich dabei um eine Weiterfithrung friitherer
Ubeerlegungen [16], die von der Strandqvist-Formel aus-
gegrangen waren.

Gemerelle Behandlung

Das niherungsweise Verfahren, das im vorangehenden
Ab:schnitt beschrieben wurde, 148t sich nur auf die
Kombination zweier Partialserien anwenden. Hiufig
treten jedoch in der klinischen Praxis andere Abwei-
chungen vom normalen Fraktionierungsschema auf. So
komnen einzelne Fraktionen ausfallen, was dann bei-
spielsweise durch Erhdhung der folgenden Fraktionen
kormpensiert werden soll, oder der Arzt mag aus ver-
schiedensten Griinden gezwungen sein, zu einem be-
stimmmten Zeitpunkt vom geplanten Bestrahlungsschema
abzugehen. In all diesen Fillen ist ein formales Schema
erstrebenswert, das es gestattet, auch unregelméfige Be-
strahlungsserien so zu bewerten, da3 ihnen in priziser
Weise eine Nominaldosis zugeordnet wird, so da dann
der Vergleich mit der Standard-Nominaldosis mdglich
ist. Eine solche Methode soll im folgenden erldutert
werden. Es ist dafiir zunéchst erforderlich, die der Ellis-
Formel zugrundeliegenden Annahmen zu erdrtern.

Der Ellis-Formel liegt die Vorstellung zugrunde, daB
jede Einzeldosis einen bestimmten Bruchteil der im Ge-
webe befindlichen Zellen inaktiviert, mit anderen Wor-
ten, daB jede Einzeldosis d den Logarithmus der Uber-
lebensrate S um einen bestimmten Betrag AlnS herab-
setzt. Dieser Betrag ist jedoch nicht einfach der Dosis
proportional, stattdessen vergroBert er sich gemaf der
sigmoiden Form zelluldrer Uberlebenskurven stdrker
als linear mit der Dosis d. Man kann entsprechend der
Ellis-Formel den Ansatz machen, daB es sich um eine
Abhingigkeit von einer Potenz de der Einzeldosis han-
delt:

—AlnS = kd°; p>1. (15)

Ferner liegt der Ellis-Formel die Vorstellung zugrunde,
daf} durch die Regeneration des normalen Gewebes der
zelluldre Schaden mit zunehmender Zeit ¢ nach Bestrah-
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lung wieder verschwindet. Das durch die Einzelfraktion
gesetzte Dekrement der Uberlebenswahrscheinlichkeit
verringert sich also als Funktion der Zeit ¢ nach dieser
Einzeldosis. Auch hier kann man, wie das frither schon
von Strandqvist getan wurde, annehmen, daB es sich um
eine Potenzfunktion handelt. Man erhilt dann folgende
Dosis- und Zeitabhéngigkeit des durch eine Einzelfrak-
tion gesetzten Schadens:

—AInS = kdP (t+1)"A (16)
Fiir die Erholungsfunktion ist (¢#+ 1) ~*und nicht ein-
fach ¢-2angesetzt. Der Grund dafiir ist, daB sich dann

der korrekte Wert 1 fiir =0 ergibt; die Funktion ¢~
wiirde demgegeniiber unendlich fiir t=o.

Um die Konstanten ¢ und % zu bestimmen, muf3 man le-
diglich durch Anwendung von Gl. (16) auf alle Einzel-
fraktionen einer gleichmaBigen Bestrahlungsserie den
am Ende dieser Bestrahlungsserie hervorgerufenen
Grad der Schadigung bestimmen und sodann diejenigen
Werte der GroBen o und A wihlen, die zur Ubereinstim-
mung mit der Ellis-Formel fiihren.

Die Uberlebensrate am Ende einer Bestrahlungsserie
mit N Einzeldosen der GroBe d mit dem jeweiligen zeit-
lichen Abstand AT erhélt man durch Summation aller
sich aus Gl. (16) ergebenden Einzelbeitrage:

—InS_
=

N-1
dP (VA T+1)-A, an
v=0
Wenn die Zahl N der Fraktionen geniigend gro8 ist, so
kann man die Summe im letzten Ausdruck durch das
entsprechende Integral ersetzen und erhélt dann in gu-
ter Ndherung:
N-1

—InS
12 . de [ oaT+n-ray ~ a0
0

(NAT-AT+D1-2
A-NAT -
18)
1
- -A N1=2A.
Ty PATANY
die Isoeffektbeziehung fiir das Normalgewebe ist also:
InS
deN'IATH = —(1-2) == = const. 19)

Um eine Grofle zu erhalten, die ebenso wie die Nomi-
naldosis die Dimension einer Dosis hat, kann man Gl.
(19) zur Potenz 1/p erheben:

— 1/p
d N@=-Dlpo T-NMo= (1_;\)1/p< 1/:15) —cC 20)

Dies entspricht der Ellis-Formel in der durch Gl. (8) ge-
gebenen Form, wenn man folgende Bedingungen fiir die
Koeffizienten o und A wihlt:
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(1-=X)/p = 0,65 und Ap = 0,11. 21
Aus den beiden Bedingungen ergeben sich die Werte:
p=1,316 und A= 0,1447. (22)

Damit sind die der Ellis-Formel entsprechenden Koeffi-
zienten in Gl. (16) bekannt, und es ist moglich, eine der
Gl. (3) entsprechende allgemeine Formel anzugeben, die
auch fiir irregulédre Fraktionierungsschemata gilt.

GemiB Gl. (20) gilt:

—InS\'e
) ) (23

C= (1—7\)"P< P

und da sich InS/k durch Summation der Gl. (16) ent-
sprechenden Einzelbeitrage ergibt, erhilt man

N
C= -y < > dS(T—rv)-k)“o; @4

v=1

dabei ist ¢y der Zeitpunkt der Applikation der v-ten
Fraktion. T ist gleich ty + 1, d. h. es ist gleich dem Zeit-
punkt einen Tag nach Applikation der letzten Fraktion.
Die GroBe d. ist die in der v-ten Einzelfraktion gegebe-
ne Dosis.

Mit den oben angegebenen numerischen Werten fiir die
Koeffizienten ¢ und ) ergibt sich also die generelle For-
mel fiir die Nominaldosis einer beliebigen, auch un-
gleichméaBigen Bestrahlungsserie:

N
C =089 (Z d318 (17— xv)-°-m’)°-76. @5)

v=1

Die Auswertung der Formel ist etwas miihsam, da, etwa
bei Anwendung eines programmierbaren Kleinrechners,
die Eingabe des Wertepaares d., ¢, fiir jede Einzelfrak-
tion ndtig ist; jedoch wird dieser praktische Nachteil
durch die generelle Anwendbarkeit der Formel aufge-
wogen.

Man kann die hier angegebene Formel dadurch testen,
daB man sie auf eine gleichmiBige Bestrahlungsserie an-
wendet; es ergeben sich dann nahezu die gleichen Wer-
te fiir C wie bei der Anwendung der Ellis-Formel GI.
(3). Beispielsweise erhélt man aus der Ellis-Formel die
Nominaldosis C = 1824 rd fiir 30 Fraktionen von je
300 rd taglich. Aus Gl. (20) dagegen ergibt sich der
Wert C = 1808 rd.

Im allgemeinen zeigen sich auch nur geringe Abwei-
chungen, wenn man die Formel auf die Kombination
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von Partialserien anwendet und das Ergebnis mit den
Werten vergleicht, die aufgrund des im vorhergehenden
Abschnitt besprochenen N#herungsverfahrens (Gl. (14))
erhalten werden. Betrachtet man beispielsweise zwei
Partialserien von 5 X 200 rd und von 15 X 300 rd und
nimmt man an, es werde Smal pro Woche bestrahlt,
so resultiert die Nominaldosis C = 1867 rd aus Gl.
(14). Aus Gl. (25) erhélt man dagegen die Nominaldosis
C = 1836 rd, falls zundchst die 15 groeren Fraktionen
und am Ende die 5 verminderten Fraktionen appliziert
werden. Dagegen erhalt man aus Gl. (25) die Nominal-
dosis C = 1891 rd, wenn die Reihenfolge der beiden
Partialserien vertauscht wird. Nach der Formel ist also
die Toleranz des Normalgewebes etwas erhoht, falls zu-
néchst die groferen und dann die geringeren Dosen ge-
geben werden. Dies liegt daran, daB3 dabei, gemafl der
der Ellis-Formel zugrundeliegenden Vorstellung zur Er-
holung des Normalgewebes, die insgesamt wahrend der
Bestrahlung erfolgende Regeneration etwas erhoht ist.

AbschlieBende Bemerkungen

Wenn hier eine Interpretation und eine Verallgemeine-
rung des durch Ellis eingefiihrten Formalismus bespro-
chen wird, so kann dies nicht geschehen ohne den Hin-
weis auf wichtige Faktoren, die die Giiltigkeit des for-
malen Schemas beschrianken.

Die Ellis-Formel bezieht sich nur auf das gesunde Ge-
webe. Obwohl die entsprechende von Ellis in Erwdgung
gezogene Gleichung fiir Tumoren erwdhnt wurde, so
wurde doch darauf verzichtet, auch diese Gleichung in
einer der Gleichung (25) analogen universellen Form zu
schreiben. Mathematisch wére das wegen des Fehlens
der Zeitabhingigkeit noch einfacher als der behandelte
Fall, jedoch ist es sehr zweifelhaft, ob die Angabe einer
universellen Gleichung fiir verschiedene Tumortypen
sinnvoll ist. Gerade die Diskussion der erhofften Mog-
lichkeit, durch gezielte zeitliche Verteilung den zytoki-
netischen Parametern des einzelnen Tumors gerecht zu
werden, bestitigt uns in dieser Vorsicht. Man kann auch
durchaus nicht die Moglichkeit ausschlieBen, daf3 in der
Reaktion des gesunden Gewebes dhnliche komplizierte
Abhéngigkeiten auftreten und zu wesentlichen Abwei-
chungen von der Ellis-Formel fiihren.

Ein zweites wichtiges und bisher durchaus nicht geldstes
Problem ist die Angabe einer Gleichung fiir dicht ioni-
sierende Strahlungen. Man muf3 erwarten, daf3 entspre-
chend den oft nahezu exponentiellen Uberlebenskurven
im Fall dicht ionisierender Strahlen sich die Abhangig-
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keit won der Hohe der Einzeldosis wesentlich reduziert.
So wurde beispielsweise der Exponent 0,04 statt 0,24 in
der Ellis-Formel bei Neutronenbestrahlungen ange-
wandit [7]. Welche numerischen Werte jedoch bei den
einzelnen Strahlenarten korrekt sind, das verbleibt der
klinischen Erfahrung sowie der theoretischen Analyse
als offfenes Problem. Im Anhang sind daher die bespro-
chenen Gleichungen in allgemeiner, fiir unterschiedli-
che im der Ellis-Formel eingesetzte Koeffizienten giilti-
ger Form angegeben.

Eine andere offene Frage ist, ob es nicht iiberhaupt eine
wesentliche Beschriankung der Ellis-Formel ist, daf} sie
einer Abhingigkeit des zelluldren Schadens von einer
Potenz der Einzeldosis entspricht; wie wir heute wissen,
sind zelluldre Uberlebenskurven besser durch eine
Uberlagerung einer linearen und einer quadratischen
Abhangigkeit von der Dosis darzustellen [13, 17]. Es
ist also durchaus gerechtfertigt und wird auch in Zu-
kunft notwendig sein, daB3 von der Ellis-Formel abwei-
chende theoretische Ansitze gepriift werden [1, 4, 8, 11,
19]. Jedoch ist nicht daran zu zweifeln, dall der Forma-
lismus gegenwértig ein wertvolles Hilfsmittel in der
Strahlentherapie ist.

Anhang

Die iiblicherweise in der Ellis-Formel verwendeten Ko-
effizienten gelten nur fiir locker ionisierende Strahlen.
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Es ist daher zweckmaBig, die fiir den speziellen Fall be-
sprochenen Gleichungen auch in allgemeiner Form an-
zugeben. Dies soll im folgenden geschehen; dabei kann
auf Ableitungen verzichtet werden, da die Argumenta-
tion ganz analog der im speziellen Fall ist.

Die Gl. (3) entsprechende allgemeine Form der Ellis-

Gleichung ist:
C=DN-?T-q, (A. 1)

wobei p und q von den Werten 0,24 und 0,11 abweichen
konnen.

Die der Gl. (8) entsprechende Form ist dann:
C=dN'-»-9AT"", (A.2)

Um die Dosis-Zeitabhéngigkeit in Gl. (16) mit der Ellis-
Formel in Ubereinstimmung zu bringen, miissen die der
Gl. (21) entsprechenden Bedingungen erfiillt werden:

1-2

T =1-p—q und ANp=gq. (A.3)
Daraus ergibt sich:

p=1/(1-p) und X=gq/(1-p). (A.4)

Diese Werte sind in Gl. (24) einzusetzen, um die Ver-
allgemeinerung der Ellis-Formel zu erhalten.

Anmerkung: Herrn Professor J. Rassow, Universitatsklinikum
Essen, sei fiir wichtige Hinweise und fiir kritische Durchsicht
des Manuskriptes gedankt.
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