THESE
présentée
pour l'obtention
du
DIPLOME de DOCTEUR de 3e CYCLE
a
L'UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE

- Paris 6 -

spécialité : Mathématiques

mention : Combinatoire

par M. Frangois BRY

" SUR LES COUPLAGES DANS

LES GRAPHES INFINIS "

soutenue le 24 novembre 1981 devant la Commission composée

de :

M. R. PALLU DE LA BARRIERE Président,

M. C. BERGE Examinateur,
M. J. BERSTEL Examinateur,
M. M. LAS VERGNAS Examinateur,

M. Y. OULD HAMIDOUNE Invité.



Au moment d'achever la rédaction de ce travail, il
m'est agréable d'exprimer ma reconnaissance a Monsieur le
Professeur R. Pallu de la Barriére qui me fait 1'honneur
d'accepter la présidence du jury de»cette theése.

Ma reconnaissance et mes remerciements vont aussi
4 Monsieur C. Berge, Directeur de Recherche au C.N.R.S.,
qui m'a accueilli dans 1'Equipe de Recherche qu'il dirige
et au Séminaire qu'il anime avec Monsieur P. Rosensthiel.

Il m'est agréable de remercier Monsieur le
Professeur J. Berstel qui a l'amabilité& de bien vouloir
faire partie de ce jury.

C'est Monsieur M. Las Vergnas, Maitre de Recherche
au C.N.R.S., qui m'a ouvert le champs de recherche ol je
me suis exercé et qui m'a guidé dans mon travail, ne
ménageant ni son temps ni ses conseils. Qu'il veuille
bien aceepter mes plus sincéres remerciements.

J'adresse mes remerciements 3 Monsieur
Y. O. Hamidoune pour les conseils et les encouragements

qu'il m'a prodigués.



SOMMAIRE

pages
INTRODUCTION. ¢t e veeeeeecnacanccasancnssoacssssssoscnasal

1. RESULTATS PRELIMINAIRES.....ccceoceccoonsocsncsnased
1. Terminologie et NotationS......cceceeeeeeeeed
2. Couplages dans les graphes localement finis.?7
3. Composantes couplage-critiques..............9

4. Couplages dans les graphes bipartis.........1ll1

2. SYSTEMES DE REPRESENTANTS DISTINCTS DES FAMILLES

D'ENSEMBLES N'AYANT QU'UN NOMBRE FINI DE MEMBRES

INFINIS .. ..oeeeeooacsecossssscsossaccsosnssscsnsccsssssssll
1. Introduction...c.ceeeieeeeecenececcacnoaneaaall
2. Terminologie et notations......ccceceveeec..14
3. Conditions nécessaires et suffisantes

d'existence de syst@mes de représentants distincts de

familles n'ayant qu'un nombre fini de membres infinis.14

3. DECOMPOSITION DE EDMONDS ET GALLAI DES GRAPHES

LOCALEMENT FINIS......ﬂ...............................27
1. Introduction.............. G v ea27
2. Graphes localement finis de défauts finis...27
3. Décomposition de Edmonds et Gallai des

graphes localement finis de défauts finis.............31
4. Décomposition de Edmonds et Gallai des

graphes localement finis de dé&fauts quelconques.......35



pages
4. NOMBRE DE COUPLAGES PARFAITS D'UN GRAPHE

LOCALEMENT FINI..c.ccecocncecosscnasesnancnonnnsavenssedld
1. INtroducCtion..ceceeeeeccsssscvnncsacsencasssadl
2. Graphes localement finis contenant un et un
seul couplage parfait......ceeeeeeecccccccanccenscascsad5
3. Propriétés des graphes localement finis
2-connexes contenant un et un seul couplage parfait....51
4. Nombre de couplages parfait d'un graphe
localement fini N~CONNEXE.....ececeecccnccososscacassssb3
5. Probl2mes OUVErtS....cceeeceacecscccacccacssabd9

ANNEXE..eveeeecoocceccsoscasssnsssssssossscasnsocasl

5. EXISTENCE DE COUPLAGES PARFAITS DANS LES GRAPHES

AVEC UN SEUL SOMMET DE DEGRE INFINI.....ccvevecacecessal3
1. IntroduCtion...ceveeeeesecscsccccccncnccnanssl3
2. Enoncé des résultats.....cceeeevecccccccnceas?3

3. DEMONStration..cccceecrcacocscccscncncosonsasld

BIBLIOGRAPHIE. . ccuceeecesosacansoasanscscacnocnacaassansl9
INDEX TERMINOLOGIQUE. ... .cveeosscssecacncananaasnessassB3

INDEX DES SYMBOLES . e vevvosoeenesenanesananeeanannsesaB84






INTRODUCTION

Nous présentons quelques résultats sur les couplages dans les graphes
infinis sous des hypothéses de finitude trés restrictives : les graphes
que nous étudions sont localement finis (donc dénombrables s'ils sont
connexes) ou n'ont qu'un nombre fini de sommets de degrés infinis. On ne
peut en effet trop reladcher ces conditions de finitude sans sortir du

cadre de la combinatoirel.

L'étude des couplages tient une place importante en théorie des

graphes pour des raisons théoriques, mais aussi par les applicationsz.

it Citons par exemple :

P. Erdds, F. Galvin and R. Rado, Transversals and multitransversals,

J. Lon.Math. Soc., 2 (1979), pp. 387-395.

2 Citons notamment :

P.W. Kasteleyn, Graph theory and crystal physics, in Graph theory
and theoretical physics, pp. 43-110, Ac#demic Press, London 1967 ;
F. Barahona et J.P. Uhry, Complexité et simplicité de certains
problémes de physique statistique, in Regards sur la théorie des
graphes, Actes Coll. Cerisy 12-18 juin 1980,

P. Hansen et D. de Werra éd., 1980, pp. 159-163.



Les théorémes de Kdnig (16}3 et P. Hall (17 d'une part, et de
Tutte (28] d'autre part, sont & l'origine de l'é&tude des couplages
dans les graphes finis. Les théorémes de P. Hall [17] et de M. Hall [16]
introduisaient naturellement & 1'étude des couplages dans les graphes
bipartis infinis. De nombreux travaux ont été poursuivis dans cette
direction (voir 761, 4], 724) et [32] entre autres). Par contre,
en ce qui concerne les 3raphes infinis non bipartis, nous ne disposions
pratiquement que du théoréme de Tutte 729 donnant une condition néces-
saire et suffisante & l'existence d'un couplage parfait dans un graphe
localement fini. L'étude des couplages dans les graphes infinis se jus-
tifie donc d'un point de vue théorique. Les travaux de Kasteleyn4 mon-

trent qu'on ne saurait lui dénier tout intéré&t pour les applicationms.

Aprés avoir rappelé dans un premier chapitre les résultats auxquels
il sera souvent fait appel par la suite, nous présentons au chapitre 2
les théorémes sur l'existence de systémes de représentants distincts
d'une famille d'ensembles n'ayant qu'un nombre fini de membres infinis.
Ces résultats ne sont pas originaux, mais nous en unifions les preuves
et donnons une trés courte et simple démonstration d'un théoréme de
Folkman {14;.

Au chapitre 3 nous étudions la structure, relativement aux couplages,
des graphes localement finis, généralisant un théoréme de Edmonds 11

et Gallai _15. sur les graphes finis.

(3) Ces références renvoient & la bibliographie en fin d'ouvrage.

(4 op. cit.



Dans un quatriéme chapitre, nous évaluons le nombre de couplages
parfaits dans les graphes localement finis, en fonction de leurs

connexités.

Nous donnons finalement dans un cinquiéme et dernier chapitre une
condition nécessaire et suffisante & l'existence d'un couplage parfait

dans un graphe n'ayant qu'un seul sommet de degré infini.
Ces quelques résultats aménent a& poser de nombreux problémes.

Tout d'abord, il serait naturel de chercher une extension du
théoréme 3.4.7 5 en relation avec le théoréme 5.2.1 : la décomposition
de Edmonds et Gallai s'étend-elle aux graphes ayant un sommet de degré

infini ?

Il serait bon d'étendre les résultats du chapitre 5 : peut-on
trouver une condition nécessaire et suffisante & 1l'existence d'un
couplage parfait pour des graphes ayant un nombre fini quelconque de

sommets de degrés infinis ?

D'autre part, il reste & préciser la borne inférieure du nombre de
couplages parfaits d'un graphe localement fini en fonction de sa
connexité. Dans le cas particulier des graphes l;icritiques, Lovisz pense
que cette borne est infinie : cela reste & démontrer. Ainsi que Mader 23
1'a fait pour les graphes finis, on peut espérer pouvoir estimer le nom-

bre de couplages parfaits d'un graphe localement fini en fonction de son

(53 Cette référence renvoie au chapitre 3, paragraphe 4, Théoréme 4.7 .

Dans un méme chapitre, les renvois ne précisent pas le chapitre.



degré minimum et non de sa connexité.

Il reste aussi & caractériser les graphes localement finis
2-connexes ne contenant qu'un seul couplage parfait. Nous faisons une
conjecture (conjecture 4.3.4) dont la preuve permettrait cette caracté-

risation.



1. RESULTATS PRELIMINAIRES

1. Terminologie et Notations

Les graphes que nous considérerons sont des graphes simples 12:.
Un tel graphe G = (V,E) est un couple formé d'un ensemble V de
sommets et d'un ensemble E d'arétes, c'est & dire de parties de V
de cardinal 2.

Le nombre de sommets de G est l'ordre de G . On dit que G
est fini s'il est d'ordre fini.

Etant donné un sommet x de G , un sommet y est un voisin de
x si {x,y] est une aréte de G . On dit alors que y est adjacent

4 x et que 1'aréte {x,y} est incidente & x . On note PG(x)

l'ensemble des sommets de G adjacents & x . Pour XCV , on

pose T (X) = U To(x) .
xeX
Le degré dG(x) d'un sommet x de G est défini par
dG(x) = ITg(x)I . G est localement fini si dG(x) est fini pour
tout x € V . Le degré maximum d4(G) de G est défini par
d(G) = Sup (dG(x)/er} .

G est biparti s'il existe une partition V =V_ + V telle que

1 2
deux sommets de Vi (i = 1,2) ne soient pas adjacents. On note alors
G = (V1,V2;E) .
G est complet si deux quelconques de ses sommets sont adjacents.
Si X =V , le sous - graphe de G engendré par X , noté GIX2,

est le graphe dont l'ensemble des sommets est X et les arétes, celles

de G qui sont incluses dans X .



Si FC E , le graphe partiel de G engendré par F est le
graphe (V,F) .

Une chaine est une suite (xn) - finie ou infinie - de sommets
telle que x soit adjacent & X, . si x; # x

Nt dés que i # 3,

b

la chaine est élémentaire.

G est connexe s'il contient une chaine entre deux quelconques
de ses sommets.

Les composantes connexes de G sont les sous - graphes connexes
maximaux - pour l'inclusion - de G . CO(G) ¢ Cl(G) » C_(G) dénotent
respectivement les nombres de composantes connexes de G d'ordres
pairs, impairs et infini. Si X CV et si cela ne préte pas a confu-
sion, on abrégera CO(GD(]) » C,(GIXD) et C_(G[X1) en ColX) , € ()
et ca(x) .

Si n est un entier naturel non nul, G est n-connexe si pour
toute partie X de V de cardinal au plus n -1, GIV\NX] est
connexe. G est n-aréte-connexe si pour toute partie F de E de
cardinal au plus n - 1 , le graphe partiel (V,E\F) est connexe.

Si G est connexe, une partie S de V est un ensemble de séparation
de G si GIVN\SI n'est pas connexe. Si S = {x} est un ensemble de
séparation de G , on dit que x est un sommet d'articulation de G .

Une aréte e d4'un graphe connexe G = (V,E) est un isthme si le
graphe partiel (V,E\{e}) n'est pas connexe.

Un couplage de G est un ensemble d'ar&tes de G deux & deux
disjointes. Si F est un couplage, UF est son support. Un couplage
F de G est parfait si UF = V . Un couplage F sature X CV si
XCTUF .

G est couplage-critigue s'il n'a pas de couplage parfait et si

pour tout x €V, GIVN\{x)? a un couplage parfait. On vérifie



aisément qu'un graphe couplage-critique est fini et d'ordre impair. On
note par Cct(G) le nombre de composantes connexes couplage-critiques
du graphe G . Si X CV , on abrégera Ccr(GixJ) en ccr(x) lorsqu'
aucune confusion n'est & craindre. Si X et A sont deux parties de
v, Ccr(x'A) est le nombre de composantes connexes couplage-critiques
de G[X] incluses - au sens des sommets - dans A .

G est bicritigue s'il a un couplage parfait et si pour toute
paire de sommets distincts x et y , G{X\{x,y}] a un couplage

parfait.

2. Couplages dans les graphes localement finis

Tutte a donné dans [28] et [30] une condition nécéssaire et suf-

fisante pour qu'un graphe fini ait un couplage parfait.

Théoréme 2.1 (Théoréme de factorisation)
Un graphe fini G = (V,E) a un couplage parfait si et seulement

si €,(V\S) g |s| pour toute partie s de V.
Le théoréme suivant est di & Brualdi (5].

Théoréme 2.2

Soient G = (V,E) un graphe et X une partie de V dont tous
les sommets sont de degrés finis. Il existe un couplage F qui sature
X si et ;seule:nent si pour toute partie finie Y de X il existe un

couplage de G qui sature Y .

La preuve du théoréme 2.2 repose sur le principe de sélection de
o
Rado 725]. Etant donnée une famille "= (Ai/icI) de parties d'un

ensemble A , une fonction de choix de la famille :F‘ est une appli-~



cation x de I dans ) A telle que x(i) € A
iel

1 pour tout 1 e I .

Théoréme 2.3 (Principe de sélection)

soit F = (Ai/ieI) une famille de parties finies d'un ensemble A.
Pour toute partie finie J de 1 , soit Xy une fonction de choix de
la famille (Ai/ieJ) . Il existe une fonction de choix X de la famille
fF telle que pour toute partie finie J de I , il existe une partie

finie K de 1 contenant J de sorte que er = XK[J .

Ce théoréme n'est qu'un cas particulier d'un théoréme de Bourbaki

((4) III-§7-4 p. 58) sur les limites projectives de familles d'ensembles.

Démonstration du théoréme 2.2

Supposons que pour toute partie finie Y de X il existe un

couplage F, de G qui sature Y . FY détermine une fonction de choix

Y

injective X, de la famille (I‘G(x)U{x}/st) de la maniére suivante:
xY(x)=y si xeY et {x,y}eF.

si xy(x) =y eY alorsona XY(Y) = x . D'aprés le théoréme 2.2 il

existe une fonction de choix x de la famille (I‘G(x) U {x}/xeX). x est

injective car les x, le sont. F = {{x,x(x) }/xeX} est un couplage de

G car X est injective et car si x(x) =y € X alors en considérant

Y = {x,y} , on a x(y) = x(x)

Des théorémes 2.1 et 2.2 découle le theordme suivant dd & Tutte [29],

qui étend aux graphes localement finis le théoréme 2;1.

Théoréme 2.4 (Théoréme de factorisation)
Soit G = (V,E) un graphe localement fini. G a un couplage
parfait si et seulement si Cl (V~s) < Isl pour toute partie finie

S de V .



Nous utiliserons a plusieurs reprises 1l'observation suivante:

Lemme 2.5

Soient G = (V,E) un graphe, Pl et F2 deux couplages de G .
Les composantes cohnexes du graphe partiel (v,rluz) sont de cing
types:

1. Point isolé,

2. Cycle élémentaire Fi-alte.mé (une aréte sur deux est dans Fy ).

3. Chaine élémentaire Fl-altemée sans extrémité,

4. Chaine élémentaire Fl—alternée finie dont chaque extrémité est
insaturée par un des deux couplages,

5. Chaine élémentaire Fl-alternée infinie issue d'un sommet insaturé

par un des deux couplages.

(On remarque en effet que le graphe partiel (V'FIAFZ) est de

degré maximum 2.)

3. Composantes couplage-critiques

Lemme 3.1 £10]

Soient G = (V,E) un graphe, A une partie de V et S une
partie finie de V telle gque Cy (VNS;A) soit fini. Il existe une
partie finie T de V telle que S CTCV et telle que

C  (V\T:A) - |7 2 €, (V\sS;A) - Is] .

Démonstration
Soient Cl""'cp les composantes connexes impaires de GLV\S]
contenues dans A . Soit T wune partie de V maximale pour 1l'inclusion

a vérifier les deux propriétés suivantes:
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il.scTcC (svc, ...ucp)
2. C,(V\T;A) - [zl > C,(VN\sia) - |s|
Montrons que toutes les composantes connexes impaires de G(V\T)
contenues dans A sont couplage-critiques. Supposons qu'une telle
composante C ne soit pas couplage~-critique. D'aprds le théoréme 2.1
il existe x e C et X c CN{x} tels que
c,eNTx ulx)l) 2 %] + 1.
|c] étant impair, ¢, (c N[XU{x}]) est de méme parité que |x| , d'od
c eN[x ulxl]) 2 x| + 2.
Comme C,(V\[TUXU{x}1;A) =C (VNT:A) - 1 +C,(C\[XxUlx]]) ona
c, N (ruxuixll;a) - JTuxuix}| 2 € (VNT:A) - ||

ce qui contredit la maximalité de T .

Le lemme 3.1 est utile pour remplacer des conditions sur les
composantes connexes impaires par des conditions sur les composantes
connexes couplage-critiques dans différentes propositions relatives
aux couplages. Comme conséquence immédiate du lemme 3.1 et du théoréme

2.4, on a :

Théoréme 3.2 [10]
Un graphe localement fini G = (v,E) a un couplage parfait si

et seulement si ccr(V\S) b |s| pour toute partie finie S de V .

Ce théoréme est un résultat bien connu dans le cas fini. Nous
n'en connaissons cependant pas de référence explicite. Les articles
[117 et (157 peuvent &tre donnés comme références implicites car le
théoréme 3.2 - dans le cas fini ~ est une conséquence immédiate de

la décomposition de Edmonds et Gallai.
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4. Couplages dans les graphes bipartis

Au graphe biparti G = (X,Y;E) on peut associer la famille
d'ensembles 3‘6 = (I‘G(x)/xex) . Réciproquement, 3 la famille
‘:F= (Ai/:l.eI) de parties d'un ensemble A , on peut associer le
graphe biparti G_ = (I, () Ai;E)+ oi (i,a) € E si et seulement

¥ ieI
si aeaA, .

i
A un couplage F de G saturant X est associé une famille
R = (ax/xex) d'éléments de Y telle que {x,a} € F . Pour tout
x € X, on a aer‘G(x) et ax#ay si x#y . La famille R
est un systéme de représentants distincts de "‘fe .
Un premier résultat bien connu dd & K3nig [18] en termes de
graphe et & P. Hall [17] en termes de famille d'ensemblesdonne une

condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille finie de parties

quelconques d'un ensemble A ait un systéme de représentants distncts.

Théoréme 4.1
soit F= (Ai/iéi;n) une famille finie de parties d'un ensemble
A. T aun systeme de représentants distincts si et seulement si

| U Ail > |3| pour toute partie J de I .
ied h

M. Hall a ensuite étendu ce théoréme aux familles quelconques

de parties finies d'un ensemble A .

s
* si (U Ai) A I#¢ , on considére une copie I' de I disjointe
ieX
de \J A, .
jer *
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Théor2me 4.2 [16]
Soit ’f = (Ai/ieI) une famille de parties finies d'un ensemble A .
F a un systéme de représentants distincts si et seulement si

| U Ail > |3| pour toute partie finie J de I .
ied

M. Hall a également estimé le nombre de couplages parfaits d'un

graphe biparti fini [16].

Théoréme 4.3
Soit G = (X,Y;E) un graphe biparti fini contenant au moins un
couplage parfait. Si dG(x) >n pour tout x € X, alors G a au

moins nl! couplages parfaits.



2. SYSTEMES DE REPRESENTANTS DISTINCTS DES FAMILLES D'ENSEMBLES

N'AYANT QU'UN NOMBRE FINI DE MEMBRES INFINIS

1. Introduction

Le premier résultat (Théoréme 1.4.1) établi par K3nig (18] en
termes de graphe biparti et par P. Hall [17] en termes de famille
d'ensembles donne une condition nécessaire et suffisante 3 1'exis-
tence d'un systéme de représentants distincts pour une famille finie.
Ce résultat fut ensuite étendu par M. Hall [16] aux familles de car-
dinalités quelconques mais formées d'ensembles finis (Théoréme 1.4.2).
De nombreuses preuves de ce théoréme de M. Hall ont été données ([13],
(261 etc...).

Le théoréme 3.2, dd & Jung et Rado [27], donne une condition
nécessaire et suffisante & 1l'existence d'un systéme de représentants
distincts pour une famille n'ayant qu'un seul membre infini. De nom-
breuses conditions de méme inspiration ont été données pour les familles
n'ayant qu'un nombre fini d'ensembles infinis. La premiére découle 4d’un
résultat de Brualdi et Scrimger (6] Théoréme 5) et du théoréme 1.4.2.
McCarthy (21] en a simplifié 1'énoncé ainsi obter;u et en a donné une
preuve directe. Deux autres théordmes sont dus & Woodall [32]. Folkman
{14] a donné une condition nécessaire et suffisante a l'existence d'un
systéme de représentants distincts pour une famille n'ayant qu'un nombre
- fini de membres infinis, dont l'inspiration est différente de celle des

théorémes précedemment cités. Selon Woodall .32), ce théoréme "semble
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&tre d'un type entidrement différent”. Nous montrons par une preuve
simple et courte qu'il n'en est rien : la condition du théoréme de
Folkman implique celles d'un des théorémes de Woodall. Nous unifions
ainsi les preuves des théordmes sur les systémes de représentants

distincts des familles n'ayant qu'un nombre fini de membres infinis.

2. Terminologie et notations

soit & = (Ai/:l.eI) une famille de parties d'un ensemble A ,
indexée par un ensemble I . Si J est une partie de I , la restriction

de ¥ 4 J est la famille {:‘TJ = (a,/ieI) . On notera T = U A, -

ied

Un ensemble de représentants distincts de & est une partie R
de "jin telle qu'il existe une bijection X de I dans R vérifiant
x(i) € Ai pour tout i € I . (x(i)/ieI) est alors un systéme de

représentants distincts de ‘3‘ .

3. Conditions nécessaires et suffisantes d'existence de systémes de

représentants distincts de familles n'ayant qu'un nombre fini de

membres infinis

Tout au long de ce paragraphe, {,T-J = (AilieI) . désignera une
famille de parties d'un ensemble A , indexée par un ensemble

I=1I,+1I tel que I

1 9 soit fini, et A

4 soit fini pour tout

2

ie1 o - (A, /i€l
sl.nnot:eranl—h1 iez.

Un premier théoréme, dd & Jung et Rado _27., donne des conditions
nécessaires et suffisantes & 1'existence d'un systéme de représentants

distincts de - lorsque IIZI =1, i.e. lorsque ¥ a un seul
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membre infini.

Définition 3.1

Une partie J de I1 est critique (relativement & la famille 'F )

si elle est finie et si |’iFtJ][ = |a] .

Le domaine critigue II de (V:( est la réunion des parties critiques

defﬁ.

Théoréme 3.2 [27)

Soit ¢= (Ai/ieI) une famille de parties d'un ensemble A n'ayant
qu'un seul membre infini A, (I, = I~{i }).
10 1 0
‘F‘ admet un systéme de représentants distincts si et seulement si

1) [ﬁ'[J]I > IJI pour toute partie finie J de I
+
2 Aiéﬁf’tzg .

1 ’

Le théoréme 3.2 de Jung et Rado généralise le théoréme 1.4.1.

Lemme 3.3

Soit ".7‘,= (Ai/ieI) une famille de parties de A n'ayant gu'un
seul membre infini Aio . Si ‘Lfl = (AilieI\{io}) a un systéme de
représentants distincts, alors "—"‘;I.;", est l'intersection des ensem-

" bles de représentants distincts de {;1 .

Démonstration

D'aprés le théoréme 1.4.2, si ae A, i?’ admet un systéme de

1
représentants distincts ne contenant pas a si et seulement si

F"EJ)\ {a}] > |3| pour toute partie finie J de I, i.e. si et

seulement si [F07| > |J]| pour toute partie finie J de I, et

a ¢ 773" pour toute partie finie J de I, telle que 13| = ||

""dl admet donc un systéme de représentants distincts ne contenant pas
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a si et seulement si a t?’ltlﬁ .

Démonstration du théoréme 3.2

D'aprés le théoréme 1.4.2 et le lemme 3.3, les conditions (1)

et (2) sont nécessaires. Réciproquement, sopposons que la famille

i?‘ vérifie les conditions (1) et (2) mais n'admette pas de systéme

de représentants distincts. D'aprés le théoréme 1.4.2, tout ensemble
de représentant distincts de ::le
D'aprés le lemme 3.3, cela contredit la condition (2) .

= (Ai/icI \{io}) contient Aio

Définition 3.4
soit F' = (A /ieI) une famille de parties d'un ensemble A telle
que I=11+Iz, 12 soit fini et Ai fini pour tout i eI
Soit B une partie de A telle que la famille Z""(

1
1 admette un
systéme de représentants distincts ne rencontrant pas B 1.. Une partie
J de I1 est B-critique (relativement & la famille j‘ ) si elle
est finie et si [Froi\B| = |3| .
Le domaine B-critique I‘; (B) de la famille - est la réunion des
parties B-critiques de 11
Si B est une partie de A rencontrant tout systéme de repré-
sentants distincts de Ha , on définit le domaine B-critique de

comme étant I;(B) =g

Lemme 3.5

. .+ . .
Si B est une partie de A , alors = ;II(B)_' est 1'intersection

des ensembles de représentants distincts de ‘:‘1 ne rencontrant pas B .

Démonstration

si ;’—-’1 n'admet pas d'ensemble de représentants distincts disjoint

p—

de B , alors .- "._‘I';'(B)’J = I: (B) = ¢ . Sinon considérons la famille

(')D'aprés le théoréme 1.4.2, c'est é&quivalent & dire que

1731\ B 2 'J| pour toute partie finie J de I

.-



17

3= (Ai ~ B/isIl) . Une partie finie de I, est critique pour la

1
famille > (au sens de la définition 3.1) si et seulement si c'est

une partie B-critique de 7. si II est le domaine critique de o) .

on a II = I;(B) et le résultat découle du lemme 3.3.

S'inspirant de la condition (2) du théoréme 3.2, on peut penser
que 7 admet un systéme de représentants distincts si '-}'1 en admet
un et si ‘f[l(", ;ti}f{ltf}‘[l('! )} pour toute partie non vide K de I, .
Il n'en est rien comme le montre l'exemple suivant.

Exemple 3.6

Posons I, =N, I, = {-2,-1} , 1 = I, +1, et A =2 . Définis-
sons la famille ¥F= (A;/ie1) par :
Ai={i} si isIl,
A, =m,={1}v2z .
% n'admet pas de systéme de représentant distincts alors que F 1
en admet un. De plus si Kk = {-1}, {-2} ou {-1,-2} alors
—

FKl={-1}U 2z et II@[K",) = 2\2Z . On a donc

F I 6RD] = 28283 FK] .

Plussieurs théorémes donnent des conditions nécessaires et suffi-
santes & l'existence d'un systéme de représentants distincts d'une
famille n'ayant qu'un nombre fini de membres infinis. A l'exception de
1'un d'entre eux, le théoréme 3.7 40 & Folkman [14], leurs conditions
sont clairement équivalentes & celle du théoréme 3.8 de Brualdi et
Scrimger.

La famille de parties d'un ensemble A , = = (Ai/ieI) , considérée
dans les énoncés qui suivent est telle que I = 11 + 12 ' Ai est fini

pour tout i ¢ I1 et 12 est fini.
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Théoréme 3.7 (J. Folkman ~14])

% admet un systéme de représentants distincts si et seulement
si

(7) Pour tout n € N , pour tous ensembles J et K tels que
KecJcI, tels que [F I\ ?{K’jl soit fini et tels que

[P . . L.

|[g\K| > n + [F13° <¥'k7| , il existe un ensemble fini L C K tel
gue pour tout ensemble fini T vérifiant L C TC K on ait

Bl 2+ ol .

Théoréme 3.8 (R.A. Brualdi & E.B. Scrimger (6], P.J. McCarthy [217)
Cr' admet un systeme de représentants distincts si et seulement
si

(1) I'S-'l[Jﬂ > |3| pour toute partie finie J de 1,

(8) Pour toute partie finie B de A telle que ’.Fl admette
un systéme de représentants distincts ne rencontrant pas B , et

pour toute partie K de I, telle que |K| = |B] +1, ona

2
FIKI ¢ Bu‘i»‘-'fI;'(srj .

Théoréme 3.9 (R.A. Brualdi & E.B. Scrimger [6], D.R. Woodall [32})

F admet un systéme de représentants distincts si et seulement
si
(1) |‘.}'.1[,J3| > |3| pour toute partie finie J de 1.

(9) Pour toute partie non vide K de 1, de cardinal k et

2
pour tout ensemble B de cardinal k - 1

\

B={a1,...,a.k_1}C€F'IK] -avec B=¢g si k=1 - tel que

PR et -
pour tout 3 vérifiant 1 <3 <k-1, ay ¢°-E11({a1""'aj—l})“

on a :

FiK¢ BUF LB .
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péoréme 3.10 (D.R. Woodall 732")

admet un systéme de représentant distincts si et seulement
31
(1) ITFI‘_'J'[ 2 |3| pour toute partie finie J de 1,
(10) Pour toute partie non vide K de 12 et pour toute partie B
de TFtk) telle que |B| < |k| , on a :

+
FIKI ¢ BUF LI (B)] .

fThéorédme 3.11 (D.R. Woodall 1327)

ff admet un systéme de représentants distincts si et seulement
51

(1) Ij’-;[J]I > |3] pour toute partie finie J de 1,
(11) Pour toute partie non vide K de 12 et pour toute partie B
de A telle que IBI < [K] , ona :

Frosuyen| 2 [k - |8] .

Les preuves des théorémes 3.7 & 3.11 reposent sur le lemme simple

suivant établi par Folkman [14] et Woodall {32].

Lemme 3.12
Soit B une partie finie de A telle que la famille
EF; = (Ai/ieIl) ait un systéme de représentanfs distincts ne rencon-
trant pas B .
Toute union et toute intersection finies de parties finies J
de I, telles que |7\ B| = |J| vérifient aussi cette propriété.
Il s’ensuit gue toute partie finie T de II(B) est contenue

dans une partie finie L de I;(B) telle que FuwisB| = || .
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Démonstration
Soient J1 et J2 deux parties finies de 11 telles que
|T;»','J_1:\ B| = |3,] et |5‘-’;J21\ B| = |5,| . ¥, admettant un systéme

de représentants distincts ne rencontrant pas B , on a :

(ICAVENRN J I EAVE X
et [F3,n31\B| 2 |3,na,] .
On a :
Is;[Jlqu'}\Bl - IJlqul + kaJIAszxsl - la,na,l
- GEa B U |+ FEn il - (3] - |a,
S IOEASB U EW, B + [FwiNe N @B - g, - |a,]
- Buasel - 1a,] + BEisel - ol = o
car [FINB| = |5,] et FINB| = |,] .
On a donc :

Bl el - lo,] = B el - lo,l =0 .

Démonstration des théorémes 3.7 & 3.11

Schéma des démonstrations :

III
(1) T (1) et (8) T/ (1) et (9)

| |

. S
T’ admet un systéme de \'4
 — (1) et (10)

représentants distincts

(1) et (11)
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Preuve de I

Supposons que la famille 7% admette un systéme de représentants
distincts "= (ai/ieI) . Soit ne N, J et K des parties de I
telles que :

1. K<Jdc1

2. FFEanTi| < N

3. |avk| 2 n+ FEINTix| .

—
v

R &tant un systéme de représentants distincts de , ona:

4. [FoNxy| = |ovk]| .
D'autre part R Kl f{I K cF 7 , donc :
RENKY] = [RENK AT + REK A EENFEKD |

R g+ FENTFR

A

D'aprés 3 et 4 on a :
RONxINF K| + FONFK]| 2 n+ FEOWFK|
FWINF(K] étant fini, il vient RII\K NF(K]| 20 .
Soit donc B une partie de cardinal n de {R{J\K’;ﬂff K .
Si ae B, il existe i(a) € K tel que a ¢ Ai(a) . Posons
L ={i(a) € K/a € B} . On a alors |L] ¢ |B] =n et BegFiL] .
Soit T une paftie finie de K contenant L . Clairement
BCSFIT, , et BOR(T] = ¢ car BARITICRI\KIATFK] et
RIT~NKIAR[T] =& . On a donc BCFITINRIT) . Il s'ensuit que :
Firl = Fulkim| + [RM| '

2 lel + IRE 20+ 2]

+

v

Preuve de 11 (7]

Clairement (7) entraine (1) (Considérer n =0 , J = K = L).

Montrons que (7) entrafne (8) .
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Supposons qu'il existe B 'A et K . 12 tels que

IK! = iBi + 1 , tels que admette un systéme de représentants

=
S = + -
distincts ne rencontrant pas B et tels que F XK C B u:‘*’fII(B); .
+
Posons X' = 1‘;(3) et J=KVUI,(B) .Ona:
=K. =<‘r’uq\%’[1’1'(sn < xv.;iu‘;(s)“_- et J\K' =K

car II(B) c I1 et K¢ I, . Les hypothéses de (7) avec

2
n = |x| - ]B\TFA[II (B)1 | sont vérifiges. Il existe donc une partie
finie L de K' telle que WL'I"I >n+ !T] pour tout ensemble
fini T tel que LTTc<K' .

Ona n>1 car lxl =|B| +1, donc |ZuI| 2 n+ |L| entraine
que L # ¢ . Comme LCR'=I;(B),ona I;(B)#¢.Come
L =K' = 1:(3) et L est fini, d'aprés le lemme 3.12, il existe un
ensemble fini M tel que LC M CK' et tel que |.-‘—)(M]\Bl = |M| .
D'autre part }f(Ml| > |M| +n car L=M . On a donc :

k] + [M]| = |B &K | + n + |M]

< |BFxn | + Fon|
< [BFR'1| + | nB| + |€06 B
< |l + v

c- qui contredit 1l'hypothése |k| = |B] + 1 .

Preuve de III
si #1 n'admet pas de systéme de représentants distincts ne
rencontrant pas B alors F L'II(B)J = II(B) =¢ .FCK] est infini

-

car K est une partie non vide de I ,donc.’é'{x‘;.,ts,car B est

2
fini.

si _::,1 admet un systéme de représentants distincts ne rencon-
trant pas B , on a mgﬁ BU:_?EI;(B)] d'aprés (8) , car

x| = I8} + 1.
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Fteuve de IV
‘ Soient K une partie non vide de 12 et B une partie de

(4K telle que |B| < |k] . si f,fl n'admet pas de systéme de repré-

isentants distincts ne rencontrant pas B , on a clairement

I, .
if"tl(‘ L Bu-* :I';'(B)‘~ . Montrons que toute partie finie B = (al""'a‘k-l}

{ ot
‘de A telle que "y admette un systéme de représentants distincts ne

i
'rencontrant pas B vérifie pour tout j (1 <igk-1

T 2.t
ay ' \11({a1....,aj_1})'! .
's'il existe Jj tel que aj sa'f’,I';((al,...,aj_l})f il existe une partie

\ -
J de 7 qui soit {al,...,aj_l}-critique et telle que ay eFT .
\

'on a donc F;T;\{a1,...,aj}| = |J| - 1 donc |7 \B| < |gl -1 a'on

la contradiction. Donc si IK' = IBI +1 , d'aprés (9) on a :
| et St Bu:_fzf;(a)j

\

'si 13 2 |B| + 2, pour tout K'<C K tel que |K'| = IBI +1,ona:

\
!

. et donc :
|

KK £ BU @fltl‘; (BN

=K £ B u?.-“ltx’l'(n): )

Preuve de V

Soit K une partie non vide de I, . Montrons par récurrence

2
qu'il existe des parties Bo, Bl' cee o Bk de ﬂ',l(: telles que :

1. lail =1

2. ',:'1 admet un systéme de représentants distincts ne rencon-

trant pas Bi .
D'aprés (1) , lapropriété est vérifiée pour i = 0 . Supposons
la propriété vérifiée au rang i <k - 1 . D'aprés (10), on a :
s a1t
<K} ¢ B UG [1,(B)]

FIK° 21t -
Soit donc a4 EFIKIN (Bi\ -'1-11‘51’—’ . Comme

341 ¢ ?;u;(ni)l » 11 existe un systéme de représentants distincts



24

de F 1 ne rencontrant pas B, 141

le lemme 3.5 ‘J-"l a donc un systéme de représentants distincts qui

qui ne contient pas a , d'aprés

ne rencontre pas B =B, U {aiﬂ} . Posons B(K) =B et

i+l - o4 k
B=\J B(K .soit L= (C;/ieI) 1la famille définie par :
KcCI
2
C:I. = Ai si ie I1
c,=ANB si iel,

Tout systéme de représentants distincts de € est un systéme de
‘représentants distincts de ’:'F’ . Montrons que ¥ admet un systéme
de représentants distincts .

Si J est une partie finie de I1 et L une partie de 12 ’

%, a un systéme ":'kl de représentants distincts qui ne rencontre pas

1

B(L) . On a donc :
lecs url| > RRITUBW] = |gu L]

D'aprés le théoréme 1.4.2, la famille Lﬁ admet un systéme de repré-

sentants distincts.

Preuve de VI

(1) est clairement vérifiée. Montrons que la propriété (11)
est vérifiée.

Soient K une partie non vide de I2 et B u.qe partie de A
telle que [B| < |Kk| . 5'i1 n'existe pas de systime de représentants
distincts ne rencontrant pas B , alors C}’tI;’(B)] = II(B) =¢ et K
étant une partie non vide de 12 ,ona:

H[E\O‘[I;(B)]I > |k| - ||

Supposons donc que 5-'1 admette un systéme de représentants
distincts R ne rencontrant pas B et que

oy @a] < x| - |8
si ¢ =ef[11'(a)}(\."tr.x2 alors |k| > |c| . Puisque RIKIcF K. et
|eiki| = |k| , on a : h

IRy en | < ke | - s
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et donc :
8] < |z awiyer | = |cl
C étant une partie finie de G?QI;(B)I , il existe une partie

B-critique J de I, telle que Cwu7%IJ} . On a :

1
2731\ (c UuB)| < |3}
car J est B-critique. On a donc IQQ[J} \C[ < IJI d'on

731~ c| > 0 ce qui est impossible car CcR{Kl et KC I, .

Preuve de VII

Soient K wune partie non vide de I, et B une partie de

2
@K, telle que [B] < |K| .

si 5!"'1 n'admet pas de systéme de représentant distincts ne
rencontrant pas B , alors F Y,II(B)} = II(B) =g etona claire—
ment & iKl1¢ BUF IZI‘IF (B)1 .

Supposons donc que <. admette un systéme de représentants

1
distincts ne rencontrant pas B . Posons C =@[I;(B)] (VB .Ona
Ccff[l(]ﬂftllj . Conme C c B , toute partie B-critique de :[1
est C-critique et on a II(B)C I';(C) . Il s'ensuit que
IFuanetry | 2 BwiFuyen | 2 x| - |e] atapres (1) .
D'autre part
x| = |c] > |8 - || = |B] - [Ftryen 0 B
= Ia\@’u;(a)] |
On a donc :
FIKIFII, (BT] & BAFII, (8)]

da'od 7Kl ¢ BUSII, (BN .






3. DECOMPOSITION DE EDMONDS ET GALLAI DES GRAPHES LOCALEMENT FINIS

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la structure du point de vue des cou-
plages des graphes localement finis. Nous montrons que la décomposition
de Edmonds et Gallai des graphes finis (711 et 15.) s'étend aux graphes

localement finis.

Au paragraphe 2, nous donnons quelques résultats préliminaires sur
les graphes localement finis de défauts finis, avant de démontrer au
paragraphe 3 le théoréme de structure pour cette classe de graphes.

La démonstration proposée ici de ce théoréme repose sur une cénérali-
sation aux graphes localement finis d'un théoréme de Berge 3] . Dans un
dernier paragraphe, ce théoréme est étendu aux graphes localement finis

de défauts quelconque.

2. Graphes localement finis de défauts finis

Soient G = (V,E) un graphe et A une partie finie de V .
Le nombre maximum r(A) de sommets de A qui peuvent &tre couverts

par un couplage de G est donné par un théoréme de Brualdi (5.
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théoréme 1, voir aussi (11 et _:3° pcur d'autres démonstrations

de ce théoréme) :
r(a) = Min {|a] + |s| - C,(V\S ; A) / SV, S fini}

D'aprés le lemme 1.3.1, on obtient une forme équivalente de

ce théoréme :

Théoréme 2.1

Soit G = (V , E) un graphe et A une partie finie de Vv .
Alors

r(a) = Min {|a] + |s| - C,(V~s ;B /ScV, s fini}

Définition 2.2

Si G = (V , E) est un graphe et si F est un couplage de G

le défaut §(F) de F est le cardinal de V~ UF .

Si G a un couplage de défaut fini, un couplage F de G
est maximum si pour tout couplage E de G , on a &(F) < S (H) .
Le défaut 8§(G) de G est alors défini comme étant le défaut d'un

couplage maximum de G .
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Si G = (V , E) est un graphe fini, Berge .3 a montré que
§(G) = Max {C1 (V\8) - |s|/s =V} . Ce résultat peut &tre démontré
comme un corollaire du théoréme 1.2.1 (théoréme de factorisation) en
remarquant que &§(G) est le nombre minimum de sommets adjacents &
tout sommet de G & ajouter & G pour que le graphe obtenu ait un
couplage parfait. Ce raisonnement ne peut s'appliquer aux graphes
infinis, car le graphe auxiliaire que 1l'on considére n'est alors pas

localement fini.

Théorxéme 2.3 {10])

Soit G = (V , E) un graphe localement fini. Si G est de

défaut fini, on a :

§(@) =Max {c (V~S) - |s| /s 2V, s fini}

max {c__(V\8) - |s| /s 2v, s fini}

La démonstration la plus courte du théoréme 2.3 repose sur le
théoréme de Brualdi. Les éléments d'une autre démonstration sont

contenus dans la preuve du théoréme 3.1 (voir Remarque 3.2).

' Démonstration

Montrons tout d'abord que

8(G) = Max {|a] - r@a) /A= {r, A fini} .
Cette observation généralise le théoréme 4-de I5). La preuve en est
semblable. Il est clair que &(G) > Max {|s| - r(A) / A =V, A finil.
Par définition de r(A) , il existe pour toute partie finie de A de V
un couplage FA de G qui sature r(A) sommets de A. A ce couplage
F_, associons une fonction de choix injective Xa de la famille

A

(TG(a) U {a} / a € A) définie par xA(a) =a siaeANJUF, et
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xA(a) =b si achA et {a, b} e FA . G étant localement fini,
d'aprés le principe de sélection de Rado (théoréme 1.2.3) il existe

une fonction de choix injective X de la famille (I‘G(x) - {x} / xew)
telle que pour toute partie finie A de V , il existe une partie

finie B de V contenant A de sorte que X[A = XB[A . L'ensemble
d'arétes F = {{x , y} e E/ x(x) =y, x # y} est un couplage de G .
En effet si x1 et x2 sont deux sommets de V , alors en considérant
A= (x1 ' x2} , on voit que x(xl) # x(xz) et que si x(xl) =X, .
alors x(xz) = X, . Montrons que §(F) = Max {|A] - (&) /A =V , A £ini}.
§(G) étant par hypothése fini, il existe une partie finie AO de V
telle que IAOI - r(a)) = Max {|]a] -z /A -V, A fini} . Si B est
une partie finie de V contenant A. , alors par définition de

Ay . |B] - z(®) = IAOI - r(a) . D'autre part, F, laisse || - r(B)
sommets de B insaturés. Comme FB ne peut saturer plus de r(A)

sommets de A & B , les sommets insaturés par F_ sont dans A . Il

s'en suit que les sommets de G insaturés par F sont dans A, et

0
au nombre de IAOI - t(Ao) . On a donc §(F) = iAol - r(AO) . 0na

alors &(G) =Max {|a| - r(a) /A =V , A fini} car §(G) £ §(F) .

D'aprés le théoréme 2.1 de Brualdi, on a :

!AT

- r(a) = Max {CI(V‘.S ; A) /S _V , S fini} pour toute partie
Zinie 1; de V. cl(vns) est fini, car S est fini et G localement
fini. Si A est l'ensemble des composantes connexes impaires de

GV .S> alors cl(v\s ;i A) = cl(V- S) . On a donc

3(6) = Max {c,(V.S) - |s| /s v, s fini}. La deuxigme formule

découle du lemme 1.3.1 (ou du théoréme 1.3.2)

Remarque 2.4

Si G =(V , E) est un graphe localement fini connexe de défaut
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infini, alors on a :

8§(6) =sup {|a] - x@ /A =V, Atfini} = |v| =

Si G n'est pas connexe, l'égalité n'est plus nécessairement vérifiée.

3. Décomposition de Edmonds et Gallai des graphes localement finis

de défauts finis
Théoréme 3.1 .10}

Soit G = (V , E) un graphe localement fini de défaut fini.
Soient P 1l'ensemble des sommets de G qui ne sont pas saturés par
tout couplage maximum de G , Q = I‘G(P) NP et R=V-(Py Q). alors
(1) P est fini,
(2) Les composantes connexes de GIP)! sont couplage-critiques,
(3) ¢ (B) = lol + 8¢,
(4) GIR: a un couplage parfait,
(5) Tout couplage maximum de G se décompose en un couplage parfait de
G R , en un couplage de défaut 1 de chague composante connexe de
G .P" et d'un couplage saturant Q , de Q dans P.

L3

Le théoréme 3.1 étend aux graphes localement finis un théoréme de
Edmonds (11, et Gallai .15. dans le cas fini. La px;euve donnée ci-dessous

du théoréme 3.1 n'utilise pas ce théoréme de Edmonds et Gallai.

Démonstration

D'aprés le théoréme 2.3 , il existe une partie finie T de V
telle que C,(V T) =C_(V T) = T + 8(®
Toute composante connexe paire ou infinie de GV ~T. a un couplage

parfait. En effet, si C est une telle composante et si G .C. n'a pas
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de couplage parfait, d'aprés le théoréme 1.2.1 il existe une partie
finie S de C telle que C/(C S) > |s| + 1. on a alors

CI(V .8 UT) = CI(V LT) + CI(C . 8)

v

IT . s| +68@) +1
ce qui est impossible. Soient C1, ceer Cn les composantes connexes

couplage-critiques de GV  T. .

1. 8i F est un couplage maximum de G, tout sommet de T est couplé
n

par F & un sommet de L_)Ci . Au plus un sommet de chaque Ci
i=1

(1 £1i < n) est couplé par F dans T .

Il suffit de prouver que le nombre k de composantes connexes
couplage-critiques de G.V T. saturées par F est égal & fT! .
On a clairement k < IT[ . Si a est le nombre de composantes
connexes couplage-critiques de G. V- T insaturées par F , on a

a <86 ,dod k=C_(V\T) -0 = [T] + 66 - a > Tl .

2. 8i F est un couplage maximum de G et si Ci est une composante
connexe couplage-critique de G{V\ T) insaturée par F , alors un

sommet exactement de Ci est insaturé par F .

Il y a en effet exactement

Co (VAT - IT| = 8(G) telles composantes.

3. Toute composante connexe paire ou infinie de GIV . T. est saturée

par tout couplage maximum de G .

D'aprés 1, aucun couplage maximum ne couple un sommet e T dans
une composante connexe paire ou infinie de GV .T . Les composantes
paires ou infinies admettant des couplages parfaits, elles sont néces-

sairement saturées par tout couplage maximum de G .
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Soit U une partie de T adjacente a exactement IUI composantes
couplage-critique:-de G.V T . Une telle partie existe, par exemple @ .
Supposons U maximale pour l'inclusion & vérifier cette propriété.
Posons Q = T - U et soit P 1la réunion des composantes connexes
couplage-critiques de G.V T. non adjacentes & U . Soit enfin R 1la
réunion de U , des composantes connexes paires ou infinies de G7V T.
et des composantes connexes couplage-critiques de G V - T. adjacentes

4 U.Onabien R=V- (P Q). Soit F un couplage maximum de G .

D'aprés 1 et 3, R .iQ est saturé par F . D'aprés 1, tout

sommet de Q est couplé par F dans P .

Montrons que pour tout x € P , il existe un couplage maximum de G
qui ne sature pas x . Soient x € P et C 1la composante connexe
(couplage-critique) de GIP. qui contient x . Par définition de P ,

C n'est pas adjacente & U , et par définition de U , pour toute partie
W de T U =Q , au moins ]w{ + 1 composantes couplage-critiques de
GV .T! sont adjacentes & W et non-adjacentes & U . Toute partie W
de Q est donc adjacente & au moins IW[ composantes couplage-critiques
non-adjacentes & U et différentes de C . D'aprés le théoréme 1.4.1

il existe donc un couplage N , qui sature Q , de Q dans 1l'ensemble
des composantés connexes de G P différentes de C . Les composantes
connexes de G.P. étant couplage-critiques et G'R ayant un couplage
parfait, N s'étend en un couplage F de G qui ne sature pas x .
F est maximum, car $(F) =C_ (V- T) - IT| = 6(6)

Pour achever cette démonstration, il nous faut momtrer cue 7 est
égal a4 l'ensemble P' des sommets de G insaturés par au ©cins un
couplage parfait de G . D'aprés ce qui précéde, on a P'Z P.
Réciproquement, si x € P' , alors x ¢ R _ Q , et néceessairement

x e P .
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Remarque 3.2

Le théoréme 2.3 peut é&tre prouvé de maniére analogue au théoréme

Soit G = (V , E) un graphe localement fini de défaut fini.
Montrons tout d'abord que

§(F) > Max {c (V\5§) - |s| /s v, s fini}
pour tout couplage de F de G . Sinon, il existe une partie finie
S de V telle que Cl(V\S) 4 |s|] + 6(F) + 1 . s est donc non
vide et au plus |S| composantes connexes impaires de GLV . S]) sont
saturées par F . F laisse donc au moins 6(F) + 1 sommets de G
insaturés ce qui est impossible. G étant de défaut fini,
sup {c (V\s) - |s] /s v, s fini} .
D'aprés le lemme 1.3.1 , k étant fini, il existe une partie finie T
de V telle que CI(V \NT) = Ccr(VxT) = |T| + x . On montre que les
composantes paires ou infinies de G{V - Tl ont toutes un couplage
parfait, comme dans la démonstration du théoréme 3.1 .
D'autre part, si S est une partie non vide de T , par définition
de k ona

C (v ITs)) g T8 + k.
S est donc adjacente & au moins
CI(IV\T) - C1(V “ITNSY) 2 ] + x - |T| + |s] - x = |s] composantes
impaires de GV-T: . D'aprés le théoréme 1.4.1 il existe donc un
couplage de T dans ITI composantes impaires de GIV~TI .
Ces composantes étant couplage-critiques, ce couplage s'étend en

un couplage de G de défaut C,(V T) - It =x .
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Définition 4.1
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Un couplage F d'un graphe G est maximum si pour tout couplage

H de G tel que UF - UH ,ona VYH= UF .
Si G est un graphe de défaut fini (en particulier si G est
fini) cette définition est clairement équivalente & celle donnée au

paragraphe 2 (Définition 2.2).
Théoréme 4.2
Tout graphe localement fini a au moins un couplage maximum.
Soit X 1l'ensemble des parties des supports des couplages
d'un graphe localement fini G . D'aprés le théoréme 1.2.2. ,
y est finitaire. D'aprés le lemme Tukey, tout élément de x est
contenu dans un élément maximal pour 1l'inclusion, c¢'est-a-dire dans

le support d'un couplage maximum. En particulier, G a un couplage

maximum.

Proposition 4.3

Un couplage F d'un graphe G est maximum si et seulement si

il n'existe pas de chaine F - alternée reliant deux sommets Insaturés

par F, ni de chaine infinie F -alternée issue d'un sommet insaturé

"y

ar F .

Cette proposition découle simplement du lemme 1.2.5.
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Théoréme 4.4 [10]

Soit G = (V ,E) un graphe localement firi. Soient P 1l'ensemble
des sommets de G insaturés par au moins un couplage maximum de G ,

Q=.-'G(P)\P et R=V-~(PVUQ) . Aalors :

1. Les composantes connexes de GP. sont couplage-critiques.

2. Soient X 1'ensemble des composantes connexes de P et H le
graphe biparti (Q , X , B') défini par (q , C) € E' si et seule-
ment si il existe c € C tel que (g , c) € E . H a un couplage qui
sature Q et qui laisse 6(G) éléments de X insaturés.Tout couplage
de H saturant Q laisse au moins &(G) éléments de X insaturés,

3. GIR! a un couplage parfait,

4. Tout couplage maximum de G se décompose en un couplage parfait de
GIR. , en un couplage de défaut 1 de chagque composante connexe de

GP. et en un couplage de H saturant Q .

La preuve de ce théoréme que nous donnons ci-dessous s'appuie
sur le théoréme 3.1. Rappelons que si G = (V , E) est un graphe

localement fini connexe de défaut infini, alors |v! = [6(G)] = "‘~0 .

Démonstration

Soit G = (V , E) un graphe localement fini. D'aprés le théoréme
3.1 , il suffit de démontrer le théoréme 4.4 lorsque G est de
défaut infini. Supposons de plus que G soit connexe, le cas général
s'en déduisant trivialement. G étant connexe, D =V - UF est
dénombrable.
Soit (c:ln / ne N+) une énumératicn de D.

Posons G, =G

. + -
SF = = g { 3
0 _JF_ , et pour tout n € N Gn G_,)F\)\d1 ,...,dn,.-
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Pour tout n € N, Gn est un graphe localement fini de défaut n, car
F étant un couplage maximum de G , F est un couplage maximum de

G
L.

D'aprés la définition 2.2 , on a :
1. Un couplage de Gn est maximum dans Gn si et seulement si il est
de défaut n.
2. Un couplage maximum de Gn est maximum dans G .

En effet soit M un couplage maximum de Gn . Si F n'est pas
maximum dans G , alors d'aprés la proposition 4.3 , il existe une
chaine C, M - alternée finie entre deux sommets x et y de G

1

insaturés par M , ou une chaine C M - alternée issue d'un sommet

2
x de G insaturé par M . Il existe m 2n tel que x et y
- ou x dans le socond cas - soient des sommets de Gm . M étant
un couplage maximum de Gn » M est de défaut n dans Gn et de
défaut n + (m - n) = m dans Gm . M est donc maximum dans Gm'
d'ou la contradiction.

Pour tout n , Gn étant de défaut fini, d'aprés le théoréme 3.1,

il existe une partition Pn + Qn + Rn des sommets de Gn telle que

Pn soit l'ensemble des sommets de Gn insaturés par au moins un

couplage maximum de Gn ' Qn = TGn(Pn)‘\Pn et telle que
R = JF .{cl1 reoss dn} (o Q) -

On a p0'=QO=¢ et Ry = UF .
3. Pour tout n , Pn = Pn+1

’

En effet, tout couplage maximum de Gn est maximum dans Gn+1

c'aprés 1.

4. Pour tout n , Q

N
0

n+1
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Puisque Pn ) Pn+1 , on a Qn‘; Pn+1!, Qn+1 . Montrons que
= s . - s
Qn A Pn+1 @ . Supposons qu'il existe y ¢ Qn : Pn+1 . Par défini
tion de Pn+1 , 1l existe un couplage N maximum dans Gn#l qui

laisse y insaturé. D'aprés le théoréme 3.1, F sature Qn et
donc y . D'aprés le lemme 1.2.5 il existe une chaine issue de y
dont les arétes sont alternativement dans F et dans N . Cette
chaine est finie car N est maximum. Son autre extrémité z est
donc insaturée par F , et F étant un couplage maximum de Gn .
d'aprés le théoréme 3.1 ona =z ¢ P U‘{dn+1} . sizep ,alors
dn+1 n'appartient pas & cette chafne car dn+1 n'est pas saturé
par F . En échangeant les arétes de F et N 1le long de cette
chaine, on forme un couplage F' de Gn de défaut $(F) =n ,
donc maximum qui ne sature pas y € Qn , une contradiction.

On a donc z = dn+1 .

dn+1 n'est pas adjacent a Pn , car sinon d'aprés le théoréme 3.1 ,

il existerait un couplage M maximum de Gn qui pourrait se prolon-
ger en un couplage saturant dn+1 . M ne serait donc pas un cou-
plage maximum de G , ce qui contredirait 2.

N laisse donc au moins Ccr(P) - (|Qn] -1) +1 =n+ 2 sommets

de G insaturé. N é&tant maximum et Gn+ de défaut n + 1 ,

n+1 1

c'est une contradiction.
Posons P_ = \J = 'J .
©oso e R A
Soient P l'ensemble des sommets de G insaturés par au moins un

couplage maximum , et Q = FG(P)\,P .

5. P = P_ . Les composantes connexes de G Pl sont couplage-
critiques.
D'aprés 2. , ona P T P . Soit N un couplage maximum de G .

Notons que N #F . Soit z € JF N\ UN . Il existe une chaine
C entre 2z et un sommet x de UN UF dont les arétes sont

alternativement dans F et N . Comme V. UF = {dr /n & N}
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X = dn pour un certain n . En échangeant les ar8tes de F et N
le long de la chaine C , on forme un couplage F' maximum dans
Gn tel que _F' = ( UF {dn})\ {z} . F' ne saturant pas 2z ,
ona 2 € Pn , etdonc z¢ P . Ona donc P = P d'od Q = Q.
Les composantes connexes de G{PI sont donc couplage-critiques
d'aprés 3 et 4 .

Soit N un couplage maximum de G .
6. Tout sommet de Q est couplé par N dans P .
Supposons qu'il existe une aré&te {x , y} ¢ N telle que x € Q
et y # P . Soit n tel que x ¢ Qn . La composante connexe du
graphe partiel (V , F ' N) est une chaine dont les arétes sont
alternativement dans F et N . Si cette chaine est sans extrémité,
le couplage obtenu & partir de F en échangeant les arétes le long
de cette chaine est maximum dans Gn et ne couple pas x € Q dans
P , une contradiction d'aprés le théoréme 3.2 . Si cette chafne a
au moins une extrémité, elle en a deux, l'une appartenant &

‘'F..UN, l'autre & N _F . Il existe m 2n tel que 1l'ex-
trémité de la chaine appartenant & ‘' N _F soit un sommet de Gn .
Le couplage obtenu & partir de F en échangeant les arétes le long
de la chaine est paximum dans Gm et ne couple pas x € Qn‘: Qm
dans Pm . P, ce qui contredit le théoréme 3.2 .

7. Pour toute composante connexe C de G.P. , au plus un sommet
de C est couplé par N dans Q .
Supposons que deux sommets distincts x, et x d'une composante

1 2

connexe C de G'P. soient couplés par N dans Q . Soient e1

et e, les arétes de N saturant x4 et x2 et C

17 %2 les

composantes connexes du graphe partiel (v , F _ N) contenant e, et

e, respectivement. Le couplage F' obteru & partir de F en
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1 2

si C Pn . F' couple deux sommets de C dans Qn , ce qui contre-

échangeant les arétes le long de C et C est maximum dans Gn

dit le théoréme 3.2 et achéve la preuve du théoréme 4.4 .

Remarque 4.5

Soient G = (V , E) un graphe localement fini et F un cou-
plage maximum de G . Un couplage M de G est maximum si et
seulement si il s'obtient & partir de F par transferts le long de
chaines F - alternées deux & deux disjointes (pour les sommets) et
qui sont

- soit des cycles F - alternés élémentaires,

- soit des chaines F - alternédes élémentaires sans extrémité ,

- soit des chaines F - alternées élémentaires finies issues
d'un sommet insaturé par F .

Il suffit de montrer que tout couplage M obtenu & partir de
F par transferts le long d'une chafne F - alternée élémentaire
finie issue d'un sommet x insaturé par F est maximum. Si G
est de défaut fini (en particulier si G est fini) cela découle
trivialement du lemme 1.2.5 car 6(F) = 6(M) . Dans le cas général,
un autre raisonnement est nécessaire. D'aprés le théoréme 1.2.2
l'ensemble 'y des parties des supports des couplages de G forme
une géométxie finitaire sur V . En effet :
1.si sex etsi S8'zS alors S' e x
2.5i Sey etsi Teyx tels que {S|] +1 = |T| <= alors il
existe t £ TS tel que S {t} ey .

3. § £ x si et seulement si toute partie finie de S appartient
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Il suffit de montrer que UM -est une base de (V , x) .

M étant un couplage,

partie maximale de x .

~M € x . Montrons donc que LM est une

On sait qu'il existe une base B de (V , x)

telleque M _-B - (. F) u (UM = (JF i {x} (L24) théoréme

7.2.12). F étant maximum, UF U {x} ¢ x , donc nécessairement

B=UM, et M est un couplage maximum de G .






4. NOMBRE DE COUPLAGES PARFAITS D'UN GRAPHE LOCALEMENT FINI

1. Introduction

Kotzig a prouvé dans 197 que tout graphe fini contenant un
et un seﬁl couplage parfait a un isthme appartenant & ce couplage.
Un graphe fini 2-aréte-connexe contenant un couplage parfait en
contient donc au moins deux. Il existe par contre des graphes
localement finis (infinis) 2-aréte-connexes ne contenant qu'un
seul couplage parfait (cf. Exemple 2.2). Nous prouvons au para-
graphe 2 que tout graphe localement fini contenant un et un seul
couplage parfait est au plus 2-connexe.

Les graphes localement finis avec un et un seul couplage
parfait sont étudiés au paragraphe 3.

Le théoréme de Kotzig est le premier résultat sur le nombre
f(G) de couplages parfaits d'un graphe fini G . Auparavent,
dans le cas particulier des graphes bipartis finis, M. Hall .16°
avait estimé ce nombre ( £(G) >n! si G = (X,Y;E) est un graphe
biparti fini contenant au moins un couplage parfait et si tout som-
met de X est de degré supérieur ou égal & n ). Beineke et
Plummerb 1 ont ensuite prouvé que £(G) >2n si G est un
graphe fini n-connexe contenant au moins un couplage parfait.

Zaks 33 a amélioré ce résultat en démontrant que f£(G) 2 nt!
sous les mémes hypothéses. Si n est impair cette borne inférieure
est exacte en ce éens qu'il existe un graphe fini n-connexe

(le graphe complet Kn+1’ contenant exactement n!! couplages
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parfaits.

Dans le cas particulier des graphes non bicritiques (un graphe
est bicritique s'il a un couplage parfait et si le sous - graphe
obtenu en enlevant deux quelconques de ses sommets a encore un
couplage parfait) Lovdsz 207 a précisé cette borne inférieure :
£(G) > n! si G est un graphe fini non bicritique et n-connexe.

Finalement, Mader 23 a donné une borne inférieure du nombre
de couplages parfaits d'un graphe fini 2-connexe et contenant un
couplage parfait qui ne dépend pas de la connexité mais du degré
minimum : si G est un graphe fini 2-connexe de degré minimum n
et si G contient au moins un couplage parfait, alors f£(G) > n!!
si n est impair, et f£(G) 2 f(sn) si n est pair, ou Sn est
le complémentaire d'un graphe formé de n + 2 arétes deux & deux
disjointes.

Dans un guatriéme paragraphe, nous étudions le nombre de cou-
plages parfaits d'un graphe localement fini en fonction de sa
connexité. Nous montrons tout d'abord que pour tout n , il existe
des graphes localement finis (infinis) n-connexes qui ont un nombre
fini non nul de couplages parfaits. Des résultats semblables & ceux
de Zaks et Lovdsz sont ensuite établis pour les graphes localement
finis :

Un graphe localement fini n-connexe avec un couplage parfait
au moins E%i couplages parfaits si n est pair, et au moins
.n!! couplages parfaits si n est impair.

Un graphe localement fini non bicritique n-connexe avec un
couplage parfait a av moins (n - 1)! couplages parfaits.

Nous donncns également une nouvelle démonstration simple et

courte du théoréme de Zaks.
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Une réponse négative est donnée en Annexe a une question
inspirée cde la célébre conjecture de Van der Waerden 31 récem-

ment démontrée par Egoritchev 12 .

2. Graphes localement finis contenant un et un seul couplage parfait

Proposition 2.1 .9

Soit G = (V,E) un graphe localement fini contenant un et un
seul couplage parfait F . Les trois propriétés suivantes sont équi-
valentes.

(1) Il existe un sous - ensemble fini non vide S de V tel
que CI(V S) = ‘SI ,

(2) Il existe un isthme de G appartenant a8 F ,

(3) Il existe un isthme {x,y} de G appartenant & F tel

que Cl(v x) =1 ou Cl(V y) =1

La propriété (1) est clairement vérifiée par tout graphe fini
contenant un unique couplage parfait. La prcposition 2.1 &tend donc
au graphes localement finis le théoréme suivant de Kotzig 19  :

(A) Tout graphe fini contenant un et un seul couplage parfait
a un isthme appartenant a ce couplage.

La démonstration de la proposition 2.! utilise le théoréme (A).
Une preuve Ce ce théoréme est donnée en remargque 2.4. Pour démon-
trer la proposition 2.1, nous utilisons aussi le théoréme de facto-

risation (Thécréme 1.2.4).

o

Clalrement (3) = (2) . Montrons gue (1) =» (3) .

Scient S un sous - ensemble fini non vide de V tel que
C (Vs = ‘s! et Cyv vnn s Cp (p = ‘Si) les composantes connexes
b
impaires de GV S . Posons C= J C, et G' =G5S JUC_ . Les
i=1
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Ci (1 < i < p) étant impaires, tout sommet de S est nécessaire-
ment couplé par F dans C . G' a donc un et un seul couplage
parfait F' et F'Z F . De plus nous pouvons supposer que deux
sommets quelconques de S sont adjacents dans G' sans créer
d'autre couplage parfait de G' .

G' étant fini, d'aprés le théoréme (A) une aréte {x,y}
appartenant & F' est un isthme de G' et donc un isthme de G .
Si x ¢S etsi y¢#S, x et y sont dans la méme composante
connexe de GICI . Soit C; cette composante. L'aréte {x,y} étant
un isthme de G , il existe une partition Ci =X+Y avec x £ X
et y € Y , telle que un et un seul des deux ensembles X et Y
soit adjacent & S . Si, par exemple, X est adjacent & S , alors

c,(G'suc {x}) =1

et donc

¢, GV NxED

]
[
.

Si xeS, alors ye C . L'aréte {x,y} étant un isthme de G ,

on a clairement

"
-

c,(cv {x})
La propriété (3) est donc vérifiée.

Montrons que (2) =» (1) .

Soit e = {x,y} un isthme de G appartenant & F . Soient
X et Y les composantes connexes du graphe partiel
G-e=(V,E~{e]) tellesque x € X et ye Y . Si la propriété
(1) n'est pas vérifiée, on a

C GV (sui{xhl) |s|
pour tout sous - ensemble fini S de V \{x} . D'aprés le théoréme
1.2.4, G.v~{x}. a donc un couplage parfait. Soit L, un couplage

parfait de G.V «{x} . La composante connexe du graphe partiel



(V,Lx . F) contenant x est nécessairement une chaine alternée
infinie Cx issue de x . Le seul sommet de X contenu dans Cx
est clairement x . De méme G V .{y} a un couplage parfait Ly
et la composante connexe du graphe partiel (V,Ly U F) contenant
y est une chaine alternée infinie Cy issue de y . Le sommet
y est le seul sommet de Y contenu dans Cy . Can Cy est
donc une chafne alternée infinie sans extrémité. Une telle chaine
ne peut exister car G a un seul couplage parfait. La propriété

(1) est donc vérifiée et la preuve de la proposition 2.1 est

compléte.

Exemple 2.2

Les graphes suivants sont 2-aré&te-connexes et ont un seul

couplage parfait

47

fig. 1
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Théoréme 2.3 (9
Tout graphe localement fini contenant un et un seul couplage

parfait est au plus 2-connexe.

Démonstration

Soit G = (V,E) un graphe localement fini infini 3-connexe.
Supposons que G ne contienne qu'un seul couplage parfait F .
soit e = {x,y} une aré&te de G appartenant au couplage parfait
F . Posons G' = (V,Ex{e}) . F étant l'unique couplage parfait
de G et e appartenant a F , le graphe partiel G' n'a pas
de couplage parfait. D'aprés le théoréme 1.3.2, il existe donc
une partie finie T de V telle que

C  (G'LVNTY) 2 o] +1 .
G étant 3-connexe et ayant un seul couplage parfait, d'aprés la
proposition 2.1 on a

Cop (GIVATY g (GVNT) g 7| - 1 .
L'aréte e connecte donc deux composantes couplage-critiques A
et B de G'V~T  etona

C  (GV T) = o] +1
et

e v Ty = |7 - 1.
T sépare l'ensemble fini A UB de l'ensemble V' (TuU A UB) .
G étant 3-connexe, on a hécessairement !Tf : 3

Soient Cl, e s Cp (IT! =p+1, p> 2) 1les composantes
connexes couplage-critiques de G'LV 'T" ., Chaque Ci est couplée
dans T par une et une seule aréte de F . Sinon, les Ci étant
impaires, 1'une d'entre elles serait couplée dans T par au moins
trois arétes de F et |T| + 1 arétes de F au moins seraient

incidentes & T ce qui est impossible.
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Pour tout i =1, ... ,n, soit ti le sommet de T couplé
par F dans Ci . Soit H 1le graphe biparti dont 1l'ensemble des
sommets est {Cl""'cp} L){tl,...,tp} avec une aréte {Ci,tj}
si et seulement si tj est adjacent a Ci dans G . G étant
3-connexe, le degré dans H de chaque Ci est au moins 2 .
D'aprés le théoréme 1.4.3, H a au moins deux couplages parfaits.
Les Ci étant couplage-critiques, tout couplage parfait de H

s'étend en un couplage parfait de GIC, U ...LGC\J {tl....,tp}:

1
et finalement en un couplage parfait de G . G a donc plus d'un

couplage parfait, d'od la contradiction.

Remarque 2.4

En modifiant légérement la preuve du théoréme 2.3, il est
possible de prouver le théoréme (A) de Kotzig. Cette preuve est
due & Mader .22 .

Un graphe fini contenant un et un seul couplage parfait a

un isthme appartenant a ce couplage.

Soit G = (V,E) un graphe fini 2-connexe. Supposons que
G ait un unique couplage parfait F . Soit e une aréte de
G appartenant & F et soit G' le graphe partiel (V,E\{el}) .
G' n'a pas de couplage parfait, il existe donc T =~V tel que
c _(G':v-T) < lt] + 1
cr =
Comme G a un couplage parfait, on a
- N - |
C GV T < ! .
L'aréte e relie donc deux composantes couplage-critiques de
G'.V T etona
' -y = lm!
Ccr(G vV.T)) T + 1

T # § car sinon e serait un isthme de G . G étant 2-connexe
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IT? > 2 et toutk composante connexe couplage-critique de GLV . T’
est adjacente & au moins deux sommets de T . On achéve cette

preuve comme celle du théoréme 2.3.

3. Propriétés des graphes localement finis 2-connexes contenant

un et un seul couplage parfait

Proposition 3.1

Soit G = (V,E) un graphe localement fini 2-connexe
contenant un et un seul couplage parfait F . Soit S = {31'52}
un ensemble de séparation de G de cardinal 2 tel que
G.V 8. ait une composante connexe paire (non vide) C .

1. Si F induit un couplage parfait de G[C3 , alors c'est
le seul couplage parfait de G{Cl1, GV-Cl a un seul couplage
parfait N et {sl,sz} ¢ N .

2. Si F n'induit pas de couplage parfait de G'C. alors
{51'52} ¢ E . Si t, et t, sont deux sommets de C tels que
{s;,t,} eF et {s,it,} e F alors Gc~{t,,t,} a un seul
couplage parfait et le graphe G' formé en ajoutant 1'aréte
(sl,sz} 4 GIV:NC] a un seul couplage parfait. Ce couplage par-

fait contient 1'aréte {51'52}

Démonstration

1. L'unicité du couplage parfait de G.C. est claire. Soit
G' 1le graphe formé en ajoutant 1l'aréte {sl,sz} a GV .Cc” si
GV C° ne la contient pas, G' = GV -C" sinon.
F' = {{x,y} ¢ F/x £ C, y £ C} est un couplage parfait de G'

Si G' a un second couplage parfait N, , nécessairement

1

{51’52} € N1 , car sinon G aurait lui - méme deux couplages

parfaits. Soit G" 1le graphe formé en ajoutant l'aréte {51’52}
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a G C y {sl,sz}ﬁ . Ce graphe est fini et 2-connexe. Si
F" = ‘ix,y} e F/x e C,y e C} , F" U {sl,sz} est un couplage
parfait de G" . D'aprés le théoréme (A), G" a un second couplage

parfait N N, ne contient pas 1l'aréte {51'52} car sinon

2" 2
GC~ aurait deux couplages parfaits, et donc G aurait égale-
ment deux couplages parfaits . N2 J (Nl\\{sl,sz}) est donc un
couplage parfait de G différenp de F , d'ou la contradiction.
2. si F" = {{x,y} € F/x € C,y € C} n'est pas un couplage
parfait de G{C  , C étant paire il existe tl et t, dans C
tels que {sl’tl} € F et {sz,tz} eF. GTC \{tl,tz}f a un seul
couplage parfait, car sinon G en aurait deux. De méme,
GV \(C US). a un seul couplage parfait. De plus, {51’52} £ E .
Sinon, G{C U S" serait 2-connexe et contiendrait donc au moins
deux couplages parfaits. Chacun de ces couplages se prolongeant
en des couplages de G d'aprés ce qui précéde, G aurait deux
couplages parfaits, d'ol la contradiction. Soit G' 1le graphe
obtenu en ajoutant 1l'aréte {51’52} a4 Gv-.C . si

F' ={{x,y}) e F/x¢C,y¢C}l, F'U {sl,s est un couplage

5}
parfait de G' . Supposons que G' ait un second couplage parfait
N, . Alors {51’52} £ N, , car sinon

(Nl\\{sl,s2}) Vi{x,y}eF/xecus, ycecC s}
serait un couplage parfait de G différent de F , ce qui est
impossible. Considérons le graphe fini G"' formé en ajoutant
l'aréte (51'52} 4 GIC ST . Ce graphe est 2-connexe et
{{x,y} e F/xeC, yeClu {sl,sz} est un couplage parfait de
G"' . D'aprés le théoréme (A), G"' a un second couplage parfait
N, . {sl'tl} £N, et {sz,tz} £ N, , car sinon GC {t

R
1,t2},



aurait deux couplages parfaits. On a donc {51,92} €N, .
leJ (Nz\_(sl,sz}) est donc un couplage parfait de G différent

de F , d'ol la contradiction.

Proposition 3.2

Soit G = (V,E) un graphe infini localement fini 2-connexe
contenant un seul couplage parfait F . Si S est un ensemble de
séparation de G de cardinél 2 , alors GIV\S] a une seule

composante connexe infinie.

Démonstration

Soit VG = (V,E) un graphe infini localement fini 2-connexe
contenant un seul couplage parfait F . Soit S = {51'52) un
ensemble de séparation de G .

Si x est un sommet de G , une chaine alternée (pour F )
infinie issue de x et commencant par l'aréte de F qui sature
x sera appelée une F-chaine issue de x .

Supposons que G.V - S ait plus d'une composante connexe
infinie.
ler cas {sl,sz} €F

Soient 01 et C2 deux composantes connexes infinies dis-
tinctes de GV-87 . G1 = G,C1 J 8T et G2 = jSz - son;
2-connexes et ont chacun un seul couplage parfait

F = {{x,y} e F/x ¢ C,u S yeCU s}

et F, = {{x,y} € F/x ¢ C,v S, yec,u s}
respectivement. D'aprés la proposition 2.1, G1 étant Z-connexe et
ayant un seul couplage parfait, C,(GC; v S .TO) ‘T’ -1 pour

toute partie finie non vide T de C1 Vv S . On a donc

C,(GC, v s T {sl’;) < vl pour toute partie finie T de

53
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v {s,} . D'aprés le théoréme 1.2.1, G, C

1 1 J S \{sl) a donc

1

un couplage parfait. D'aprés le lemme 1.2.5 il existe une F-chaine

1 issue de s1 dans G1 . De méme, il existe une F-chaine

issue de 52 dans 62 - o 2

extrémité dans G ce qui contredit l'unicité du couplage parfait

~2

est donc une chaine alternée sans

F .
2¢me cas {s,,s,} ¢ F
—_— 1'72
Quatre cas peuvent se présenter :
1. G.V-S | a une composante connexe paire C dans laquelle
sy et s, sont tout deux couplés par F ,

2. s

1 et s, sont couplés par F dans deux composantes

connexes infinies distinctes de Gv-S7 , C1 et C2 respective-

ment,
3. Sy et s, sont couplés par F dans la méme composante
connexe infinie C1 de GV-S . GV S a alors une seconde

composante connexe infinie,

4. s1 est couplé par F dans une composante connexe infinie

C1 de GV S et s, est couplé par F dans une composante
connexe finie C0 de GV .S . C0 est donc paire et il existe
une composante connexe infinie C2 de GV .8~ distincte de C1 .

1. D'aprés la proposition 3.1, le graphe G' formé en ajoutant
1'aréte {sl,sz} & GV -C. a un seul couplage parfait et ce cou-

plage contient 1l'aréte {sl,s } . On est donc ramené au premier cas.

P
2. D'aprés la proposition 2.1, G é&tant 2-connexe,

Cl(V <T) 2 |T] - 1 pour toute vartie non vide T de V .

GV ~{si}i et GV ‘(52} ont donc chacun un couplage parfait. Il

existe donc une F-chafne - 1 issue de s1 et une F-chaine 62

issue de 52 . L'une au moins de ces deux chaines ne rencontre
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qu'une seule des deux composantes C et C2 , car sinon G

1

contiendrait un cycle alterné. Supposons que ':2 ne rencontre

qu'une seule des deux composantes (:l et C2 . Le sommet s

étant par hypothése couplé par F dans C

2

[

5 e la chaine <s
rencontre C2 . De méme fo rencontre C1 . Supposons que “31
rencontre C2 . Soit tl le sommet de C1 tel que {sl'tl} € F.

si GlC N\ {t.l }. n'a pas d'isthme appartenant a
F = {{x,y} € F/x ¢ Cl\{tl}' y € C1 ~ {tl}}, alors pour tout

X ¢ C1'-. {tl} il existe, d'aprés la proposition 2.1 et le lemme
1.2.5, une F-chaine ¥ _ issue de x dans Ci\{tl} . si

2

X
X € I‘G(sz) o C1 , xu '~{‘2 est une chaine alternée sans extrémité,

ce qui contredit l'unicité du couplage parfait F . Si G[C {tl}";
a au moins un isthme appartenant & F , le sous - graphe partiel
G' = (Cl J S,E') -ou E'={{x,y}eF/xce C,us, yecu s} u {51'52} -

n'a pas d'isthme car G est 2-connexe. sy et s, étant de degrés

finis, G'_Cl . {tl}-’ a au plus un nombre fini d'isthmes. Soit donc

e = {x,y} un isthme de Gy {tl}‘, appartenant & F, tel

1

qu'une composante connexe infinie c, de G.C; {tl}“ - e n'ait

pas d'isthme appartenant & F . G étant 2-connexe, il existe
B “c " ' ]
z € c3 tel que z € I"G(s]) J I‘G(sz) . G»C3 n'ayant pas d'isthme

il existe, d'aprés la proposition 2.1 et le lemme 1.2'.5, une

- A o.” i r =
F-chaine -, issue de 2z dans G,C3 .81 z¢ .G(si) (i 1,2)

'

. Ty J {z,si} est une chafine alternée sans extrémité qui

contredit l'unicité de F .

g

Supposons que <,

ne rencontre pas C Soit G' 1le

2
graphe graphe obtenu & partir de G;C1 - C2 . §7 en contractant

C1 en un point. Coome G , G' est 2-connexe. Sy étant coupls



par F dans Cl et 52 dans C2 , F induit un couplage parfait

¥' de &' . G' a un seul couplage parfait, car sinon G en aurait

5] At 1. i -
pius &'un. Soit t e FG(sl) Cc

2 - D'aprés la proposition 2.1 et le

lemme 1.2.5, il existe une F-chaine ~ issue de t dans G' . On

peut alors clairement former & partir de et de  une chaine

1
alternée sans extrémité, ce qui contredit l'unicité de F .

-

3. s et s2 sont couplés par F dans la méme composante

1
connexe infinie C1 de GV 'S . Soit C2 une composante connexe
infinie de G V S~ distincte de C1 . Soient t1 et t2 les
deux sommets distincts de ¢, tels que (sl’tl} eF et {sz,tz} e F.

2.1 Supposons qu'il n'existe pas de chaine (élémentaire)

alternée dans G‘C; entre tl et tz . G étant 2-connexe il

existe, d'aprés la proposition 2.1 et le lemme 1.2.5, une F-chaine

tl issue de sy et une F-chaine P issue de S, - Comme il
n'existe pas de chaine alternée entre t1 et t2 , ni ‘fl ni 2
ne rencontre c2 . jSz‘ a clairement un couplage parfait F2
induit par F . G Cz~ n'a pas d'autre couplage parfait car F est

l'unigue couplage parfait de G . Si G.C.,” n'a pas d'isthme

<

appartenant a F2 , d'aprés la proposition 2.1 et le lemme 1.2.5,

il existe pour tout x € 02 une Fz-chaine 'fx isssue de x dans

G C2' .81 x ¢ FG(sl) ~c est une chaine (élémentaire)

, 2’ 17 x
alternée sans extrémité qui contredit l'unicité de F . Si G C2'

contient au moins un isthme appartenant & F_ , il en a au plus un

nerore fini. Soit donc e = {x,y} un isthme de G Cz‘ tel

cu'aucune composante connexe infinie C e G C2' - e ne

3
cecntiernne un isthme appartenant & F D'arrés la proposition 2.1

5
et le lemme 1.2.5, pour tout 2z € c3 il existe une Fz—chaine

issue de 2z dans G C, . Si z e T _{s,) C3 (ou si

3 G711
ze T _(s)) c,) -, S (ou 9.J-_) est une chaine élémentaire
(e < 3 1 2 < 2z
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alternée sans extrémité qui contredit l'unicité de F .
3.2 Supposons qu'il existe une chaine élémentaire alternée
entre t1 et t2 dans G C
et contient un et un seul couplage parfait induit par F . D'apreés

L -6C,- s .- est donc 2-connexe

la proposition 2.1 et le lemme 1.2.5, il existe une F-chaine B3

1
(respectivement ;2) issue de sy (respectivement 52) dans
GC,. S . 7. soit C, une composante connexe infinie de GiC1= 4.
G C1 7 a clairement un unique couplage parfait induit par F , il
‘n est donc de méme pour G:C3' . S5i jS3“ ne contient pas d'isthme

appartenant & F , d'aprés la proposition 2.1 et le lemme 1.2.5 il

existe pour tout x € C 3

4 une F-chaine 'ix issue de x dans G C

i Sy ° ' [ rd =
Si x € FG(,) C3 , on peut former & l'aide de ! ou

, une chalne élémentaire alternée sans extrémité, ce qui contredit

l'unicité de F . Si G;Caf contient au moins un isthme appartenant

& F, il en a au plus un nombre fini. Soit donc e = {x,y} un tel

isthme de G‘c3' tel qu'une composante connexe infinie C4 de
G;C3f - e ne contienne pas d'isthme appartenant & F . D'aprés la

proposition 2.1 et le lemme 1.2.5, il existe pour tout =z ¢ C4 une

F-chaine -~ issue de z dans GC,.
z 4 4
peut former & l'aide de _:z s T, :1 ou :2 une chaine élémen-

taire alternée sans extrémité, ce qui contredit l'unicité de F .

.81 ze FG(S <)y N c on

4. sy est couplé par F dans une composante connexe infinie

c1 de GV.s et s, dans une composante connexe impaire C0 de

GV s . soit C2 une composante connexe infinie de G.V .S7T dis-

tincte de C, - Soient ty €C, et t2 € Cy tels que (sl,tl} e F

et fsz,tz} ¢ F . D'aprés la propositicn 2.1 et le lemme 1.2.5, G

étant 2-connexe il existe une F-chaine {2 issue de s, - »{2

contient nécessairement l'aréte {sl,tl} car S sépare C, du
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reste du graphe. De méme, il existe une F-chaine issue de s

'..1 1

1 et , ne rencontrent pas G C2 , car toute aréte de F ayant
une extrémité dans C2 a l'autre extrémité également dans 02 .
F induit clairement un couplage parfait F2 de G Cz’ . Si G_Cz"

n'a pas d'isthme appartenant a F2 , d'aprés la proposition 2.1 et

le lemme 1.2.5 de tout x € C, est issue une F_-chaine x dans G C

2 2 2 -

si xe ' (s)” s, , alors = U~ est une chaine élémentaire
G 2 2 x 2

alternée sans extrémité qui contredit l'unicité de F . Si G Ci

contient au moins un isthme appartenant & F_ , il en a au plus un

2

nombre fini, car G est 2-connexe et localement fini. Soit donc

e = {x,y} un isthme de G Cé' appartenant & F2 tel gu'une compo-
sante connexe infinie C3 de G:Cif - e ne contienne aucun isthme

appartenant & F2 . D'aprés la proposition 2.1 et le lemme 1.2.5, de

3 -
z < FG(sl) C3 (ou z ¢ FG(sz) C3) Ty, (ou ) z) est
une chaine élémentaire alternée sans extrémité qui contredit 1l'uni-

tout z ¢ C est issue une F_-chaine jz dans G C si

3 2

cité de F .

La preuve de la proposition 3.2 est compléte.

La proposition 3.1 admet une "réciproque" en ce sens que si
3 = (V,E) est un graphe localement fini 2-connexe contenant un et
un seul couplage parfait, on peut augmenter G en un graphe vérifiant

les mémes propriétés.

Proposition 3.3

Soit G = (V,E) un graphe localement fini 2-connexe contenant
un et un seul couplage parfait F . Si H est un graphe fini disjoint

de G contenant un et ur seul couplage parfait L , si s1 et 52

sont deux sommets de G tels gue {51'52} ¢ F, en joignant s, et

s, @ des sommets de H de sorte gue le graphe G' obtenu soit



2-connex¢, G' a un unique couplage parfait F U L .

Si s, ot s, sont deux sommets de G tels que {sllsz? s L ,
si tl et t2 sont deux nouveaux sommets, en joignant Sy a t1 ’
s, a t2 ;o Sy . t1 ’ Sy t2 a des sommets de H de sorte gue le

graphe obtenu soit 2-connexe, on forme en supprimant l'aréte {51'52}
un graphe avec un unigue couplage parfait

Ly (F \{sl,sz}) V] {{sl,tl},{szk,tz}} .
La démonstration de cette proposition est immédiate.

Si tout graphe G = (V,E) localement fini 2-connexe contenant un
et un seul couplage parfait a un ensemble S de séparation de cardi-
nal 2 tel que CO(V‘\S) > 1, alors tout graphe localement fini
2-connexe contenant un et un seul couplage parfait pourra_étre cons-
truit par une suite (infinie) de constructions semblaﬁles a celles

décrites dans la proposition 3.3.

Conjecture 3.4

Tout graphe G = (V,E) localement fini 2-connexe contenant un et

un seul couplage parfait a un ensemble de séparation S de cardinal

[NY

tel gue CO(V<\S) >1.

Nous avons prouvé cette propriété pour une classe particuliére de

crapnes I-connexes contenant un et un seul couplage parfait.

Proposition 3.5
Soiz G = (V,E) un graphe localement fini 2-connexe contenant u:n
et un seul couplage parfait F . Si G est minimal en ce sens cue

pcur tcuts aréte e ¢ F , G - e n'est pas 2-connexe, alors G a

=
3
o
i
;{:
il
+a
1]
o,
1)
@
k3
15
N
[ad
Ia.
3
(/7]
o,
o
0
n
o,
.
1
[
~
~N

tel gque

59
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Démonstration

Supposons gue CO(V*.S) = 0 pour toute partie S de cardinal 2
de V .

1. Toute aréte e = {x,y} ¢ F a une extrémité de degré 2 .

En effet d'aprés la propriété de minimalité de G, G - e n'est
pas 2-connexe. Soit a un sommet d'articulation de G - e .

G - ev\{all a une seule composante connexe infinie, car sinon

GV '.{a,x}” en aurait plus d'une, ce qui est impossible d'aprés la
proposition 3.2. Si C est une composante connexe finie de

G - e’V ~{a}® alors nécessairement |[C| =1 car sinon G.V .{a,x}]

ou GV - {a,yl” aurait une composante connexe paire. Une des extrémités
de e est clairement dans C . Supposons donc que C = {y} . On a alors
dG(y) =2 .

2. Les deux extrémités d'une aréte de G ne sont pas toutes deux
de degré 2 .

Supposons en effet que e = {x,y} soit une aréte de G telle que
dG(x) = dG(y) = 2 , Soit a le sommet de G différent de y adjacent
4 x et soit B le sommet de G différent de x et adjacent & y .
{x,y} est une composante connexe de G.V \{a,6}€ d'ou la contradiction.

3. Soit e = {x,y} € E'F . Supposons que dG(x) = 2 (et donc que
dG(y) 23, g‘aprés 2). 11 n'existe pas devchaine impaire entre x et
y autre que e .

Soit a £V tel que {a,y} € F (donc on a a # x). Supposons qu'il
existe une chaine impaire C entre x et y qui n'emprunte pas l'aré-
te {a,v> . soit y, le sommet de C adjacent i y . Comme {yl,y} £ F
et comme dG(y) 2 3 on a nécessairement dG(yl) =2 d'aprés 1. Si Yy
est le sommet de C adjacent & y1 et différent de y , on a nécessai-
rement {yl,yz} € F car dG(yl) = 2 . En réitérant ce raisonnement, on

prouve gque C est alternée. Comme C est par hypothése impaire, la
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derriére aréte (yn,x} de C n'est pas dans F . D'autre part dG(x) =2
et ix,v: ¢ F . Donc nécessairement {yn,x} ¢ F d'ol la contradiction.

Supposons gqu'il existe une chaine impaire entre x et y empruntant

1l'aréte ‘y,a} de F . Soit x, le sommet de C adjacent & x .

1
i S £ = ' & . -
XXy F car dG(x) 2 . D'aprés 2 dG(xl) >3 .81 X, est le som
met de C adjacent a xy et différent de x , {xl.xz} ¢ F et
: =z ' {
dG(xz) Z car dG(xl) > 3 . L'aréte suivante ‘xz,x3} de C est

nécessairement dans F . En réitérant ce raisonnement, on prouve que C
est une chafne alternée entre x et y dont les deux arétes terminales
sont dans F . C J e est donc un cycle alterné qui contredit l'unicité
de F .

Montrons qu'il n'existe pas de chaine paire entre x et y . Suppo-
sons qu'il existe une chafne paire C entre x et y n'empruntant
pas l'aréte {y,a} de F . Soit Yg = Ye¥yr --. ¥, =x la suite des
sommets de C . En raisonnant comme précédemment & partir de y , on
montre que pour tout k =0, ... ,n dG(y2k) > 3 et donc que. dG(x) > 3
d'ol la contradiction.

Supposons finalement qu'il existe une chaire paire C entre x et
vy empruntant l'aréte {y,a} de F . Soit X =X, ... %, =y la
suite des sommets de C . Comme précédemment, cn montre que pour tout

X = n - 'a1 4 = '
X , +.. 40 On a dG(y2k) = 2 . En particulier dG(y) 2, dol

la contradiction.
La seule chaine entre x et y est donc .'aréte e , ce qui contre-

éit la 2-connexité de G et achéyve la déxcns<tration de la proposition.

Du thécréme (A) découle trivialement cette caractérisation des graphes
“inis contenant un et un seul couplage parfaiz 207

Un graphe fini contient un et un seul couplage parfait si et seule-

ment si il peut étre construit par itératicns Z2 la construction suivante :



62

Soient G, et G, deux graphes disjoints contenant chacun un et un

1 2
seul couplage parfait, 51 et s, deux nouveaux sommets. Sy est joint
par une aréte a Sy s 8y 4 au moins un sommet de G1 et Sy & au moins
un sommet de G, .

2

Zn appliquant cette construction & partir de deux graphes G1 et

G2 réduits & une aréte, en joignant s & tout sommet de G s

1 1’ 2

4 tout sommet de 62 et en prenant a chaque étape pour G1 et G2
deux copies disjointes du graphe construit & l'étape précédente, on
forme & la n-iéme étape un graphe Gn de degré minimum n . De plus Gn
a clairement un seul isthme e , et les deux composantes connexes de

Gn - e ont chacune plus de n sommets. On en déduit la proposition

suivante :

Proposition 3.6

Pour tout entier n , il existe des graphes localement finis 2-connexes
contenant un et un seul couplage parfait dont le degré minimum soit

supérieure ou égal & n .

Démonstration
Soit G = (V,E) un graphe localement fini 2-connexe contenant un
et un seul couplage parfait. Soit n un entie?. Pour tout sommet X
Ze G de degré k <n - 1 , nous appliquons la construction suivante :
Soit y un sommet de G adjacent & x tel que {x,y} € F . Consi-
dérons un graphe fini Gn- disjoint de G défini plus haut. Soit e

k
1'isthme de Gn-k et X, Y les deux composantes connexes de Gn—k - e.
En joignant x & tout sommet de X et y & tout sommet de Y , on
forme un graphe G' qui est localement fini, 2-connexe et a un couplage

parfait. on a d_,(x) 2n . G' a un seul couplage parfait d'aprés la

proposition 3.3.
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4. Nombre de couplages parfaits d'un graphe localement fini n-connexe

Si G est un graphe localement fini, f£(G) désignera le nombre
de couplages parfaits de G , si G a un nombre fini de couplages
parfaits, £(G) = » sinon. Si n est un entier, f(n) désignera la
plus petite valeur de f£(G) 1lorsque G parcourt la classe des
graphes localement finis n-connexes contenant au moins un couplage
parfait. En ces termes, le théoréme 2.4 devient £(3) > 2 . Les

exemples qui suivent montrent que f(n) est fini pour tout n .

Exemples 4.1
Soit n > 3 un entier. Définissons un graphe localement fini Tn .

Soit (Xm/meN) une suite d'ensembles deux a deux disjoints, chacun

d'entre eux de cardinal n . Posons Xm = {xT, cee ,x:} . L'ensemble

des sommets de T, est U X et l'ensemble E des arétes de T,
meN
est défini par :

si m est impair ousi m =0
m+1
{x':,xj }e€eE 1 <i<n, 1<j<n
si m est pair et si m# 0

(x?,x?+l} €eE 1

A
[
A
=}

.w o -

fig. 3 Le graphe '1‘3



64

Il est clair que Tn est n-connexe et contient au meins un
couplage parfait. Montrons que 'I‘n a exactement n! couplages
parfaits. Si F est un couplage parfait de Tn , tout sommet de

X est clairement couplé par F dans X X et X, ayant

0 170 1
méme cardinal, tout sommet de x1 est couplé par F dans xo .
Tout couplage parfait de TnEXO!J X13 peut donc s'étendre en
un couplage parfait de Tn . Tn!xo‘J Xl” a exactement n! couplages

parfaits. Montrons que tous les couplages parfaits de Tn coinci-

dent sur T [\ xm: . Si F est un couplage parfait de T_, X
m22

étant couplé par F dans XO B X2 est nécessairement couplé par

F dans x3 . Par définition de Tn , il n'y a qu'une caniére de

1

coupler x2 dans X3 . De maniére générale, pour tout entier k

i * 1]
x2k est couplé par F dans x2k+1 et il n'y a gu'une maniére de
réaliser ces couplages. Il s'ensuit que Tn a exactement n!

couplages parfaits. On a donc £(n) < n! pour tout entier n .

Rappelons qu'un graphe est bicritique s'il contient un couplage
parfait, et si le graphe obtenu en supprimant deux sommets gquelconques

contient encore un couplage parfait.

Proposition 4.2

Soif G = (V,E) un graéhe localement fini. Les rrcpriétés
suivantes sont éguivalentes.

(1) G est bicritique,

(2) cl(v - 8) < Is| - 2 pour toute partie finie S de V
telle que s > 2,

(3 c & 8 g |s| - 2 pour toute partie firn::

n
0,
(1]
<

telle gue ;s’

v
"
~
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On démontre facilement que (1) = (2) = (3) - (4)

a4 l'aide des théorémes 1.2.4 et 1.3.2.

Théoréme 4.3 9
Un graphe localement fini n-connexe non bicritique et contenant

un couplage parfait a au moins (n - 1)! couplages parfaits.

Lovész a montré dans 720 qu'un graphe fini n-connexe non
bicritique contenant un couplage parfait a au moins n! couplages
parfaits. La preuve que nous donnons du théoréme 4.3 n'utilise pas
ce théoréme de Lovész. Une preuve du théoréme de Lovdsz se déduit

simplement de la démonstration du théoréme 4.3 (cf. Remarque 4.4).

Démonstration

Soit G = (V,E) un graphe localement fini n-connexe (n > 3)
non bicritique et contenant au moins un couplage parfait. G n'étant
pas bicritique, d'aprés la proposition 4.2 il existe une partie
finie S de V telle que |[S] >2 et Ccr(v -8) > Is| -1
ler cas

Il existe une partie finie non vide S de V telle que
C (V-8 = Is| .

G étant n-connexe et S séparant G on a nécessairement
!Si >n. Soient Cl' eee Cp (p'= ISI) les composantes connexes
couplage-critiques de GV . S. . Soit H le graphe biparti dont
l'ensemble des sommets est {Cl, vue ,Cp} -~ S , avec une aréte
{Ci,s} (s € S) si et seulement si c, est adjacent & s dans

G . G étant n-connexe, chague C est de degré au moins n dans

i
H . D'aprés le théoréme 1.4.3, H a au moins n! couplages parZaits.
Les Ci étant couplage-critiques, tout couplage parfait de H s'é<teni

en un couplage parfait de GIS . c1 -...;lcp; et enfin en un couplage

varfait de G . G a donc au moins n! couplages parfaits.
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2éme cas

Il existe une partie finie non vide S de V telle que
c, v s) =|s|-1.

Comme précedemment on a nécessairement IS[ > n . Soient
Cl' cee s Cp (p = |s| - 1) 1les composantes connexes couplage-
critiques de G'V.SZ . Si F est un couplage parfait de G , un
élément s de S et un seul n'est pas couplé par F dans
CI\J...'JCp . On montre comme précedemment que le graphe partiel
G{Clu ucpu s\{s}. a au moins (n - 1)! couplages parfaits

d'old le résultat.

Remarque 4.4

Une preuve du théoréme suivant de Lovdsz 720. se déduit sim-

plement de la démonstration du théoréme 4.3.

Tout graphe fini n-connexe non bicritigue contenant un couplage

parfait a au moins n! couplages parfaits.

I1 suffit de remarquer que si G = (V,E) est uﬁ graphe fini
n-connexe (n > 3) non bicritique et contenant au moins un couplage
parfait, alors il n'existe pas de partie finie non vide S de V
telle que C_ (V\S) =|s| - 1.

En effet supposons qu'il existe une partie S de V telle que
Ccr(V‘.S) = |S| - 1 .D'aprés le lemme 1.3.1, il existe une partie
finie T de V telle que Cl(V'\T) = |T] - 1, ce qui est impossible
pour des raisons de parité.

Pour n = 2 , la propriété découle du théoréme (A) de Kotzig.

Remarque 4.5
Nous avons en fait prouvé que si G = (V,E) est un graphe

lccalement fini n-connexe contenant au moins un couplage parfait

alors f(G) > n! s'il existe une partie finie non vide S de V



vérifiant C_ (V\S) = Is| , et £(6) 2 (n - 1)1 s'il existe une
partie finie § de V vérifiant C_ (V.8) = Is] -1
Le graphe Tn donné en Exemples 4.1 montre que cette borne

est la meilleure possible dans le premier cas.

Théoréme 4.6 9

Un graphe localement fini n-connexe (n > 4) bicritigque a au

2.nl!

. n!! . . . .
moins = couplages parfaits si n est pair, et au moins 3

couplages parfaits si n est impair.

D'aprés la proposition 4.2 le nombre de couplages parfaits
d'un graphe localement fini bicritique est supérieur ou égal a
son degré minimum. Si fb(n) désigne le m}nimum de £(G) lorsque
G parcourt la classe des graphes n-connexes bicritiques, on a :

£(2) 22 et £(3) 23.

%
En fait fb(2) > 3 car un graphe infini régulier de degré 2

n'est pas 2-connexe.

Démonstration

Montrons que pour tout n > 4 on a fb(n) > n.f(n - 2) .
Seit G = (V,E) un graphe localement fini n-connexe et bicri-
tique. D'aprés la proposition 4.2 toute aréte de G appartient
4 au moins un couplage parfait de G . Soit x e V . G étant
n-connexe, dG(x) > n . Soient donc Yl' e ,yn n sommets de
G deux & deux distincts et adjacents & x . Pour tout i =1,...,n
soit F, un couplage parfait de G contenant 1'aréte {x,yi) .
G = G\V‘~{x,yi}: est (n - 2)-connexe et tout couplage parfait de
Gi s'étend en un couplage parfait de G (contenant 1l'aréte
{x,yi} ). On a donc :

£(G) 2 n.f(n - 2)

d'ol le résultat.

67
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Corre £(2) =1 et £(3) > 2 ona:
fb(n) >n.(n - 2)...4.1 si n est pair,

et fb(n) >n.(n-2)...5.2 si n est impair.

Remarque 4.7
En s'inspirant des preuves des théorémes 4.3 et 4.6 on peut donner

une courte démonstration du théoréme suivant de Zaks (33 :

Tout graphe fini n-connexe contenant un couplage parfait a au

moins n!! couplages parfaits.

Soit f(n) le minimum de f£(G) lorsque G parcourt la classe
des graphes finis n-connexes contenant au moins un couplage parfait.
Clairement f£(1) = 1 et d'aprés le théoréme (A), £(2) =2 .

Soit G = (V,E) un graphe fini n-connexe contenant au moins
un couplage parfait.
ler cas

Il existe une partie non vide T de V telle que
c,v.m = |7

D'aprés le lemme 1.3.1, il existe une partie non vide S de
v telle que c_ (V\s) - |s| 2 C,v\s) - 7! =0 . on a donc
c_ v s =|s|.

si 's| =1, posons s =1{s} . Gv.{s)

est couplage-
critigue. Toute aréte incidente & s appartient & un couplage par-
fait de G . G étant n-connexe, il y a au moins n arétes inci-
dentes & s . On achéve la démonstration en raisonnant comme lors de
1a preuve du théoréme 4.6.

Si !s! 4 2 alors S sépare G et on a nécessairement
‘s »n car G est n-connexe. Par le méze argument que celui uti-
lisé 3dans la preuve du théoréme 4.3, on peut montrer que le sous -

graphe induit par S et les composantes cornexes couplage-critigues
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de GV S a au moins n! couplages parfaits. On a donc :
£(G) 2 n! > ni!

2éme cas
Pour toute partie non vide S de V on a :

Cl(V' s) g ls[ - 2 . G est alors bicritique : voir la preuve

du théoréme 4.6.

Pour des raisons de parité, G étant fini, il ne peut exis-
ter de partie S de V telle que Cl(V*uS) = |s] - 1 . La preuve

est donc compléte.

5. Problémes ouverts

1. Des exemples 4.1 et du théoréme 4.6 il s'ensuit que

1
LY < £(n) n! si n est pair, et 24§LL

2 n! si n

WA

< £(n)

LY

est impair.

Quelle est la valeur exacte de f(n) ?

2. Un graphe localement fini infini bicritique semble avoir
une infinité de couplages parfaits. Nous ne sommes pas parvenus

a prouver cette proposition, ni & l'infirmer.
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Annexe
Si A= (ai j) est une matrice carrée d'ordre n , le perma-
’

nent per A de A est défini par :
-n 1
per A = 2

se= | 13 sy
"n{_i=1 ! ~
En 1926, Van der Waerden 31 a conjecturé que pour toute matrice

4+
bistochastique A d'ordre n , on a per A > per Jn = , ou

5,02

Jn = (é# . Cette célébre conjecture vient d'étre prouvée par
Egoritchev 120 . En termes de graphes, ce théoréme de Egoritchev
exprime qu'un graphe biparti k-régulier G = (X,Y;E) tel que

x| = |Y] =n a au moins (gonn! couplages parfaits.

Soit en effet I = (ai j) la matrice d'incidence des sommets
'

du graphe biparti G . Pour tout (i,j) on a :

a, .,=0 ou a, , =1
i.3 i,j !
z ai .=k pour tout j =1, ... ,n,
1<i<n *7J
= =
et z a =k pour tout i =1, ... ,n
iggen 710
A= % .I est donc bistochastique. D'autre part le nombre de

couplages parfaits de G est f(G) = per I = x" per A . On a donc

=) Une matrice bistochastique d'ordre n est une matrice carrée

d'ordre n, A= (ai .) telle que a; >0, Z a, . =1
3] ] I;ign

por tout j =1, ... ,n et } a, ,=1pour tout j =1, ... ,n
J
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n
£(G) > (g) n! d'aprés le théoréme de Egoritchev. f£(G) tend donc

vers 1'infini avec l'ordre de G .

On peut penser que le nombre de couplages parfaits d'un graphe
biparti G = (X,Y;E) de degré minimum k et tel que ]xl = IYI =n
tend aussi vers 1'infini avec n .

En s'inspirant des Exemples 4.1, on montre que ce n'est pas le
cas.

Soit (xm/O <m< 2+ 1) une suite finie d'ensembles deux a
deux disjoints tels que [xm| =k pour tout m=0, ... ,2p + 1 .
Posons X = {xm m) Définissons un graphe fini T = (X,E)

m 1o N P
tel que X = { _ xm/O Sm< 2 + 1} et tel que E soit défini par :

si m=0,m=2p ousi m est impair

{x’i“,x‘:’]‘”}ea 1<i<k , 1<j<k
si m est pair, si m#0 et si m# 2p

m  m+l

{xi,xi}eE 1gi<k .

fig. Le graphe '1‘3'3 .



'I‘k P est biparti, de degré minimum k et pour tout p on a :
'

2
f(Tk,p) = (k)" .



5. EXISTENCE DE COUPLAGES PARFAITS DANS LES GRAPHES AVEC UN SEUL

SOMMET DE DEGRE INFINI

1. Introduction

Le théoréme 1.2.4 donne une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un graphe localement fini ait un couplage parfait. Cette
condition n'est malheureusement pas suffisante dans le cas des
graphes ayant au moins un sommet de degré infini.

Nous donnons dans ce chapitre des conditions nécessaires et suf-
fisantes & l'existence d'un couplage parfait dans un graphe avec un
seul sommet de degré infini. Dans le cas particulier des graphes
bipartis, ces conditions découlent du théoréme 2.2.2 de Jung et

Rado.

2. Enoncé des résultats

Théoréme 2.1 (8]
Un graphe G = (V,E) avec un seul sommet xo de degré infini
a un couplage parfait si et seulemernt si

(1) CI(V\S) < ls| pour toute partie finie S de V,

(2) T (x) < V{scva{x }/s fini, ¢ (VNISUlx}) = |s|}

Corollaire 2.2 [8]

Un graphe G = (V,E) avec ur seul sommet x de degré infini

0
a un couplage parfait si et seulermsn: =i
(") Ccr(V N\S) < is| pour toute rarzie finie S de V,

' -~ ie =y . 3 i LT - = !
(2') Tolxg) © Uis=v - {x }/s fini, C_ (VS _{x4}]) |s!}
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3. Démonstration

Soit G = (V,E) un graphe avec un seul sommet x. de degré

0
infini.

(3.1) Si G vérifie la condition (1) et si G n'a pas de
couplage parfait, alors GZV‘\{XO}: a un couplage parfait.

GV \{xo}] étant localement fini, d'aprés le théoréme 1.2.4
il suffit de montrer que CI(V\\{SKJ{XO}]) < |s|  pour toute partie
finie S de V‘\{xo} . Supposons qu'il existe une partie S de

v \{xo} telle que CI(V*\~S ;{xo}7) > |s| + 1 .G vérifiant la
condition (1) par hypothése, on a :

c, (v isulx K = Is] + 1

D'aprés le lemme 1.3.1, il existe une partie finie T de V
telle que S ' {xo} CT et C_(V T) 2 |T| . 6 vérifiant la
condition (1) par hypothése, on a :

C,(VaT) =c_ (Vv T) = |T] .

Montrons que toute composante connexe paire ou infinie de
G.V~T. a un couplage parfait. Soit C une telle composante connexe.
G'C? est localement fini car X € T . Si G[Cl n'a pas de couplage
parfait, d'aprés le théoréme 1.2.4 il existe une partie finie U de
C telle que C (C U) > |t + 1 . on a alors :

v T U)=c v m+cic u _|s |+
ce qui contredit la propriété (1) .

Les composantes connexes impaires de G_V\T. étant toutes
couplage-critiques, le sous - graphe de G induit par T et les
composantes connexes impaires de G.V -T. a un couplage parfait.

Ce couplage s'étend en un couplage parfait de G car les cocposantes

paires ou infinies de G°V. T. ont toutes un couplage parfait, <'ol

la contradiction.
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(3.2) Si G vérifie la propriété (1) et n'a pas de couplage
parfait, alors G ne vérifie pas la propriété (2) .

Soit y € PG(xo) . Posons G' = GLV" {xo,y}l. G n'ayant pas
de couplage parfait, G' n'en a pas non plus. G' étant localement
fini, d'aprés le théoréme 1.2.4 il existe une partie finie S de
v~ {xo,y} telle que Cl(v \:S>J{x0.y}f) > |s|] +1 . prapres (3.1)
le sous - graphe GV \{xo}: a un couplage parfait, et on a donc :

C, (VI8 ulxyy}l) = Is| +1
c'est & dire

y e J{sevaixy}/s fini, ¢ (v~ isulx ) = Is]} .

(3.3) si G vérifie la propriété (1) , alors
J{scvaixy}/s fini, C (V. isU{x}1) = Is|}
C vis-veix ¥/s fini, c_ (v ISulx }I) = Is|}

Cela découle clairement du lemme 1.3.1.

(3.4) Si G vérifie la propriété (1') mais ne vérifie pas la
propriété (2') , alors G n'a pas de couplage parfait.

Supposons que G ait un couplage parfait F . Il existe alors
y € V tel que {xo,y} € F . G ne vérifiant pas la propriété (2'),
il existe une partie finie S de V~\{xo} contenant y telle que
Cop (v \iS\J(xo}]) = |s| .’Le sous - graphe G.V ﬂ{xo,y}I ne vérifie
donc pas la condition (1') et n'a pas de couplage parfait d'aprés
le théoréme 1.3.2. Par ailleurs, F' =F \{xo,y} est un couplage

parfait de G contenant 1l'aréte {xo,y) , d'ol la contradiction.

(3.5) Si G a un couplage parfait, alors G vérifie la propriété

(1) .

Si G a un couplage parfait F et si S est une partie de V ,

toute composante connexe impaire de GV \S! est nécessairement
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couplée par F dans S . G vérifie donc la propriété (1)

La démonstration du théoréme 2.1 - et du corollaire 2.2 - est
maintenant achevée. En effet, si G a un couplage parfait, alors G
vérifie les propriétés (1) et (2') d'aprés (3.4) et (3.5) .
D'aprés (3.3) , G vérifie la propriété (2) . La propriété (1')
est vérifiée d'aprés le lemme 1.3.1.

D'aprés (3.2), (3.3) et (3.4) 1les conditions (1) et (2),
de mé&me que les conditions (1') et (2') , sont suffisantes &

l'existence d'un couplage parfait de G .

4. Remarque

Il est naturel de chercher des conditions nécessaires et suf-
fisantes & l'existence d'un couplage parfait dans un graphe avec un
nombre fini de sommets de degrés infinis qui soient semblables & celles
du théoréme 2.1. Nos efforts ont été infructueux.

si G = (V,E) est un graphe avec exactement deux sommets x, et

1

X, de dearés infinis, les conditions :

- oyl - 3 3 s -
Tolx)) ¢ vSovix }/s fini, € (VIS u{x;})) = |s|}
& vis v {x.} ini B )=
To(x,) & visov .{x,}/s fini, C (V1S U{x,}0) Is|}
ne sont pas nécessaires a l'existence d'un couplage parfait, comme

le montre l'exemple de la figure 5.

fig. 5
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