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INTRODUCTION 

Nous prösentons q u e l q u e s rösultats s u r l e s c o u p l a g e s dans l e s g r a p h e s 

i n f i n i s s ous des h y p o t h e s e s de f i n i t u d e t r e s r e s t r i c t i v e s : l e s g r a p h e s 

que nous 6 t u d i o n s s o n t l o c a l e m e n t f i n i s (done denombrables s ' i l s s o n t 

connexes) ou n'ont qu'un nombre f i n i de sommets de degrös i n f i n i s . On ne 

p e u t en e f f e t t r o p relächer c e s c o n d i t i o n s de f i n i t u d e s a n s s o r t i r du 

c a d r e de l a c o m b i n a t o i r e * . 

L'^tude des c o u p l a g e s t i e n t une p l a c e i m p o r t a n t e en t h e o r i e d es 
2 

graphes pour des r a i s o n s t h e o r i q u e s , m a i s a u s s i p a r l e s a p p l i c a t i o n s . 

C i t o n s p a r exemple : 

P. Erdös, F . G a l v i n and R. Rado, T r a n s v e r s a l s and m u l t i t r a n s v e r s a l s , 

J . Lon.Math. S o c , 2 ( 1 9 7 9 ) , pp. 387-395. 

C i t o n s notamment : 

P.W. K a s t e l e y n , Graph t h e o r y and c r y s t a l p h y s i c s , i n Graph t h e o r y 

and t h e o r e t i c a l p h y s i c s , pp. 43-110, Academic P r e s s , London 1967 ; 

F. Barahona e t J . P . Uhry, C o m p l e x i t y e t s i m p l i c i t y de c e r t a i n s 

problemes de p h y s i q u e s t a t i s t i q u e , i n Regards s u r l a t h e o r i e des 

graphes, A c t e s C o l l . C e r i s y 12-18 j u i n 1980, 

P. Hansen e t D. de Werra i d . , 1980, pp. 159-163. 
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L e s theoremes de König [18] 3 e t P. H a l l J 7 ] d'une p a r t , e t de 

T u t t e [28"] d * a u t r e p a r t , s o n t ä l ' o r i g i n e de 1'etude d e s c o u p l a g e s 

dans l e s g r a p h e s f i n i s . L e s theoremes de P. H a l l [ l 7 j e t de M. H a l l [ 1 6 j 

i n t r o d u i s a i e n t n a t u r e l l e m e n t ä 1'etude des c o u p l a g e s dans l e s g r a p h e s 

b i p a r t i s i n f i n i s . De nombreux t r a v a u x o n t e t e p o u r s u i v i s dans c e t t e 

d i r e c t i o n ( v o i r [6 j , [ 1 4 ] , [24Ί e t [32] e n t r e a u t r e s ) . P a r c o n t r e , 

en c e q u i c o n c e r n e l e s graphes i n f i n i s non b i p a r t i s , nous ne d i s p o s l o n s 

p r a t i q u e m e n t que du theoreme de T u t t e [29[ donnant une c o n d i t i o n n e c e s -

s a i r e e t süffisante ä 1 ' e x i s t e n c e d'un c o u p l a g e p a r f a i t dans un graphe 

l o c a l e m e n t f i n i . L ' e t u d e des c o u p l a g e s dans l e s g r a p h e s i n f i n i s s e j u s -
4 

t i f i e done d'un p o i n t de vue t h e b r i q u e . L e s t r a v a u x de K a s t e l e y n mon-

t r e n t qu'on ne s a u r a i t l u i d e n i e r t o u t inter§t pour l e s a p p l i c a t i o n s . 

Apres a v o i r rappele* dans un p r e m i e r c h a p i t r e l e s r e s u l t a t s a u x q u e l s 

i l s e r a s o u v e n t f a i t a p p e l p a r l a s u i t e , nous p r e s e n t o n s au c h a p i t r e 2 

l e s theoremes s u r 1 ' e x i s t e n c e de s y s t e m e s de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n e t s 

d'une f a m i l l e d'ensembles n ' a y a n t qu'un nombre f i n i de membres i n f i n i s . 

C es r e s u l t a t s ne s o n t p a s o r i g i n a u x , mais nous en u n i f i o n s l e s p r e u v e s 

e t donnons une t r e s c o u r t e e t s i m p l e d e m o n s t r a t i o n d'un theoreme de 

Folkman [ l 4 j . 

Au c h a p i t r e 3 nous e t u d i o n s l a s t r u c t u r e , r e l a t i v e m e n t aux c o u p l a g e s , 

d e s g r a p h e s l o c a l e m e n t f i n i s , göneralisant un theoreme de Edmonds [ l l _ 

e t G a l l a i "JLSZ s u r l e s g r a p h e s f i n i s . 

C es r e f e r e n c e s r e n v o i e n t ä l a b i b l i o g r a p h i e en f i n d'ouvrage. 

( 4 ) op. c i t . 
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Dans un q u a t r i e m e c h a p i t r e , nous eValuons l e nombre de c o u p l a g e s 

p a r f a i t s dans l e s graphes l o c a l e m e n t f i n i s , en f o n c t i o n de l e u r s 

c o n n e x i t e s . 

Nous donnons f i n a l e m e n t dans un cinquieme e t d e r n i e r c h a p i t r e une 

c o n d i t i o n n e c e s s a i r e e t süffisante ä 1 * e x i s t e n c e d'un c o u p l a g e p a r f a i t 

dans un graphe n ' a y a n t qu'un s e u l sommet de degre i n f i n i . 

C es q u e l q u e s r e s u l t a t s amenent ä p o s e r de nombreux pr o b l e m e s . 

T o u t d'abord, i l s e r a i t n a t u r e l de e h e r e h e r une e x t e n s i o n du 

theoreme 3.4.7 ^ en r e l a t i o n a v e c l e theoreme 5.2.1 : l a d e c o m p o s i t i o n 

de Edmonds e t G a l l a i s ' e t e n d - e l l e aux graphes a y a n t un sommet de degre 

i n f i n i ? 

I i s e r a i t bon d ' e t e n d r e l e s r e s u l t a t s du c h a p i t r e 5 : peut-on 

t r o u v e r une c o n d i t i o n n e c e s s a i r e e t süffisante ä 1 * e x i s t e n c e d'un 

couplage p a r f a i t pour des graphes a y a n t un nombre f i n i quelconque de 

sommets de d e g r e s i n f i n i s ? 

D'autre p a r t , i l r e s t e ä p r e c i s e r l a borne i n f e r i e u r e du nombre de 

c o u p l a g e s p a r f a i t s d'un graphe l o c a l e m e n t f i n i en f o n c t i o n de s a 

c o n n e x i t e . Dans l e c a s p a r t i c u l i e r d es graphes b i c r i t i q u e s , Loväsz pense 

que c e t t e borne e s t i n f i n i e : c e l a r e s t e ä demontrer. A i n s i que Mader [23~ 

l ' a f a i t pour l e s graphes f i n i s , on p e u t e s p e r e r p o u v o i r e s t i m e r l e nom­

bre de c o u p l a g e s p a r f a i t s d'un graphe l o c a l e m e n t f i n i en f o n c t i o n de son 

C e t t e r e f e r e n c e r e n v o i e au c h a p i t r e 3, paragraphe 4, Theoreme 4.7 

Dans un meme c h a p i t r e , l e s r e n v o i s ne p r e c i s e n t p a s l e c h a p i t r e . 
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degre minimum e t non de s a c o n n e x i t e . 

I I r e s t e a u s s i ä caractöriser l e s graphes l o c a l e m e n t f i n i s 

2-connexes ne c o n t e n a n t qu'un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t . Nous f a i s o n s une 

c o n j e c t u r e ( c o n j e c t u r e 4.3.4) dont l a p r e u v e p e r m e t t r a i t c e t t e caractä-

r i s a t i o n . 



1. RESULTATS PRELIMINAIRES 

1 β T e c h n o l o g i e e t N o t a t i o n s 

L e s g r a p h e s que nous c o n s i d e r e r o n s s o n t des graphes simples ~2~. 

Un t e l graphe G - (V,E) e s t un c o u p l e forme d'un ensemble V de 

sommets e t d'un ensemble Ε d 1 aretes, c ' e s t a d i r e de p a r t i e s de V 

de c a r d i n a l 2. 

L e nombre de sommets de G e s t 1' ordre de G . On d i t que G 

e s t f i n i s ' i l e s t d'ordre f i n i . 

E t a n t donne un sommet χ de G , un sommet y e s t un voisin de 

χ s i { x , y } e s t une arßte de G . On d i t a l o r s que y e s t adjacent 

ä χ e t que l'ar§te ( x , y ) e s t incidente ä χ . On note Γ ίχ) 
G 

1* ensemble d e s sommets de G a d j a c e n t s ä χ . Pour X C V , on 

pose Γ (Χ) = KJ Γ (χ) . 
χεΧ 

Le degre d _ ( x ) d'un sommet χ de G e s t d e f i n i p a r G 

d G ( x ) = | r Q ( x ) | . G e s t i o c a l e m e n t f i n i s i d Q ( x ) e s t f i n i pour 

t o u t χ ε V . L e degre maximum d(G) de G e s t d e f i n i p a r 

d(G) « Sup {d„(x)/xeV} . 
G 

G e s t biparti s ' i l e x i s t e une p a r t i t i o n V » + t e l l e que 

deux sommets de ( i « 1,2) ne s o i e n t p a s a d j a c e n t s . On note a l o r s 

G - ( V 1 , V 2 ; E ) . 

G e s t complet s i deux quelconques de s e s sommets s o n t a d j a c e n t s . 

S i X TZ V , l e sous - graphe de G engendro par X , note GCXj, 

e s t l e graphe dont 1'ensemble des sommets e s t X e t l e s a r e t e s , c e l l e s 

de G q u i s o n t i n c l u s e s dans X . 
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S i F C Ε , l e graphe p a r t i e l de G engendro par F e s t l e 

graphe ( V , F ) . 

Une chaine e s t une s u i t e (x ) - f i n i e ou i n f i n i e - de sommets 
η 

t e l l e que X r + 1 s o i t a d j a c e n t ä X r . S i x± φ x^ des que i φ j , 

l a c h a i n e e s t elomentaire. 

G e s t connexe s ' i l c o n t i e n t une c h a i n e e n t r e deux quelconques 

de s e s sommets. 

L e s composantes connexes de G s o n t l e s s o u s - gra p h e s connexes 

maximaux - pour 1 · i n c l u s i o n - de G . C A ( G ) , C 4 (G) , C <G) d ^ n o t e n t 
0 1 0 0 

r e s p e c t i v e m e n t l e s nombres de composantes connexes de G d ' o r d r e s 

p a i r s , i m p a i r s e t i n f i n i . S i X C V e t s i c e l a ne p r S t e p a s ä c o n f u ­

s i o n , on a b r e g e r a C . ( G t X l ) , C 4 ( G C X I ) e t C (GCX3) en C n ( X ) , C,(X) 
U 1 0 0 0 1 

e t CMX) . 

S i η e s t un e n t i e r n a t u r e l non n u l , G e s t n-connexe s i pour 

t o u t e p a r t i e X de V de c a r d i n a l au p l u s η - 1 , G CV X] e s t 

connexe. G e s t n-arSte-connexe s i pour t o u t e p a r t i e F de Ε de 

c a r d i n a l a u p l u s η - 1 , l e graphe p a r t i e l ( V , E N F ) e s t connexe. 

S i G e s t connexe, une p a r t i e S de V e s t un ensemble de separation 

de G s i G L V X S J n ' e s t p a s connexe. S i S = { x } e s t un ensemble de 

s e p a r a t i o n de G , on d i t que χ e s t un sommet d'articulation de G . 

Une a r e t e e d'un graphe connexe G = ( V , E ) e s t un isthme s i l e 

graphe p a r t i e l ( V , E \ { e } ) n ' e s t p a s connexe. 

Un couplage de G e s t un ensemble d'ar§tes de G deux ä deux 

d i s j o i n t e s . S i F e s t un c o u p l a g e , U F e s t son support. Un couplage 

F de G e s t parfait s i U F « V . Un c o u p l a g e F s a t u r e X C V s i 

X C Ü F . 

G e s t couplage-critique s ' i l n'a p a s de c o u p l a g e p a r f a i t e t s i 

pour t o u t χ ε V , G f v \ { x } J a un co u p l a g e p a r f a i t . On v 6 r i f i e 
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a i s e m e n t qu'un graphe c o u p l a g e - c r i t i q u e e s t f i n i e t d'o r d r e i m p a i r . On 

not e p a r c
c r ^ G ^ l e n o ^ r e de composantes connexes c o u p l a g e - c r i t i q u e s 

du graphe G . S i X C V , on a b r e g e r a C (G[X3) en C (X) l o r s q u ' 
e r c r 

aucune c o n f u s i o n n ' e s t a c r a i n d r e . S i X e t A s o n t deux p a r t i e s de 

V , C c r<X,A) e s t l e nombre de composantes connexes c o u p l a g e - c r i t i q u e s 

de GCX3 i n c l u s e s - au s e n s d e s sommets - dans A . 

G e s t bicritique s ' i l a un co u p l a g e p a r f a i t e t s i pour t o u t e 

p a i r e de sommets d i s t i n c t s χ e t y , G L x M x / y } ] a un cou p l a g e 

p a r f a i t . 

2. C o u p l a g e s dans l e s graphes l o c a l e m e n t f i n i s 

T u t t e a donne dans [ 2 8 } e t [3CQ une c o n d i t i o n n e c e s s a i r e e t süf­

f i s a n t e pour qu'un graphe f i n i a i t un couplage p a r f a i t . 

Theoreme 2.1 (Theoreme de f a c t o r i s a t i o n ) 

Un graphe f i n i G « (V,E) a un couplage parfait s i et seulement 

s i C j ( V \ S ) < |s| pour toute partie S de V . 

Le theoreme s u i v a n t e s t du ä B r u a l d i £5] . 

Theoreme 2.2 

Soient G = (V,E) un graphe et X une partie de V dont t o u s 

l e s sommets sont de degres f i n i s . I l existe un couplage F qui sature 

X s i et seulement s i pour toute partie f i n i e Y de X i l existe un 

couplage de G qrui sature Y . 

L a p r e u v e du theoreme 2.2 r e p o s e s u r l e p r i n c i p e de s e l e c t i o n de 

Rado [ 2 5 ] . E t a n t donnee une fami l i e ( A ^ / i c I ) de p a r t i e s d'un 

ensemble A , une fonction de choix de l a f a m i l l e e s t une a p p l i -
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c a t i o n χ de I dans \J A t e l l e que χ(1) ε A. pour t o u t i ε I . 
ΙεΙ 1 1 

Theoreme 2.3 ( P r i n c i p e de s e l e c t i o n ) 

Soit vF* = (A^/ΙεΙ) une famille de parties f i n i e s d'un ensemble A. 

Pour toute partie f i n i e J de I , s o i t χ_ une fonction de choix de 
J 

la famille (h^/ieJ) . I l existe une fonction de choix χ de la famille 

$ t e l l e que pour toute partie f i n i e J de I , i l existe une partie 

f i n i e Κ de I contenant J de sorte que χ ^ - X K | * j · 

Ce theoreme n ' e s t qu'un c a s p a r t i c u l i e r d'un theoreme de B o u r b a k i 

( C,4] III-§7-4 p. 58) s u r l e s l i m i t e s p r o j e c t i v e s de f a m i l i e s d'ensembles. 

Demonstration du theoreme 2.2 

Supposons que pour t o u t e p a r t i e f i n i e Y de X i l e x i s t e un 

c ouplage F y de G q u i s a t u r e Y . F y d e t e r m i n e une f o n c t i o n de c h o i x 

i n j e c t i v e χ γ de l a f a m i l l e ( r Q ( x ) U ίχ}/χεΥ) de l a m a n i e r e s u i v a n t e : 

X y ( x ) = y s i χ ε Y e t { x , y } ε F . 

S i X y ( x ) = y ε Y a l o r s on a χ γ(γ) - x . D ' a p r e s l e theoreme 2.2 i l 

e x i s t e une f o n c t i o n de c h o i x χ de l a f a m i l l e (Γ_(χ) U {χ}/χεΧ) . χ e s t 
G 

i n j e c t i v e c a r l e s χ γ l e s o n t . F = {{χ,χ (χ) }/χεΧ} e s t un c o u p l a g e de 

G c a r χ e s t i n j e c t i v e e t c a r s i χ(χ) = y ε X a l o r s en c o n s i d e r a n t 

Υ β {x,y> , on a x ( y ) » χ(χ) . 

Des theoremes 2.1 e t 2.2 d e c o u l e l e theoreme s u i v a n t dü ä T u t t e [29] , 

q u i e t e n d aux graphes l o c a l e m e n t f i n i s l e theordme 2.1. 

Theoreme 2.4 (Theoreme de f a c t o r i s a t i o n ) 

Soit G = (V,E) un graphe localement f i n i . G a un couplage 

parfait s i et seulement s i C ^ t V ^ S ) < |s| pour toute partie f i n i e 

S de V . 
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Nous u t i l i s e r o n s ä p l u s i e u r s r e p r i s e s 1 * o b s e r v a t i o n s u i v a n t e : 

Lemme 2 . 5 

Soient G - (V,E) un graphe, F^ et F^ deux couplages de G . 

Les composantes connexes du graphe partiel (V,F^&F^) sont de cinq 

types: 

1. Point isolo, 

2 . Cycle olomentaire F^-altern6 (une arote sur deux est dans F^ ) , 

3. Chaine olomentaire F^-alternoe sans extremito, 

4. Chaine olomentaire F^-alternoe f i n i e dont chaque extromito est 

insaturee par un des deux couplages, 

5. Chaine olomentaire F ̂ -alternoe in f i n i e issue d'un sommet insature* 

par un des deux couplages. 

(On remarque en e f f e t que l e graphe p a r t i e l ( ν , Ρ ^ Δ Ρ ^ ) e s t de 

degr e maximum 2 . ) 

3. Composantes c o u p l a g e - c r i t i q u e s 

Lemme 3.1 [10] 

Soient G ~ (V,E) un graphe, A une partie de V e t S une 

partie f i n i e de V t e l l e que C J ( V ^ S J A ) s o i t f i n i . I l existe une 

partie f i n i e Τ de V t e l l e que S c Τ c ν e t t e l l e que 

C c r ( V \ T ; A ) - | T | > C ^ V S S J A ) - |s| . 

D e m o n s t r a t i o n 

S o i e n t C j , . . . , C p l e s composantes connexes i m p a i r e s de GtVNSj 

c o n t e n u e s dans A . S o i t Τ une p a r t i e de V maximale pour 1* i n c l u s i o n 

ä v e r i f i e r l e s deux p r o p r i e t e s s u i v a n t e s : 
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1. S C τ c ( S U C 4 . .. U C ) 
1 Ρ 

2. C ^ V s T j A ) - | T | > C 1 ( V \ S ? A ) - |s| 

Montrons que t o u t e s l e s composantes connexes i m p a i r e s de G(y\T*3 

co n t e n u e s dans Α s o n t c o u p l a g e - c r i t i q u e s . Supposons qu'une t e i l e 

composante c ne s o i t p a s c o u p l a g e - c r i t i q u e . D*apres l e theoreme 2.1 

i l e x i s t e χ ε C e t X C C \ { x } t e l s que 

C ^ C X Ü X J{x>3) > |x| + 1 . 

|c| e t a n t i m p a i r , Οχ (C ν [ XU<x}3 ) e s t de meine p a r i t y que |x| , d'oü 

c t ( c \ [ x g { x } ] ) > |x| + 2 . 

Comme C^ (V \ [ T uX U { x } } ; A ) » C j i V s T j A ) - 1 + C ^ C \ [ χ υ { χ } ] ) on a 

C j i v \ C T U X u { x ) l ; A ) - |τυχυ{χ}| >c1{v\T-,h) - | T | 

c e q u i c o n t r e d i t l a m a x i m a l i t e de Τ . 

Le lemme 3.1 e s t u t i l e p o u r r e m p l a c e r d e s c o n d i t i o n s s u r l e s 

composantes connexes i m p a i r e s p a r des c o n d i t i o n s s u r l e s composantes 

connexes c o u p l a g e - c r i t i q u e s dans d i f f e r e n t e s p r o p o s i t i o n s r e l a t i v e s 

aux c o u p l a g e s . Comme cons e q u e n c e immediate du lemme 3.1 e t du theoreme 

2.4, on a : 

Theoreme 3.2 Ll O j 

Un graphe localement f i n i G - ( v , E ) a un couplage parfait s i 

et seulement s i C c r ( V \ S ) < | s | pour toute partie f i n i e S de V . 

Ce theoreme e s t un r e s u l t a t b i e n connu dans l e c a s f i n i . Nous 

n'en c o n n a i s s o n s c e p e n d a n t p a s de r e f e r e n c e e x p l i c i t e . L e s a r t i c l e s 

[ i l l e t k15": peuvent §tre donnös comme r e f e r e n c e s i m p l i c i t e s c a r l e 

theoreme 3.2 - dans l e c a s f i n i - e s t une consequence immediate de 

l a d e c o m p o s i t i o n de Edmonds e t G a l l a i . 
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4. C o u p l a g e s dans l e s g r a p h e s b i p a r t i s 

Au graphe b i p a r t i G « (χ,Υ;Ε) on p e u t a s s o c i e r l a f a m i l l e 

d'ensembles TF*„ 588 (Γ_(χ)/χεΧ). RÖciproquement, ä l a f a m i l l e 
G G 

7*« (Α^ΙεΙ) de p a r t i e s d'un ensemble A , on p e u t a s s o c i e r l e 

graphe b i p a r t i G . - ( I , i ) A , ; E ) ^ oü ( i , a ) ε Ε s i e t seulement 
* l e i 1 

s i a ε A^ . 

A un c o u p l a g e F de G s a t u r a n t X e s t a s s o c i e " une f a m i l l e 

9 1 = (a^/χεΧ) d'Elements de Y t e l l e que { x , a } ε F . Pour t o u t 
χ ε X, on a a ε Γ fx) e t a Φ a s i χ φ y . L a f a m i l l e & χ G χ y J 

e s t un systäme de representants d i s t i n c t s de £7* . 
β 

Un p r e m i e r r e s u l t a t b i e n connu dü ä König [18] en termes de 

graphe e t ä P. H a l l 1172 en termes de f a m i l l e d* ensemblesdonne une 

c o n d i t i o n n e c e s s a i r e e t süffisante pour qu'une f a m i l l e f i n i e de p a r t i e s 

q u e l c o n q u e s d'un ensemble A a i t un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t n c t s . 

Theoreme 4.1 

Soit (A^/l<i<n) une famille f i n i e de parties d'un ensemble 

A . ν a un Systeme de representants d i s t i n c t s s i et seulement s i 

I Α· I > |j| pour toute partie J de I . 
i e J 1 = 

M. H a l l a e n s u i t e etendu ce theoreme aux f a m i l i e s quelconques 

de p a r t i e s f i n i e s d'un ensemble A . 

S i ( Ό Α.) Γ\ I Φ φ , on c o n s i d d r e une c o p i e I * de I d i s j o i n t e 
ιεΐ 

de U Α. . 
χει 1 
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Theoreme 4.2 [ 1 6 ] 

Soit *J* » ( A ^ / i e l ) une famille de parties f i n i e s d'un ensemble A 

*f a un Systeme de representants d i s t i n c t s s i et seulement s i 

I a J I _ | J I pour t o u t e partie f i n i e J de I . 
i c J 

M. H a l l a egalement estime" l e nombre de c o u p l a g e s p a r f a i t s d'un 

graphe b i p a r t i f i n i [16] . 

Theoreme 4.3 

Soit G * (x,Y;E) un graphe biparti f i n i contenant au moins un 

couplage parfait. S i d _ ( x ) > η pour tout χ ε Χ , alors G a au G = 

moins η! couplages parfaits. 



2. SYSTEMES DE REPRESENTANTS DISTINCTS DES FAMILLES D 1ENSEMBLES 

N'AYANT QU'UN NOMBRE F I N I DE MEMBRES I N F I N I S 

1. I n t r o d u c t i o n 

L e p r e m i e r r e s u l t a t (Theoreme 1.4.1) etabli p a r König [18] e n 

ter m e s de g r a p h e b i p a r t i e t p a r P. H a l l Li7] en termes de f a m i l l e 

d*ensembles donne une c o n d i t i o n n e c e s s a i r e e t süffisante ä 1 ' e x i s ­

t e n c e d'un Systeme de r e p r S s e n t a n t s d i s t i n c t s pour une f a m i l l e f i n i e . 

Ce r e s u l t a t f u t e n s u i t e e t e n d u p a r Μ. H a l l [163 aux f a m i l i e s de c a r ­

d i n a l ! tes q u e l c o n q u e s mais formees d*ensembles f i n i s (Theoreme 1.4.2). 

De nombreuses p r e u v e s de c e theoreme de M. H a l l o n t ete donnees ( [ 1 3 ] , 

[261 e t c . ) . 

L e theoreme 3.2, dü ä Jung e t Rado [27], donne une c o n d i t i o n 

n e c e s s a i r e e t süffisante ä 1 ' e x i s t e n c e d'un Systeme de reprösentants 

d i s t i n c t s p o u r une f a m i l l e n ' a y a n t qu'un s e u l membre i n f i n i . De nom­

b r e u s e s c o n d i t i o n s de mime i n s p i r a t i o n o n t ete donnees pour l e s f a m i l i e s 

n ' a y a n t qu'un nombre f i n i d'ensembles i n f i n i s . L a p r e m i S r e d e c o u l e d'un 

r e s u l t a t de B r u a l d i e t S c r i m g e r (.[63 Theoreme 5) e t du theoreme 1.4.2. 

McCarthy [21] e n a s i m p l i f i e l'enonce a i n s i obtenu e t en a donne une 

pre u v e d i r e c t e . Deux a u t r e s theoremes s o n t dus ä Woodall [32] . Folkman 

{14} a donne une c o n d i t i o n n e c e s s a i r e e t süffisante ä 1 ' e x i s t e n c e d'un 

Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s pour une f a m i l l e n ' a yant qu'un nombre 

f i n i de membres i n f i n i s , dont 1 * i n s p i r a t i o n e s t d i f f e r e n t e de c e l l e d e s 

theoremes precedemment c i t e s . S e l o n Woodall "32], c e theoreme "semble 
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S t r e d'un type e n t i e r e m e n t d i f f e r e n t * * . Nous montrons p a r une p r e u v e 

s i m p l e e t c o u r t e q u ' i l n'en e s t r i e n : l a c o n d i t i o n du theoreme de 

Folkman i m p l i q u e C e l l e s d'un d e s theoremes de Woodall. Nous u n i f i o n s 

a i n s i l e s p r e u v e s des theoremes s u r l e s s y s t e m e s de r e p r e s e n t a n t s 

d i s t i n c t s d e s f a m i l i e s n ' a y a n t qu'un nombre f i n i de memores i n f i n i s . 

2. T e r m i n o l o g i e e t n o t a t i o n s 

S o i t Zr - ( A ^ / i e l ) une f a m i l l e de p a r t i e s d'un ensemble Α , 

i n d e x e e p a r un ensemble I . S i J e s t une p a r t i e de I , l a r e s t r i c t i o n 

de a J e s t l a f a m i l l e = ( A . / i e l ) . On n o t e r a G^J] = A. . 

, J 1 i e j 1 

Un ensemble de representants d i s t i n c t s de e s t une p a r t i e R 

de V [ I j t e l l e q u ' i l e x i s t e une b i j e c t i o n χ de I dans R v e r i f i a n t 

X ( i ) e A^ pour t o u t i ε I . (χ(1)/1εΙ) e s t a l o r s un Systeme de 

r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s de ^$ . 

3. C o n d i t i o n s n e c e s s a i r e s e t süffisantes d ' e x i s t e n c e de s y s t e m e s de 

r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s de f a m i l i e s n ' a y a n t qu'un nombre f i n i de 

memhres i n f i n i s 

T o u t au l o n g de c e p a r a g r a p h e , \ ? * (A^/ΙεΙ) d e s i g n e r a une 

f a m i l l e de p a r t i e s d'un ensemble A , i n d e x e e p a r un ensemble 

I • I ^ + 1"2 t e l que 1"2 s o i t f i n i , e t Â ^ s o i t f i n i p o u r t o u t 

i ε Ιχ . O n n o t e r a ^ - C3^ I * ( A j / i c l j . 

Un p r e m i e r theoreme, dü ä Jung e t Rado "27", donne d e s c o n d i t i o n s 

n e c e s s a i r e s e t süffisantes ä 1 ' e x i s t e n c e d'un Systeme de r e p r e s e n t a n t s 

d i s t i n c t s de \s l o r s q u e s 1 , i . e . l o r s q u e ί a un s e u l 



15 

membre i n f i n i . 

D e f i n i t i o n 3.1 

üne p a r t i e J de 1^ e s t critique ( r e l a t i v e m e n t ä l a f a m i l l e 'rf ) 

s i e i l e e s t f i n i e e t s i ( ί ^ Π | Ä | j | . 

L e domaine critique 1^ de J " e s t l a r e u n i o n d e s p a r t i e s c r i t i q u e s 

de 4 . 

Theoreme 3.2 [27*] 

Soit • ( A ^ / i e l ) une famille de parties d'un ensemble Α n' a y a n t 

gu 'un seul membre i n f i n i Α. (1^ « I \ { i _ } ^ . 
i Q ι υ 

t F * a d n e t un Systeme de representants d i s t i n c t s s i et seulement s i 

(1) 15*1 J ] | > | j | p o ur toute partie f i n i e J de 1^ , 

(2) Α,φ&ΙΙ*/} -

L e theoreme 3.2 de Jung e t Rado g e n e r a l i s e l e theoreme 1.4.1. 

Lemme 3.3 
Soit & ~ ( h ^ / i e l ) une famille de parties de Α n'ayant qu'un 

seul membre i n f i n i A^ . S i '^ s ( A ^ / i c l \ {1Q}) a un Systeme de 

repräsentants d i s t i n c t s , a l o r s W* '.1̂  . e s t 1 ' i n t e r s e c t i o n d e s ensem-

bles de reprosentants d i s t i n c t s de . 

D e m o n s t r a t i o n 

D'apres l e theoreme 1.4.2, s i a ε A , c j * ^ admet un Systeme de 

r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s ne c o n t e n a n t p a s a s i e t s e u l e m e n t s i 

p [ j ] N { a } | > | j | pour t o u t e p a r t i e f i n i e J de I j , i . e . s i e t 

se u l e m e n t s i fcrlJ"" | > | j | pour t o u t e p a r t i e f i n i e J de 1^ e t 

a t pour t o u t e p a r t i e f i n i e J de 1̂  t e l l e que |i ^ [ J ~ ; | s | j | 

5*^ admet done un Systeme de r e p r e s e n t an t s d i s t i n c t s ne c o n t e n a n t p a s 
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a s i e t seulement s i a ί^'ίί^ι . 

Demonstration du theoreme 3.2 

D*apres l e theoreme 1.4.2 e t l e lemme 3.3, l e s c o n d i t i o n s (1) 

e t (2) s o n t n£cessaires. Reciproquement, sopposons que l a f a m i l l e 

\f v e r i f i e l e s c o n d i t i o n s (1) e t (2) m a i s n'admette p a s de Systeme 

de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s . D'apres l e theoreme 1.4.2, t o u t ensemble 

de r e p r e s e n t a n t d i s t i n c t s de • ( A ^ / i e l v { i Q } ) c o n t i e n t A^ . 

D'apres l e lemme 3.3, c e l a c o n t r e d i t l a c o n d i t i o n (2) . 

D e f i n i t i o n 3.4 

S o i t tF* = ( A ^ / i e l ) une f a m i l l e de p a r t i e s d'un ensemble A t e l l e 

que I = + I 2 , I 2 s o i t f i n i e t A± f i n i pour t o u t i ε 1χ . 

S o i t Β une p a r t i e de A t e l l e que l a f a m i l l e \ r ̂  admette un 

Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s ne r e n c o n t r a n t p a s Β + . Une p a r t i e 

J de e s t B-critique ( r e l a t i v e m e n t a l a f a m i l l e tf* ) s i e l l e 

e s t f i n i e e t s i ^ J J \ B | - | j | . 

Le domaine B-critique I^(B) de l a f a m i l l e ·- e s t l a r e u n i o n d e s 

p a r t i e s B - c r i t i q u e s de 1^ . 

S i Β e s t une p a r t i e de A r e n c o n t r a n t t o u t Systeme de r e p r e ­

s e n t a n t s d i s t i n c t s de ·" , on d e f i n i t l e domaine B - c r i t i q u e de 

comme e t a n t I * ( B ) «= φ 

Lemme 3.5 

S i Β est une partie de A , alors ; r ; I * ( B ) " j est 1'intersection 

des ensembles de reprosentants d i s t i n c t s de \^ ne rencontrant pas Β . 

Demonstration 

S i ^ η'admet p a s d'ensemble de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s d i s j o i n t 

de Β , a l o r s I r f l j ( B ) ] « I * (Β) » φ . S i n o n c o n s i d e r o n s l a f a m i l l e 

^ D ' a p r e s l e theoreme 1.4.2, c ' e s t e q u i v a l e n t ä d i r e que 

i ^ r j l v B l > U l pour t o u t e p a r t i e f i n i e J de I , . 



Ti = ( Α ^ Β / ΐ ε Ι ^ . Une p a r t i e f i n i e de I J e s t c r i t i q u e pour l a 

f a m i l l e 7z> (au s e n s de l a d e f i n i t i o n 3.1) s i e t s e u l e m e n t s i c ' e s t 

une p a r t i e B - c r i t i q u e de . S i l | e s t l e domaine c r i t i q u e de 5> , 

on a I * = I * ( B ) e t l e r e s u l t a t d e c o u l e du lemme 3.3. 

S ' i n s p i r a n t de l a c o n d i t i o n (2) du theoreme 3.2, on p e u t p e n s e r 

que admet un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s s i \f^ en admet 

un e t s i ^ [ K ] φ * & [ ΐ ^ p o u r t o u t e p a r t i e non v i d e Κ de I 2 . 

I i n'en e s t r i e n comme l e montre l'exemple s u i v a n t . 

Exemple 3.6 

Posons I j = Ν , I 2 = {-2,-1} , I = Ι χ + i 2 e t A = 2 . D e f i n i s -

sons l a f a m i l l e & = (Α^ΙεΙ) p a r : 

A i = { i > s i i ε I j , 

A_1 = A_ 2 = { - 1 } U 22 . 

n'admet p a s de Systeme de r e p r e s e n t a n t d i s t i n c t s a l o r s que *f ̂  

en admet un. De p l u s s i Κ = { - 1 } , {-2} ou {-1,-2} a l o r s 

i r ' K ] * { - 1 } U 22 e t Ι*ί#[ΚΊ) « 2 \ 22 . On a done 

r C i ^ L K i n = ζ \ 2 * ψ ^ ι ς . 

P l u s s i e u r s theoremes donnent des c o n d i t i o n s n e c e s s a i r e s e t süffi­

s a n t e s ä 1 * e x i s t e n c e d'un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s d'une 

f a m i l l e n ' a yant qu'un nombre f i n i de membres i n f i n i s . A 1 ' e x c e p t i o n de 

l ' u n d ' e n t r e eux, l e theoreme 3.7 du ä Folkman £14], l e u r s c o n d i t i o n s 

s o n t c l a i r e m e n t e q u i v a l e n t e s ä c e l l e du theoreme 3.8 de B r u a l d i e t 

S c r i m g e r . 

L a f a m i l l e de p a r t i e s d'un ensemble Α , ̂  = ( A ^ i e l ) , c o n s i d e r e e 

dans l e s enonces q u i s u i v e n t e s t t e l l e que I β 1^ + I ^ , A^ e s t f i n i 

pour t o u t i ε I 1 e t I e s t f i n i . 
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Theoreme 3.7 ( J . Folkman : i 4 j ) 

\* admet un systome de reprosentants d i s t i n c t s s i et seulement 

s i 

(7) Pour tout η ε Ν , pour tous ensembles J e t Κ t e l s que 

Κ C J C I / t e l s que \&'β~Λ.51*1 I s o i t f i n i et t e l s que 

| j \ K | > η + \s[ß': *^Κ~! / i l e x i s t e un ensemble f i n i L c Κ t e l 

que pour tout ensemble f i n i Τ v e r i f i a n t L C T C Κ on a i t 

j ^ C T j I > η + |τ| . 

Theoreme 3.8 (R.A. B r u a l d i & E.B. S c r i m g e r [6], P . J . McCarthy [211) 

admet un Systeme de reprosentants d i s t i n c t s s i et seulement 

s i 

(1) I ^ C J l l > |j| pour toute partie f i n i e J de 1^ , 

(8) Pour toute partie f i n i e Β de A t e l i e gue ^ admette 

un systome de representants d i s t i n c t s ne rencontrant pas Β , e t 

pour toute partie Κ de t e l l e que |κ| • | B | + 1 , on a 

<3?[κ] φ ΒυΙτΓΐ^ΒΓ] . 

Theoreme 3.9 (R.A. B r u a l d i & E.B. S c r i m g e r £6}, D.R. Woodall [32]) 

& admet un Systeme de representants d i s t i n c t s s i et seulement 

s i 

(1) I ^ D J J I > | j | pour toute partie f i n i e J de Ιχ , 

(9) Pour t o u t e partie non vide Κ de de cardinal k e t 

pour t o u t ensemble Β de cardinal k - 1 

Β « { a 1 , . . . , a k ^ 1 } C ^ [ K ] - avec Β = φ s i k « 1 - t e J gue 

pour t o u t j v e r i f i a n t l < j < k - l , a ^ tftr [ I ^ i a j , . . . ,α^})"] 

on a .* 

^CKS^ BUt?Ulj(B)3 · 
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rftgoreme 3 . I Q (D.R. Woodall . 3 2 ' ) 

' admet un Systeme de representant d i s t i n c t s si et seulement 

i 

( 1 ) l 'T'j ' .J" I > | j | pour toute partie f i n i e J de 1^ , 

( 1 0 ) Pour toute partie non vide Κ de et pour toute partie Β 

Üe ^hcü t e l l e que | B | < |κ| , on a : 

^ Γ Κ ] φ B U ^ C l { ( B ) j . 

Theoreme 3 . 1 1 (D.R. Woodall 1321) 

"jr admet un Systeme de reprosentants d i s t i n c t s s i et seulement 

si 

( 1 ) I ^ C J 3 | > l J l Pour toute partie f i n i e J de Ιχ, 

( 1 1 ) Pour toute partie non vide Κ de et pour toute partie Β 

de A t e l l e que |ß| < |κ| , on a : 

|^[κΐ\^Ιι{(Β)1 I > |κ| - | B | . 

L e s p r e u v e s des theoremes 3 . 7 ä 3 . 1 1 r e p o s e n t s u r l e lemme s i m p l e 

s u i v a n t e t a b l i p a r Folkman £ 1 4 ] e t Woodall L"32] . 

Lemme 3 . 1 2 

S o i t Β une partie f i n i e de A t e l l e que l a famille 

ψχ = ( A i / i e l j ) a i t un systome de reprosentants d i s t i n c t s ne rencon­

trant pas Β . 

r o u t e union et t o u t e i n t e r s e c t i o n f i n i e s de parties f i n i e s j 

de t e l l e s que |3^Jj \ ΒI * | j | v o r i f i e n t aussi c e t t e propriote. 

II s'ensuit que toute partie f i n i e Τ de I * (Β) e s t contenue 

dans une partie f i n i e L de I ? (Β) t e l l e que ( t F [ L ] \ B | « | L | . 
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D e m o n s t r a t i o n 

S o i e n t J 1 e t J deux p a r t i e s f i n i e s de I t e l l e s que 

e t P D J ^ J ^ V B J > I J x O J 2 | . 

On a : 

fö^uJ^Bl - | j j U J 2 | + ( ^ [ J ^ J ^ ^ B I - \ j x r \ J 2 \ 

- 1 « f [ J 1 3 ^ B ) u ^ I J 2 1 ^ B ) | + I ^ ^ A J ^ S B I - | j j - | J 2 | 

< I tfpj ν B) U ( ^ L ^ l \ Β) I + I (*rj^. \ β) Λ £ ^ Β) | - 13 χ | - | 

de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s ne r e n c o n t r a n t p a s Β , on a : 

car fc-'rj/JvBl 

I J J + ^ [ J 2 1 V B | - | J 2 | = ο 

| j j e t ^ [ J 2 1 N B | = | J 2 | . 

On a done 

= | £ [ Ί 2 Τ ^ Β | - | J 2 | = ο . 

D e m o n s t r a t i o n des theoremes 3.7 ä 3.11 

Schema des d e m o n s t r a t i o n s 

I I I I I 
(7) ί> (1) e t (8) > (1) e t (9) 

admet un Systeme de V 
(1) e t (10) 

(1) e t (11) 
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Preuve de I 

Supposons que l a f a m i l l e ;?* admette un Systeme de r e p r e s e n t a n t s 

d i s t i n c t s ^ = ( a i / i e l ) . S o i t η ε Ν , J e t Κ des p a r t i e s de I 

t e l l e s que : 

1. Κ c J C I 

2. KCJlN^CK-il < κ 0 

3. | J\K| > η + £ [ J ] N v f a l | . 

e t a n t un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s de V , on a : 

4. \$[J^K] I = | J \ K | . 

D ' a u t r e p a r t Cvl{J " Κ ] c v ? [ p " v K l C J 1 ' D O N C : 

| C R [ J N K ] | = | 9 . [ J ^ n t f l * ] | + & [ J M O O ^ [ J V X ^ K D I 

< | Ä [ J \ K : n t f K I + H^fJZvvCKll . 

D'apres 3 e t 4 on a : 

| # L J ^ κ] Μ I + tftJl v ^ w I > η + ( ^ [ J ] \ ^ [ K ] I 

^ C J l v £ [ K ] e t a n t f i n i , i l v i e n t J \ Κ; Π ^ [κ] | > η . 

S o i t donc Β une p a r t i e de c a r d i n a l η de SR [J \ κ] Π . 

S i a ε Β , i l e x i s t e i (a) ε Κ t e l que a ε A. , . . Posons 
ι va) 

L = { i ( a ) ε K / a ε B} . On a a l o r s | L | < | B | = η e t B c ^ l L ] · 

S o i t Τ une p a r t i e f i n i e de Κ c o n t e n a n t L . C l a i r e m e n t 

B c ^ C T ] , e t ΒΓ\<&[Τ] = Φ c a r Β ΛiRCT] d S R [ J \ K l e t 

^ [ J N κ"] r>.£R[Tj = φ . On a donc ö C<#rT3 \ £ [ T j . I i s ' e n s u i t que : 

> | B | + |(R[T] I > η + |τ| . 

Preuve de I I [ 7 ] 

C l a i r e m e n t ( 7 ) e n t r a i n e ( 1 ) ( C o n s i d e r e r η - 0 , J = Κ = L } . 

Montrons que ( 7 ) e n t r a i n e ( 8 ) . 
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Supposons q u ' i l e x i s t e Β Α e t Κ . t e l s que 

|κ| « 1ΒI + 1 , t e l s que admette un Systeme de r e p r o s e n t a n t s 

d i s t i n c t s ne r e n c o n t r a n t p a s Β e t t e l s que T ^ X Cl Β υ ν - ^ Ι ^ (B)j 

Posons K* » I * ( B ) e t J = Κ \ J l j ( B ) . On a : 

7*\*J- ^ - : Κ Τ * t ^ C K ] \ i / t I j ( B J l <= K x ^ r i | ( B ) l e t J \ K ' « Κ 

c a r I * (Β) c I j e t Κ c: Ι 2 . L e s h y p o t h e s e s de (7) a v e c 

η » j IC { - | B V ^ C I J ( B ) J I s o n t v e r i f i e r s . I l e x i s t e donc une p a r t i e 

f i n i e L de Κ* t e l l e que (ξ^ΠΗ | > η + |τ| pour t o u t ensemble 

f i n i Τ t e l que L c T c K ' . 

On a η > 1 c a r |κ| * | B | + 1 , donc | > η + | L | e n t r a i n e 

que L Φ φ . Comme L cz K' = I * ( B ) , on a I * ( B ) φ φ . Comme 

L - Κ* « I * (Β) e t L e s t f i n i , d ' a p r e s l e lemme 3 . 1 2 , i l e x i s t e un 

ensemble f i n i Μ t e l que L c Μ ς Κ ' e t t e l que |-""-C M J \ B | • | M | . 

D ' a u t r e p a r t ^ C M ] | > | M | + η c a r L <ζ Μ . On a donc : 

| K | + | M | « I B S ^ C K * : I + η + | M | 

< I B X ^ U C ' I I + #Dtl| 
< \Β\^ΖΚ'Ι\ + |i? b r n B | + M T M - \ B | 

< | B | + | M | 

c - q u i c o n t r e d i t 1 ' h y p o t h e s e |κ| = | B | + 1 . 

P r e u v e de I I I 

S i η'admet p a s de Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s ne 

r e n c o n t r a n t p a s Β a l o r s f ^ C l | ( B ) J * l | ( B ) « φ .*£CK] e s t i n f i n i 

c a r Κ e s t une p a r t i e non v i d e de I 2 , donc ~Z?OK* φ Β , c a r Β e s t 

f i n i . 

S i "3? ι admet un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s ne r e n c o n ­

t r a n t p a s Β , on a ^ t K l ^ t Β Κ&?Ζ1*χ ( B ) j d'aprös (8) , c a r 

Μ Β Ι Β ! + 1 · 
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frreuve de I V 

S o i e n t Κ une p a r t i e non v i d e de 1^ e t Β une p a r t i e de 

\i K~ t e l l e que | B | < |κ| . S i χ η'admet p a s de Systeme de r e p r o ­

s e n t a n t s d i s t i n c t s ne r e n c o n t r a n t p a s Β , on a c l a i r e m e n t 

\? TK' Ι Β K J : i j (ΒΓ3 . Montrons que t o u t e p a r t i e f i n i e Β « { a ^ , — , a k - l ^ 

ι de A t e l l e que r admette un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s ne 
i 

r e n c o n t r a n t p a s Β v e r i f i e pour t o u t j (1 < j < k - 1) 

1 a . i £
Z1
+(U

i$
.
m
.,* })-) . 

S ' i l e x i s t e j t e l que a., ε »<[I^({a^,... χ})1 i l e x i s t e une p a r t i e 

J de ~.Γχ q u i s o i t { a ^ , . . . , a ^ ^ } - c r i t i q u e e t t e l l e que a^ ε SrlCT . 

On a donc \ {αχ,... ,a ^ } | « | j | - 1 donc v ß | < | j | - 1 d'oü 

! l a c o n t r a d i c t i o n . Done s i |κ| = | B | + 1 , d ' a p r e s (9) on a : 
' ΛΤ 1 K ~ - i " Β 'JHf {B)J . 
i 1 

S i | K | > | B | + 2 , pour t o u t K ' d Κ t e l que |κ'| » | B | + 1 , on a : 

ι = , + 

f 
\ e t done : 

^UC >HB ' J v j : i | ( B ) l . 

P r e u v e de V 

S o i t Κ une p a r t i e non v i d e de I ^ · Montrons p a r r e c u r r e n c e 

q u ' i l e x i s t e d es p a r t i e s B Q , B ^ , . . . # B ^ de t e l l e s que : 

1. | B J = i 
2. \*χ admet un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s ne r e n c o n ­

t r a n t p a s B ^ . 

D'apres (1) , lapropriete e s t v e r i f i e e pour i « 0 . Supposons 

l a propriete v e r i f i e e au r a n g i < k - 1 . D'apres (10), on a : 

^ Γ Κ Ι φΒ 1υ^ 1:ι^(Β 1)3 

S o i t donc a i + J ε ΦχΖ \ (B± \ ̂ £ 1 * ( B j " ) . Comme 

a i + i ^ ^ C i i ( B . ) l , i l e x i s t e un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s 
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de «r^ ne r e n c o n t r a n t p a s q u i ne c o n t i e n t p a s a^+j * d ' a p r e s 

l e lemme 3.5 a done un Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s q u i 

ne r e n c o n t r e p a s B ^ + j = B^ U ^ a ^ + ^ · Posons B ( K ) • B ^ e t 

Β = KJ B ( K ) . S o i t ^C« ( C / i e l ) l a f a m i l l e d e f i n i e p a r : 
K C I 2 

C ± * A ± s i i ε 

C ± * Α ± Π Β s i i ε I 2 

Tout Systeme de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s de e s t un Systeme de 

r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s de . Montrons que *β admet un Systeme 

de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s . 

S i J e s t une p a r t i e f i n i e de 1^ e t L une p a r t i e de I 2 , 

a un Systeme vt^ de r e p r e s e n t a n t s d i s t i n c t s q u i ne r e n c o n t r e p a s 

B ( L ) . On a donc : 

\<eiJ ULI\ > | ^ C J 3 U B ( L ) | « | J U L | 

D'apres l e theoreme 1.4.2, l a f a m i l l e ^ admet un Systeme de r e p r e ­

s e n t a n t s d i s t i n c t s . 

Preuve de V I 

(1) e s t c l a i r e m e n t v e r i f i e e . Montrons que l a p r o p r i e t e (11) 

e s t verifiee. 

S o i e n t Κ une p a r t i e non v i d e de I 2 e t Β une p a r t i e de A 

t e l l e que | Β | < |κ| . S ' i l η'existe p a s de Systeme de r e p r e s e n t a n t s 

d i s t i n c t s ne r e n c o n t r a n t p a s Β , a l o r s < 3 ^ t I ^ ( B ) ] Β I * ( Β ) - φ e t Κ 

e t a n t une p a r t i e non v i d e de I 2 , on a : 

I^HCv^LIjCBfl I > |K| - | B | 

Supposons donc que 3 ^ admette un Systeme de r e p r e s e n t a n t s 

d i s t i n c t s ne r e n c o n t r a n t p a s Β e t que 

^ C K ] s ^ C l j ( B ) 3 I < | K | - | B | 

S i C = € < £ Ι * ( Β ) ] O . ^ C K l a l o r s |κ| > | c | . P u i s q u e <R [Kl c ^ I K " e t 

k t K l l - |κ| , on a : 

| i R L K l v ^ C l * ( B n I < - | B | 
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e t donc : 

| B | < fenr'':i|(B); I - | c | 

C e t a n t une p a r t i e f i n i e de ^;ΐ*(Β)1 , i l e x i s t e une p a r t i e 

B - c r i t i q u e J de ΙΧ t e l l e que C c ^ [ j j . On a : 

\ ( C U B ) | < | j | 

c a r J e s t B - c r i t i q u e . On a donc \ c | < | j | d'oü 

I : : [ J ] Π c | > 0 c e q u i e s t i m p o s s i b l e c a r C c £ C K ] e t κ c I 2 -

P r e u v e de V I I 

S o i e n t Κ une p a r t i e non v i d e de I ^ e t Β une p a r t i e de 

ffiK'i t e l l e que |ß| < |κ| . 

S i η'admet p a s de Systeme de r e p r e s e n t a n t d i s t i n c t s ne 

r e n c o n t r a n t p a s Β , a l o r s S> I I ^ ( B ) 3 S I ^ ( B ) » φ e t on a c l a i r e -

ment φ Β υ ^ Γ Ι ^ ( Β Π . 

Supposons done que & admette un Systeme de r e p r e s e n t a n t s 

d i s t i n c t s ne r e n c o n t r a n t p a s Β . Posons C e r f l I * ( B ) 3 C\ Β . On a 

C o ^ C K ] Π ^ Γ ΐ ρ . Comme C c. Β , t o u t e p a r t i e B - c r i t i q u e de ΙΧ 

e s t C - c r i t i q u e e t on a I * ( B ) c : I * ( C ) . I i s ' e n s u i t que 

|^[Κ]\^Γΐ|(Βη I > | ^ t K j v 3 f a * ( C ) J I > |κ| - | c | d ' a p r e s (11) . 

D'autre p a r t 

|κ| - | c | > | B | - | c | » | B | - | ^ U * ( B ) : I O B | 

- | B W [ I * ( B ) 3 I 

On a donc : 

< ^ L K j \<ξ^α|(ΒΓ1 d B \ * # I * ( B ) j 

d'oü «^LKl 4Βυ«τ:ΐ!"(ΒΓ3 . 





3. DECOMPOSITION DE EDMONDS ET GALLAI DES GRAPHES LOCALEMENT F I N I S 

1. I n t r o d u c t i o n 

Dans c e c h a p i t r e , nous e t u d i o n s l a s t r u c t u r e du p o i n t de vue d e s cou­

p l a g e s d e s graphes l o c a l e m e n t f i n i s . Nous montrons que l a d e c o m p o s i t i o n 

de Edmonds e t G a l l a i d es graphes f i n i s C l l j e t Γ15 ) s ' e t e n d aux g r a p h e s 

l o c a l e m e n t f i n i s . 

Au p a r a g r a p h e 2, nous donnons q u e l q u e s r e s u l t a t s präliminaires s u r 

l e s g r a p h e s l o c a l e m e n t f i n i s de d e f a u t s f i n i s , a v a n t de demontrer au 

p a r a g r a p h e 3 l e theoreme de s t r u c t u r e pour c e t t e c l a s s e de g r a p h e s . 

La d e m o n s t r a t i o n proposee i c i de c e theoreme r e p o s e s u r une g e n e r a l i ­

s a t i o n aux graphes l o c a l e m e n t f i n i s d'un theoreme de Berge T3j . Dans un 

d e r n i e r p a r a g r a p h e , c e theoreme e s t etendu aux g r a p h e s l o c a l e m e n t f i n i s 

de d e f a u t s quelconque. 

2. Graphes l o c a l e m e n t f i n i s de d e f a u t s f i n i s 

S o i e n t G = (V,E) un graphe e t A une p a r t i e f i n i e de V . 

Le nombre maximum r ( A ) de sommets de A q u i p e u v e n t e t r e c o u v e r t s 

p a r un c o u p l a g e de G e s t donne p a r un theoreme de B r u a l d i IC51 



28 

theoreme 1, v o i r a u s s i 111" e t .15" p c u r d ' a u t r e s d e m o n s t r a t i o n s 

de c e theoreme) : 

r ( A ) = Min { | Ä | + |s| - C ( W S ; A) / S c V , S f i n i } 

D'apres l e lemme 1.3.1, on o b t i e n t une forme äquivalente de 

ce theoreme : 

Theoreme 2.1 

Soit G = (V , E) un graphe et A une p a r t i e f i n i e de V . 

Alors 

r ( A ) = Min { | A | + Isl - C (V Ν S ; A ) / S c V , S f i n i } 
i i i i c r 

D e f i n i t i o n 2.2 

S i G = (V , E) e s t un graphe e t s i F e s t un couplage de G 

l e defaut 6 ( F ) de F e s t l e c a r d i n a l de V \ U F . 

S i G a un couplage de d e f a u t f i n i , un couplage F de G 

e s t maximum s i pour t o u t c o uplage Κ de G , on a δ(F) < 6(H) . 

Le defaut 6(G) de G e s t a l o r s d e f i n i comme e t a n t l e d e f a u t d'un 

couplage maximum de G . 
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S i G « ( V , Ε ) e s t un graphe f i n i , Berge a montre" que 

6 ( G ) = Max { C J O V N S ) - | s | / S ; V j . Ce r e s u l t a t p e u t e t r e demontre 

comme un c o r o l l a i r e du theoreme 1 . 2 . 1 (theoreme de f a c t o r i s a t i o n ) en 

remarquant que δ ( G ) e s t l e nombre minimum de sommets a d j a c e n t s ä 

t o u t sommet de G ä a j o u t e r ä G pour que l e graphe obtenu a i t un 

couplage p a r f a i t . Ce ra i s o n n e m e n t ne p e u t s ' a p p l i q u e r aux graph e s 

i n f i n i s , c a r l e graphe a u x i l i a i r e que l ' o n c o n s i d e r e n ' e s t a l o r s p a s 

l o c a l e m e n t f i n i . 

Theoreme 2 . 3 [ 1 0 ] 

Soit G = ( V , E) un graphe localement f i n i . S i G est de 

defaut f i n i , on a : 

6(G) = Max ( C ^ V N S ) - |s| / S - V , S f i n i } 

= Max {C ( V Ν S ) - Is I / S c V , S f i n i } c r 

L a d e m o n s t r a t i o n l a p l u s c o u r t e du theoreme 2 . 3 r e p o s e s u r l e 

theoreme de B r u a l d i . L e s e l e m e n t s d'une a u t r e d e m o n s t r a t i o n s o n t 

contenus dans l a preuv e du theoreme 3 . 1 ( v o i r Remarque 3 . 2 ) . 

Demons t r a t i o n 

Montrons t o u t d'abord que 

6 ( G ) = Max { | A | - r ( A ) / A c V , A f i n i } . 

C e t t e o b s e r v a t i o n g e n e r a l i s e l e theoreme 4 de C53 . L a preuve en e s t 

semb l a b l e . I l e s t c l a i r que 6 ( G ) > Max { | s| - r ( A ) / A c V , A f i n i ; . 

Par d e f i n i t i o n de r ( A ) , i l e x i s t e pour t o u t e p a r t i e f i n i e de Α de V 

un couplage F f t de G q u i s a t u r e r ( A ) sommets de A. A ce couplage 

F f t , a s s o c i o n s une f o n c t i o n de c h o i x i n j e c t i v e χ Α de l a f a m i l l e 

( ? _ ( a ) u { a } / a ε A) d e f i n i e p a r χ, (a) = a s i a ε A ̂  -»F, e t 
v.? A A 
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X f t ( a ) « b s i a ε Α e t { a , b} ε F f t . G e t a n t l o c a l e m e n t f i n i , 

d ' a p r es l e p r i n c i p e de s e l e c t i o n de Rado (theoreme 1.2.3) i l e x i s t e 

une f o n c t i o n de c h o i x i n j e c t i v e χ de l a f a m i l l e (Γ_(χ) _ {χ} / χ ε V) 
G 

t e l l e que pour t o u t e p a r t i e f i n i e Α de V , i l e x i s t e une p a r t i e 

f i n i e Β de V c o n t e n a n t Α de s o r t e que X |"A ~ X ß | A · L ' ensemble 

d ' a r S t e s F - {{χ , y } ε Ε / χ(χ) » y , χ φ γ) e s t un co u p l a g e de G . 

En e f f e t s i x^ e t x^ s o n t deux sommets de V , a l o r s en c o n s i d e r a n t 

A = { x 1 , x 2 > , on v o i t que x ( X j ) φ Χ ( χ
2 ^ e t < * U € s i Χ* χι> ~ x2 ' 

a l o r s X ( * 2 ) Ä X j . Montrons que 6(F) = Max { | A | - r ( A ) / A c V , A f i n i } . 

6 ( G ) e t a n t p a r hypothese f i n i , i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e A Q de V 

t e l l e que | A q | - r ( A
0 > ~ M** ^ l A l ~ R I A > / A ~ V , Α f i n i } . S i Β e s t 

une p a r t i e f i n i e de V c o n t e n a n t A Q , a l o r s p a r d e f i n i t i o n de 

A Q , | B | - r ( B ) = | A q | - r ( A ) . D'aut r e p a r t , F ß l a i s s e |ß| - r ( B ) 

sommets de Β insatur£s. Comme F ß ne p e u t s a t u r e r p l u s de r ( A ) 

sommets de A cz Β , l e s sommets i n s a t u r e s p a r F ß s o n t dans A . I i 

s'en s u i t que l e s sommets de G i n s a t u r e s p a r F s o n t dans A Q e t 

au nombre de | A Q | - R ( A Q ^ * ° n a d o n c $< F> = l A
0 l " r * A o * * 0 n a 

a l o r s 6(G) = Max { | A | - r (Α) / Α .ζ V , A f i n i } c a r 6 ( G ) < δ (F) . 

D'apres l e theoreme 2.1 de B r u a l d i , on a : 

! A J - r ( A ) = Max { C ^ V S ; A ) / S _ V , S f i n i } pour t o u t e p a r t i e 

f i n i e Α de V. C ^ V - S ) e s t f i n i , c a r S e s t f i n i e t G l o c a l e m e n t 

f i n i . S i A e s t 1'ensemble des composantes connexes i m p a i r e s de 

G . V .s: a l o r s C ^ V x S ; A ) = Οχ (V S) . On a donc 

f ( G ) - Max { C ^ V .S) - |s| / S * V , S f i n i } . L a deuxieme formule 

decoule du lemme 1.3.1 (ou du theoreme 1.3.2) . 

Remarque 2.4 

S i G =(v , E) e s t un graphe l o c a l e m e n t f i n i connexe de d e f a u t 



i n f i n i , a l o r s on a : 

6(G) = Sup { | A | - r ( A ) / A _: V , A f i n i } « |v| = Q 

S i G n ' e s t p a s connexe, l ' e g a l i t e n ' e s t p l u s n e c e s s a i r e m e n t v e r i f i e e . 

3. Decomposition de Edmonds e t G a l l a i des graphes l o c a l e m e n t f i n i s 

de d e f a u t s f i n i s 

Theoreme 3.1 Λ02 

Soit G = (V , E) un graphe localement f i n i de däfaut f i n i . 

Soient Ρ 1'ensemble des sommets de G g u i ne sont pas satures par 

tout couplage maximum de G , Q - Γ_(Ρ) \ P e t R = V (P \j Q) . Alors 
G 

(1) Ρ est f i n i , 

(2) Les composantes connexes de GCP3 sont couplage-critiques, 

(3) C c r ( P ) = | Q | + 6 ( G ) , 

(4) GCR: a un couplage parfait, 

(5) Tout couplage maximum de G se decompose en un couplage parfait de 

G R , en un couplage de defaut 1 de chaque composante connexe de 

G IP": e t d'un couplage saturant Q , de Q dans P. 

Le theoreme 3.1 e t e n d aux grap h e s l o c a l e m e n t f i n i s un theoreme de 

Edmonds 111', e t G a l l a i .15. dans l e c a s f i n i . L a preuve donnee c i - d e s s o u s 

du theoreme 3.1 η'utilise pas c e theoreme de Edmonds e t G a l l a i . 

D e m onstration 

D'apres l e theoreme 2.3 , i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e Τ de V 

t e l l e que C.(V T) = C (V Τ) β Μ + 6(G) 1 e r ' 

Toute composante connexe p a i r e ou i n f i n i e de G*JV ν τ* a un couplage 

p a r f a i t . En e f f e t , s i C e s t une t e l l e composante e t s i G Ζ CI n'a p a s 
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de c o u p l a g e p a r f a i t , d ' a p r e s l e theoreme 1.2.1 i l e x i s t e une p a r t i e 

f i n i e S de C t e l l e que 0χ (C S) > | s | + 1. On a a l o r s 

0χ (V . .S j Τ*) = 0χ (V Τ) + 0χ (C S) > |T S I + 6 (G) + 1 

ce q u i e s t i m p o s s i b l e . S o i e n t , ..., l e s composantes connexes 

c o u p l a g e - c r i t i q u e s de G'.V Τ. . 

1. S i F e s t un c o u p l a g e maximum de G, t o u t sommet de Τ e s t c o u p l e 
η 

p a r F ä un sommet de J C , . A u p l u s un sommet de chaque C. 
i = l 1 1 

(1 < i < n) e s t c o u p l e p a r F dans Τ . 

I i s u f f i t de p r o u v e r que l e nombre k de composantes connexes 

c o u p l a g e - c r i t i q u e s de G'.V - T" s a t u r e e s p a r F e s t e g a l ä |τ| . 

On a c l a i r e m e n t k < |τ| . S i α e s t l e nombre de composantes 

c o n n e x e s c o u p l a g e - c r i t i q u e s de G.V Τ i n s a t u r e e s p a r F , on a 

α < 6(G) , d'oü k = C c r ( V \ T ) - α = |τ| + 6 (G) - α > [τ! . 

2. S i F e s t un c o u p l a g e maximum de G e t s i e s t une composante 

connexe c o u p l a g e - c r i t i q u e de GCV ^ T ] i n s a t u r e e p a r F , a l o r s un 

sommet e x a c t e m e n t de e s t i n s a t u r e p a r F . 

I i y a en e f f e t e x actement 

C c ^ ( V \ T ) - | T | = 6 (G) t e l l e s composantes. 

3 . T o u t e composante connexe p a i r e ou i n f i n i e de G 1 V ΤΓ e s t s a t u r e e 

p a r t o u t c o u p l a g e maximum de G . 

D'apr e s 1, aucun c o u p l a g e maximum ne c o u p l e un soirmet c e Τ dans 

une composante connexe p a i r e ou i n f i n i e de G'.V ν τ . L e s conposantes 

p a i r e s ou i n f i n i e s admettant des c o u p l a g e s p a r f a i t s , e l l e s s o n t n e c e s -

s a i r e m e n t s a t u r e e s p a r t o u t c o u p l a g e maximum de G . 



S o i t U une p a r t i e de Τ a d j a c e n t e ä exactement |u| composantes 

c o u p l a g e - c r i t i q u e - d e G.V T'. Une t e i l e p a r t i e e x i s t e , p a r exemple 0 . 

Supposons U maximale pour 1 ' i n c l u s i o n ä v e r i f i e r c e t t e propriete. 

Posons Q « Τ U e t s o i t Ρ l a r e u n i o n des composantes c o n n e x e s 

c o u p l a g e - c r i t i q u e s de GiV T". non a d j a c e n t e s ä U . S o i t e n f i n R l a 

r e u n i o n de U , d e s composantes connexes p a i r e s ou i n f i n i e s de G'.V τ; 

e t des composantes connexes c o u p l a g e - c r i t i q u e s de G'V T. a d j a c e n t e s 

ä U . On a b i e n R = V (P j Q) . S o i t F un couplage maximum de G . 

D'apres 1 e t 3, R ..· Q e s t s a t u r e p a r F . D'apres 1, t o u t 

sommet de Q e s t c o u p l e p a r F dans Ρ . 

Montrons que pour t o u t χ ε Ρ , i l e x i s t e un c o u p l a g e maximum de G 

q u i ne s a t u r e p a s χ . S o i e n t χ ε Ρ e t C l a composante connexe 

( c o u p l a g e - c r i t i q u e ) de GZP2 q u i c o n t i e n t χ . P a r d e f i n i t i o n de Ρ , 

C n ' e s t p a s a d j a c e n t e ä U , e t p a r d e f i n i t i o n de U a p o u r t o u t e p a r t i e 

W de Τ ü = Q , au moins |w| + 1 composantes c o u p l a g e - c r i t i q u e s de 

G V - ΤΓ- s o n t a d j a c e n t e s ä W e t n o n - a d j a c e n t e s ä U . T o u t e p a r t i e W 

de Q e s t donc a d j a c e n t e ä au moins |w| composantes c o u p l a g e - c r i t i q u e s 

n o n - a d j a c e n t e s ä U e t d i f f e r e n t e s de C . D'apres l e theoreme 1.4.1 

i l e x i s t e donc un couplage Ν , q u i s a t u r e Q , de Q dans 1'ensemble 

des composantes connexes de G"P d i f f e r e n t e s de C . L e s composantes 

connexes de G1P7 e t a n t c o u p l a g e - c r i t i q u e s e t G.R" a y a n t un c o u p l a g e 

p a r f a i t , Ν s ' e t e n d en un couplage F de G q u i ne s a t u r e p a s χ . 

F e s t maximum, c a r 5 ( F ) - C c r ( V ' Τ) - |τ| ~ δ (G) . 

Pour a c h e v e r c e t t e d e m o n s t r a t i o n , i l nous f a u t momtrer que ? e s t 

e g a l ä 1* ensemble Ρ' des sommets de G i n s a t u r e s p ^ r au n c i r . s un 

couplage p a r f a i t de G . D'apres ce q u i precede, on a P ' ^ P. 

Reciproquement, s i χ ε Ρ' , a l o r s χ i R j Q , e t n e c e j s s a i r e m e n t 
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Remarque 3.2 

Le theoreme 2.3 p e u t e t r e prouve" de maniere analogue au theoreme 

3.1 . 

S o i t G = (V , E ) un graphe l o c a l e m e n t f i n i de d e f a u t f i n i . 

Montrons t o u t d'abord que 

6 ( F ) > Max { C 1 ( V \ S) - |s| / S V , S f i n i } 

pour t o u t couplage de F de G . S i n o n , i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e 

S de V t e l l e que C ^ ( V \ S ) > |s| + 6 ( F ) + 1 . S e s t donc non 

v i d e e t au p l u s |s| composantes connexes i m p a i r e s de GCV S ] s o n t 

s a t u r e e s p a r F . F l a i s s e donc au moins 6 ( F ) + 1 sommets de G 

i n s a t u r e s c e q u i e s t i m p o s s i b l e . G e t a n t de d e f a u t f i n i , 

Sup { C 1 ( V \ S ) - |s| / S V , S f i n i } . 

D'apres l e lemme 1.3.1 , k e t a n t f i n i , i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e Τ 

de V t e l l e que C ^ V x T ) = C c r ( V - - T ) = |τ| + k . On montre que l e s 

composantes p a i r e s ou i n f i n i e s de GtV TJ o n t t o u t e s un couplage 

p a r f a i t , comme dans l a d e m o n s t r a t i o n du theoreme 3.1 . 

D ' a u t r e p a r t , s i S e s t une p a r t i e non v i d e de Τ , p a r d e f i n i t i o n 

de k on a 

(V ν LT\SD) < | T -vS| + k . 

S e s t donc a d j a c e n t e ä au moins 

C^V-.T) - C j l V ^ I T v S ' i ) > | T | + k - | T | + |s| - k = |s| composantes 

i m p a i r e s de G t V ^ T j . D'apres l e theoreme 1.4.1 i l e x i s t e donc un 

couplage de Τ dans |τ| composantes i m p a i r e s de G 1 V \ T ] . 

Ces composantes e t a n t c o u p l a g e - c r i t i q u e s , c e couplage s ' e t e n d en 

un couplage de G de d e f a u t C (V Τ) - |τ| = k . 
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4. D e c o m p o s i t i o n de Edmonds e t G a l l a i des graphes l o c a l e m e n t f i n i s 

de d e f a u t s q u e l c o n q u e s 

D e f i n i t i o n 4.1 

Un c o u p l a g e F d'un graphe G e s t maximum s i pour t o u t c o u p l a g e 

Η de G t e l que U F - UH , on a 'JH = U F . 

S i G e s t un graphe de d e f a u t f i n i (en p a r t i c u l i e r s i G e s t 

f i n i ) c e t t e d e f i n i t i o n e s t c l a i r e m e n t e q u i v a l e n t e a c e l l e donnee au 

p a r a g r a p h e 2 ( D e f i n i t i o n 2 . 2 ) . 

Theoreme 4.2 

r o u t graphe localement f i n i a au moins un couplage maximum. 

S o i t χ 1'ensemble des p a r t i e s des s u p p o r t s des c o u p l a g e s 

d'un graphe l o c a l e m e n t f i n i G . D'apres l e theoreme 1.2.2. , 

χ e s t f i n i t a i r e . D'apres l e lemme Tukey, t o u t element de χ e s t 

contenu dans un element maximal pour 1 * i n c l u s i o n , c'est-ä-dire dans 

l e s u p p o r t d'un couplage maximum. En p a r t i c u l i e r , G a un c o u p l a g e 

maximum. 

P r o p o s i t i o n 4.3 

Un couplage F d'un graphe G est maximum s i et seulement s i 

il n'existe pas de chaine F - alternoe reliant deux sommets insatur4s 

par F , ni de chaine i n f i n i e F - alternee issue d'un sommet insature 

par F . 

C e t t e p r o p o s i t i o n d e c o u l e simplement du lemme 1.2.5. 



Theoreme 4.4 C10J 

Soit G = (V ,E) un graphe localement f i n i . Soient Ρ 1 'ensemble 

des sommets de G insatures par au moins un couplage maximum de G , 

Q = Γ_ (Ρ) \ Ρ e t R « V ν (Ρ υ Q) . Alors : 

G 

1. Les composantes connexes de G"P. sont couplage-critiques. 

2. Soient χ 1'ensemble des composantes connexes de Ρ e t Η l e 

graphe biparti (Q , χ , Ε') defini par (q , C) ε Ε' s i et seule­

ment s i i l existe c ε C t e l que (q , c ) ε Ε . Η a un couplage qui 

sature Q et qui l a i s s e 6(G) eloments de χ insaturos.Tout couplage 

de Η saturant Q l a i s s e au moins δ(G) eloments de χ insatures, 

3. G!Rj a un couplage parfait, 

4. Tout couplage maximum de G se docompose en un couplage parfait de 

G"Rl , en un couplage de defaut 1 de chaque composante connexe de 

G!Pj et en un couplage de Η saturant Q . 

L a p r e u v e de c e theoreme que nous donnons c i - d e s s o u s s'appuie 

s u r l e theoreme 3.1. Rappelons que s i G = (V , E) e s t un graphe 

l o c a l e m e n t f i n i connexe de däfaut i n f i n i , a l o r s |v| = |6 ( G ) | = ^ . 

Demons t r a t i o n 

S o i t G = (V , E) un graphe l o c a l e m e n t f i n i . D*apr§s l e theordme 

3.1 , i l s u f f i t de demontrer l e theoreme 4.4 l o r s q u e G e s t de 

d e f a u t i n f i n i . Supposons de p l u s que G s o i t connexe, l e c a s g e n e r a l 

s'en d e d u i s a n t t r i v i a l e m e n t . G e t a n t connexe, D = V , e s t 

denombrable. 

S o i t (d / η ε N +) une enumeration de D. η 

Posons G n = G . ' J F ^ , e t pour t o u t η ε N + G s G J J F J {d , ,d } 
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Pour t o u t η ε Ν , e s t un graphe l o c a l e m e n t f i n i de d e f a u t n, c a r 

F e t a n t un c o u p l a g e maximum de G , F e s t un co u p l a g e maximum de 

G 

η . 

D'apres l a d e f i n i t i o n 2.2 , on a : 

1. Un c o u p l a g e de G e s t maximum dans G s i e t s e u l e m e n t s i i l e s t 
* * η η 

de d e f a u t η. 

2. Un co u p l a g e maximum de G^ e s t maximum dans G . 

En e f f e t s o i t Μ un couplage maximum de G^ . S i F n ' e s t p a s 

maximum dans G , a l o r s d ' a p r e s l a p r o p o s i t i o n 4.3 , i l e x i s t e une 

c h a i n e Μ - a l t e r n e e f i n i e e n t r e deux sommets χ e t y de G 

i n s a t u r e s p a r Μ , ou une c h a i n e Μ - a l t e r n e e i s s u e d'un sommet 

χ de G i n s a t u r e p a r Μ . I l e x i s t e m > η t e l que χ e t y 

- ou χ dans l e socond c a s - s o i e n t des sommets de G . Μ e t a n t 
m 

un couplage maximum de G , Μ e s t de d e f a u t η dans G e t de η η 
d e f a u t η + (m - η) = m dans G . Μ e s t done maximum dans G , 

m m 
d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . 

Pour t o u t η , G^ e t a n t de d e f a u t f i n i , d ' a p r e s l e theoreme 3.1, 

i l e x i s t e une p a r t i t i o n Ρ + Q + R des sommets de G t e l l e que * η *n η η ^ 

Ρ s o i t 1'ensemble des sommets de G i n s a t u r e s p a r au moins un η η *^ 

coup l a g e maximum de G^ , Q n
 = ^Gn^ Pn^ v P n e t t e^-* e ^ u e 

R = J F . { d d } (P j Q ) . η l η η η 

On a P Q » Q « 0 e t R Q * U F . 

3. Pour t o u t η , Ρ " Ρ ,« 

η η+1 

En e f f e t , t o u t couplage maximum de e s t maximum dans G
n + j * 

c ' a p r e s 1. 

4. Pour t o u t η , Q C Q , · 
*n *n+l 
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P u i s q u e Ρ Ρ ,„ , on a Q J Ρ , , : J Q « · Montrons que ^ η "" η+1 η n+1 x n + l 

Q Π Ρ . = 0 . Supposons q u ' i l e x i s t e y ε Q ~ Ρ , . Par d e f i n i -n n+1 x n n+1 

t i o n de Ρ ,. , i l e x i s t e un couplage Ν maximum dans G , q u i n+1 χ- -a n+1 

l a i s s e y i n s a t u r e . D'apres l e theoreme 3.1, F s a t u r e Q n e t 

donc y . D'apres l e lemme 1.2.5 i l e x i s t e une c h a i n e i s s u e de y 

dont l e s a r e t e s s o n t a l t e r n a t i v e m e n t dans F e t dans Ν . C e t t e 

c h a i n e e s t f i n i e c a r Ν e s t maximum. Son a u t r e e x t r e m i t y ζ e s t 

donc i n s a t u r e e p a r F , e t F e t a n t un couplage maximum de G^ , 

d'a p r d s l e theoreme 3.1 on a ζ ε Ρ U { d ,<} . S i ζ c Ρ , a l o r s F η n+1 η 

d R + j n ' a p p a r t i e n t p a s ä c e t t e c h a i n e c a r d ^ + ^ n ' e s t pas s a t u r e 

p a r F . En echangeant l e s a r e t e s de F e t Ν l e lon g de c e t t e 

c h a i n e , on forme un couplage F* de G n de d e f a u t 5 ( F ) = η , 

donc maximum q u i ne s a t u r e p a s y ε , une c o n t r a d i c t i o n . 

On a done ζ - d ,. . 
n+1 

d « n ' e s t p a s a d j a c e n t ä Ρ , c a r s i n o n d ' a p r e s l e theoreme 3.1 , n+l η 

i l e x i s t e r a i t un couplage Μ maximum de G^ q u i p o u r r a i t s e p r o l o n -

g e r en un couplage s a t u r a n t d ^ + ^ . Μ ne s e r a i t done pas un cou­

p l a g e maximum de G , ce q u i c o n t r e d i r a i t 2. 

Ν l a i s s e donc au moins C ( Ρ ) - ( | θ Ι - 1 ) + 1 = η + 2 sommets 
c r 1 η' 

de G , i n s a t u r e . Ν e t a n t maximum e t G , de d e f a u t η + 1 , n+1 n+1 

e ' e s t une c o n t r a d i c t i o n . 

Posons Ρ = ϋ ρ e t ο = J o . 
«= ηεΕ η °° ηεΝ η 

S o i e n t Ρ 1'ensemble des sommets de G i n s a t u r e s p a r au moins un 

cou p l a g e maximum , e t Q = Γ (Ρ) \ Ρ . 

5. p s p^ . L e s composantes connexes de G.P^ s o n t couplage-

c r i t i q u e s . 

D'apres 2. , on a P ^ J : Ρ . S o i t Ν un couplage maximum de G . 

Notons que Ν Φ F . S o i t ζ ε J F \ j Ν . I i e x i s t e une c h a i n e 

C e n t r e ζ e t un sommet χ de \JN \ U F dont l e s a r e t e s s o n t 

a l t e r n a t i v e m e n t dans F e t Ν . Comme V \ J F = { d / η ε Ν } 
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χ - d^ pour un c e r t a i n η . En echangeant l e s ar§tes de F e t Ν 

l e l o n g de l a c h a l n e C , on forme un couplage F* maximum dans 

G N t e l que \>F* = ( ; j F ̂  ^ d
n ^ ̂  * F ' n e s a t u r a n t P*s z » 

on a ζ ε , e t done ζ ε P^ . On a done Ρ « , d'oü Q - Qm» 

L e s composantes connexes de G L Ρ": s o n t done c o u p l a g e - c r i t i q u e s 

d ' a p r e s 3 e t 4 . 

S o i t Ν un co u p l a g e maximum de G . 

6 . T o u t sommet de Q e s t co u p l o p a r Ν dans Ρ . 

Supposons q u ' i l e x i s t e une a r S t e {χ , y } ε Ν t e l l e que χ ε Q 

e t y i Ρ . S o i t η t e l que χ ε . L a composante connexe du 

graphe p a r t i e l (V , F \j N) e s t une c h a i n e dont l e s ar§tes s o n t 

a l t e r n a t i v e m e n t dans F e t Ν . S i c e t t e c h a l n e e s t s a n s e x t r e m i t y , 

l e c o u p l a g e obtenu ä p a r t i r de F en ^changeant l e s ar§tes l e l o n g 

de c e t t e c h a l n e e s t maximum dans G r e t ne c o u p l e p a s χ ε Q dans 

Ρ , une c o n t r a d i c t i o n d ' a pres l e theoreme 3 . 2 . S i c e t t e c h a i n e a 

au moins une e x t r e m i t y , e l l e en a deux, l ' u n e a p p a r t e n a n t ä 

F jm , l ' a u t r e ä UN \jF . I l e x i s t e m > η t e l que l ' e x -

tremitö de l a c h a i n e a p p a r t e n a n t ä *,_N "w F s o i t un sommet de G R . 

Le c o u p l a g e obtenu ä p a r t i r de F en echangeant l e s a r e t e s l e l o n g 

de l a c h a i n e e s t maximum dans G e t ne c o u p l e p a s χ ε Q Ζ Q 
m η m 

dans Ρ Ρ , c e q u i c o n t r e d i t l e theoreme 3 . 2 . m 

7 . Pour t o u t e composante connexe C de G.P. , au p l u s un sommet 

de C e s t couple* p a r Ν dans Q . 

Supposons que deux sommets d i s t i n c t s e t x^ d'une composante 

connexe C de G"P: s o i e n t c o u p l e s p a r Ν dans Q . S o i e n t e^ 

e t e« l e s ar£tes de Ν s a t u r a n t x < e t x„ e t C« , C„ , 

ι \ <l \ ι l e s 

composantes connexes du graphe p a r t i e l (V , F ., N) c o n t e n a n t e^ e t 

e^ r e s p e c t i v e m e n t . Le couplage F' obtenu ä p a r t i r de F en 
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^ c hangeant l e s a r e t e s l e l o n g de e t e s t maximum dans 

s i C . F' c o u p l e deux sommets de C dans , ce q u i c o n t r e -

d i t l e theoreme 3.2 e t acheve l a p r e u v e du theoreme 4.4 . 

Remarque 4.5 

Soient G = (V , E) un graphe localement f i n i et F un cou­

plage maximum de G . Un couplage Μ de G est maximum s i et 

seulement s i i l s'obtient ä partir de F par transferts l e long de 

chaines F - alternees deux ä deux d i s j o i n t e s (pour l e s sommets) et 

qui sont 

- s o i t des cycles F - alternes elementaires, 

- s o i t des chaines F - alternoes olementaires sans extremito , 

- s o i t des chaines F - alternees elementaires f i n i e s issues 

d'un sommet insature par F . 

I i s u f f i t de montrer que t o u t couplage Μ obtenu ä p a r t i r de 

F p a r t r a n s f e r t s l e l o n g d'une c h a i n e F - a l t e r n e e e i e m e n t a i r e 

f i n i e i s s u e d'un sommet χ i n s a t u r e " p a r F e s t maximum. S i G 

e s t de d e f a u t f i n i (en p a r t i c u l i e r s i G e s t f i n i ) c e l a d e c o u l e 

t r i v i a l e m e n t du lemme 1.2.5 c a r 6 ( F ) = δ (Μ) . Dans l e c a s g e n e r a l , 

un a u t r e r a i s o n n e m e n t e s t n e c e s s a i r e . D'apres l e theoreme 1.2.2 

1'ensemble χ des p a r t i e s des s u p p o r t s des c o u p l a g e s de G forme 

une g e o m e t r i e f i n i t a i r e s u r V . En e f f e t : 

1. S i S e x e t s i S' c S a l o r s S' ε χ 

2. S i Sex e t s i Τ ε χ t e l s que | s | + 1 - |τ| < * a l o r s i l 

e x i s t e t ε Τ S t e l que S u { t } ε χ . 

3. S £ ν s i e t seulement s i t o u t e p a r t i e f i n i e de S a p p a r t i e n t 

a X . 



I i s u f f i t de montrer que >̂ M e s t une b a s e de (V , χ) . 

Μ ötant un co u p l a g e , _>Μ e χ . Montrons done que '„ Μ e s t une 

p a r t i e maximale de χ . On s a i t q u ' i l e x i s t e une b a s e Β de (V , 

t e l l e que J Μ ^ Β ~ ( J P) j ( ' J M ) • U F υ { x } (L243 theoreme 

7. 2 . 1 2 ) . F ötant maximum, U F υ {χ} i χ , done näcessairement 

Β = UM , e t Μ e s t un c o u p l a g e maximum de G . 





4. NOMBRE DE COÜPLAGES PARFAITS D'UN GRAPHE LOCALEMENT F I N I 

1. I n t r o d u c t i o n 

K o t z i g a prouve* dans .19" que t o u t graphe f i n i c o n t e n a n t un 

e t un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t a un i s t h m e a p p a r t e n a n t ä c e c o u p l a g e . 

Un graphe f i n i 2-ar£te-connexe c o n t e n a n t un couplage p a r f a i t en 

c o n t i e n t done a u moins deux. I i e x i s t e p a r c o n t r e des graphes 

l o c a l e m e n t f i n i s ( i n f i n i s ) 2 - a r € t e - c o n n e x e s ne c o n t e n a n t qu'un 

s e u l c o u p l a g e p a r f a i t ( c f . Exemple 2 . 2 ) . Nous prouvons au p a r a -

graphe 2 que t o u t graphe localement f i n i contenant un et un seul 

couplage parfait est au plus 2-connexe. 

L e s g r a p h e s l o c a l e m e n t f i n i s a v e c un e t un s e u l couplage 

p a r f a i t s o n t 6tudi£s au p a r a g r a p h e 3. 

Le theoreme de K o t z i g e s t l e p r e m i e r rösultat s u r l e nombre 

f( G ) de c o u p l a g e s p a r f a i t s d'un graphe f i n i G . Auparavent, 

dans l e c a s p a r t i c u l i e r des graphes b i p a r t i s f i n i s , Μ. H a l l 16~ 

a v a i t estime* c e nombre ( f (G) > n! s i G = (X,Y;E) e s t un graphe 

b i p a r t i f i n i c o n t e n a n t au moins un couplage p a r f a i t e t s i t o u t som­

met de X e s t de degre s u p e r i e u r ou e g a l ä η ) . B e i n e k e e t 

Plummer 1 o n t e n s u i t e prouve* que f (G) > η s i G e s t un 

graphe f i n i n-connexe c o n t e n a n t au moins un couplage p a r f a i t . 

Zaks .33 a amöliore* ce räsultat en demontrant que f ( G ) > η Π 

sous l e s m€mes h y p o t h e s e s . S i η e s t i m p a i r c e t t e borne i n f ^ r i e u r e 

e s t e x a c t e en c e s e n s q u ' i l e x i s t e un graphe f i n i n-connexe 

( l e graphe complet Κ 1 ) c o n t e n a n t exactement n!! c o u p l a g e s 
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p a r f a i t s . 

Dans l e c a s p a r t i c u l i e r des graphes non b i c r i t i q u e s (un graphe 

e s t b i c r i t i q u e s ' i l a un couplage p a r f a i t e t s i l e sous - graphe 

obtenu en e n l e v a n t deux quelconques de s e s sommets a encore un 

c o u p l a g e p a r f a i t ) L o v a s z '20" a p r e c i s e " c e t t e borne införieure : 

f ( G ) > n! s i G e s t un graphe f i n i non b i c r i t i q u e e t n-connexe. 

F i n a l e m e n t , Mader 23^ a donne une borne i n f ^ r i e u r e du nombre 

de c o u p l a g e s p a r f a i t s d'un graphe f i n i 2-connexe e t c o n t e n a n t un 

c o u p l a g e p a r f a i t q u i ne depend pas de l a connexitö mais du degre" 

minimum : s i G e s t un graphe f i n i 2-connexe de degre minimum η 

e t s i G c o n t i e n t au moins un couplage p a r f a i t , a l o r s f ( G ) > n!! 

s i η e s t i m p a i r , e t f ( G ) > f ( S ) s i η e s t p a i r , oü S e s t 
= η η 

l e complementaire d'un graphe forme de η + 2 a r € t e s deux ä deux 

d i s j o i n t e s . 

Dans un q u a t r i e m e p a r a g r a p h e , nous £tudions l e nombre de c o u ­

p l a g e s p a r f a i t s d'un graphe l o c a l e m e n t f i n i en f o n c t i o n de s a 

c o n n e x i t e . Nous montrons t o u t d'abord que pour tout η , il existe 

des graphes localement f i n i s ( i n f i n i s ) n-connexes qui ont un nombre 

f i n i non nul de couplages parfaits. Des r e s u l t a t s s e m b l a b l e s ä ceux 

de Zaks e t L o v a s z s o n t e n s u i t e e t a b l i s pour l e s graphes l o c a l e m e n t 

f i n i s : 

Un graphe localement f i n i n-connexe avec un couplage parfait 

nl! 

a au moins —γ- couplages parfaits s i η e s t pair, et au moins 

2 

• j .n!! couplages parfaits s i η est impair. 

Un graphe localement f i n i non bicritique n-connexe avec un 

couplage parfait a au moins (η - 1 ) ! couplages parfaits. 

Nous donncns ögalement une n o u v e l l e d e m o n s t r a t i o n s i m p l e e t 

c o u r t e du theoreme de Z a k s . 



Une r e p o n s e n e g a t i v e e s t donn6e en Annexe a une q u e s t i o n 

i n s p i r e d de l a c € l e b r e c o n j e c t u r e de Van d e r Waerden "31' r6cem-

ment d&sontröe p a r E g o r i t c h e v .12 . 

2. Graphes l o c a l e m e n t f i n i s c o n t e n a n t un e t un s e u l c o u plage p a r f a i t 

P r o p o s i t i o n 2.1 .9 

Soit G * (V,E) un graphe localement f i n i contenant un et un 

seul couplage parfait F . Les t r o i s proprietes suivantes sont e g u i -

valentes. 

(1) I i existe un sous - ensemble f i n i non vide S de V t e l 

que C <V S) = |s| , 

(2) II existe un isthme de G appartenant ä F , 

(3) I i existe un isthme { x , y } de G appartenant ä F t e l 

que C1(V χ ) = 1 ou 0χ(V y ) = 1 . 

L a propriöte* (1) e s t c l a i r e m e n t v 6 r i f i 6 e p a r t o u t graphe f i n i 

c o n t e n a n t un u n i q u e c o u p l a g e p a r f a i t . L a p r o p o s i t i o n 2.1 ötend done 

au g r a p h e s l o c a l e m e n t f i n i s l e theoreme s u i v a n t de K o t z i g .19 : 

(A) Tout graphe f i n i contenant un et un seul couplage parfait 

a un isthme appartenant ä ce couplage. 

L a d e m o n s t r a t i o n de l a p r o p o s i t i o n 2.1 u t i l i s e l e theoreme ( A ) . 

Une p r e u v e de c e theoreme e s t donnee en remarque 2.4. Pour demon-, 

t r e r l a p r o p o s i t i o n 2.1, nous u t i l i s o n s a u s s i l e theoreme de f a c t o ­

r i s a t i o n (Th£creme 1 . 2 . 4 ) . 

D e m o n s t r a t i o n 

C l a i r e m e n t (3) -· (2) . Montrons que (1) -> (3) . 

S e i e n t S un sous - ensemble f i n i non v i d e de V t e l que 

C ^ V s S ) « 'Si e t C j , ... , C (p - 's') i e s composantes connexes 
P Ρ 

i m p a i r e s de G'.VsS; . Posons C » \J C. e t G* = G"S J C" . L e s 
i = l 1 
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(1 < i < ρ) e t a n t i m p a i r e s , t o u t sommet de S e s t n e c e s s a i r e -

ment c o u p l e p a r F dans C . G' a donc un e t un s e u l couplage 

p a r f a i t F ' e t F 1 C F . De p l u s nous pouvons supposer que deux 

sommets q u e l c o n q u e s de S s o n t a d j a c e n t s dans G' s a n s c r e e r 

d ' a u t r e c o u p l a g e p a r f a i t de G' . 

G' e t a n t f i n i , d ' a p r e s l e theoreme (A) une a r e t e { x , y } 

a p p a r t e n a n t ä F* e s t un i s t h m e de G' e t donc un isthme de G . 

S i χ i S e t s i y i S , χ e t y s o n t dans l a meme composante 

connexe de G^CT . S o i t c e t t e composante. L * a r e t e { x , y } e t a n t 

un i s t h m e de G , i l e x i s t e une p a r t i t i o n - X + Y avec χ ε X 

e t y ε Υ , t e l l e que un e t un s e u l d e s deux ensembles X e t Y 

s o i t a d j a c e n t ä S . S i , p a r exemple, X e s t a d j a c e n t ä S , a l o r s 

C j i G ' l S ' j C ^ { x } ] ) = 1 

e t donc 

C j i G l V X i x } " : ) = 1 . 

S i χ ε S , a l o r s y ε C . L ' a r e t e { x , y } e t a n t un isthme de G , 

on a c l a i r e m e n t 

C ^ G V {χΓ,) = 1 . 

L a p r o p r i e t e (3) e s t donc v e r i f i e e . 

Montrons que (2) (1) . 

S o i t e = ( x , y } un i s t h m e de G a p p a r t e n a n t ä F . S o i e n t 

X e t Y l e s composantes c o n n e x e s du graphe p a r t i e l 

G - e - (V,E \ { e } ) t e l l e s que χ ε X e t y ε Υ . S i l a p r o p r i e t e 

(1) n ' e s t p a s v e r i f i e e , on a 

CjiG.V (S v i x } ) " . ) m |s| 

pour t o u t s o u s - ensemble f i n i S de V \ {χ} . D'apres l e theoreme 

1.2.4, GV Ν {χ}* a done un c o u p l a g e p a r f a i t . S o i t L ^ un couplage 

p a r f a i t de G"V ν {χ}" . L a composante connexe du graphe p a r t i e l 



(V,L . F) c o n t e n a n t χ e s t n o c e s s a i r e m e n t une c h a i n e a l t e r n d e χ 
i n f i n i e C i s s u e de χ . Le s e u l sommet de X c o n t e n u dans C χ χ 

e s t c l a i r e m e n t χ . De meme G.V { y } ~ a un c o u p l a g e p a r f a i t L y 

e t l a composante connexe du graphe p a r t i e l i v # L
v U F ) c o n t e n a n t 

y e s t une c h a i n e a l t e r n e e i n f i n i e C i s s u e de y . L e sommet 
y 

y e s t l e s e u l sommet de Y c o n t e n u dans C . C U C e s t 
y χ y 

donc une c h a i n e a l t e r n d e i n f i n i e s a n s e x t r e m i t e . Une t e i l e c h a i n e 

ne p e u t e x i s t e r c a r G a un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t . L a p r o p r i e t y 

(1) e s t donc v e r i f i e e e t l a p r e u v e de l a p r o p o s i t i o n 2.1 e s t 

complete. 

Exemple 2.2 

L e s g r a p h e s s u i v a n t s s o n t 2 - a r € t e - c o n n e x e s e t o n t un s e u l 

couplage p a r f a i t 

f i g . 1 
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Theoreme 2.3 £9] 

Tout graphe localement f i n i contenant un et un seul couplage 

parfait est au plus 2-connexe. 

D e m o n s t r a t i o n 

S o i t G « ( V , E ) un graphe l o c a l e m e n t f i n i i n f i n i 3-connexe. 

Supposons que G ne c o n t i e n n e qu'un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t F . 

S o i t e • { x , y } une a r € t e de G a p p a r t e n a n t a u c o u p l a g e p a r f a i t 

F . Posons G ' = ( V , E \ { e } ) . F e^tant 1 * u n i q u e c o u p l a g e p a r f a i t 

de G e t e a p p a r t e n a n t ä F , l e graphe p a r t i e l G ' n'a p a s 

de couplage p a r f a i t . D'apres l e theoreme 1.3.2, i l e x i s t e done 

une p a r t i e f i n i e Τ de V t e l l e que 

C ( G ' r v x T l ) > | T | + 1 . e r = 

G e t a n t 3-connexe e t a y a n t un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t , d ' a p r e s l a 

p r o p o s i t i o n 2.1 on a 

c ( G : V S T : ) < c 4 ( G [ V \ T : ) < | T | - ι . 

e r = 1 = 1 

L ' a r e t e e c o n n e c t e done deux composantes c o u p l a g e - c r i t i q u e s A 

e t Β de G ' 1 V - Τ ~ e t on a 

c c r ( G 1 _ V - T") = | T | + 1 

e t 

c C R ( G V T ) = J Τ J - 1 . 

Τ s e p a r e 1'ensemble f i n i Α J B de 1* ensemble V V ( Τ υ Α υ Β ) . 

G e t a n t 3-connexe, on a n e c e s s a i r e m e n t |τί > 3 . 

S o i e n t C^, ... , (|τ| = ρ + 1, ρ > 2) l e s composantes 

connexes c o u p l a g e - c r i t i q u e s de G ' . V T~ . Chaque C i e s t c o u p l e e 

dans Τ p a r une e t une s e u l e ar§te de F . S i n o n , l e s # t a n t 

i m p a i r e s , l ' u n e d ' e n t r e e l l e s s e r a i t c o u p l e e dans Τ p a r au moins 

t r o i s ar§tes de F e t |τ| + 1 ar§tes de F au moins s e r a i e n t 

i n c i d e n t e s ä Τ ce q u i e s t i m p o s s i b l e . 
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Pour t o u t i - 1, — ,n, s o i t t l e sommet de Τ c o u p l e 

p a r F dans . S o i t Η l e graphe b i p a r t i dont 1'ensemble des 

sommets e s t { C , , . . . , C } U ( t , , — , t } a v e c une a r e t e { C ^ t . } 1 ρ 1 ρ i 3 

s i e t s e u l e m e n t s i t_. e s t a d j a c e n t ä dans G . G e t a n t 

3-connexe, l e d e g r e dans Η de chaque e s t au moins 2 . 

D'apres l e theoreme 1 . 4 . 3 , Η a au moins deux co u p l a g e s p a r f a i t s . 

L e s c e t a n t c o u p l a g e - c r i t i q u e s , t o u t couplage p a r f a i t de Η 

s ' e t e n d en un c o u p l a g e p a r f a i t de G^C.U U C U { t 4 , . . . , t }~ 
1 Ρ 1 Ρ " 

e t f i n a l e m e n t en un c o u p l a g e p a r f a i t de G . G a done p l u s d'un 

c o u p l a g e p a r f a i t , d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . 

Remarque 2.4 

En m o d i f i a n t lögerement l a p r e u v e du theoreme 2 . 3 , i l e s t 

p o s s i b l e de p r o u v e r l e theoreme (A) de K o t z i g . C e t t e preuve e s t 

due ä Mader . 2 2 . 

Un graphe f i n i contenant un et un seul couplage parfait a 

un isthme appartenant a ce couplage. 

S o i t G = (V,E) un graphe f i n i 2-connexe. Supposons que 

G a i t un unique c o u p l a g e p a r f a i t F . S o i t e une a r e t e de 

G a p p a r t e n a n t ä F e t s o i t G * l e graphe p a r t i e l ( V , E \ { e } ) . 

G ' n'a p a s de c o u p l a g e p a r f a i t , i l e x i s t e done Τ _ V t e l que 

c ( G ' ~ V ν τ*) < I T ! + ι . 
c r " = ' 1 

Comme G a un c o u p l a g e p a r f a i t , on a 
C ( G ' V ^ f ) < |τ| . c r - — 

L ' a r e t e e r e l i e donc deux composantes c o u p l a g e - c r i t i q u e s de 

G ' ; v T " e t on a 

c ( G * ν τ') = I T ! + ι . 
c r 1 

Τ Φ φ c a r s i n o n e s e r a i t un i s t h m e de G . G e t a n t 2-connexe 



|τ| > 2 e t t o u t * composante connexe c o u p l a g e - c r i t i q u e de X3CV ν Τ* 

e s t a d j a c e n t e ä au moins deux sommets de Τ . On a c h e v e c e t t e 

preuve comme c e l l e du theoreme 2.3. 

3· P r o p r i e t y des graphes l o c a l e m e n t f i n i s 2-connexes c o n t e n a n t 

un e t un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t 

P r o p o s i t i o n 3.1 

Soit G = (V,E) un graphe localement f i n i 2-connexe 

contenant un et un seul couplage parfait F . Soit S - ^ s j ' s 2 ^ 

un ensemble de separation de G de cardinal 2 t e l que 

G1V S~ a i t une composante connexe paire (non vide) C . 

1. S i F induit un couplage parfait de G L C " , a l o r s c'est 

l e seul couplage parfait de G [ C 1 , GZV \ C2 a un seul couplage 

parfait Ν e t { s ^ ^ s ^ } ^ Ν . 

2. S i F η'induit pas de couplage parfait de G .C" alors 

{ s j , s , > } i Ε . S i t j e t t ^ s o n t deux sommets de C t e l s que 

{ S j / t j } ε F e t { s 2 , t 2 } ε F alors G'C^it^ft^}" a un seul 

couplage parfait et l e graphe G% forme en ajoutant 1'ardte 

{ S j , s 2 > ä G'Vv C ] a un seul couplage parfait. Ce couplage par­

f a i t contient I'arSte { s ^ , s ^ } . 

D e m o n s t r a t i o n 

1. L ' u n i c i t e du couplage p a r f a i t de G^C" e s t c l a i r e . S o i t 

G* l e graphe forma en a j o u t a n t l ' a r € t e { s ^ s ^ ä G1V C~ s i 

G V C* ne l a c o n t i e n t p a s , G' s G~V v C " s i n o n . 

F' = { { x , y } e F/x t C, y t C } e s t un c o u p l a g e p a r f a i t de G' . 

S i G* a un second couplage p a r f a i t , n e c e s s a i r e m e n t 

* s l ' s 2 ^ ε N l ' c a r s i n o n G a u r a i t l u i - meme deux c o u p l a g e s 

p a r f a i t s . S o i t G" l e graphe forme en a j o u t a n t l'ar§te i s ^ s . } 



52 

ä G I C j i S j / S j K » C e graphe e s t f i n i e t 2-connexe. S i 

F " = { { x , y } e F/x ε C,y ε C } , F " J { s ^ s ^ e s t un couplage 

p a r f a i t de G" . D'apres l e theoreme ( A ) , G" a un second c o u p l a g e 

p a r f a i t N 2 . N 2 ne c o n t i e n t p as 1 ' a r e t e ^ s
1 ' s

2 ^ c a r s i n o n 

G'.C" a u r a i t deux c o u p l a g e s p a r f a i t s , e t done G a u r a i t e g a l e -

ment deux c o u p l a g e s p a r f a i t s . N 2 U ( N ^ \ { s ^ S g } ) e s t donc un 

c o u p l a g e p a r f a i t de G d i f f e r e n t de F , d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . 

2. S i P" = { { x , y > ε F/x ε C,y ε C } n ' e s t p a s un c o u p l a g e 

p a r f a i t de G[C" , C e t a n t p a i r e i l e x i s t e e t t 2 dans C 

t e l s que { ^ ' t ^ ε F e t { s ^ t ^ } ε F * G- C ^ι , ΐ :2^ a 1111 s e u l 

c o u p l a g e p a r f a i t , c a r s i n o n G en a u r a i t deux. De meme, 

G[V \ ( C J S ) " a un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t . De p l u s , ^ s i ' s 2 ^ ^ E * 

S i n o n , G[C U S~̂  s e r a i t 2-connexe e t c o n t i e n d r a i t donc au moins 

deux c o u p l a g e s p a r f a i t s . Chacun de c e s c o u p l a g e s s e p r o l o n g e a n t 

en des c o u p l a g e s de G d ' a p r e s c e q u i p r e c e d e , G a u r a i t deux 

c o u p l a g e s p a r f a i t s , d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . S o i t G* l e graphe 

obtenu en a j o u t a n t l'ar§te { s ^ s ^ ä G'.V C" . S i 

F* = { ( x , y ) ε F/x t C, y i C} , F' U { s ^ s ^ e s t un couplage 

p a r f a i t de G' . Supposons que G' a i t un second couplage p a r f a i t 

. A l o r s { S j , s 2 ) i , c a r s i n o n 

(N 1 \ { s 1 , s 2 » U { { x , y } ε F/x ε C υ S, y £ C y- S } 

s e r a i t un couplage p a r f a i t de G d i f f e r e n t de F , ce q u i e s t 

i m p o s s i b l e . C o n s i d e r o n s l e graphe f i n i G"' forme en a j o u t a n t 

1 ' a r e t e ^ s j ' s 2 ^ a G^- c yJ s~- * C e 9 r a P n e e s t 2-connexe e t 

{ { x , y ; ε F/x ε C, y ε C } Ο i s ^ , s 2 ) e s t un couplage p a r f a i t de 

G"' . D'apres l e theoreme (Α), G"' a un second couplage p a r f a i t 

N 2 . t s ^ t j } i N 2 e t { s 2 , t 2 ) t N 2 , c a r s i n o n G'C i t j , ^ } ] 



a u r a i t deux c o u p l a g e s p a r f a i t s . On a done { s ^ , s ^ } ε . 

j ( N 2 \ { S J ^ S J } ) e s t done un couplage p a r f a i t de G d i f f e r e n t 

de F , d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . 

P r o p o s i t i o n 3.2 

Soit G == (V,E) un graphe i n f i n i localement f i n i 2-connexe 

contenant un seul couplage parfait F . S i S est un ensemble de 

soparation de G de cardinal 2 , alors GLV \ S ] a une seule 

composante connexe i n f i n i e . 

Demons t r a t i o n 

S o i t G - (V,E) un graphe i n f i n i l o c a l e m e n t f i n i 2-connexe 

c o n t e n a n t un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t F . S o i t S e ^ s j ' s 2 ^ 1 3 X 1 

ensemble de s e p a r a t i o n de G . 

S i χ e s t un sommet de G , une c h a i n e a l t e r n e e (pour F ) 

i n f i n i e i s s u e de χ e t commencant p a r l'ar§te de F q u i s a t u r e 

χ s e r a appel§e une F-chaine issue de χ . 

Supposons que GLV S" a i t p l u s d'une composante connexe 

i n f i n i e . 

l e r c a s { s ^ s ^ ε F 

S o i e n t e t deux composantes connexes i n f i n i e s d i s -

t i n c t e s de G"V S" . G^ - G.C^ J S~ e t β G-C 2 * S~ s o n t 

2-connexes e t o n t chacun un s e u l couplage p a r f a i t 

F j = U x , y ) ε F/x ε C A υ S, y e Cj u s } 

e t F 2 = { { x , y ; ε F/x ε C2'J S, y ε C 2 U S } 

r e s p e c t i v e m e n t . D'apres l a p r o p o s i t i o n 2.1, G^ 6 t a n t 2-connexe e t 

a y a n t un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t , C ^ i G ^ C j J S . Τ" ) < : Τ ' - 1 pour 

t o u t e p a r t i e f i n i e ncn v i d e Τ de U S . On a done 

C (G/.C ^ S \ T j ( s 1 2 ) < I T ! pour t o u t e p a r t i e f i n i e Τ de 
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V { S j } . D'apres l e theoreme 1.2.1, G i - C i ' J s \ { s ^ } ~ a done 

un couplage p a r f a i t . D'apres l e lemme 1.2.5 i l e x i s t e une F - c h a i n e 

. j i s s u e de s ^ dans . De meme, i l e x i s t e une F - c h a i n e -_ 2 

i s s u e de s 2 dans G 2 . χ J 2
 e s t donc u n e c h a i n e a l t e r n d e s a n s 

e x t r e m i t e dans G c e q u i c o n t r e d i t l ' u n i c i t e du couplage p a r f a i t 

F . 

2eme c a s ^ s i f S 2 ^ ^ F 

Quatre c a s peuvent s e präsenter : 

1. G'.V v S " a une composante connexe p a i r e C dans l a q u e l l e 

s ^ e t s 2 s o n t t o u t deux coupläs p a r F , 

2. s ^ e t s 2 s o n t c o u p l e s p a r F dans deux composantes 

connexes i n f i n i e s d i s t i n e t e s de G^V > , e t C 2 r e s p e c t i v e -

ment, 

3. S j e t s 2 s o n t c o u p l e s p a r F dans l a meme composante 

connexe i n f i n i e de G"V S" . G.V S" a a l o r s une seconde 

composante connexe i n f i n i e , 

4. S j e s t couple" p a r F dans une composante connexe i n f i n i e 

de G V S~ e t s 2 e s t c o u p l e p a r F dans une composante 

connexe f i n i e de G.V > S~_ . e s t donc p a i r e e t i l e x i s t e 

une composante connexe i n f i n i e C 2 de G_V S" d i s t i n e t e de . 

1. D'apres l a p r o p o s i t i o n 3.1, l e graphe G' forme en a j o u t a n t 

1 ' a r e t e ( s ^ , s 2 > ä G V C' a un s e u l couplage p a r f a i t e t ce cou­

p l a g e c o n t i e n t l'ar§te ^ S i / S 2 ' * * 0 n e s r t donc ramene au p r e m i e r c a s . 

2. D'apres l a p r o p o s i t i o n 2.1, G e t a n t 2-connexe, 

C j (V \ Τ) < |τ| - 1 pour t o u t e p a r t i e non v i d e Τ de V . 

GlV { s ^ } * . e t G.V i s 2 ) o n t dene chacun un couplage p a r f a i t . I i 

e x i s t e donc une F - c h a i n e ~: χ i s s u e de S j e t une F - c h a l n e ~ 2 

i s s u e de s 2 . L'une au moins de c e s deux c h a i n e s ne r e n c o n t r e 
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qu'une s e u l e d e s deux composantes e t / c a r s i n o n G 

c o n t i e n d r a i t un c y c l e a l t e r n d . Supposons que "-^ ne r e n c o n t r e 

qu'une s e u l e des deux composantes e t . L e sommet s ^ 

e t a n t p a r h y p o t h e s e c o u p l e p a r F dans , l a c h a i n e " ί ^ 

r e n c o n t r e . De meme "C^ r e n c o n t r e . Supposons que j 

r e n c o n t r e . S o i t t ^ l e sommet de t e l que { s ^ , t ^ } ε F . 

S i G-"Cj vx { t j } ] n'a p a s d'isthme a p p a r t e n a n t a 

F j = { { x # y } ε F/x ε C j N i t j } , y ε C ^ X i t j } } , a l o r s pour t o u t 

χ £ e x i s t e , d ' a p r e s l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lerame 

1.2.5, une F - c h a i n e " £ χ i s s u e de χ dans C ^ x i t j } . S i 

χ ε Γ ( s n ) :Ί C. , 5 \j e s t une c h a i n e a l t e r n e e s a n s e x t r e m i t e , 
G Ζ 1 Χ ζ 

ce q u i c o n t r e d i t l ' u n i c i t e " du couplage p a r f a i t F . S i G[C^ Ν { t ^ } ] 

a au moins un ist h m e a p p a r t e n a n t ä F , l e sous - graphe p a r t i e l 

G' = (Cx J S,E') - ou E ' = { { x , y } ε F/x ε C j U S, y ε C ^ J S } U i s ^ S j } -

n'a p a s d'isthme c a r G e s t 2-connexe. s ^ e t e t a n t de degr6s 

f i n i s , G~C^ ·* { t ^ } ~ a au p l u s un nombre f i n i d ' i s t h m e s . S o i t done 

e = { x , y } un is t h m e de G-c± i t ^ } " a p p a r t e n a n t ä F^ t e l 

qu'une composante connexe i n f i n i e de G,C^ { t ^ } " " e n ' a i t 

pas d'isthme a p p a r t e n a n t ä F . G £tant 2-connexe, i l e x i s t e 

ζ ε C- t e l que ζ ε r _ ( s . ) J r _ ( s 0 ) . G"C,~ n' a y a n t p a s d'isthme 

J G l G Z ~ 3 

i l e x i s t e , d ' a p r e s l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5, une 
F - c h a i n e i s s u e de ζ dans GrC_" . S i ζ ε F„(s.) ( i - 1,2) ζ "3 G l 

_ J ;^ J { z , s i ) e s t une c h a l n e a l t e r n e e s a n s extremite" q u i 

c o n t r e d i t l ' u n i c i t e de F . 

Supposons que ^ ne r e n c o n t r e pas . S o i t G' l e 

graphe graphe obtenu ä p a r t i r de G j : ^ ^ C 0 ^ S~ en c o n t r a c t a n t 

en un p o i n t . Comme G , G' e s t 2-connexe. s^ e t a n t c o u p l g 
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p a r F dans e t dans , F i n d u i t un couplage p a r f a i t 

F' de G* . G' a un s e u l c o u p l a g e p a r f a i t , c a r s i n o n G en a u r a i t 

p l u s d'un. S o i t t ε Γ_ ( s . ) C_ . D'apres l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e G 1 2 

lemme 1.2.5, i l e x i s t e une F - c h a i n e '*:. i s s u e de t dans G' . O n 

p e u t a l o r s c l a i r e m e n t former ä p a r t i r de ' χ e t de ' une c h a i n e 

a l t e r n e e s a n s e x t r e m i t y , c e q u i c o n t r e d i t l'unicit£ de F . 

3. s ^ e t s 2 s o n t couplös p a r F dans l a meme composante 

connexe i n f i n i e de G.V S . S o i t une composante connexe 

i n f i n i e de G V S* d i s t i n c t e de C j . S o i e n t t ^ e t t ^ l e s 

deux sommets d i s t i n c t s de C j t e l s que { s ^ t ^ } tF e t { s ^ t t ^ } € F* 

3.1 Supposons q u ' i l n ' e x i s t e p a s de c h a i n e ( E l e m e n t a i r e ) 

a l t e r n d e dans GC~ e n t r e t ^ e t t ^ · G e t a n t 2-connexe i l 

e x i s t e , d ' a p r e s l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5, une F - c h a i n e 

i s s u e de s ^ e t une F-cha£ne 2 i s s u e de s 2 . Comme i l 

n ' e x i s t e p a s de c h a i n e a l t e r n d e e n t r e t ^ e t t 2 , n i ".'χ n i 2 

ne r e n c o n t r e C 2 . G ;c2~ a c l a i r e m e n t un couplage p a r f a i t F 2 

i n d u i t p a r F . G C ^ n'a pas d ' a u t r e c o uplage p a r f a i t c a r F e s t 

1'unique c o u p l a g e p a r f a i t de G . S i G.C/ n'a pas d'isthme 

a p p a r t e n a n t ä F 2 , d'a p r e s l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5, 

i l e x i s t e pour t o u t χ ε C 2 une F - c h a i n e χ i s s s u e de χ dans 

G C 2 . S i χ ε F Q ^ S J ) ^ C 2 , . ^ J " χ e s t une c h a i n e ( e l e m e n t a i r e ) 

a l t e r n d e s a n s e x t r e m i t y q u i c o n t r e d i t l ' u n i c i t e de F . S i G C 2" 

c o n t i e n t au moins un isthme a p p a r t e n a n t ä , i l en a au p l u s un 

n c r b r e f i n i . S o i t done e * { x , y } un i s t h n e de G C 2 t e l 

qu'aucune composante connexe i n f i n i e de G c
2 ~ e n e 

c c n t i e n n e un ist h m e a p p a r t e n a n t ä F^. D'apres l a p r o p o s i t i o n 2.1 

e t l e lernme 1.2.5, pour t o u t ζ ε C^ i l e x i s t e une F - c h a i n e -_2 

i s s u e de ζ dans G C3 · S i ζ ε ^ ( s , ) (ou s i 

ζ ε 7" ( s - ) C_) \ « J . (ou v" J - 5 e s t une c h a i n e E l e m e n t a i r e G 3 1 ζ " 2 z 



a l t e r n d e s a n s e x t r e m i t y q u i c o n t r e d i t l'unicit£ de F . 

3.2 Supposons q u ' i l e x i s t e une c h a i n e 61ementaire a l t e r n d e 

e n t r e t ^ e t t ^ dans G c j · G C 2 s - e s t done 2-connexe 

e t c o n t i e n t un e t un s e u l c o u plage p a r f a i t i n d u i t p a r F . D'apres 

l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5, i l e x i s t e une F - c h a i n e ~< ̂  

( r e s p e c t i v e m e n t ^ 2> i s s u e de s ^ ( r e s p e c t i v e m e n t s^) dans 

G C 2 . S .. . . S o i t une composante connexe i n f i n i e de G^Cj\ "ί; 

G ::\ a c l a i r e m e n t un unique couplage p a r f a i t i n d u i t p a r F , i l 

η e s t done de m£rae pour G i C 2 ' S* G C 3 n e c o n t * e n t P a s i s t h m e 

a p p a r t e n a n t ä F , d ' a p r e s l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5 i l 

e x i s t e pour t o u t χ ε C_ une F - c h a i n e c i s s u e de χ dans G'C- . 
3 χ - 3 

S i χ ε r G < C ) ~ C 3 , on p e u t former ä l ' a i d e de , C , 'i^ ou 

9 une c h a i n e ölementaire a l t e r n e e s a n s e x t r e m i t y , c e q u i c o n t r e d i t 

l ' u n i c i t e de F . S i G C^. c o n t i e n t au moins un i s t h m e a p p a r t e n a n t 

ä F , i l en a au p l u s un nombre f i n i . S o i t done e = { x , y } un t e l 

isthme de G t e l qu'une composante connexe i n f i n i e C 4 de 

GXy ~ e n e c o n t i e n n e p a s d*isthme a p p a r t e n a n t ä F . D'apres l a 

p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5, i l e x i s t e pour t o u t ζ ε une 
F - c h a i n e ^ i s s u e de ζ dans G'C" . S i ζ ε r ( s u ^ ) Ο CA on ζ " 4 G 4 

peut former ä l ' a i d e de ~. , ·'. , ' . ou une c h a i n e £lemen-
z 1 2 

t a i r e a l t e r n e e s a n s e x t r e m i t e , c e q u i c o n t r e d i t l ' u n i c i t e de F . 

4. e s t c o u p l e p a r F dans une composante connexe i n f i n i e 

de Gy S" e t s 2 dans une composante connexe i m p a i r e de 

G V S . S o i t C 2 une composante connexe i n f i n i e de G~_V S " d i s -

t i n c t e de . S o i e n t t J ε e t t 2 ε C Q t e l s que ί 8 } » ^ } ε F 

e t { s 2 » t 2 ; ε F . D'apres l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5, G 

£tant 2-connexe i l e x i s t e une F - c h a i n e ~-2 i s s u e de s 2 . '·•{ 2 

c o n t i e n t n o c e s s a i r e m e n t l'ar§te { s ^ t ^ } c a r S s e p a r e C Q du 
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r e e t e du graphe. De m§me, i l e x i s t e une F - c h a i n e i s s u e de s^ . 

e t 2 n e r e n c o n t r e n t P a s G c
2 ' c a r t o u t e a r e t e de F a y a n t 

une e x t r e m i t e dans a 1 ' a u t r e e x t r e m i t e egalement dans . 

F i n d u i t c l a i r e m e n t un couplage p a r f a i t F ^ de G . S i G . C 2 

n'a p a s d'isthme a p p a r t e n a n t ä F ^ , d'apres l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t 

l e lemme 1.2.5 de t o u t χ ε e s t i s s u e une F - c h a i n e χ dans G . 

S i χ ε f G ( S 2 ^ ",; s
2 ' a l o r s ' 2 e S t U n e c ^ a ^ n e ^ l & o e n t a i r e 

a l t e r n e e s a n s e x t r e m i t y q u i c o n t r e d i t l ' u n i c i t e de F . S i G C~ 

c o n t i e n t au moins un isthme a p p a r t e n a n t ä F^ , i l en a au p l u s un 

nombre f i n i , c a r G e s t 2-connexe e t l o c a l e m e n t f i n i . S o i t donc 

e = { x , y } un isthme de G C^" a p p a r t e n a n t ä F^ t e l qu'une compo­

s a n t e connexe i n f i n i e de G C 2 ~ e n e c o n t i e n n e aucun isthme 

a p p a r t e n a n t ä F ^ . D'apres l a p r o p o s i t i o n 2.1 e t l e lemme 1.2.5, de 

t o u t ζ ε C_. e s t i s s u e une F - c h a i n e dans G C " . S i ο 2 ζ J 

ζ ε r G ( S l ) -• C 3 (ou ζ ε Γ β<« 2> ' C3) < 1 . ζ (ou 2 J e s t 

une c h a i n e e l e m e n t a i r e a l t e r n d e s a n s e x t r e m i t e q u i c o n t r e d i t l ' u n i ­

c i t e de F . 

L a preuve de l a p r o p o s i t i o n 3.2 e s t complete. 

L a p r o p o s i t i o n 3.1 admet une " r e c i p r o q u e " en ce sens que s i 

G = ( V , E ) e s t un graphe l o c a l e m e n t f i n i 2-connexe c o n t e n a n t un e t 

un s e u l couplage p a r f a i t , on p e u t augmenter G en un graphe v e r i f i a n t 

l e s memes p r o p r i e t e s . 

P r o p o s i t i o n 3.3 

Soit G = ( V , E ) un graphe localement f i n i 2-connexe contenant 

un et un seul couplage parfait F . S i Η e s t un graphe f i n i d i s j o i n t 

de G contenant un et ur. seul couplage parfait L , si e t s ^ 

sont deux sommets de G t e l s que ( 3 ^ , 8 2 ) i F , en joignant s^ e t 

a des sommets de Κ de sorte gue l e graphe G* oJbtenu s o i t 
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2-connoxit-, G' a un unique couplage parfait F y L . 

S i i j j ot s 2 sont deux sommets de G t e l s que {s^,s^Γ' ε L , 

si et t 2 s o n t deux nouveaux sommets, en joignant s ^ a t ^ , 

s 2 a t 2 , S\ ' *Ί ' s2 ' ^2 ^ ^ e s s o m m e t s de Η de s o r t e gue l e 

graphe obtenu s o i t 2-connexe, on forme en supprimant l ' a r i t e {s^tS^'s 

un graphe avec un unique couplage parfait 

L υ ( F \ { S 1 # S 2 } ) υ { { s 1 / t 1 } , { s 2 , t 2 > } . 

La d e m o n s t r a t i o n de c e t t e p r o p o s i t i o n e s t immediate. 

S i t o u t graphe G = (V,E) l o c a l e m e n t f i n i 2-connexe c o n t e n a n t un 

e t un s e u l c o uplage p a r f a i t a un ensemble S de s e p a r a t i o n de c a r d i ­

n a l 2 t e l que C Q ( V \ S) > 1 , a l o r s t o u t graphe l o c a l e m e n t f i n i 

2-connexe c o n t e n a n t un e t un s e u l couplage p a r f a i t p o u r r a e t r e c o n s ­

t r u c t p a r une s u i t e ( i n f i n i e ) de c o n s t r u c t i o n s s e m b l a b l e s ä C e l l e s 

d e c r i t e s dans l a p r o p o s i t i o n 3.3. 

C o n j e c t u r e 3.4 

Tout graphe G = (V,E) localement f i n i 2-connexe contenant un et 

ur. seul couplage parfait a un ensemble de separation S de cardinal 

2 tel que C Q ( V \ S ) > 1 . 

Nous avons prouve c e t t e p r o p r i e t e oour une c l a s s e p a r t i c u l i e r e de 

graphes 2-connexes c o n t e n a n t un e t un s e u l couplage p a r f a i t . 

P r o p o s i t i o n 3.5 

Soit G = (V,E) un graphe localement f i n i 2-connexe contenant ur, 

et ur. seul couplage parfait F . S i G est minimal en ce sens cue 

pour ζ cute arete e i F , G - e n'est pas 2-connexe, alors G a 

un e n s e r j i l e ce separation S de cardinal 2 t e l que 

C n ( V S) > 1 . 
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D e m o n s t r a t i o n 

Supposons que (V \ S) - 0 pour t o u t e p a r t i e S de c a r d i n a l 2 

de V . 

1. Toute a r e t e e = { x , y } ^ F a une extremite" de degr£ 2 . 

En e f f e t d ' a p r e s l a propriöte* de m i n i m a l i t y de G , G - e n ' e s t 

p a s 2-connexe. S o i t a un sommet d ' a r t i c u l a t i o n de G - e . 

G - e V \ { a ) l a une s e u l e composante connexe i n f i n i e , c a r s i n o n 

G[y \ { a , x F en a u r a i t p l u s d'une, c e q u i e s t i m p o s s i b l e d ' a p r e s l a 

p r o p o s i t i o n 3.2. S i C e s t une composante connexe f i n i e de 

G - er_V \ { a } ~ : a l o r s n e c e s s a i r e m e n t | c | = 1 c a r s i n o n G VV , { a , x } ] 

ou Gy - {a,y}"*. a u r a i t une composante connexe p a i r e . Une d e s e x t r e m i t e s 

de e e s t c l a i r e m e n t dans C . Supposons done que C = { y } . On a a l o r s 

a G ( y ) = 2 · 

2. L e s deux extremitös d'une ar£te de G ne s o n t p a s t o u t e s deux 

de degre" 2 . 

Supposons en e f f e t que e = { x , y } s o i t une a r ^ t e de G t e l l e que 

d _ ( x ) = d _ ( y ) = 2 . S o i t α l e sommet de G d i f f e r e n t de y a d j a c e n t G G 

ä x e t s o i t 8 l e sommet de G d i f f e r e n t de χ e t a d j a c e n t ä y . 

{ x , y } e s t une composante connexe de Grv\{a,ß}~ d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . 

3. S o i t e = i x , y ) ε E \ F . Supposons que d_(x) = 2 ( e t done que 
G 

d _ ( y ) > 3 , d'apres 2 ) . I i n ' e x i s t e pas de c h a i n e i m p a i r e e n t r e χ e t 
G — 

y a u t r e que e . 

S o i t a ε V t e l que i a , y } ε F (done on a a φ χ ) . Supposons q u ' i l 

e x i s t e une c h a i n e i m p a i r e C e n t r e χ e t y q u i n'eraprunte p a s l'ar£-

t e {α,ν'- . S o i t y^ l e sommet de C a d j a c e n t ä γ . Comme { y ^ , y } t F 
e t comme d _ ( y ) > 3 on a n e c e s s a i r e m e n t d _ ( y . ) = 2 d'apres 1. S i y« G = G l ώ 

e s t l e sommet de C a d j a c e n t ä y^ e t d i f f e r e n t de y , on a n e c e s s a i ­

rement { y . ,y } ε F c a r d _ ( y . ) = 2 . En r e i t e r a r . t c e rai s o n n e m e n t , on 
1 Ζ G l 

pr o u v e que C e s t a l t e r n e e . Comme C e s t p a r hypothese i m p a i r e , l a 



d e r r . i e r e a r e t e {γ^,χ} de C n ' e s t pas dans F . D ' a u t r e p a r t d Q ( x ) « 2 

e t ; x , v F . Donc n e c e s s a i r e m e n t { y ,χ; ε F d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . - J n 

Supposons q u ' i l e x i s t e une c h a i n e i m p a i r e e n t r e χ e t y empruntant 

1 ' a r e t e {γ,α} de F . S o i t x^ l e sommet de C a d j a c e n t ä χ . 

{χ,χ.; ε F c a r d (χ) = 2 . D'apres 2 d _ ( x . ) > 3 . S i x 0 e s t l e som-1 G G 1 — Ζ 

met de C a d j a c e n t ä x 1 e t d i f f e r e n t de χ , {χ^,χ^} t F e t 

d _ ( x _ ) = 2 c a r d i x . ) > 3 . L * a r e t e s u i v a n t e {χ.,χ.} de C e s t G Ζ G l — Ζ J 

n e c e s s a i r e m e n t dans F . En r§iterant c e r a i s o n n e m e n t , on prouve que C 

e s t une c h a i n e a l t e r n e e e n t r e χ e t y dont l e s deux a r e t e s t e r m i n a l e s 

s o n t dans F . C J e e s t donc un c y c l e a l t e r n d q u i c o n t r e d i t l ' u n i c i t e 

de F . 

Montrons q u ' i l η'existe p a s de c h a i n e p a i r e e n t r e χ e t y . Suppo­

sons q u ' i l e x i s t e une c h a i n e p a i r e C e n t r e χ e t y η'empruntant 

pas l ' a r e t e {y,ct} de F . S o i t y ^ = y , y ^ r ... >v2n β x s u i t e ^ e s 

sommets de C . En r a i s o n n a n t comme prec£demment ä p a r t i r de y , on 

montre que pour t o u t k = 0, ... ,n d _ ( y - , ) > 3 e t donc que . d_(x) > 3 
G ZK — G — 

d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . 

Supposons f i n a l e m e n t q u ' i l e x i s t e une c h a i n e p a i r e C e n t r e χ e t 

y empruntant 1 ' a r e t e f y , a ) de F . S o i t x~ - x, ... , x 2 n - y l a 

s u i t e des sommets de C . Comme precedemment, cr. montre que pour t o u t 

k = C, ... ,n on a d _ ( y _ ) = 2 . En p a r t i c u l i e r d _ ( y ) = 2 , d'oü 
G ZK G 

l a c o n t r a d i c t i o n . 

L a s e u l e c h a i n e e n t r e χ e t y e s t donc 1 ' a r e t e e , c e q u i c o n t r e ­

d i t l a 2-connexite de G e t a c h e v e l a d e m o n s t r a t i o n de l a p r o p o s i t i o n . 

Du theoreme (A) d e c o u l e t r i v i a l e m e n t c e t ^ e c a r a c t e r i s a t i o n des graphes 

t i n i s c o n t e n a n t un e t un s e u l couplage p a r f a i t .20" : 

Un graphe f i n i contient un et un seul couplage parfait s i et seule-

zier.t s i i l peut etre construit par iterations de la construction suivante 



Soient G^ et deux graphes d i s j o i n t s contenant chacun un et un 

seul couplage parfait, et deux nouveaux sommets. est j o i n t 

par une arete a ' s\ ^ a u m o ^ n s 1111 sommet de G^ et a au moins 

un sommet de G^ . 

En a p p l i q u a n t q e t t e c o n s t r u c t i o n ä p a r t i r de deux graphes Gj e t 

G^ r£duits ä une ar£te, en j o i g n a n t s ^ ä t o u t sommet de G^ , s ^ 

ä t o u t sommet de G^ e t en p r e n a n t ä chaque e t a p e pour G^ e t G^ 

deux c o p i e s d i s j o i n t e s du graphe c o n s t r u i t ä l*£tape p r e c e d e n t e , on 

forme ä l a n-ieme eta p e un graphe G^ de degre" minimum η . De p l u s G^ 

a c l a i r e m e n t un s e u l isthme e , e t l e s deux composantes connexes de 

G^ - e o n t chacune p l u s de η sommets. On en d£duit l a p r o p o s i t i o n 

s u i v a n t e : 

P r o p o s i t i o n 3.6 

Pour tout entier η , i l existe des graphes localement f i n i s 2-connexes 

contenant un et un seul couplage parfait dont l e degre minimum s o i t 

ssperieure ou egal a n . 

Demonstration 

S o i t G = (V,E) un graphe l o c a l e m e n t f i n i 2-connexe c o n t e n a n t un 

e t un s e u l couplage p a r f a i t . S o i t η un e n t i e r . Pour t o u t sommet χ 

de G de degre k < η - 1 , nous a p p l i q u o n s l a c o n s t r u c t i o n s u i v a n t e : 

S o i t y un sommet de G a d j a c e n t ä χ t e l que { x , y } ε F . C o n s i -

derons un graphe f i n i G^ d i s j o i n t de G d£fini p l u s h a u t . S o i t e 

1*isthme de G , e t X, y l e s deux composantes connexes de G , - e. 
n-k n-k 

En j o i g n a n t χ ä t o u t sommet de X e t y ä t o u t sommet de Y , on 

forme un graphe G' q u i e s t l o c a l e m e n t f i n i , 2-connexe e t a un couplage 

p a r f a i t . On a d^, (χ) > η . G' a un s e u l couplage p a r f a i t d ' a pres l a 

p r o p o s i t i o n 3.3. 



63 

4. Nombre de c o u p l a g e s p a r f a i t s d'un graphe l o c a l e m e n t f i n i n-connexe 

S i G e s t un graphe l o c a l e m e n t f i n i , f (G) d£signera l e nombre 

de c o u p l a g e s p a r f a i t s de G , s i G a un nombre f i n i de c o u p l a g e s 

p a r f a i t s , f (G) = «> s i n o n . S i η e s t un e n t i e r , f (n) däsignera l a 

p l u s p e t i t e v a l e u r de f ( G ) l o r s q u e G p a r c o u r t l a c l a s s e des 

graphes l o c a l e m e n t f i n i s n-connexes c o n t e n a n t au moins un couplage 

p a r f a i t . En c e s t e r m e s , l e theoreme 2.4 d e v i e n t f ( 3 ) > 2 . L e s 

exemples q u i s u i v e n t montrent que f (n) e s t f i n i pour t o u t η . 

Exemples 4.1 

S o i t η > 3 un e n t i e r . Döfinissons un graphe l o c a l e m e n t f i n i . 

S o i t (X /meN) une s u i t e d'ensembles deux ä deux d i s j o i n t s , chacun m 

d ' e n t r e eux de c a r d i n a l η . Posons X - { x m , ... , x m } . L'ensemble 
m l η 

des sommets de Τ e s t I i X e t l'ensemble Ε des ar§tes de Τ η ^-v m η meN 
e s t d£fini p a r : 

s i m e s t i m p a i r ou s i m = 0 

T m m+l n _ Λ . 
{ x ^ X j } ε Ε 1 < i < η , 1 < D < η 

s i m e s t p a i r e t s i m φ 0 

r m m+1, „ . ίχ.,x. } ε Ε 1 < ι < η . 1 1 = = 

f i g . 3 L e graphe T. 
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I i e s t c l a i r que e s t n-connexe e t c o n t i e n t au moins un 

co u p l a g e p a r f a i t . Montrons que a exactement n! c o u p l a g e s 

p a r f a i t s . S i F e s t un c o u p l a g e p a r f a i t de T r , t o u t sommet de 

X Q e s t c l a i r e m e n t couple" p a r F dans Χχ . X Q e t X j a y a n t 

meme c a r d i n a l , t o u t sommet de X^ e s t c o u p l e p a r F dans X Q . 

T o u t c o u p l a g e p a r f a i t de T
n ~ x

0
 i J x j - P ^ u t donc s ' e t e n d r e en 

un c o u p l a g e p a r f a i t de T^ . T ^ l X ^ u x̂ 'J a e x a c t e m e n t ηϊ c o u p l a g e s 

p a r f a i t s . Montrons que t o u s l e s c o u p l a g e s p a r f a i t s de T ^ c o i n c i ­

d e n t s u r Τ r \ J X 1 . S i F e s t un c o u p l a g e p a r f a i t de Τ , X, 

e t a n t c o u p l e p a r F dans X Q , X^ e s t n e c e s s a i r e m e n t c o u p l e p a r 

F dans X_ . P a r d e f i n i t i o n de Τ , i l n'y a qu'une maniere de 3 η •* ^ 

c o u p l e r χ dans X^ . De m a n i e r e g e n e r a l e , p o u r t o u t e n t i e r k 

X ^ e s t c o u p l e p a r F dans X 2 K + i e t i l n ' v a qu'une s a n i e r e de 

r e a l i s e r c e s c o u p l a g e s . I i s ' e n s u i t que T^ a exactement n! 

c o u p l a g e s p a r f a i t s . On a done f ( n ) < η! pour t o u t e n t i e r η . 

Rapp e i o n s qu'un graphe e s t b i c r i t i q u e s ' i l c o n t i e n t un cou p l a g e 

p a r f a i t , e t s i l e graphe o b t e n u en s u p p r i m a n t deux soms-ets q u e l c o n q u e s 

c o n t i e n t e n c o r e un c o u p l a g e p a r f a i t . 

P r o p o s i t i o n 4.2 

S o i t G = ( V , E ) un graphe localement f i n i . Les preprietäs 

suivantes sont äquivalentes. 

(1) G est bicritique, 

(2) C,(V S) < |s| - 2 pour toute partie f i n i e S de V 

t e l l e que S > 2, 

(3) C c r ^ v S) < |s| - 2 pour toute partie fir.ie S de V 

t e l l e que ί S' > 2 , 
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On demontre f a c i l e m e n t que (1) —> (2) - (3) ($) 

ä l ' a i d e des theoremes 1.2.4 e t 1.3.2. 

Theoreme 4.3 9 

Un graphe localement f i n i n-connexe non bicritique et contenant 

un couplage parfait a au moins (n - 1) ! couplages parfaits. 

L o v a s z a montre dans C20L qu'un g r a p h e f i n i n-connexe non 

b i c r i t i q u e c o n t e n a n t un c o u p l a g e p a r f a i t a a u moins n! c o u p l a g e s 

p a r f a i t s . L a p r e u v e que nous donnons du theoreme 4.3 n * u t i l i s e p a s 

ce theoreme de Loväsz. Une preuve du theoreme de Loväsz s e d e d u i t 

simplement de l a d e m o n s t r a t i o n du theoreme 4.3 ( c f . Remarque 4.4) . 

Demons t r a t i o n 

S o i t G = (V,E) un graphe l o c a l e m e n t f i n i n-connexe (n > 3) 

non b i c r i t i q u e e t c o n t e n a n t au moins un c o u p l a g e p a r f a i t . G n ' e t a n t 

pas b i c r i t i q u e , d ' a p r e s l a p r o p o s i t i o n 4.2 i l e x i s t e une p a r t i e 

f i n i e S de V t e l l e que |s| > 2 e t C c r ( V S) > |S| - 1 . 

l e r c a s 

I I e x i s t e une p a r t i e f i n i e non v i d e S de V t e l l e que 

c c r ( v -s) = |s| . 

G e t a n t n-connexe e t S s e p a r a n t G on a n e c e s s a i r e m e n t 

\s\ > η . S o i e n t C^, ... , C (p = |s|) l e s composantes connexes 

c o u p l a g e - c r i t i q u e s de G"V S I . S o i t Η l e graphe b i p a r t i dont 

l'ensemble des sommets e s t { c , , ... ,C } _ S , a v e c une a r e t e 
1 Ρ 

\C^,s) ( s ε S) s i e t seulement s i e s t a d j a c e n t ä s dans 

G . G e t a n t n-connexe, chaque e s t de d e g r e au moins η dar.« 

Η . D'aprds l e theordme 1.4.3, Η a a u moins n! c o u p l a g e s p a r f a i t s . 

L e s C i e t a n t c o u p l a g e - c r i t i q u e s , t o u t c o u p l a g e p a r f a i t de Η s'eter.d 

en un couplage p a r f a i t de G[S ... J C^] e t e n f i n en un c o u p l a g e 

p a r f a i t de G . G a done au moins n! c o u p l a g e s p a r f a i t s . 



66 

2erne c a s 

I l e x i s t e une p a r t i e f i n i e non v i d e S de V t e l l e que 

C (V S) = Is I - 1 . c r 1 1 

Comme präcedemment on a n e c e s s a i r e m e n t |s| > η . S o i e n t 

C l ' *** ' C p (P = I S j — 1 > l e s composantes connexes c o u p l a g e -

c r i t i q u e s de G\y \ S Ζ · S i F e s t un c o u p l a g e p a r f a i t de G , un 

el e m e n t s de S e t un s e u l n ' e s t p a s c o u p l e p a r F dans 

C j U .. · U C . On montre comme precedemment que l e graphe p a r t i e l 

G C C j U ... \J S \ {s)Z a a u moins (η - 1) ! c o u p l a g e s p a r f a i t s 

d'oü l e r e s u l t a t . 

Remarque 4.4 

Une p r e u v e du theoreme s u i v a n t de L o v a s z C20! s e d e d u i t s i m -

plement de l a d e m o n s t r a t i o n du theoreme 4.3. 

Tout graphe f i n i n-connexe non bicritique contenant un couplage 

parfait a au moins n i couplages parfaits, 

I i s u f f i t de remarquer que s i G - (V,E) e s t un graphe f i n i 

n-connexe (n > 3) non b i c r i t i q u e e t c o n t e n a n t au moins un couplage 

p a r f a i t , a l o r s i l η'existe p a s de p a r t i e f i n i e non v i d e S de V 

t e l l e que C c r ( V \ S ) » |s| - 1 . 

En e f f e t supposons q u ' i l e x i s t e une p a r t i e S de V t e l l e que 

C c r ( V S) = |s| - 1 .D'apres l e lemme 1.3.1, i l e x i s t e une p a r t i e 

f i n i e Τ de V t e l l e que C ^ i V x T ) = |τ| - 1 , ce q u i e s t i m p o s s i b l e 

pour des r a i s o n s de p a r i t e . 

Pour η = 2 , l a p r o p r i e t e d e c o u l e du theoreme (A) de K o t z i g . 

Remarque 4.5 

Nous avons en f a i t p r o u v e que s i G - (V,E) e s t un graphe 

l o c a l e m e n t f i n i n-connexe c o n t e n a n t au moins un couplage p a r f a i t 

a l o r s f (G) > n! s ' i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e non v i d e S de V 
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v d r i f i a n t C^iV^S) = |s| , e t f ( G ) > (η - 1 ) ! s ' i l e x i s t e une 

p a r t i e f i n i e S de V v e r i f i a n t C c r > ( V N S ) » |s| - 1 . 

Le graphe donne en Exemples 4.1 montre que c e t t e borne 

e s t l a m e i l l e u r e p o s s i b l e dans l e p r e m i e r c a s . 

Theoreme 4.6 9 

Un graphe localement f i n i n-connexe (n > A) b i c r i t i q u e a au 

n i l , . _ _ . 2 . n i l 
moins -γ- couplages parfaits s i η est pair, et au moins —^— 

couplages parfaits s i η est impair. 

D'apres l a p r o p o s i t i o n 4.2 l e nombre de c o u p l a g e s p a r f a i t s 

d'un graphe l o c a l e m e n t f i n i b i c r i t i q u e e s t s u p e r i e u r ou e g a l ä 

son degre minimum. S i ^ ^ η ^ d e s i g n e l e minimum de f (G) l o r s q u e 

G p a r c o u r t l a c l a s s e des g r a p h e s n-connexes b i c r i t i q u e s , on a : 

f. (2) > 2 e t f. (3) > 3 . 
D = D = 

E n f a i t f ^ ( 2 ) > 3 c a r un graphe i n f i n i r e g u l i e r de d e g r e 2 

η'est p a s 2-connexe. 

De m o n s t r a t i o n 

Montrons que pour t o u t η > 4 on a f ^ ( n ) > n . f (η - 2) . 

S o i t G = (V,E) un graphe l o c a l e m e n t f i n i n-connexe e t b i c r i ­

t i q u e . D'apres l a p r o p o s i t i o n 4.2 t o u t e ar§te de G a p p a r t i e n t 

ä au moins un couplage p a r f a i t de G . S o i t χ ε V . G e t a n t 

n-connexe, d _ ( x ) > η . S o i e n t done y , ( ... ,y η sommets de Ca = i n 

G deux ä deux d i s t i n c t s e t a d j a c e n t s a χ . Pour t o u t i « Ι,.,.,η 

s o i t un couplage p a r f a i t de G c o n t e n a n t l*ar§te i x , y ^ } . 

G i = G.V". { x , y }" e s t (n - 2 ) - c o n n e x e e t t o u t c o u p l a g e p a r f a i t de 

G i s ' e t e n d en un c o u p l a g e p a r f a i t de G ( c o n t e n a n t 1 ' a r e t e 

i x , y i ) ) . On a done : 

f (G) > n . f ( n - 2) 

d'oü l e r e s u l t a t . 
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Conce f ( 2 ) = 1 e t f ( 3 ) > 2 on a : 

f. (η) > η. (η - 2). . . 4 . 1 s i η e s t p a i r , ο — 
e t f ^ ( n ) > η. (η - 2 ) . . . 5 . 2 s i η e s t i m p a i r . 

D — 

Remarque 4.7 

En s ' i n s p i r a n t des p r e u v e s des theoremes 4.3 e t 4.6 on peu t donner 

une c o u r t e d e m o n s t r a t i o n du theoreme s u i v a n t de Zaks 1331 : 

Tout graphe f i n i n-connexe contenant un couplage parfait a au 

moins n i l couplages parfaits. 

S o i t f ( n ) l e minimum de f ( G ) l o r s q u e G p a r c o u r t l a c l a s s e 

d e s g r a p h e s f i n i s n-connexes c o n t e n a n t au moins un couplage p a r f a i t . 

C l a i r e m e n t 7 ( 1 ) = 1 e t d ' a p r e s l e theoreme (A) , f"(2) = 2 . 

S o i t G - (V,E) un graphe f i n i n-connexe c o n t e n a n t au moins 

un c o u p l a g e p a r f a i t . 

l e r c a s 

I l e x i s t e une p a r t i e non v i d e Τ de V t e l l e que 

0χ (V ,T) = | T | 

D'apres l e lemme 1.3.1, i l e x i s t e une p a r t i e non v i d e S de 

V t e l l e que C c r ( V \ S ) - |s| > C ^ V X S ) - \τ\ = 0 . On a donc 

C ^ ( V S) = |s| . 

S i \s\ - 1 , posons S - { s } . GlV •·. is}~_ e s t couplage-

c r i t i q u e . Toute a r e t e i n c i d e n t e ä s a p p a r t i e n t ä un couplage p a r ­

f a i t de G . G e t a n t n-connexe, i l y a au moins η a r e t e s i n c i -

der.tes ä s . On acheve l a d e m o n s t r a t i o n en r a i s o n n a n t comme l o r s de 

l a p r e u v e du theoreme 4.6. 

S i |s' > 2 a l o r s S s e p a r e G e t on a n e c e s s a i r e m e n t 

S > η c a r G e s t n-connexe. P a r l e me^e argument que c e l u i u t i ­

l i s e dans l a preuve du theoreme 4.3, on p e u t montrer que l e sous -

graphe i n d u i t p a r S e t l e s composantes connexes c o u p l a g e - c r i t i q u e s 
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de G V S a au moins n! c o u p l a g e s p a r f a i t s . On a done : 

f(G ) > η! > η!! . 

2erne c a s 

Pour t o u t e p a r t i e non v i d e S de V on a : 

C 1 ( V S) < |s| - 2 . G e s t a l o r s b i c r i t i q u e : v o i r l a p r e u v e 

du theoreme 4.6. 

Pour des r a i s o n s de p a r i t y , G e t a n t f i n i , i l ne p e u t e x i s -

t e r de p a r t i e S de V t e l l e que C^(V S) = |s| - 1 . L a p r e u v e 

e s t done complete. 

5. Problemes o u v e r t s 

1. Des exemples 4.1 e t du theoreme 4.6 i l s ' e n s u i t que 

η!! 2 η!! 

— 2 ~ < f (η) < η! s i η e s t p a i r , e t — ^ — < f (n) < n i s i η 

e s t i m p a i r . 

Q u e l l e e s t l a v a l e u r e x a c t e de f ( n ) ? 

2. Un graphe l o c a l e m e n t f i n i i n f i n i b i c r i t i q u e semble a v o i r 

une i n f i n i t e de c o u p l a g e s p a r f a i t s . Nous ne sommes p a s p a r v e n u s 

ä prouver c e t t e p r o p o s i t i o n , n i ä 1 * i n f i r m e r . 
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S i A = ( a . .) e s t une m a t r i c e c a r r e e d ' o r d r e η , l e perma-
1/ 3 

nent p e r Α de A e s t d e f i n i p a r : 
* n 1 

p e r A = Τ ί H a, ... • . 
S £ ^ [ i = l 1 ' e ( l , j 

En 1926, Van d e r Waerden ~3£ a c o n j e c t u r e que pour t o u t e m a t r i c e 
t n! b i s t o c h a s t i q u e A d' o r d r e η , on a p e r A > p e r J = — , oü = η η 

1 n 

J n = ^ " C e t t e c ^ l ^ r e c o n j e c t u r e v i e n t d ' e t r e prouvee p a r 

E g o r i t c h e v ~12„ . En termes de g r a p h e s , c e theoreme de E g o r i t c h e v 

exprime qu'un graphe b i p a r t i k - r e g u l i e r G = (X,Y;E) t e l que 

k n 

ίχ| = |γ| = η a au moins (—) n! c o u p l a g e s p a r f a i t s . 

S o i t en e f f e t I = ( a . ,) l a m a t r i c e d ' i n c i d e n c e des sommets 

du graphe b i p a r t i G . Pour t o u t ( i , j ) on a : 
a. , = 0 ou a. . = 1 , 
i r 3 i , 3 

1 a i j K i < n 1 , 3 

= k pour t o u t j = 1, 

e t 7 a. . - k pour t o u t ι = 1, ... ,n 

i<3<n J 

A = ~ .1 e s t done b i s t o c h a s t i q u e . D ' a u t r e p a r t l e nombre de 

cou p l a g e s p a r f a i t s de G e s t f ( G ) = p e r I = k n p e r A . On a done 

Une m a t r i c e b i s t o c h a s t i q u e d 1 o r d r e η e s t une m a t r i c e c a r r e e 

d'ordre η , A = (a ) t e l l e que a . . > 0 , £ a . . Ä l 
1 , 3 1 , 3 " 1<ί<η 1 , 3 

por t o u t j = l , . . . , n e t £ a. . = 1 pour t o u t j - 1, ... ,n . 
K j < n 1 , 3 



f (G> 1 n ! d ' a p r e s l e theoreme de E g o r i t c h e v . f ( G ) tend donc 

v e r s 1 ' i n f i n i a v e c 1 O r d r e de G . 

On p e u t p e n s e r que l e nombre de c o u p l a g e s p a r f a i t s d'un graphe 

b i p a r t i G = ( X , Y ; E ) de degre" minimum k e t t e l que |x| « | Y | « η 

tend a u s s i v e r s 1 ' i n f i n i a v e c η . 

En s ' i n s p i r a n t d e s Exemples 4.1, on montre que c e n ' e s t p a s l e 

c a s . 

S o i t (Χ /0 < m < 2p + 1) une s u i t e f i n i e d'ensembles deux ä m = = 
deux d i s j o i n t s t e l s que |x^| « k pour t o u t m = 0, ,2p + 1 . 

Posons X = { x m , ... , x f } . D e f i n i s s o n s un graphe f i n i Τ - (Χ,Ε) 
ID i iC JC $ JD 

t e l que X = { \J Χ /0 < m < 2p + 1} e t t e l que Ε s o i t d € f i n i p a r m = = 
s i m = 0 , m = 2p ou s i m e s t i m p a i r 

{ χ ^ , χ ^ 1 } ε Ε l < i < k , 1 < j < k 

s i m e s t p a i r , s i m 5* 0 e t s i m φ 2p 

f i g . L e graphe Ί\ 
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^ e s t b i p a r t i , de degre minimum k e t pour t o u t ρ on a : 

f ( T ) = ( k ! ) 2 . κ ,p 



5. EXISTENCE DE COUPLAGES PARFAITS DANS L E S GRAPHES AVEC UN SEUL 

SOMMET DE DEGRE I N F I N I 

1. I n t x o d u c t i o n 

Le theoreme 1.2.4 donne une c o n d i t i o n n e c e s s a i r e e t süffisante 

pour qu'un graphe l o c a l e m e n t f i n i a i t un c o u p l a g e p a r f a i t . C e t t e 

c o n d i t i o n n ' e s t malheureusement p a s süffisante d a n s l e c a s d e s 

graphes a y a n t au moins un sommet de d e g r e i n f i n i . 

Nous donnons dans c e c h a p i t r e d e s c o n d i t i o n s n e c e s s a i r e s e t süf­

f i s a n t e s ä 1 ' e x i s t e n c e d'un c o u p l a g e p a r f a i t d ans un graphe a v e c un 

s e u l sommet de degre i n f i n i . Dans l e c a s p a r t i c u l i e r d e s g r a p h e s 

b i p a r t i s , c e s c o n d i t i o n s d e c o u l e n t du theoreme 2.2.2 de Jung e t 

Rado. 

2. Enonce des r e s u l t a t s 

Theoreme 2.1 C 8 ] 

Un graphe G - (V,E) avec un seul sommet x ^ de degre i n f i n i 

a un couplage parfait s i et seulemer.t s i 

(1) C j i v x s ) < |s| pour toute partie f i n i e S de V , 

(2) r G ( x Q ) ^ U { S C V \ { x Q } / S f i n i , C^ (V \ ^S U { x ^ } ; ) = |s|} 

C o r o l l a i r e 2.2 [ 8 1 

Un graphe G = (V,E) avec ur. seul sommet x^ de degre i n f i n i 

a un couplage parfait s i et seulener.z s i 

(1*) C c r ( V \ S ) < |s| pour t o u t e r a r t i e f i n i e S de V , 

(2·) r ( x n ) <± j { s ^ v ^ { x n } / s f i n i , c (v : s . { x n K ) » |s|} 
(J υ u c r υ 
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3 . Demonstration 

S o i t G = ( V , E ) un graphe a v e c un s e u l sommet x^ de degre 

i n f i n i . 

( 3 . 1 ) Si G v e r i f i e la condition ( 1 ) et s i G η'a pas de 

couplage parfait, alors G L V \ { X Q } J a un couplage parfait. 

G r v \ { x Q } ] e t a n t l o c a l e m e n t f i n i , d 'apres l e theoreme 1 . 2 . 4 

i l s u f f i t de montrer que C 1 ( V \ [S U { x Q } ] ) < | s | pour t o u t e p a r t i e 

f i n i e S de V \ { X Q } . Supposons q u ' i l e x i s t e une p a r t i e S de 

V \ { x Q } t e l l e que ^ ( V [S - { x Q } ] ) > JS | + 1 . G v e r i f i a n t l a 

c o n d i t i o n ( 1 ) p a r hypothese, on a : 

CX(V\ [ S ' j { x 0 > : ) = | s | + 1 

D'apres l e lemme 1 . 3 . 1 , i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e Τ de V 

t e l l e que S - J {χ Λ} C Τ e t C ( V \ T ) > |τ| . G v e r i f i a n t l a 
0 c r = ' 1 

c o n d i t i o n ( 1 ) p a r hypothese, on a : 

c, (ν \τ) = c ( ν \ τ ) = I T I . 

1 c r 1 1 

Montrons que t o u t e composante connexe p a i r e ou i n f i n i e de 

G;.V \T". a un couplage p a r f a i t . S o i t C une t e l l e composante connexe. 

G'iC, e s t l o c a l e m e n t f i n i c a r x Q ε Τ . S i G[Cl n'a pas de c o u p l a g e 

p a r f a i t , d 'apres l e theoreme 1 . 2 . 4 i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e U de 

C t e l l e que (C U) > |u! + 1 . On a a l o r s : 

C ^ V Τ U ) = C ( V T) + C ^ C u) = |s τ I + 1 

c e q u i c o n t r e d i t l a p r o p r i e t y ( 1 ) . 

L e s composantes connexes i m p a i r e s de G L V \ T ] e t a n t t o u t e s 

c o u p l a g e - c r i t i q u e s , l e sous - graphe de G i n d u i t p a r Τ e t l e s 

composantes connexes i m p a i r e s de GLV TL a un couplage p a r f a i t . 

Ce couplage s ' e t e n d en un couplage p a r f a i t de G c a r l e s composantes 

p a i r e s ou i n f i n i e s de GLV T L o n t t o u t e s un couplage p a r f a i t , d'oü 

l a c o n t r a d i c t i o n . 
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(3.2) S i G v e r i f i e la propriote (1) et n'a pas de couplage 

parfait, alors G ne v o r i f i e pas la proprioto (2) . 

S o i t y ε Γ_(χ Λ) . Posons G' « GLV {x,.,y}j . G n ' a y a n t p a s 
G U U 

de couplage p a r f a i t , G* η'en a pas non p l u s . G' e t a n t l o c a l e m e n t 

f i n i , d'aprds l e theoreme 1.2.4 i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e S de 

V \ { x Q , y } t e l l e que 0χ ( V χ :s ü {xQ,y}2 ) > |s| + 1 . D'apres (3.1) 

l e sous - graphe GLV ^ { x ^ } ] a un couplage p a r f a i t , e t on a donc : 

C ^ W [ S u { x Q , y } ] ) « |s| + 1 

c ' e s t ä d i r e 

y ε J { s c V \ { x Q } / S f i n i , C ^ V N [ S u i x ^ ] ) = |s|} . 

(3.3) S i G v o r i f i e la propriote (1) , alors 

J { S c V \ { x 0 } / S f i n i , C 1 ( V \ ' . S U { x ( ) } j ) * IsI > 

C - J { S ^ V \ { X 0 } / S f i n i , C c r ( V \ L S 5 j { x 0 > j ) « |s|> 

Celä d e c o u l e c l a i r e m e n t du lemme 1.3.1. 

(3.4) S i G v e r i f i e la proprioto (1') mais ne v o r i f i e pas la 

propriote ( 2 ' ) , alors G n'a pas de couplage parfait. 

Supposons que G a i t un couplage p a r f a i t F . I l e x i s t e a l o r s 

γ ε ν t e l que { χ
0 ' Υ } ε F . G ne v e r i f i a n t p a s l a p r o p r i e t e ( 2 ' ) , 

i l e x i s t e une p a r t i e f i n i e S de V \ { X Q } c o n t e n a n t y t e l l e que 

C c r ( V «. C S U { X Q } 1 ) * |s| . Le sous - graphe G.V { x Q , y K ne v e r i f i e 

done pas l a c o n d i t i o n (1·) e t n'a p a s de couplage p a r f a i t d ' a pres 

l e theoreme 1.3.2. P a r a i l l e u r s , F ' « F - { x Q , y } e s t un couplage 

p a r f a i t de G c o n t e n a n t 1 ' a r e t e ί*0'Υ} > d'oü l a c o n t r a d i c t i o n . 

(3.5) S i G a un couplage parfait, alors G v e r i f i e la propriete 

(1) . 

S i G a un co u p l a g e p a r f a i t F e t s i S e s t une p a r t i e de V , 

t o u t e composante connexe i m p a i r e de GIV \Sl e s t n e c e s s a i r e m e n t 
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c o u p i e e p a r F dans S . G v e r i f i e done l a p r o p r i e t e (1) . 

L a d e m o n s t r a t i o n du theoreme 2.1 - e t du c o r o l l a i r e 2.2 - e s t 

m a i n t e n a n t a c h e v e e . E n e f f e t , s i G a un c o u p l a g e p a r f a i t , a l o r s G 

vörifie l e s p r o p r i e t e s (1) e t (2') d ' a p r e s (3.4) e t (3.5) . 

D'a p r e s (3.3) , G v e r i f i e l a p r o p r i e t e (2) . L a p r o p r i e t e (1') 

e s t v e r i f i e e d ' a p r e s l e lemme 1.3.1. 

D'apr e s (3.2), (3.3) e t (3.4) l e s c o n d i t i o n s (1) e t (2), 

de m§me que l e s c o n d i t i o n s (1') e t (2') , s o n t süffisantes ä 

1 ' e x i s t e n c e d'un c o u p l a g e p a r f a i t de G . 

4. Remarque 

I i e s t n a t u r e l de c h e r c h e r d e s c o n d i t i o n s n e c e s s a i r e s e t süf­

f i s a n t e s ä 1 ' e x i s t e n c e d'un c o u p l a g e p a r f a i t d ans un graphe a v e c un 

nombre f i n i de sommets de d e g r e s i n f i n i s q u i s o i e n t s e m b l a b l e s ä Ce l l e s 

du theoreme 2.1. Nos e f f o r t s o n t ete i n f r u e t u e u x . 

S i G = (V,E) e s t un gra p h e a v e c e x a e t e m e n t deux sommets x^ e t 

x 2 de d e g r e s i n f i n i s , l e s c o n d i t i o n s : 

^ ( X j ) et ν β ~V ^{x^/S f i n i , C j t V \ ÜS ' J i X j K ) = |s|) 

r Q ( x 2 ) et UiS -V .{x 2 > / S f i n i , 0χ (V \ ~JS u i x ^ L ) = |s|} 

ne s o n t p a s n e c e s s a i r e s ä l ' e x i s t e n c e d'un c o u p l a g e p a r f a i t , comme 

l e montre l'exemple de l a f i g u r e 5. 

X 2 
f i g . 5 
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F 

f i n i (graphe - ) 5 

(graphe l o c a l e m e n t -)5 
G 

graphe 5 

I 

i n c i d e n t e (ar§te - ) 5 

i s t h m e 6 

Μ 

maximum (degre - ) 5 

(couplage - ) 23 &35 

0 

o r d r e (d'un graphe) 5 

Ρ 

p a r f a i t (couplage - ) 6 

p a r t i e l (graphe - ) 6 

R 

r e p r e s e n t a n t s 

(ensemble de - d i s t i n c t s ) χ4 
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p a g e s 

r e p r e s e n t a n t s 

(Systeme de - d i s t i n c t s ) 1 1 

S 

s a t u r e r 6 

s e p a r a t i o n (ensemble de - ) 6 

s i m p l e (graphe - ) 5 

pages 

sommet 5 

s o u s - graphe 5 

s u p p o r t (d'un c o u p l a g e ) 6 

V 

v o i s i n (sommet - ) 5 

INDEX DES SYMBOLES 

F G ( x ) 

p ages 

5 

pages 

1 4 

rG(x) 5 J + 

1 5 

d Q ( x ) 5 I + ( B ) 1 6 

G[X3 5 r ( A ) 2 7 

C 0 ( G ) 6 6 ( F ) 2 8 

C ^ G ) 6 f (G) 4 3 

C c r ( G ) 6 f (n) 6 3 

6 f b ( n ) 6 7 

C c r ( X ; A ) 7 f (n) 6 8 

1 4 Τ 
η 

Τ 
η,ρ 

6 3 

7 1 




