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❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡s❡ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡

♠♦♥❡t❛r② r❡✇❛r❞s ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs❤✐♣✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t❛❧❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥✈❡♥t ❛ ♥❡✇ ❜✉s✐♥❡ss ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♠✲

♣❛♥② ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r✉♥ ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

❜✉s✐♥❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❢♦✉♥❞❡r ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛♥② ❜② ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡r✳ ■t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧②

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❧❡❛✈❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ♠❛t✉r❡❞✱

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦r ✐❢ ✐t ❤❛s

❜❡❡♥ s♦❧❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ tr❛❞❡ s❛❧❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❛♥②✳

❚❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r t❤❡s❡ t✇♦ st②❧✐③❡❞ ❢❛❝ts ❝r❡❛t❡ ❛ tr❛❞❡ ♦✛ ❛s t♦ ✇❤♦ s❤♦✉❧❞

t❛❦❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✳ ❚❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✇✐❧❧

♥❡✈❡r ♦✇♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts✱ ✇❤✐❧❡ s❤❡ ❡♥❥♦②s ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts✳ ❍❡♥❝❡✱

s❤❡ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ r❡♠♦✈❡ ❤❡rs❡❧❢✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇❛s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❞♦ s♦✳ ❚❤❡ ✈❡♥t✉r❡

❝❛♣✐t❛❧✐st✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②

♦♥ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛✱ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❡

♠❛② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇❛s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❧❡t ❤❡r r✉♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳

■❢ t❤❡ ✜r♠ ✐s ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✉♥s✉✐t❡❞ t♦

r✉♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✱ ❝♦♥tr♦❧ s❤♦✉❧❞ ❧✐❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛♥

♦✉ts✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡r ✐s ❤✐r❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐s ❞♦✐♥❣ ✇❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r t✉r♥s

♦✉t t♦ ❜❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♠❛♥❛❣❡r✱ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st s❤♦✉❧❞ r❡❧✐♥q✉✐s❤

✷



❝♦♥tr♦❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❤✐♠ ❢r♦♠ ❡①♣r♦♣r✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✬s ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts✳

❖❢t❡♥ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t ♦♥ t❤❡ st❛t❡

♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❝❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ❛♥❞ ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts✳ ■❢ ♣r♦♣❡r❧②

❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡ ❡q✉✐t② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ✇♦rt❤ ♠♦r❡ t❤❛♥

t❤❡ ❞❡❜t ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✇♦rt❤ ❧❡ss ✐♥ t❤❡ ❜❛❞

st❛t❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ ❡q✉✐t② ❢♦r❝❡s t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st t♦ ❣✐✈❡ ✉♣

❤✐s ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts✱ ❤❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t♦ ❞♦ s♦ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐t②

❝❧❛✐♠ ✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ❜❛❞ st❛t❡ ❤❡ ✇✐❧❧ ♣r❡❢❡r ❛ ✜①❡❞ ❝❧❛✐♠ t♦ ❝❛s❤ ✢♦✇s

❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❤❡ ❦❡❡♣s ❝♦♥tr♦❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❧✐♥❦ ❝❛s❤ ✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧

r✐❣❤ts s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡❛❞s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts

❜✉t t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs t❤❛t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t✐❡s

✐♥ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ❈♦r♥❡❧❧✐ ❛♥❞ ❨♦s❤❛ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❘❡♣✉❧❧♦ ❛♥❞ ❙✉❛r❡③

✭✷✵✵✹✮ ❢♦❝✉s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

♦❢ ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts✳ ❇❡r❣❧ö❢ ✭✶✾✾✹✮ ❝♦♥s✐❞❡rs st❛t❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧

r✐❣❤ts t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❛r❣✉❡s t❤❛t t❤❡② ❛❧❧♦❝❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦ t❤❡

♣❛rt② t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦✉ts✐❞❡ ♦♣t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♥❡❣♦t✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧

❜✉②❡r✳ ❇❛s❝❤❛ ❛♥❞ ❲❛❧③ ✭✷✵✵✶✮ ❛r❣✉❡ t❤❛t st❛t❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ❛r❡ ❛

✇❛② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst ❜❡st ❞❡❝✐s✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ■P❖✬s✳

❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts ♦♥❧②✱ ❙❝❤♠✐❞t ✭✷✵✵✸✮ s❤♦✇s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t❡❞ ❛r✲

❣✉♠❡♥t t❤❛t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡❜t ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥t ❡✛♦rt ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ✐❢ ❜♦t❤

t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♥❞ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡

♣r♦❥❡❝t✳ ❍❡❧❧♠❛♥♥ ✭✶✾✾✽✮ ❛r❣✉❡s t❤❛t ✐t ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r t♦

r❡❧✐♥q✉✐s❤ ❝♦♥tr♦❧ t♦ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st t♦ r❛✐s❡ t❤❡ ❢✉♥❞s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛rt

t❤❡ ✈❡♥t✉r❡✳ ◆♦ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❛❞✈❛♥❝❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❤② t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t ✐s t✐❡❞ t♦

❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t②✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡

❜❛s✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ s❤♦✇s t❤❛t s✐♠♣❧❡ ❞❡❜t ♦r ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝ts ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧

✸



♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst ❜❡st✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹ t❤❛t ❛ ❝♦♥t✐♥✲

❣❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❞♦❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻

❝♦♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s ❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥

✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❡①❡r❝✐s❡s ❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♦♥✳

✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✭❊✮ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡❛ ❢♦r ❛ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t ❜✉t ♥♦ ♠❡❛♥s

t♦ ✜♥❛♥❝❡ ✐t✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t I t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞

❜② ❛ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ✭❱✮✳ ❇♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❛r❡ r✐s❦ ♥❡✉tr❛❧✳ ❆t ❞❛t❡ ✵✱ ❊ ♣r♦♣♦s❡s

❛ ❝♦♥tr❛❝t t♦ ❱ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■❢ ❱ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡②

✐♥✈❡st I✳ ■❢ V r❡❥❡❝ts t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❤❡ ❣❡ts ❛ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ③❡r♦✳

❆t ❞❛t❡ ✶✱ ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② θ ∈ {θl, θh} ✐s r❡❛❧✐③❡❞✳ ❲✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② q t❤❡ st❛t❡ ✐s θh✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ❞❛t❡ ✷✱ ❊ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ♣r✐✈❛t❡

❜❡♥❡✜t b ∈ [0, b̄] t❤❛t ❛❝❝r✉❡s t♦ ❤❡r ❛♥❞ ✐s ♥♦♥ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ♣r✐✈❛t❡

❜❡♥❡✜t b r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❆t ❞❛t❡ ✸✱ t❤❡ ♣❛rt②

✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❊ ❜② ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡r✳ ▲❡t

r ∈ {0, 1} ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ r = 1 ✐❢ ❊ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞✳ ❆t

❞❛t❡ ✹ t❤❡ ✜♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡s♦❧✈❡s ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t

❢❛✐❧s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛r❡ ③❡r♦ ♦r ✇❤❡t❤❡r ✐t s✉❝❝❡❡❞s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛r❡ m(b, θ) > 0✳ ❚❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✜r♠ ✐s r✉♥ ❜② t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ♦r

❜② t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡r ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② pE ❛♥❞ pR✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ t✐♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✿

✲

✵ ✶ ✷ ✸ ✹

❈♦♥tr❛❝t❀
■♥✈❡st♠❡♥t I

◆❛t✉r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡s

θ
❊ ❝❤♦♦s❡s

b

P❛rt② ✐♥
❝♦♥tr♦❧ ❝❤♦♦s❡s

r ∈ {0, 1}

Pr♦❥❡❝t
s✉❝❝❡❡❞s ♦r ❢❛✐❧s❀

P❛②♦✛s

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚✐♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✹



❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉ss❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❜② t❤❡ ❡♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉r ❛t ❞❛t❡ ✷ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❤❡r ❛t ❞❛t❡ ✸✳ Pr✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts

♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧✳ ■♥ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ▼♦s❝♦✈✐t③ ❛♥❞ ❱✐ss✐♥❣✲

❏♦r❣❡♥s❡♥ ✭✷✵✵✷✮ ✉s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❡q✉✐t② r❡t✉r♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts t♦ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❛♠♦✉♥ts t♦ ✶✹✸ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t♦t❛❧

❛♥♥✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ♠❛② ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s❛❝r✐✜❝❡ ❡①✲

♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡t❛r② r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts✱ ✐✳❡✳
∂m(b,θ)

∂b
< 0✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ✐♥✈❡st ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts t❤❛t ❤❛✈❡

❛ ♥❡❣❛t✐✈ ♥❡t ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ❜✉t ❛❞✈❛♥❝❡ ❤❡r st❛t✉s ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r✱ s❤❡ ♠❛② ❝♦♥✲

s✉♠❡ ♣❡rq✉✐s✐t❡s s✉❝❤ ❛s ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❞r✐✈❡r ♦r ❛ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❥❡t✱ ♦r s❤❡ ♠❛② ❡♠♣❧♦②

❢r✐❡♥❞s ♦r ❢❛♠✐❧② ✐♥ t❤❡ ✜r♠ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜✳ ■❢

t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✐s ❢✉❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥t ♦♥ t❤❡ ✜r♠✬s ♣r♦✜ts ❛♥❞ ✐❢ s❤❡ r❡♠❛✐♥s

✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ✭r = 0✮ s❤❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ b ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

pE · m(b, θ) + b✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❊ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❛t ❞❛t❡ ✸✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡

❧♦st✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ b = 0 ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳

❆t ❞❛t❡ ✸ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡r✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡r

t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✱ ✐✳❡✳ pR > pE✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ♦❢

❛ ②♦✉♥❣ st❛rt✲✉♣ ❝♦♠♣❛♥② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t ❛ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ♠❛♥❛❣❡r✳ ❙❤❡ ❝❛♠❡ ✉♣

✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ s❤❡ ❜✉✐❧t ✉♣ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❜✉t s❤❡ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡

❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✇❤❡♥ ✐t ♠❛t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡t❛r②

r❡t✉r♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ✐❢ r = 1✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r

✐s r❡♣❧❛❝❡❞✱ s❤❡ ❧♦s❡s ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts

❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♥♦t t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❊ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡t❛r② r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ st❛t❡ θh

✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❦❡❡♣ ❊ ✇❤✐❧❡ ✐♥ st❛t❡ θl ❊ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ▲❡t b∗(θ) = arg max{pE · m(b, θ) + b} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡❢✲

✜❝✐❡♥t ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❊ ✐♥ st❛t❡ θ ✐❢ ❊ st❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ✜r♠✱ ✇❤✐❧❡

br = 0 ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ ❊ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t m(b, θ) ✐s ❞❡❝r❡❛s✲

✺



✐♥❣ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ b ❛♥❞ t❤❛t b∗(θ) ✐s ✉♥✐q✉❡ ✇✐t❤ 0 < b∗(θ) <

b̄ ∀θ ∈ {θl, θh}✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

pE · m(b∗(θh), θh) + b∗(θh) > pR · m(0, θh) ✭✶✮

❛♥❞

pR · m(0, θl) > pE · m(b∗(θl), θl) + b∗(θl) , ✭✷✮

✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❦❡❡♣ ❊ ✐♥ st❛t❡ θh ❛♥❞ t♦ ❧❡t ❤❡r ❝♦♥s✉♠❡ b∗(θh)

✇❤✐❧❡ ✐♥ st❛t❡ θl ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦ss

✐♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡t❛r② r❡t✉r♥s ❛♥❞ ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❤❡r✳

❚❤❡ ♥❡①t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✐t ✐s ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡t❛r② r❡t✉r♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ st❛t❡

θh ✇✐t❤ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜❡♥❡✜t b∗(θh) ✐s str✐❝t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡t❛r②

❜❡♥❡✜t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ st❛t❡ θl ✐❢ ❊ ❝❤♦s❡s b = 0✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ■❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❜❡❤❛✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠♦♥❡✲

t❛r② r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st✱

✐✳❡✳

I < q · pEm(b∗(θh), θh) + (1 − q)pRm(0, θl) . ✭✸✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡

pRm(0, θl) ≤ pEm(b∗(θh), θh) . ✭✹✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ θ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜t b ❛r❡

♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❜② ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❜✉t ♥♦t ✈❡r✐✜❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉rts ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥✲

tr❛❝t❡❞ ✉♣♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ❝❛♥ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts✳ ▲❡t

C ∈ {E, V } ❞❡♥♦t❡ ✇❤♦ ❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❊ ❛t ❞❛t❡ ✸✱ ❛♥❞ ❧❡t

v(m) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ❱ ❣❡ts ❛t ❞❛t❡ ✹ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②

r❡t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❱ ✐s ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❤✐s ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛✱ s♦ ❤✐s ✉t✐❧✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

UV (m) = v(m) . ✭✺✮

✻



❊✬s ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛ ✐s e(m) = m − v(m)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❤❡ ❛❧s♦ ❝❛r❡s ❛❜♦✉t ❤❡r

♣r✐✈❛t ❜❡♥❡✜ts✱ s♦ ❤❡r ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

UE(m, b) = m − v(m) + b . ✭✻✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❧♦♦❦ ❛t ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ✜① (C, v(m)) ❛t ❞❛t❡ ✵

❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❛❣r❡❡ ♦♥ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡

♦♣t✐♦♥ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr♦❧

str✉❝t✉r❡ (C1, v1(m)) ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ (C2, v2(m))✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤

❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst ❜❡st ✐♥ ♦✉r

♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❧♦♦❦ ❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❧♦s❡❧② r❡s❡♠❜❧❡ ❛

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts t❤❛t ✐s

❝♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❡①❡r❝✐s❡s ❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✐❣❤ts✳

✸ ❉❡❜t ❛♥❞ ❊q✉✐t②

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❡s ✜♥❛♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ ❡q✉✐t②✱ ✐✳❡✳ v(m) = αm

❛♥❞ e(m) = (1 − α)m✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❊✬s ✇❡❛❧t❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡

❱ ❤❛s t♦ ❜r❡❛❦ ❡✈❡♥ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ 0 < α ≤ 1✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s

t❤❛t ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r ❊ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭C = E✮ ♦r ❱ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭C = V ✮✱ t❤❡

♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❆♥② ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐t② ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ v(m) = αm✱

0 < α ≤ 1 ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✿

• ■❢ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❣❡ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t ✭C = V ✮ ❤❡ ❝❤♦♦s❡s

t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✭r = 1✮ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ st❛t❡ θl ❜✉t ❛❧s♦

✼



✐♥ st❛t❡ θh✳ ❚❤✉s✱ ❱ r❡♣❧❛❝❡s ❊ t♦♦ ♦❢t❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❊✬s ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✳

• ■❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❣❡ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t ✭C = E✮ s❤❡ ❝❤♦♦s❡s

b > b∗(θh) ✐♥ st❛t❡ θh✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ α < 1 s✉❝❤

t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ α > α s❤❡ ❝❤♦♦s❡s r = 0 ❛♥❞ b > b∗(θl) ✐♥ st❛t❡ θl✳

❚❤✉s✱ ❊ ❝♦♥s✉♠❡s t♦ ♠❛♥② ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ✐❢ s❤❡ ✐s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧✳

Pr♦♦❢✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t C = V ✳ ◆♦t❡ t❤❛t pR > pE ✐♠♣❧✐❡s pRαm(b, θ) > pEαm(b, θ)✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ α > 0 ❛♥❞ ❛❧❧ st❛t❡s θ ∈ {θh, θl} ❱ ✇✐❧❧ r❡♣❧❛❝❡ ❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t

✐♥ st❛t❡ θh✳

❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t C = E ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r st❛t❡ θh✳ ■❢ ❊ ✇❛♥ts t♦ ❝❤♦♦s❡ r = 0

❛t ❞❛t❡ ✸ s❤❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ b(α) = arg max{pE(1 − α)m(b, θh) + b}✳ ❈♦♥❝❛✈✐t② ♦❢

m(·, θh) ❛♥❞ α > 0 ✐♠♣❧② t❤❛t b(α) > b∗ ❛♥❞ b′(α) > 0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡

b∗(α) ♠❛①✐♠✐③❡s ❊✬s ♣❛②♦✛✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

pE(1 − α)m(b(α), θh) + b(α) > pE(1 − α)m(b∗, θh) + b∗

> pR(1 − α)m(0, θh) ✭✼✮

❚❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ st❛t❡ θh ❊ ✇✐❧❧ ♥♦t

r❡♠♦✈❡ ❤❡rs❡❧❢ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❤❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✉♠❡ t♦♦ ♠❛♥② ♣r✐✈❛t❡

❜❡♥❡✜ts✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ st❛t❡ θl✳ ■❢ ❊ r❡♠♦✈❡s ❤❡rs❡❧❢ ❛t ❞❛t❡ ✸✱ s❤❡ s❤♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡

b = 0 ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ pR(1−α)m(0, θl)✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣❛②♦✛

❣♦❡s t♦ ✵ ❛s α ❣♦❡s t♦ ✶✳ ■❢ ❊ ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t s❤❡ ✐s ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡

❤❡rs❡❧❢✱ s❤❡ s❤♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ b(α) = arg max{pE(1 − α)m(b, θl) + b}✳ ◆♦t❡ t❤❛t

pE(1 − α)m(b(α), θl) + b(α) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ α ❜✉t ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② b̄ ❜❡❝❛✉s❡

❊ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❤❡rs❡❧❢ ❛t ❧❡❛st b̄ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ b = b̄✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛♥ α < 1 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ α > α ✐t ♠✉st ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❊ t♦ ❝❤♦♦s❡ r = 0 ❛♥❞

b(α) > b∗(θl)✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ◗✳❊✳❉✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡q✉✐t② ✇✐t❤ ❱ ❝♦♥tr♦❧ ✐s t❤❛t ❱ ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡

❊ ✐♥ ❜♦t❤ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❊✬s ♣r✐✈❛t❡

✽



❜❡♥❡✜ts✳ ❊q✉✐t② ✇✐t❤ ❊ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✿ ■♥ st❛t❡ θh ❊ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡

b < b∗(θh) ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ ❡♥❥♦②s t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ❜✉t ❤❛s t♦ ♣❛② ♦♥❧② ❢r❛❝t✐♦♥

(1 − α) ♦❢ t❤❡ ❝♦st✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ st❛t❡ θl✱ ❊ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ st❛② ✐♥

t❤❡ ✜r♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts s❤❡ ❡♥❥♦②s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡

❡✣❝✐❡♥t ✐❢ s❤❡ ❧❡❢t✳

◆❡①t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✳ ❆ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t r❡q✉✐r❡s ❊ t♦ ♠❛❦❡ ❛

✜①❡❞ ♣❛②♠❡♥t D t♦ ❱ ❛t ❞❛t❡ ✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✐s ❛♥

✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡❜t ♣❛②♠❡♥t ✐s ❞✉❡ ❛t ❞❛t❡ ✹ ✇❤❡♥ t❤❡

r❡t✉r♥s ♦❢ t❤❡ ✜r♠ ❛❝❝r✉❡✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ❣♦❡s ❜❛♥❦r✉♣t ❛t ❞❛t❡ ✹✱ ❛❧❧

❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦❝✉ss❡s ♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛❧r❡❛❞②✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❊ ❝❛♥ r❡♣❛② ❤❡r

❞❡❜t ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛t ❞❛t❡ ✹✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡❜t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣❛✐❞ ✐♥

❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❆♥② ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ v(m) = D ❛♥❞

e(m) = m−D ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐❢ ❉ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳

• ■❢ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❣❡ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t ✭C = V ✮ ❤❡ ❝❤♦♦s❡s

t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✭r = 1✮ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ st❛t❡ θl ❜✉t ❛❧s♦

✐♥ st❛t❡ θh ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t ✐s

r❡♣❛✐❞✳ ❚❤✉s✱ ❱ r❡♣❧❛❝❡s ❊ t♦♦ ♦❢t❡♥✳

• ■❢ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ❣❡ts t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t ✭C = E✮ s❤❡ ❝❤♦♦s❡s

b = b∗(θh) ✐♥ st❛t❡ θh ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ st❛t❡ θl s❤❡

✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♠♦✈❡ ❤❡rs❡❧❢ ✐❢

D >
pRm(0, θl) − pEm(b∗(θl), θl) − b∗(θl)

pR − pE
✭✽✮

❬■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡❪

Pr♦♦❢✿ ❙✉♣♣♦s❡ C = V ✳ ❱✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t ✐s pED ✐❢ ❊

st❛②s ✐♥ t❤❡ ✜r♠ ❛♥❞ pRD ✐❢ ❊ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❱ ❛❧✇❛②s ✇❛♥ts t♦ r❡♣❧❛❝❡

❊✱ ❡✈❡♥ ✐♥ st❛t❡ θh ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

✾



❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t C = E✳ ■♥ st❛t❡ θh ❊ ✇✐❧❧ st❛② ✐♥ t❤❡ ✜r♠ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ b

❡✣❝✐❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ ✐s ❢✉❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❧❛✐♠❛♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥✳ ■♥ st❛t❡ θl✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

❊ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ st❛② ✐♥ t❤❡ ✜r♠ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❧❡❛✈❡✳ ■❢

s❤❡ st❛②s✱ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s UE = pE[m(b, θl)−D]−b = pEm(b, θl)−b−pED✱

s♦ s❤❡ s❤♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ b = b∗(θl)✳ ■❢ s❤❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ♦✉ts✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡r ❤❡r ♣❛②♦✛

✐s UE = pR[m(b, θl) − D]✱ s♦ s❤❡ s❤♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ b = 0✳ ❙❤❡ ♣r❡❢❡rs t❤❡ ❢♦r♠❡r

str❛t❡❣② t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐✛

pE[m(b∗(θl), θl) − D] + b∗(θl) > pR[m(0, θl) − D] ✭✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

D >
pRm(0, θl) − pEm(b∗(θl), θl) − b∗(θl)

pR − pE
. ✭✶✵✮

◗✳❊✳❉✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❜t ❝♦♥tr❛❝t t❤❛t ❣✐✈❡s ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❱ ✐s t❤❛t ❱ ✇✐❧❧

❛❧✇❛②s r❡♣❧❛❝❡ ❊ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t ✐s r❡♣❛✐❞✳

■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❊✱ t❤❡♥ ❊ ♠❛② ❜❡ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣ t♦ r❡♠♦✈❡

❤❡rs❡❧❢ ❜✉t r❛t❤❡r st❛② ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts✳ P❛rt ♦❢ t❤❡

❝♦st ❢r♦♠ ❞♦✐♥❣ s♦ ✐s ❜♦r♥ ❜② ❱ ✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡s ❤✐s ❞❡❜t ♣❛②♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐❢ ❊ st❛②s ✐♥ t❤❡ ✜r♠✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♥②

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ ❡q✉✐t②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥② α > 0 ✐♥❞✉❝❡s

✐♥❡✣❝✐❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ s♦ ❞♦❡s ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢

❡q✉✐t② ❛♥❞ ❞❡❜t✳

✹ ❈♦♥t✐♥❣❡♥t ❈♦♥tr♦❧ ❙tr✉❝t✉r❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✜rst ❜❡st ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ ❞❡❜t ♦r ❡q✉✐t② ❝❛♥♥♦t✳

✶✵



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t② {(D, V ), (α, E)} ✇❤✐❝❤

❣✐✈❡s ❱ t❤❡ r✐❣❤t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛t ❞❛t❡ ✷✳✺ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞❡❜t ❝❧❛✐♠ D ✇✐t❤ ❱

❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐t② ❝❧❛✐♠ α ✇✐t❤ ❊ ❝♦♥tr♦❧✳ ■❢ D ❛♥❞ α ❛r❡ ❝❤♦s❡♥

s✉❝❤ t❤❛t

D =
I

pR
✭✶✶✮

❛♥❞

α =
pR

pE

D

m(b∗(θh), θh)
=

I

pEm(b∗(θh), θh)
< 1 ✭✶✷✮

t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t② ✐♥❞✉❝❡s ❊ ❛♥❞ ❱ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥

❜♦t❤ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳

Pr♦♦❢✿ ❲❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✉❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❱ ❛t ❞❛t❡ ✷✳✺ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ b✳

❈♦♥s✐❞❡r ✜rst st❛t❡ θl✳ ■❢ ❱ ❝❤♦♦s❡s ❞❡❜t ✇✐t❤ ❱ ❝♦♥tr♦❧✱ ❤❡ ✇✐❧❧ r❡♣❧❛❝❡ ❊ ❛t ❞❛t❡ ✸

❛♥❞ ❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s UV (D, V ) = pR ·D✳ ■❢ ❤❡ ❝❤♦♦s❡s ❡q✉✐t② ❛♥❞ ❊ ❝♦♥tr♦❧✱

t❤❡♥ ❊ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ r = 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ pR(1 − α)m(b, θl) > pE(1 − α)m(b, θl) + b

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

α <
(pR − pE)m(b, θl) − b

(pR − pE)m(b, θl)
< 1 ✭✶✸✮

■❢ α ✐s ❜❡❧♦✇ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❤❡r ♣r♦✜t s❤❛r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t❤❛t s❤❡ ✇✐❧❧

✈♦❧✉♥t❛r② r❡♠♦✈❡ ❤❡rs❡❧❢✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❱✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s pRαm(b, θl)✳ ■❢

❤♦✇❡✈❡r✱ α ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❊✬s ♣r♦✜t s❤❛r❡ ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t s❤❡ ✇♦✉❧❞

r❛t❤❡r ♥♦t r❡♣❧❛❝❡ ❤❡rs❡❧❢ ❜✉t ❝♦♥s✉♠❡ b✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❱✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s

UV (α, E) = pEαm(b, θl) < pRαm(b, θl)✳ ❚❤✉s✱ ❱ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ ❞❡❜t ✇✐t❤ ❱

❝♦♥tr♦❧ ✐❢

pRαm(b, θl) ≤ pRD = pR pE

pR
αm(b∗(θh), θh) ✭✶✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

pRm(b, θl) ≤ pEm(b∗(θh), θh) ✭✶✺✮

✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ st❛t❡ θh✳ ❲❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❱ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ (α, E)

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ b ≤ b∗✳ ◆♦t❡ ✜rst t❤❛t ✐❢ ❱ ❝❤♦♦s❡s (D, V )✱ ❤❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s r❡♣❧❛❝❡ ❊

✶✶



❛t ❞❛t❡ ✸ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t ✐s r❡♣❛✐❞✳ ❚❤✉s✱ ❤✐s

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s pRD✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ ❱ ❝❤♦♦s❡s ❡q✉✐t② ❛♥❞ ❊ ❝♦♥tr♦❧✱ ❊ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡

r = 0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❱✬s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ pEαm(b, θh) ✐s str✐❝t❧②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ b✳ ❚❤✉s✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ α ✇❡ ❣❡t t❤❛t pRD ≤ pEαm(b, θh)

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ b ≤ b∗(θh)✳ ❚❤✉s✱ ❱ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ❡q✉✐t② ✇✐t❤ ❊ ❝♦♥tr♦❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

❊ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts✳

◆♦✇ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ b ❜② ❊✳ ❈♦♥s✐❞❡r st❛t❡ θl ✜rst✳ ❊

❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ❱ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❣♦ ❢♦r ❞❡❜t ✇✐t❤ ❱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❛t ❤❡ ✇✐❧❧ r❡♣❧❛❝❡

❤❡r ❛t ❞❛t❡ ✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❤❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ b = 0✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ st❛t❡ θh✳ ❊ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ❱ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ❡q✉✐t② ❛♥❞ ❊ ❝♦♥tr♦❧

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ b ≤ b∗(θh) ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ s❤❡ ✇✐❧❧ st❛② ♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❛♥❞ ❝❛♥

❝♦♥s✉♠❡ ❤❡r ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts✳

■❢ s❤❡ ❝❤♦♦s❡s b > b∗(θh)✱ ❱ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ (D, V ) ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ❤❡r ❛t ❞❛t❡ ✸✳

❚❤✉s ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s

UE(b > b∗(θh)) = pR · [m(b, θh) − D] ✭✶✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ b✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t b > b∗(θh) ❊ ♠❛①✐♠✐③❡s

♦✈❡r ❛♥ ♦♣❡♥ s❡t ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r b✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ b > b∗(θh) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜②

sup UE(b > b∗(θh)) = lim
b→b∗

pR · [m(b, θh) − D] = pR · [m(b∗(θh), θh) − D] . ✭✶✼✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ s❤❡ ❝❤♦♦s❡s b ≤ b∗(θh) ❱ ✇✐❧❧ ♦♣t ❢♦r (α, E) ❛♥❞ ❊ ✇✐❧❧ ♥♦t

❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s

UE(b) = pE(1 − α)m(b, θh) + b . ✭✶✽✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ b∗(α) > b∗(θh) ❜✉t s❤❡ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②

b ≤ b∗(θ)✳

❚❤✉s✱ ❊ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ b = b∗(θh) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

UE(b∗(θh)) = pE(1 − α)m(b∗(θh), θh) + b∗(θh)

≥ pR · [m(b∗(θh), θh) − D] = sup UE(b > b∗(θh)). ✭✶✾✮

✶✷



❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ α = pR

pE

D
m(b∗(θh),θh)

t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

pE

(

1 −
pR

pE

D

m(b∗(θh), θh)

)

m(b∗(θh), θh)+b∗(θh) ≥ pR · [m(b∗(θh), θh)−D] ✭✷✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

pEm(b∗(θh), θh) + b∗(θh) ≥ pRm(b∗(θh), θh) ✭✷✶✮

✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡ ❱ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ (α, E) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ ❊ ❝❤♦♦s❡s b ≤ b∗(θh) ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❊ t♦ ❝❤♦♦s❡ b = b∗(θh)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❡✣❝✐❡♥t✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t α < 1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

I < pEm(b∗(θh), θh)✳ ❚❤✉s✱

α <
pEm(b∗(θh), θh)

pEm(b∗(θh), θh)
= 1 . ✭✷✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❱ r❡❝♦✈❡rs ❤✐s ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st ■✳ ■♥ t❤❡ ❜❛❞

st❛t❡ ❤❡ ❣❡ts pRD✳ ■♥ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡ ❤❡ ❣❡ts pEαm(b∗(θh), θh) = pRD✳ ❚❤✉s✱ ❤✐s

❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s

qprD + (1 − q)prD = prD = pR I

pr
= I ✭✷✸✮

s♦ ❤❡ ❥✉st ❜r❡❛❦s ❡✈❡♥✳ ◗✳❊✳❉✳

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆t ❞❛t❡ ✷✳✺ ❱ ❤❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡

✇❤❡t❤❡r t♦ t❛❦❡ ❛ ❞❡❜t ❝❧❛✐♠ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛t ❞❛t❡ ✸ ♦r ✇❤❡t❤❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥

❡q✉✐t② ❝❧❛✐♠ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❊✳ ■♥ t❤❡ ❜❛❞ st❛t❡✱ t❤❡ ❡q✉✐t② ❝❧❛✐♠ ✐s ✇♦rt❤

❧✐tt❧❡ ❛♥❞ ❱ ♣r❡❢❡rs t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❊ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ✜①❡❞ ♣❛②♠❡♥t D ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r

♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡✳ D ❛♥❞ α ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t

❱ ♣r❡❢❡rs ❡q✉✐t② ♦✈❡r ❞❡❜t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❊ ❝❤♦s❡ b ≤ b∗(θh)✳ ❊ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ✐❢

s❤❡ ❝❤♦♦s❡s b > b∗(θh)✱ ❱ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❞❡❜t ✇✐t❤ ❱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ❤❡r ❛t ❞❛t❡

✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❤❡ ✇✐❧❧ r❡s✐st t❤❡ t❡♠♣t❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ t♦ ♠❛♥② ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts

❛♥❞ ❝❤♦♦s❡s b = bh(θ) ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳

✶✸



◆♦t❡ t❤❛t D ❛♥❞ α ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❱ ❥✉st ❜r❡❛❦s ❡✈❡♥✳ ❍❡ ♣r❡❢❡rs

t❤❡ ❞❡❜t ❝❧❛✐♠ ✐♥ t❤❡ ❜❛❞ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❤❡ r❡❝❡✐✈❡s pRD✳ ❍❡ ♣r❡❢❡rs t❤❡ ❡q✉✐t② ❝❧❛✐♠

✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡ ✇❤❡r❡ ❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s pEαm(b ∗ (θh), θh) = pRD✳ ❚❤✉s✱

❤✐s ♦✈❡r❛❧❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❛②♦✛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

UV = qpRD + (1 − q)pRD − I = pR I

pR
− I = 0 .

❚❤✉s✱ ❛♥② ❡✣❝✐❡♥t ♣r♦❥❡❝t t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✳

✺ ❘❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❡s r❡♥❡❣♦t✐❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❝♦♥tr❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡✐r ✐s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ r❡♥❡❣♦t✐❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❝♦♥tr❛❝t ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s s❝♦♣❡ ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t

♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■t ♠❛②✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ♦❝❝✉r ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ st❛t❡ θh✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❊

❝❤♦♦s❡s b > b∗✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❱ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ (D, V ) ❛♥❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❊ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❊ ♠❛② ♦✛❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ α ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❱ t♦

❝❤♦♦s❡ (α, E) ❛♥❞ ♥♦t t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❤❡r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

t❤❛t ❊ ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❣❛✐♥ ❢r♦♠ ❝❤♦♦s✐♥❣ b > b∗✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✜rst

❜❡st✱ ❡✈❡♥ ✐❢ r❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✳

Pr♦♦❢✿ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✜♥❛♥❝✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❝♦♣❡ ❢♦r r❡♥❡❣♦t✐✲

❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜rst✲❜❡st ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❜❛❞

st❛t❡ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ♦✛ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤ ❡✐t❤❡r✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❊

❝❤♦♦s❡s b > 0✱ t❤❡♥ ❱ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ (D, V )✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❊ ❤❛s

♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡✳

✶✹



■❢ ❊ ❝❤♦♦s❡s b > b∗ ✐♥ t❤❡ ❣♦♦❞ st❛t❡✱ ❱ ♣r❡❢❡rs (D, V ) ♦✈❡r (α, E)✳ ❇✉t

✐❢ ❤❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ (D, V ) ❤❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t r❡♣❧❛❝❡ ❊✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊ ❝♦✉❧❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ α ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❱ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❲❡

❤❛✈❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s✳

• D ≤ m(b̂, θh)✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❱ ❝❛♥ s❡❝✉r❡ ❤✐♠s❡❧❢ pRD✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦♥

t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✱ ❜② st✐❝❦✐♥❣ t♦ (D, V )✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧ s✉r♣❧✉s ✐s

r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ b∗ t❤❛t ❧❡❛✈❡s ❧❡ss ❢♦r ❊ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

♣❛t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣❛② ♦✛ ❢♦r ❊ ❞♦ ❞❡✈✐❛t❡✳

• D > m(b̂, θh)✿ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❊ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❜❛♥❦r✉♣t❝②

❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛ ❣♦❡s t♦ ❱✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ♦✛❡r✐♥❣ α = 1

✇✐❧❧ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❱ t♦ r❡❧✐♥q✉✐s❤ ❝♦♥tr♦❧ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡ ❣❡ts m(b̂, θh) ✇✐t❤ t❤❡

❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pR ✐❢ ❤❡ ❦❡❡♣s ❤✐s ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t✳✳ ◗✳❊✳❉✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥❣❡♥t ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s ❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ s❡❝✉r✐t② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❤✐❢t ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

♦♣t✐♦♥ ✐s ❡①❡r❝✐s❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥tr❛❝t t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❞❡❜t ♦r ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ st♦❝❦ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ❛r❡ ❧♦st ✐❢ t❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ❝❤♦♦s❡s t♦ ❝♦♥✈❡rt

❤✐s ❞❡❜t ❝❧❛✐♠ ✐♥t♦ ❡q✉✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r r❡❝❡✐✈❡s ❢✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧✳

❚❤❡ ✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧✐st ✇✐❧❧ ❡①❡r❝✐s❡ ❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✜r♠ ✐s ❤✐❣❤❧②

s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉r ✇❛♥ts ❤✐♠ t♦ ❡①❡r❝✐s❡ ❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

♦♣t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❤❡ ✐s ✇✐❧❧✐♥❣

t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ♥♦t t♦ ♠❛♥② ♣r✐✈❛t❡ ❜❡♥❡✜ts ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r②

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜r♠ t♦♦ ♠✉❝❤✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❜❛❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡s✱ ✐t ✐t ✐s ♥♦t

✶✺



♣r♦✜t❛❜❧❡ ❢♦r ❱ t♦ ❡①❡r❝✐s❡ ❤✐s ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❤❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞

r❡♣❧❛❝❡ ❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✣❝✐❡♥t✳

■t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ♠♦✈❡ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡

❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤❡r❡✳ ■❢ ❱ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❡r❝✐s❡ ❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣t✐♦♥✱ ❤❡ ❤♦❧❞s ❛ ❞❡❜t

❝❧❛✐♠✱ ❜✉t ❤❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤t t♦ r❡♠♦✈❡ ❊✳ ■❢ ❱ ❡①❡r❝✐s❡s ❤✐s ♦♣t✐♦♥✱

❤❡ ❤♦❧❞s ❡q✉✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ❛r❡ ♥♦✇ ♣❛ss❡❞ t♦ ❊✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st

t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t ❛♥❞ ❡q✉✐t②✳ ❲✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❜t✱ t❤❡ ❞❡❜t ❤♦❧❞❡r

❤❛s ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❞❡❜t♦r ✐s ♥♦t ✐♥ ❞❡❢❛✉❧t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

❡q✉✐t② ❤♦❧❞❡rs ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r✐❣❤ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛♥②✳

❙✉❝❤ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛s❤ ✢♦✇ r✐❣❤ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ r✐❣❤ts ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

✈❡♥t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✜♥❛♥❝❡✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇❛s❝❤❛✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❯✳ ❲❛❧③ ✭✷✵✵✶✮✿ ✏❈♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❖♣t✐♠❛❧ ❊①✐t

❉❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❱❡♥t✉r❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✼✱ ✷✽✺✕

✸✵✻✳

❇❡r❣❧ö❢✱ ❊✳ ✭✶✾✾✹✮✿ ✏❆ ❈♦♥tr♦❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❱❡♥t✉r❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱✑ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ▲❛✇✱ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ ✶✵✱ ✷✹✼✕✷✻✼✳

❈♦r♥❡❧❧✐✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❖✳ ❨♦s❤❛ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❙t❛❣❡ ❋✐♥❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❘♦❧❡ ♦❢ ❈♦♥✲

✈❡rt✐❜❧❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✵✱ ✶✕✸✷✳

●♦♠♣❡rs✱ P✳ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✿ ✏❖✇♥❡rs❤✐♣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✐♥ ❊♥tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ❋✐r♠s✿

❆♥ ❊①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s ✐♥ ❱❡♥t✉r❡ ❈❛♣✐t❛❧ ■♥✈❡st♠❡♥t✳✱✑

❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✱ ❍❛r✈❛r❞ ❇✉s✐♥❡ss ❙❝❤♦♦❧✳

❍❡❧❧♠❛♥♥✱ ❚✳ ❋✳ ✭✶✾✾✽✮✿ ✏❚❤❡ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧ ❘✐❣❤ts ✐♥ ❱❡♥t✉r❡ ❈❛♣✐t❛❧

❈♦♥tr❛❝ts✱✑ ❘❛♥❞ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✷✾✱ ✺✼✕✼✻✳

❑❛♣❧❛♥✱ ❙✳ ◆✳✱ ❛♥❞ P✳ ❙trö♠❜❡r❣ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ❈♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❚❤❡♦r②

▼❡❡ts t❤❡ ❘❡❛❧ ❲♦r❧❞✿ ❆♥ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱❡♥t✉r❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❈♦♥tr❛❝ts✱✑

❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✼✵✭✷✮✱ ✷✽✶✕✸✶✺✳

▼♦s❝♦✈✐t③✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱✐ss✐♥❣✲❏♦r❣❡♥s❡♥ ✭✷✵✵✷✮✿ ✏❚❤❡ ❘❡t✉r♥s t♦ ❊♥✲

tr❡♣r❡♥❡✉r✐❛❧ ■♥✈❡st♠❡♥t✿ ❆ Pr✐✈❛t❡ ❊q✉✐t② Pr❡♠✐✉♠ P✉③③❧❡❄✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✷✭✹✮✱ ✼✹✺✕✼✼✽✳

❘❡♣✉❧❧♦✱ ❘✳✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✉❛r❡③ ✭✷✵✵✹✮✿ ✏❱❡♥t✉r❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✿ ❆ ❙❡❝✉r✐t②

❉❡s✐❣♥ ❆♣♣r♦❛❝❤✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✽✭✶✮✱ ✼✺✕✶✵✽✳

❙❝❤♠✐❞t✱ ❑✳ ▼✳ ✭✷✵✵✸✮✿ ✏❈♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❙❡❝✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❱❡♥t✉r❡ ❈❛♣✐t❛❧ ❋✐♥❛♥❝❡✱✑

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✐♥❛♥❝❡✱ ✺✽✭✸✮✱ ✶✶✸✾✕✶✶✻✻✳

✶✼


