Klausurtag 2/ 4
Zusatzmaterial

fur Multiplikatorinnen und
Multiplikatoren

Potentialanalyse — Steigungsdreiecke verwenden

Der Rahmen ‘

Inhalt Steigungsdreiecke verwenden

Anwendungsbereichim  Klausurtag 2: Potentiale digitaler Medien — Zusammenhange visualisieren
Rahmen Fortbildung Klausurtag 4: Tiefe Verarbeitung anregen — Lésungswege vergleichen

ICAP: Konstruktiv (C)
SAMR: Modifikation (M)

Verortung im Lehrplan MS: M-Zweig 9.8 — Funktionale Zusammenhange
RS I: 8.6 —Funktionen
RS li/lll: 8.5 — Funktionen
GYM: 8.2 — Lineare Funktionen

Voraussetzungen Lineare Funktionen der Form f(x) = m - x 4+ t mit deren Darstellung als
Graph.
Bedeutung des Parameters m in Term und Graph und Interpretation mit
Hilfe des Steigungsdreiecks.
Ahnlichkeit und zentrische Streckung werden nicht zwingend vorausge-
setzt.

Ziele Die Schulerinnen und Schiler kennen Strategien zur Bestimmung der Stei-
gung des Graphen einer linearen Funktion mit Hilfe eines Steigungsdrei-
ecks und kdnnen diese auf ihre Eignung hin vergleichen.

Die Schilerinnen und Schiler begrinden, warum die Steigung unabhangig
von der Wahl des Steigungsdreiecks ist.

Auftrage - Zwei Strategien analysieren, die bei der Bestimmung der Steigung je
nach Situation Vor- und Nachteile haben.
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Medien & Werkzeuge - Zwei spezifische, unterschiedliche Strategien zur Bestimmung von
Steigungen anhand des Funktionsgraphen.
- Dynamisches GeoGebra-Sheet, in dem beide Strategien am Graphen
dargestellt werden kénnen.

Angestrebte - Analyse der Strategien nach fachlichen Kriterien anhand maoglichst
Lernaktivitaten verschiedener Funktionsgraphen.

- Herstellen oder Analyse eines geometrischen Zusammenhangs zwi-
schen den beiden Steigungsdreiecken, und Nutzung zur Argumenta-
tion fur die Gleichheit der beiden Steigungen.

- Ggf. Wiederholung des erlernten Vorgehens zur Bestimmung der
Steigung anhand der dynamischen Visualisierung von Funktions-
graph und Berechnung.

Einbettungin den - Ein mogliches Vorgehen ist bereits erarbeitet. Ziel der Aktivitat ist
Unterricht eine tiefere Verarbeitung und Vernetzung dieses Vorgehens.
- Diebeiden Strategien (und ggf. weitere) kdnnen spater beim Ablesen
von Steigungen aus Funktionsgraphen erneut aufgegriffen und flexi-
bel genutzt werden.

Prozessunterstitzung - Schwierigkeiten in Bezug auf das Verfahren selbst anhand der ein-

blendbaren (verkniUpften) Darstellung der Berechnung bearbeiten.

- Hinweise zum Herstellen von Zusammenhangen zwischen verschie-
denen Steigungsdreiecken (s.u.).

- Bei einseitiger Einschatzung der Strategien ggf. andere Perspektive
einbringen.

- Hinweise zur Exploration einer Bandbreite von Funktionstermen, um
Vor- und Nachteile der Strategien erkennbar zu machen.

- Ggf. Argumentation zundchst gezielt auf Spezialfélle einschranken
(s.u.), um einem produktiven Einstieg zu ermdglichen.

- Ggf. zunachst Teilargumentationen einfordern, spater Teilargumen-
tationen erganzen lassen (s.u.).

Losungen beobachten - Interessante Graphen zur Kontrastierung der Strategien fur die Dis-
kussion vormerken.
- Teilargumentationen, die verschiedene Teile der Argumentation ab-
decken fur die Diskussion vormerken.
- Strukturell unterschiedliche Argumentationen (s.u.) vormerken.

Diskussion - Vor- und Nachteilliste zusammentragen und Vor- und Nachteile an-
von Lésungen hand von beispielhaften Graphen illustrieren.
- Ggf. zunachst Teilargumentationen fir die Begrindung diskutieren
und dann durch ergénzende Beitrdge erweitern.
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Materialien

Analoge Umsetzung:  Arbeitsblatt mit Zeichnung einer linearen Funktion mit
zwej eingezeichneten Steigungsdreiecken.

Digitale Umsetzung:  Arbeitsblatt mit Aufgabenstellung und Link zum GeoGebra-Sheet.
GeoGebra-Sheet mit der Moglichkeit die Steigungsdreiecke individuell zu ver-
andern und Einfluss auf den Graphen der linearen Funktion zu nehmen.

https://epub.ub.uni-muenchen.de/q4236/1/Beispiel_Steiqungsdreiecke-ver-

wenden.html

Arbeitsauftrage

Digitale Umsetzung

Clara und Petra diskutieren, wie man die Steigung einer linearen Funktion bestimmen kann, wenn man
ihren Graphen vorgegeben hat.

Clara: ,|ch zeichne das Steigungs-
dreieck immer so, dass die horizon-
tale Seite die Lange 1 hat. Das macht
mir die Sache viel einfacher."

Petra: ,Ich mache das
Steigungsdreieck immer
grof3er! Dann kannich
genauer messen."

a) Nutze das GeoGebra-Sheet und begrinde, warum beide Wege immer zum selben Ergebnis
fohren.

b) Erstelle eine Vorteil- / Nachteilliste fur beide Wege.

c) Beschreibe, wie man moglichst geschickt vorgehen kann, um die Steigung einer linearen Funk-
tion zu bestimmen, wenn man den Graphen auf Papier vor sich hat?
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Analoge Umsetzung

Clara und Petra diskutieren, wie man die Steigung einer linearen Funktion bestimmen kann, wenn
man ihren Graphen auf Papier vorgegeben hat.

Clara: ,Ich zeichne das Steigungs-
dreieck immer so, dass die horizon-
tale Seite die Lange 1 hat. Das macht
mir die Sache viel einfacher."

Petra: ,Ich mache das
Steigungsdreieck immer
grof3er! Dann kannich
genauer messen."

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15

a) Begrinde anhand der Grafik, warum beide Wege immer zum selben Ergebnis fohren.

b) Erstelle eine Vorteil- / Nachteilliste fur beide Wege.

c) Beschreibe, wie man moglichst geschickt vorgehen kann, um die Steigung einer linearen Funk-
tion zu bestimmen, wenn man den Graphen auf Papier vor sich hat?
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Analyse der Lernaktivitat

Worum geht es hier?
Potentiale digitaler Medien — Zusammenhange visualisieren (Arbeitsauftrag Klausurtag 2)

Dass verschiedene Steigungsdreiecke denselben Wert fUr die Steigung ergeben, ist aus rein formaler Sicht
vollig klar: Es handelt sich ja um einen bestimmten Wert aus dem Funktionsterm und dieser ist schon
durch die Funktion selbst festgelegt. Andere Werte fGhren zu ,steileren" oder ,flacheren" Graphen, kén-
nen also nicht zur gleichen Funktion gehoren. Trotzdem ist es zundchst Uberraschend, und eine genauere
Analyse kann zu einem besseren Verstandnis fihren, wie es dazu kommt.

Die Frage, warum das so ist, fGhrt zu der Beobachtung, dass verschiedene Steigungsdreiecke nur durch
Verschieben und zentrische Streckung (bzw. malf3stabliches Verkleinern und Vergrof3ern) auseinander
hervorgehen. Das Verschieben andert Breite und Hohe der Steigungsdreiecke nicht. Die zentrische Stre-
ckung bzw. maféstabliche Vergrolderung/Verkleinerung andert Breite und Hohe im gleichen Mal%e: Ver-
doppelung der Breite fGhrt auch zur doppelten Hohe, analog fur andere Langenverhéltnisse. Hier wird
informell erarbeitet, dass die Steigungsdreiecke alle &hnlich zueinander sind, ohne dass die Begriffe Ahn-
lichkeit oder zentrische Streckung bereits thematisiert wurden.

Worum geht es hier?
Tiefe Verarbeitung anregen — Losungswege vergleichen (Arbeitsauftrag Klausurtag 4)

Wenn vorhandenes Wissen durch neue Erfahrungen oder andere Sichtweisen erweitert werden soll, ist es
wichtig, Zusammenhdnge zwischen Strukturen zu erkennen, zu verstehen und zu begrinden.

Was an der Aufgabe trdgt dazu bej, tiefe Verarbeitung anzuregen?

Von aufden werden verschiedene Lésungen der beiden fiktiven Schilerinnen zu der zunachst wenig akti-
vierenden Fragestellung, die Steigung des Graphen einer linearen oder proportionalen Funktion zu be-
stimmen, eingebracht. Beide Wege haben Vor- und Nachteile. Wahrend die Losung von Clara ohne Rech-
nung auskommt, kann man bei der Lésung von Petra auch die Steigungen extrem flacher oder steiler Gra-
phen genau bestimmen.

Die Analyse der beiden Wege, ihrer Unterschiede und Gemeinsamkeiten soll eine Reflexion des Verfah-
rens anregen, das Uber eine reine wiederholende Anwendung hinausgeht. Die Lernenden mussen jedoch
die beiden Wege vergleichen und erkennen, dass und warum sie auf die gleiche Losung fUhren. Die Frage
nach Vor- und Nachteilen regt dazu an, beide Wege fur verschiedene Graphen zu analysieren, um Mdég-
lichkeiten und Einschrankungen zu identifizieren.

Die Schilerinnen und Schiler nutzen ihr Wissen Uber ein konkretes Vorgehen (Steigung bestimmen) fur
eine genauere Analyse. Sie untersuchen, wie verschiedene Steigungsdreiecke in einen Zusammenhang
gebracht werden kénnen (z. B. verschieben, verkleinern) und begrinden anhand von Wissen Uber geo-
metrische Figuren, weshalb sich die Steigung dabei jeweils nicht verdndert. Dies soll zu einer tieferen Ver-
arbeitung und besseren Vernetzung des Wissens zum erlernten Verfahren beitragen.

Worauf ist beim Einsatz der Aktivitdt zu achten, damit wirklich méglichst tiefe Verarbeitung stattfindet?

Die Aktivitat erfordert zundchst, Unterschiede zwischen den L&sungswegen zu untersuchen. Diese wer-
den besonders gut erkennbar, wenn die Lésungswege fir unterschiedliche (ggf. extreme) Graphen be-
trachtet werden. Hier ist das konkrete Vorgehen beim Bestimmen der Steigung genauer zu betrachten
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und auf maégliche Schwierigkeiten (z. B. in Bezug auf die Genauigkeit bzw. die Schwierigkeit der durchzu-
fuhrenden Rechnungen) hin zu analysieren.

Weiterhin wird angeregt Beziehungen zwischen den beiden Lésungswegen herzustellen. Dies sollte dar-
Uber hinausgehen, dass sich dieselbe Losung ergibt. Es ist als wesentlich, dass Lernende dazu spezifisch
angeregt werden die beiden Steigungsdreiecke in eine Beziehung zu bringen. Eine Moglichkeit ware das
Steigungsdreieck von Clara so zu verschieben, dass es einen Punkt gemeinsam mit dem Steigungsdreieck
von Petra hat.

Die Aktivitat fordert weiterhin eine Argumentation ein, die durchaus als mehrschrittig bezeichnet werden
kann. Es kann auf unterschiedliche Weisen argumentiert werden (multiple Lésungen), z. B. indem durch
Argumente der Ahnlichkeit / der zentrischen Streckung / der maf3stablichen Vergrofierung argumentiert
wird, oder indem ,Kopien" des kleinen Steigungsdreiecks (im Kopf) entlang dem Graphen im ,grofen"
Steigungsdreieck eingefigt werden. Weiterhin kann einfacher (mit einem einfachen Kongruenzargu-
ment) begrindet werden, warum Steigungsdreiecke mit derselben horizontalen Lange dieselbe Steigung
ergeben —warum also eine Verschiebung des Steigungsdreiecks den Wert der Steigung nicht verandert.

Letztlich tragt die Aktivitat dazu bei, Beziehungen zwischen zwei Darstellungsformen linearer Funktionen
— Funktionsterm und Graph — genauer zu untersuchen: Wie zeigt sich die Steigung als Zahl im Funktions-
term auf unterschiedliche Art im Graphen linearer Funktionen?

Die Aktivitat bietet die Moglichkeit den auf unterschiedlichen Niveaus lernférderlich zu arbeiten. So st die
Argumentation teilweise oder vollstandig einfacher zu finden, wenn die beiden Steigungsdreiecke einen
gemeinsamen Eckpunkt haben, oder wenn die horizontale Seitenldange bei Petras Steigungsdreieck ganz-
zahlig (z. B. 2) ist. Auf diese Weise kénnen Lernende auf unterschiedlichen Niveaus dennoch argumentativ
tatig werden.

Welche Méglichkeiten bieten sich fur tiefe Verarbeitung bei der Diskussion der Arbeitsergebnisse?

Bei der Diskussion sollten moglichst viele Lernende dazu angeregt werden die prasentierten Beitrage und
Vorschldage zu durchdenken. Dafur ist es hilfreich ggf. erst einmal Teillésungen- und -argumentationen
(s.0.) zu prasentieren und dann schrittweise mit weiteren Losungen zu erweitern.

Auch die Bewertung der beiden Losungswege lasst sich geschickt nutzen, um unterschiedliche Perspekti-
ven in die Diskussion einzubringen und gegeneinander abzuwagen. Gerade hier kann es aktivierend sein,
Beispiele in die Diskussion einbringen zu lassen oder selbst einzubringen, die bestimmte Vor- und Nach-
teile illustrieren.

Ist die Steigung nicht ganzzahlig, so ist es oft hilfreich den Bruch so zu erweitern, dass Zahler und Nenner
ganzzahlig sind. Das Steigungsdreieck der Geraden und damit auch die Gerade selbst, kdnnen hierdurch
leichter gezeichnet werden. Bei ganzzahligen Steigungen ist die Verwendung der horizontalen Lange 1
des Steigungsdreiecks eine geeignete Strategie.

Vor-und Nachteile zu identifizieren, erfordert aber weiterhin, genau zu beobachten welche Méglichkeiten
die beiden Strategien geben und wo ihre Einschrankungen liegen. Gerade hierauf sollte bei der Diskussion
der Arbeitsergebnisse ein besonderer Fokus gelegt werden.

Digitale Medien und tiefe Verarbeitung (Arbeitsauftrag Klausurtag 4)

Wie kénnten Sie digitale Medien nutzen, um Lernende zur tiefen Verarbeitung der Inhalte anzuregen?

Das GeoGebra-Sheet zeigt eine mogliche digitale Gestaltung. Die dynamische Visualisierung bietet, er-
laubt es den Schulerinnen und Schiler schnell und effizient sehr unterschiedliche Funktionsgraphen zu
untersuchen (Potential ,Phanomene erkunden"). Gerade bei besonders flachen oder besonders steilen
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Graphen lohnt es sich die beiden Strategien zu vergleichen, um Vor- und Nachteile identifizieren zu kon-
nen.

Die dynamische Verdnderung der Steigungsdreiecke kann wesentliche Ideen fir die Argumentation
(siehe oben) liefern (Potential ,Phdnomene erkunden™). Fir das Steigungsdreieck von Petra wirden sich
beispielswese folgende Tipps anbieten: ,Mach Petras Steigungsdreieck zundchst 2 (oder3, 4, ...) Einheiten
breit. Du kannst dann die beiden Wege vergleichen!" Oder ,Verschiebe Claras Steigungsdreieck doch ein-
mal so, dass es einen Punkt mit dem von Petra gemeinsam hat!"

Die Moglichkeit die symbolische Darstellung der Rechnungen einzubinden erlaubt es zudem den Zusam-
menhang zwischen den verschiedenen Steigungsdreiecken und den dazugehoérigen Rechnungen klar ab-
zubilden, sowie Verdnderungen der Steigungsdreiecke mit Veranderungen in den Rechnungen in Bezie-
hung zu setzen (Potential ,Zusammenhange visualisieren").

Siehe hierzu auch die AusfUhrungen unter: Einstufung SAMR
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Weitere Verwendungsmaglichkeiten in den Klausurtagen 2 bis 4

Einstufung ICAP (als weiteres Beispiel fur Klausurtag 2)

Passives Arbeiten ist bei dieser Aktivitat denkbar, aber nicht systematisch zu erwarten.

Auf aktives Arbeiten beschrankte Lernaktivitdten waren beispielsweise ein zielloses Verschieben der Stei-
gungsdreiecke und das willkurliche Verandern der Parameter der linearen Funktion. In einem solchen Fall
konnten die Lernenden zunachst auf bestimmte Verdnderungen fokussiert und zur systematischen Be-
obachtung der Veranderung angeregt werden.

Die freie Exploration erlaubt es den Schilerinnen und Schilern unterschiedliche Szenarien zu erproben
und ihre Hypothesen zu Gberprifen. Von ihnen wird verlangt, dass sie den Zusammenhang zwischen ver-
tikaler und horizontaler Seite eines Steigungsdreiecks mit denen eines anderen Steigungsdreiecks her-
stellen. Dies stellt ebenso eine konstruktive Eigenleistung dar, wie das Finden eines moglichen Zusam-
menhangs zwischen den beiden Steigungsdreiecken (Verschieben, Vergrofsern/Verkleinern). Dariber
hinaus erarbeiten die Schilerinnen und Schiler sich die Vor- und Nachteile zweiter unterschiedlicher Stra-
tegien. Diese Reflexion von Vorgehensweisen mit Bezug zu bestimmten Problemstellungen (unterschied-
liche Graphen) stellt ebenfalls eine konstruktive Leistung dar.

Interaktives Arbeiten ist einerseits moglich, indem in Kleingruppen gemeinsam an dem Problem gearbei-
tet wird. Hier bietet sich ein Wechsel von Arbeiten in kleineren und groféeren Gruppen an, um einerseits
unterschiedliche Losungsansatze zu generieren, andererseits auch den Austausch dariber zu ermdgli-
chen. Um eine aktive Auseinandersetzung mit den Ideen anderer Lernender anzuregen, bietet sich auch
ein Vergleich der Vor- und Nachteilslisten mit einer anderen Gruppe an, oder Lernende kdnnten Rollen als
,Vertreter" einer der beiden Strategien einnehmen. Auch ein Vergleich unterschiedlicher Argumentati-
onsansdtze aus verschiedenen Gruppen in einer gemeinsamen Diskussionsphase ware denkbar.

Einstufung SAMR (als weiteres Beispiel fur Klausurtag 2)

Der Graph einer linearen Funktion inklusive unterschiedlicher Steigungsdreiecke kann durch handisches
Zeichnen ebenfalls erhalten werden. Eine flexible Anpassung ist jedoch nicht méglich und ein Vergleich
vieler verschiedener Steigungsdreiecke aufwandig. Die herkdmmliche Arbeit mit Papier und Stift wird
hierdurch funktional verbessert (Augmentation).

Durch die dynamische Unterstitzung am GeoGebra-Sheet konnen die Schilerinnen und Schiler den Zu-
sammenhang frei explorieren und ihre Vermutungen an unterschiedlichen Beispielen evaluieren. Durch
diesen veranderten Lernprozess stellt das GeoGebra-Sheet somit eine Modifikation gegeniber analogen
Hilfsmitteln dar.

Einordnung strukturorientierter Konzeptaufbau (als weiteres Beispiel fur Klausurtag 3)

Leitfragen nutzen

Die Aktivitat greift eine typische Frage in der Mathematik auf: Wieso ergeben zunachst unterschiedliche
Vorgehensweisen dasselbe Ergebnis? Wo liegen Vor- und Nachteile verschiedener Vorgehensweisen, un-
ter welchen Bedingungen ist die eine bzw. die andere zu bevorzugen?
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Verstehenselemente einbinden

Um die Steigung einer linearen Funktion anhand ihres Graphen zu ermitteln, nutzen Schilerinnen und
Schuler haufig ein eher algorithmisches Vorgehen. Die vorliegende Lernaktivitat fokussiert jedoch starker
auf die mathematische Bedeutung der Steigung, in dem sie bewusst Begrindungen fur den Zusammen-
hang unterschiedlicher Steigungsdreiecke einfordert. Dabei werden zentrale Verstehenselemente, wie
die Definition der Steigung als Quotient sowie die Unabhangigkeit des Steigungsdreiecks von der Wahl
der Steigung explizit aufgegriffen und vertieft thematisiert.

Darstellungen verknipfen

Die Lernaktivitat zielt auf Strategien fur den Darstellungswechsel zwischen Graph und Funktionsterm fur
eine beliebig gewdhlte Steigung ab. Dabei geht es nicht allein um die Berechnung der Steigung, sondern
insbesondere darum, wie die Steigung moglichst effizient am Graphen abgelesen werden kann. Anhand
des GeoGebra-Sheets kann der Darstellungswechsel von ausgewdhlten Funktionsterm, Uber Graph zu
Wert der Steigung nachvollzogen werden. DarUber hinaus unterstUtzt die Lernaktivitat die Flexibilisierung
des Darstellungswechsels, indem die verschiedenen Strategien miteinander verglichen werden.

Das Verfahren selbst (Quotienten der beiden Kathetenlangen im Steigungsdreieck bilden) wird anhand
des GeoGebra-Sheets dynamisch mit dem Steigungsdreieck verandert, sodass beobachtet werden kann,
was sich an diesem Vorgehen verdndert, aber auch was gleich bleibt, wenn das Steigungsdreieck (oder
ggf. auch der Funktionsterm) verandert wird.

Phdnomene und Konzepte verbinden

,Phanomene und Konzepte zu verbinden" wird in dieser Aktivitat nicht gezielt angesprochen.

Einordnung kognitive Aktivierung (als weiteres Beispiel fur Klausurtag 4)

Tiefe Verarbeitung anregen
Siehe dazu die obigen Ausfihrgen: Worum geht es hier? — Tiefe Verarbeitung anregen.
Anforderungen fokussieren

Zusammenhadnge von verschiedenen Steigungsdreiecken kdnnen durch das GeoGebra-Sheet exploriert
werden. Gerade die Mdglichkeit sich beliebig viele unterschiedliche Dreiecke zu erzeugen und direkt die
Auswirkungen auf das rechnerische Verfahren analysieren zu kdnnen, entlastet technische Anforderun-
gen an die Schilerinnen und Schiler. Das eigensténdige Einzeichnen und Berechnen von Steigungen
ware an dieser Stelle wenig lernforderlich und ist nicht mehr notwendig. Der Fokus wird bewusst auf die
Argumentation anhand des Zusammenhangs zwischen den Steigungsdreiecken und die Unterschiede
zwischen den Verfahren gelegt.

Fehler nutzen
,Fehler zu nutzen" wird in dieser Aktivitdt nicht gezielt angesprochen.
Lernprozess unterstiitzen

Die Aufgabe bietet wenig Offnung bezuglich unterschiedlichen Bearbeitungsniveaus. Das Anspruchsni-
veau musste durch die Lehrkraft durch gezielte Impulse individuell auf die Voraussetzungen und bisheri-
gen Ideen derjeweiligen Schilerinnen und Schiler angepasst werden. Die verschiedenen moglichen Lo-
sungswege bieten die Mdglichkeit um anfangliche Ideen der Lernenden aufzugreifen und ihnen Hinweise
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fur eine weitere produktive Arbeit zu geben. Die unterschiedlichen Standpunkte sowie die unterschiedli-
chen moglichen Argumentationsstrategien kdnnen gezielt genutzt werden, um einzelne Lernende wah-
rend der Arbeit an der Aufgabe, oder auch die Gesamtgruppe in einer gemeinsamen Abschlussdiskussion
immer neu zur aktiven Auseinandersetzung mit der Leitfrage anzuregen.

Details finden sich oben im Abschnitt ,Worauf ist beim Einsatz der Aktivitat zu achten, damit wirklich mog-
lichst tiefe Verarbeitung stattfindet?".
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